
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

FRANCIS HIRSCH
Intégrales de résolvantes et calcul symbolique
Annales de l’institut Fourier, tome 22, no 4 (1972), p. 239-264
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1972__22_4_239_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1972, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1972__22_4_239_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
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INTÉGRALES DE RÉSOLVANTES
ET CALCUL SYMBOLIQUE

par Francis HIRSCH

Introduction.

Le but de ce travail est d'étendre un certain nombre de
résultats de calcul symbolique (cf. par exemple [Ï], [à], [4], [6]),
tout en unifiant leur démonstration. L'outil fondamental est
la transformation de Stieltjes (cf. par exemple [7]) qui permet
d'étudier un calcul opérationnel sur les familles résolvantes.

Après un premier paragraphe où nous donnons quelques
résultats sur la transformation de Stieltjes, nous étudions les
familles ((a^, ^\))\>o (où (a^>o est une famille de nombres
réels positifs ou nuls et {^\)\>o une famille de mesures positives
sur l'ensemble R"^. des nombres réels strictement positifs)
qui opèrent, en un sens qui sera précisé, sur le^ familles résol-
vantes bornées. Enfin, nous appliquons les résultats obtenus
ai& calcul symbolique sur certaines classes d'opérateurs et
notamment sur la classa des générateurs infinitésimaux, sur
cellç des potentiels abstraits (au sens de K. Yosida [8]), et sur
celle des noyaux de Hunt. u ^

Une partie d^ ce travail a été annoncée dans [5].

1. Transformation de Stieltjes.

DÉFINITION. — On appelle transformée de Stieltjes une fonc-
tion f de R^. dans R telle qu^il existe un nombre réel positif a
et une mesure ^ positive sur R+ t e l s que

Vrc > 0, f(x) =4 a>0 , f(x)^a+^-^d^W.
j x -\- t
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Notation. — On désigne S l'ensemble des transformées de
Stieltjes et par S* l'ensemble des transformées de Stieltjes
non nulles.

Remarque. — Si f appartient à S, le couple (a, p.) associé
est parfaiten^nt. déteripine,. EJÇI, paytjiçulier,

^^/w
où /'(oo) désigne la KiàîtSyfe |f(â?) qéaïîAirc tend vers (+00).

PROPOSITION 1. — Soit (/n)n^o une suite de S convergeant
simplement sur R^, quar]bd n ter^à vers Vin fini, vers une
fonction g. Alors g appartient à ^ .

Si on note (a^ p.J le couple associé à f^ et (a, ̂ ) le couple
associé à f;, cblorsi

t™^^^n-^oÀ ' - t i

au.^sw^ de la.,convergence vfigue sur R+.,
Si en outre

livft a, == a^
h^ao ' ' • • • • • • • • •

€Èlors
}im^ + t^rf|in-(t)] = W -^^d^^
: ÎW^• ' ' > ;

au sens dte 1̂  kîon^êrge^ce étroite sur 1^ +.
En effet, s<ms1 les hypothèse ci-dëssiiî, ' la suite (^n)^1 ̂ ^t

vagu^TA^nt hotoé .̂ 11 exista ddîle tiû^me^Ur^ positive |X isuf it+
qui soit tiArô valeur d'adhérence vcigû^ d« (^n)n^o- i < ! i ! î

On "etf déduit épe la ïn^sure [(1 ̂  <)^1 d!p (t)] fest bornée 'et
qu'il existe une suite extraite (n/g)^ ^ôllie^qùè '^[(1 -t'' ^)~lrl<^n
(t)] converge fàiNement 'vers^ ((Si + î)-1 rfpÉ^] ^quanJ À*
tend vers l'infini. Il en résulte que la suite (fn^))k^o converge,
pour tout x de Rî^, vers

Ç.7————^{t}
^ 4-'()2

et donc que g est d« la forme
/» ^

g(a;) ==< a'+.J^-r^ ̂  (tl.



INTÉGRALES DE RÉSOLVANTES ET CALCUL SYMBOLIQUE 241

Par côn^ëcluentg appartient à S et> d'après l'unicité de la
représentation,

limvague^=p..
. . . . . . ; ">00

La fin de la proposition en résulte aussitôt,

PROPOSITION 2. — Soit f une fonction de S, alors, pour
tout A appartenant à R+, la fonction ;

_ ' • , • 7(^+i)-i , , s • ; •
appartient A S .

D'après la proposition 1, il suffit de démontrer la propriété
lorsque f est de la forme :fw=a+ï^:
avec les a; et les ^ appartenant à R^.

f(^f + 1)~1 est alors une fraction rationnelle. En raisonnant
sur sa décomposition en éléments simples, on voit qu'il existe
(^)i<^n et (tOi^i^n ^ns R^ tel que

f{x)Wx) + 1]-1 - —————— + S -S-7-Aa -[- 1 ^ rc -(- ((

ce qui démontre le résultat cherché.

2. Intégrales de résolvantes.

Nous allons d'abord préciser la terminologie et les notations.
• Si X est un espace de Banach (la norme étant désignée

par 11.11), nous dirons que (R),)x>o est une famille résolvante
sur X, si (R^>o est une famille d'endomorphismes de
X((R^>o c L(X)) telle que

VA, (JL > 0, Rx ~ R^== (^- A)RxR(x.

, • M étant un réel supérieur ou égal à 1, là famille (R^>o
est dite M-bornéesi

VX >0, , t|ÀR^|t ^ M.
12
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[ • Une fattiille ^olvante^est dite bornée si elle estM-borné^
pour un certain M.

• 1 désigne l'endonï^rphisme identique.
• Le terme « semi-groupe M-borné » désignera toujours un

semi-groupe (P()^(,d'opérateurs, fortement continu, tel que

, Vt^ 0, ||PJ < M.

• Nous appellerons « système » une famille ((a^ ^))x^o où
(^Xx) est une famille de réels positifs ou nuls et {^\)\>o une
famille de mesures positives sur Rî^. telle que

vx >o, r^)< oo.
• Nous dirons que le système ((a^, (Jtx))x>o « opère» si, pour

tout espace de Banach X et pour toute famille résolvante
bornée, (R^>o, sur X, la famille d'opérateurs (S^>o sur X
définie par

VX > 0, S^ == aj + f R,<^),

est une famille résolvante sur X.
Le théorème suivant montre qu'il y à brjectipn entre S

et l'ensemble des systèmes qui opèrent, si on exclut le système

((̂ L
THÉORÈME 1. — 5i f est un élément de S, il existe un

unique système ((û^, ^))^>o tel que

1x > 0, VA > 0,

, A^/N + 1)-̂  = a^ + F —— d^(t),
Jnî^ + <

et ce^ système opère.
Réciproquement, tout système qui cpère, autre que le système

( ( — > 0 j j f est obtenu de la façon précédante à partir d'un

élément de S uniquement déterminé.
Soit f un élément de S. Alors, d'après la proposition 2 de ;[.,

il existe une unique famille (a^ p^>o, où (a^>o est une
famille de réels positifs et (Px)x>o eBt ^^ famille de mesures
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positives sur R+, teHci que ,

Ya; > 0, VA > 0,

/•(^[X^+lj-^o.+f———dtl^).
î J ^ ~r t

Faisant tendre x vers 0, notant

f{0) = lim /'(a;) <£ 4- oo, et a == lim f{x),
X->^ , , • ,. • ^^00

on obtient

(1) J'-1 ̂ ) 4- a, = f(0)[W) + l]-1

/ , , 1 . o o 1\( avec la convention - — = = 0 0 et ————. =^ — !•\ 0 X oo 4- 1 X /
Par conséquent

Px({Q})=0
et en notant

P-X == P^IÏ^ (où I désigne la restriction),

on voit qw ((^? t^^xx) est u^l système vérifiant

(2) VX > 0, ^x > 0,
f{x)Wx) + l]-i = a, + J"^-^(^

et

(3) VX > 0, ^ = a(Xa + 1)~1.

LEMME i. —Soit E Vespace des fonctions <p de R" ,̂ cîar^ C,
continûment dérivable^^ telles qw

sup ^¥(^)|+ sup (^'(t)! < oo
t>Q t>0 v

muni de la norme

[| |y| | |=supt|<p(()| +sup(2 |y /(<)|.
<>Q 00

Pour tout 9 appartenant a E, on no(e 0 îa fonction de (R^)2

dan^ G définie par
y^)—^) si ( ^ o

^^= (^^ SI ( ^ 5

Ç'(t) SI t^ S. .



244 FRANCIS fiïBscH

Alors la forme linéaire sur E définie par

L(?) = [ff^ ^ d^ d^(s)^(\ — X')

-[/^t'^•']^+[^(<^)]^
est continue sur E.

Si, pour tout x strictement positif, on note u^ la fonction

• u^=——— 'x •*)— (
alors

{u^ x > 0} c E et Vrc > 0, / t L(^) =0.

La première partie du lemme découle facilement du théo-
rème des accroissements finis et la Seconde partie d'un calcul
algébrique (compte tenu des formules (2) et (3)).

LEMME 2. -- Pour toute fonction ^ appartenant à l'espace if
des fonctions indéfiniment dériyables sur R à décroissance
rapide,

ILOF|R:)=O

(où [ désigne la restriction).
Soit T la distribution tempérée sur R, à support dans Re-

définie par
; T^)=L^|R;).

Notons h ^éa transformée de La^la^e (définie sur R^).
Pour tout x strictement positif, on a » ^

"- ': ' - • ' ; • . p—tx. \ '• -. p—sx
Vt, s > 0, ( ^ s -———— < 0.

( — 5

On en déduit donc, d'après le théorème de Fubini-Tonelli, que

V^ > 0, f^ e-^hi^ dt < oo
et^" " ' • • '• " ' ' • • 0 ; • • ^ . • . . ' • • - • -. . • •

f^e-^dt^Hu^^Q.

Donc h{t) est nul pour tout ( positif et donc, par unicité de
la transformation de Laplace, T est nulle.
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LEMME 3. — Pour toute fonction 9 de R^ dans G, continu"
ment dérivable, telle que lim t^{t) == lim t 2 ^ ' ^ ) ==0 et

(•>0 ^Ô
lim (<p(t) == — lim (^'(t), on a
(•>oo <•>•<»

L^==:0.

L'adhérence dans E de l'espace 3)(R^) est l'ensemble des
fonctions 9 de R^ dans C, continûment dérivables et
vérifiant

(4) lim t^(t) = lim <V(<) == lim t^{t) = lim t^'{t) == Q.
(•>0 (->0 t->ao Ooo

(Se démontre aisément par troncature.)
Donc, d'après le lemme 2, pour toute fonction vérifiant les

propriétés (4) on a
L(cp)-0.

Si maintenant 9 vérifie les hypothèses du lemme 3 et si

a == lim t<p(<),
Ooo ' •

alors la fonction (9 — aui) vérifie les propriétés (4) et comme
L(ui) est nul d'après le lemme 1, on a

L(9)-0.

LEMME 4. — Si (R^>o est une famille résolvante bornée sur
un espace de Banach X et si

Vrc e X, lim XR^rc == 0 et lim XR^a; == x
À->O X-^00

Za famille (S^>o définie par

Sx-a^I+jR,^^)

^ une famille résolvante.
Considérons la fonction

9(t) = <R^, x^

où ^ est un élément de X, x* un élément du dual topolo-
gique X*.

9 est une fonction indéfiniment dérivable sur Rî^ et

9^)="<R?^ ^*>.
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L'hypothèse sur (R^)x>e implique que

et

lim t^{t) = lim <V(<) = 0
t->0 t->Q

Km (<p(() == — lim t^{t) = <^, o^>.
<^oo t^O

Donc, d'après le lemme 3,

L(<p) == 0.
On obtient donc, en utilisant l'équation résolvante :

<[(X' - À)SA^ - S^ + S ]̂, ^> == L(y) == 0.

Ceci étant vrai pour tous x et x*, on voit donc que (S^>o
est une famille résolvante.

LEMME 5. — 5i (R^)x>o est une farnille résolvante M-bornée
sur un espace de Banach X, la famille (R^^X) définie
(pour n > 0) par

•p(n) _ _____r^L_____ _ l ______^_______ p
"^ - An + n^ + 1 + (An + n» + 1)» K :̂':.̂

est une famille résolvante M-bornêe telle que

Va; e X, Vn > 0, lim XR^a; ==0 et lim XR^a; = a;
>,•»•<> x»<»

et
VX > 0 lim R^ == R), A»n« L(X).

n>oo

Ce lemme se démontre sans difficulté.

Ceci étant, si (R^)x>o es^ une famille résolvante M-bornée
quelconque, la famille (R^))^>o vérifie les hypothèses du
lemme 4.

La famille (S^^x) définie par

S<^ = a,I + / R^ dv.^)

est donc une famille résolvante et, d'après le théorème de
Lebesgue

lim S^ = S^ dans L(X)
n -̂oo
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avec
S^ == a^I + f R,^).

(Sx)x>o est donc une famille résolvante, ce qui achève la
démonstration de la première partie du théorème 1.

Nous allons maintenant démontrer la réciproque.
Soit ((a^, ^))^>o un système qui opère, alors il opère sur les

famHles résolvantes de R.
Or il est facile de voir que les familles résolvantes sur R

sont de la forme ( • ) , où (i appartient à fO, ool
VP + l/x>o

/ i . oo 1\( avec la convention ————- = — ).
\ À oo + 1 X /

II existe donc une fonction f définie sur R"^, à valeurs dans
[0, oo ], telle que

>fx > 0, f{x)[\f{x) + l]-i = ax + f ——— d^(t}.j x -f- t

Si il existe un XQ strictement positif tel que

f[xo) = oo,

d'après la décroissance de /*, on aurait alors

fÇx) = oo sur ]0, x^].
Donc

r i iax + J aTF d^ = T sur ^ x0^
et, par analyticité,

v '>o ̂ /.-h^"
Ce qui montre (il suffit de faire tendre x vers oo) que

4
a\ = — et donc \L\ === 0.À

Supposons maintenant que f soit à valeurs finies, alors

f(x) = lim la^ + f 1 . d^{t)}x^o \ J x -\- t )

ce qui prouve, d'après la proposition 1 de 1., que f appartient
à S.
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Notations. — Soit f un élément de S. On lui associe,
par le théorème 1, un système (((a^, p^))^>o qui opère.

Si R == (R^>o est une famille résolvante bornée sur un
espace de Banach X, nous désignerons par F^(R) la famille
résolvante définie par

. [F^(R)^==a,l4-/R,^^).

• Si R est une famille résolvante sur X, on note ft la
famille résolvante

^-H'--^)À \ À ^ /

L'opération ^ réalise une bijection réciproque de l'ensemble
des familles résolvantes sur lui-même (c.f. [4], proposition
1-3-1).

• Si f appartient à S*, nous noterons f la fonction sur
R!̂ . définie par

> / x > Q f{x} == [/•(.r-1)]-1.

THÉORÈME 2. — Si f appartient à S*, alors la fonction f
appartient aussi à S*. En outre, si X est un espace de Banach
et R une famille résolvante bornée sur X, on a

F/R) = F,(R).

Soit f une fonction de S* et ((a^, (A^))^>o le système qui
lui est associé par le théorème 1.

Soit R une famille résolvante bornée sur X et S la
famille F/R). On a

VX > 0 S^ = 05,1 + f R, d^{s)

=.aa^lï+fî{-d^

où a représente f(oo).
Notons b le nombre [f{0)]~1 ==f(°o) qui est fini puisque

f est non nulle* On voit facilement, à partir de (1), que

i d^ i (s)
T _ _ ^ T , à T , C r 1 J-7

'-^b^i^a^^j^s^
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ce qui permet d'écrire

f i ^ bi r i ̂ î^-xnri+J ft^"^

Notons alors v^ l'image de la mesure | 5— d\L i (s) \ sur R^
par l'application de R^ dans R^ : I- x Y J

-^X
: . • • • • • • • ' . • s • :

On a
C 1 /' «"~1

| —— x ^X^) = ( —— d[L JL ($) < 00.
J S J.; À ^

Donc ( ( , ^ v^ ) ) est un système et

vx > ° s^ == xT^ I + f^d^

Ceci étant vrai pour toute famille résolvante R, on voit que

le système ( ( , v ^ ) ] opère et est donc associé,
\ \AO -+- 1 //X>0

d'après le théorème 1, à une fonction g élément de S.

g(x) = lim (————+ f1-1-^^^))^>o \AO 4- 1 j a; + 5 /

^ & + l i m f , _4 . -^-^x^).
x^o J (1 + xs)s X2 -V7/

Or

/(i-1^^^ :

=Jl^^f(5^JlT^^^^
À —— +5 À ,

=-^____1—— t ^ ^ - ^ ) ~ &
^ 1 + À^)^ x 1 + x6 (i + x/(a;))(l + x6)

II en résulte que g est la fonction ,̂ ce qui achève la démons-
tration.

Notations. — Si R est une famille résolvante bornée sur X,
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nous noterons Ro l'opérateur de domaine
D(Ro) == (rc;- lim R^ exister

< , '\^ }
et défini sur ce domaine par

î{^x === lim R .̂
'" ̂  ' .;" • • ' ': •

• II est facile de voir que, avec les hypothèses précédentes,,

D(Ro) == îrc; w — lim î{\x exister
< x*o î

où w — désigne la limite faible.
• Rappelons enfin (c.f. [4]) qu'une famille résolvante bornée

R sur X est dite être une Lç" (resp. L^) famille résolvante si

Va; lim \î{\x == 0 ( resp. lim \î{\x === x}^\^Q V ^oo /
ce qui est équivalent à

D(Ro) = X (resp. D(Ro) = X).

Nous allons maintenant donner des résultats de stabilité.

PROPOSITION 1. — Soit f un élément de S défini par:

V x > 0 f{x) = a +J^^d(x(().

Sait R une famille résolvante M-bornée sur un Banach X»
Alors

1) F^(R) est une famille résolvante M'bornée.
2) D([F/R)]o) ^ D(Ro).
3) >fx e D(Ro) [F/R)]oO; == ax + J' R,x d[L{s).
4) 5i R est une Lo-famille résolvante, il en est de même de

F/R).
Démontrons d'abord le premier point.

mwm < ̂ n + /11^*85L^1
> 1 • ^ M f ^y^- r^A^V

\Âa+ 1 J s /
car M est supposé plus grand que 1.
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II suffit alors d'appliquer Inégalité (1).
Nous allons, ensuite, démontrer 2) et 3).
Considérons les mesures VL\ comme des mesures sur R^.

ne chargeant pas {0}. Alors, d'après la proposition 1 de 1.,
[(1 + ()~1 d^{t)] converge étroitement, quand À tend vers 0,
vers [(1+^1^)].

Soit x un élément de D(Ro) et x* un élément de X*.

<[F/(R)]^, ^> == ^—— <x, x^ '

+ f <(1 + s)R^ ^>(1 + s)^ d^(s).
Or la fonction :

5(=[0, oo [-><(! +^)H^,^>
est continue et bornée.

Donc
lim <[F/R)]^, r^> = a<rr, ^> + f <R^, ^> ^(,9}.

Or,
J IjR^II ^(5) < oo.

On a donc
Va; e D(Ro) w - lim [F/(R)]^ = ax + f R,x d^(s}.

^9 J

Enfin, 4) découle aussitôt de 2).

PROPOSITION 2. — Soit f un élément de S* et R une
famille résolvante bornée sur X. Alors

1) sup||X[F^R)3^ < supBxR^ll.
\>e \>Q

2) i D([F^R)]o) => DCÊ,)^ /
3) Si R est une L^-famille résolvante, il en ^st de même de

F/R).;
Ceci découle aussitôt du théorème 2 et de la proposition 1

de 2., après avoir remarqué que, pour que R soit une L^-
famille, il faut et il suffit que ft soit une Lç-famille.

PROPOSITION 3. -- Soit f un élément de S*. Alors^ si
R (resp ft) est la résolvante d'un semi-groupe M-bûrnê sur X,
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il en est de même de ^R) (resp. Fy(R)) et le domaine du gêné'
rameur infinitésimal associé à F^(R) (resp. Fy(R)) contient le
domaine du générateur'infinitésimal associé à R (resp. ft).

Il suffit, en vertu du théorème 2 de 2., de faire la démons-
tration dans l'un des cas.

Supposons que R soit la résolvante d'un semi-groupe
(P<)t>o M-borné sur X. Alors

VA > 0, Vrr e X, R^ = f^ e^P^x dt.

Il en résulte immédiatement, d'après le théorème de Fubini :
VX > 0, Vr reX [F/R)]^

=,^n+J'I>.a;[^<!-"^)]•i•-
D'autre part, d'après la proposition précédente, F/R) est
une L^-famille, donc (c.f. [4], théorème 11-2.1) il existe un
opérateur B fermé de domaine dense tel que

VX > 0 [F/R)], == (XI - B)-i,

B n'étant autre que — [F/R)]o.
Il çn résulte que, d'après le théorème de Hille-Yosida, tout

sera démontré si on démontre que
VX > 0 V n e N I IX^F/^^I I^M.

Or, si nous posons

'^^^(f.''^'^
où 8 est la masse de Dirac à l'origine, e^ est une mesure sur
R+ vérifiant (d'après (1))

VA > 0' f\d^{t) ^ 1 et X[F/R)]^== fPtX ̂ d^{t).

On a donc

VX > 0 V n e N ^.[ï^R)]^ , . . . : . /-:-
=ffï'^f PW':^X xra d^ • • • ̂ (^

ce qui dénïontre le résultat. ^ .:
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Nous donnons enfin une proposition concernant l'adhérence
des images. •

PROPOSITION 4. — Soit f un élément de S*, R une, famille
résolvante bornée sur X et S la famille F/R). Alors, notant
Im S (resp. Im R) limage de S\ (resp.^R^) pour X stricte-
ment positif arbitraire, et îih (I — S) (resp. Im (I — R))
Vimage de (I —; XS^) (ïesp. ( I — XR^)) pour X strictement
positif arbitraire, on a

1) hn"S => 1w~R et Im (I - S) ^ I m ( I — R ) .
2) Si f{oD) égale 0,

ImS== ImR.

3) Si f{0) est infini, ! '

Im(I -S) == Im(Ï - R).

Il suffit évidemment, en yertu du théorème 2 de 2., de
démontrer les propriétés concernant Im S et Im R.

Il est évident que, si /'(oo) est nul,

S^=fî{,d^s)

et donc Im §>. <== ImR.

LEMME. — Soit ()cx)^>o la famille de mesures sur [0, oo]
définie par:
Xxl]0, oo [ = ̂  d^s) xx({0}) = 0 xx({oo}) = ̂ ^
Alors

. lim vagne ̂  == 8^
x>w : '

où 8^ désigne la mesure de Dirac à oo.
(xx)x>o désigne une famille de mesures positives sur [0, oo]

avec
VX >lô<jc^^5à(^ < 1-

Considérons (5^>o la famijile de fopctipn sur [0, oo[ définie
par: ' "' "" ,\ ,'. r l ) . ' ' • " , ;, . . . ' '.^(.o)=wyîx/(0)+i]-i, '

\fx > 0 ^(^) = f er^^ d^^t)^
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Otià .
lim ^(0) a= 1.
î^oo

Ïï suffit donc de (ïémbritrér que

?/03.> 0 lim^) ==.:0.
^>op • . • ^ . .

Or, eu reprenant les notations de ladémonstration du théorème
2 de 2., on voit que

/* 1 — 1 a;Va; > 0 X^(rr) = j—e ^^jj^-'
^ t ^

Or on a vu que [(1 + ()~1 ̂ j_(^1 convergeait étroitement sur

[0, oo [ quand X tend vers rinfini. Donc

Va? > 0 lim '^s^(x) existe
• ' ^°0

et par conséquent le résultât tet démontré.

Ceci étant, si x est un élément de Im R,

lim ^R^== x.
S'>ào

t . ^ . . , , . . . , , 1 . .

Soit x un élément de Im R et A* un élément du dual X*.
Soit y la fonction \

se [0, oo] -> <.R,r, x^, avec ^) ̂  ̂ ' ̂

ç est bornée et continue sur [0, oo]. D'après le lemme

<XS^, x*y == f <p(5) d^({?) teïld vers <o;, ^*>.

Il en résulte que x appartient à Im S.

3* Calcul symbolique;

Dans tout ce paragraphe, X désigne un espace de Banach,
f un élément de S* défini par

Vrr > 0 f(x) =a+ f^^dy.^
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et V un opérateur fermée X,. te 4omainç I^Y) dfwse,
tel que son ensemble résolvant p(V) contienne R*. (ensemble
des réels strictement négatifs) et vérifeant

sup.IKt+^Y)-1!! < oo.
\>9

PROPOSITION 1. — Pour tout x de D(V),

/nv(I+i^v)^||^) < oo,
et l'opérateur W, de domaine D(V), défini par

Xx e D(V) Wr === ax + f V( 1 + XV)-^ ^(i(X)

est préfermé.
Soit R la Lo-famille résolvante bornée définie par

f R^V(I^ÀV)^.
' f /

Notons S la famille résolvante F/R).
Il découle de la proposition 1 de 2. que

V^eD(V) J'ilR^H ^(5) < oo
et . - W c : [FyR)]e

(où c: désigne la relation de prolongement).
[F^(R)]o étant fermé, la proposition est démontrée.

Notations. — Nous noterons H/z) la fonction définie sur
Fensemble (C\R'!L) u {00} à valeurs dans ce même ensemble,
tel que

Vz 6 C\R1 H )̂ = a + fy^ W

et H/oo)=a+ f^ si f^W < oo
l J À ^ i x .

. rà\L{\\
SI J-^-CO.

/ ^ ^ j[ . , / . : . • • ! , . , , ,
^ où la fonction — est supposée prendre la valeur + oo pour
x == 0).

• Nous noterons' H/V) le plus petit prolongement fermé de
l'opérateur W défini à la pr^piositipn 1.
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PyôpoéiTioN 2^ — Soit R la famille résolvante bornée sur X

R^.V(L+^^^
Alors

H/V) -tW]o,

Nous avons déjà vu que

H/V)c= [F/R)]o.
Notons S la famille F/R), on a donc :

VX > O^Va;et)(V) (I - XSx)(I +^H<V))o; == x.

Soit rc appartenant à D(V)

s^ ==== —4-^^ + FR^^^)Aa + 1 J
et V^ > 0 R^= (I + 5V)-W^ e D(V),

VR,^==R,Vrc.

Il en résulte que
f UVR^ll d^s) < oo

et, V étant fermé, on en déduit que S\x appartient à D(V)

vs^==s^.-
D'autre part

VX, s •> 0 Vx -S^R^ === RA^-

Par conséquent
VX > 0 V^ 6 D(V) S^ e D(V) et H<V)S^ - S^V)^

et donc
VX > 0 . Vx e D(V) (I + XH/V))(I - XS^ = ^.

Ainsi,
Im (I + XH/V)) => D(V),

ce qui implique __________
Im[I+^H/V)]-==.X.

H/V) étant M-codissipatif (pour un cèytain M) et fermé,
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il résulte alws faciléàient Ideii propriétés de ces opérateurs
(c.f. [4]) que

•-H^V)=[îyR)^

THÉORÈME 1. — Hyiy(V)] === ^[H/V)] (où a6 désigne le
spectre étendu). -

(En particulier
p[H<V)] =>R1.)

• sup||[I+^H/V)]^||< sup-|l(I-+-XV)^l|
\>Q \>0

. sup ||ÂH/V)[I + XH/V)]-^ ^ sup ||XV(I + XV)^r
• : \>o - •___ • - • • • \>o ______ . -_^__.

• ImH/(V) => ImV et, si /•(oo) estnul, Im H/V) === Im V.

Soit R la famille résolvante

Rx==V(l4-xV)-^

Alors on a vu (Proposition 2 de 3.) que

H^V)= [F,(R)]o.
Si nous notons S la famille F/R), d'après [4], théorème
II-2-1,

p(H/V)) ^ R* et VX>OSx= ;H^V) [ I ^ 'X^V^

D'autre part, d'après le 1) de la Proposition 1 de 2. et le 1) de
la Proposition 2 de 2., on a les deux ingéajités cherchées.

Enfin, le dernier point du théorème est alors une conséquence
immédiate de la Proposition 4 de 2.

Montrons maintenant l'égalité spectrale.
Utilisant une méthode employée par divers auteurs (c.f. par

exemple [l], [2], [3]) nous allons considérer 11 le bicommutant
dansL(X) de {R^ X > 0}.

Du fait que

v x > 0 , S^=^^I+J'R,^),

{S^, À > 0} est inclus dans ^ u

D'autre part ^U ' est évidemment une algèbre de Banach
commutative et unitaire. Si Q est le spèctïe de l'algèbre ^U,



258 FBANC16. WRSCJB , , ,

il eîdste une fondtioB ' ̂  de û' dans . G- < .tel qu^ i

VaeQ, Vs > -0 6>(R.) = -A")—
v '/ st(û>)+l

.', . . , - • ' , , . ' . . . • -. :'• '. '" • . ; ' ' • • ' . . . " / -... , . . - ; •

^avec la convention ^ °̂° ^—\ (se voit facilement à
partir de l'équation résolvante). ,

LEMME. — ^(V) 3== {V(<û);<0€Û}/

• S'il existe co tel que ^(<o) soit infini, <o(I — sR^) = 0.
Donc, d'après la théorie de Gelfand, (I — sR^) est non

inversible, c'est-à-dire (I + »V) est non borné, ou V non
borné.

La réciproque est vraie aussi, par un raisonnement analogue.
• Soit (*) dans t2 avec V(ûï) fini.
Si "V(û)) — V était inversible, il existerait B dans U

tel que
B[V((O)(I ~ ^R,) ~ RJ ̂  (I - ̂ ).

Soit <o(B) . 0 = 1 — 5û>(R,), ou <ô(R,) = -L, ce qui est
contradictoire. s

• Soit enfin a appartenant à cr(V).
Si, pour tout û) de û, on a

^ ^(û>)
• • • • ^ . a.^'—r—-——» - : , . ^ . .^ ^Y(^)+l ,

alors
Vû> eu a(l-^(R.))—<o(R,) ^ 0

et donc, d'après la tliêorie de Gel^and,

a(I - sR,) ̂  R,

serait inversible, soit
• • ''• : ' ' - > ' ^ 1 .. :- . .- •;<aI-v)(^+,îV)^

serait inversible. '
II en résulterait que , ̂ ^ serait da^ l'pnsemble pespivant

de V ce qui est cQntradiiçtpire.
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Getîi étant
Y"eû ^> °' ̂ = ̂ h+ J îS ï̂̂ '-

C'est-à-dire, avec les conventions faites et cTaprès la définition
de {{a^ ^\))\>Q

VX > 0 Vte 6 û €ù(S3j = H^(^))[XHr(V(<o)) + l]-1.

Or, puisque
I + xH/V) = (I - xS^)-S

.W(Y)) = ̂ (d l̂̂ _i)
== jr^5 z e ̂
={(o(Sx)[l-X^(S5,)]-1; 0 )60}
={H<^<<0)); (.6Û}

; , =^[0^)3. .
THBORèME ï. -— • 5i (— V) est générateur infinitésimal

d'un semi groupe M-borné, [— H/V)] est générateur infini-
tésimal (Tun semi groupe M^-borné.

• 5i V est injectif et si — V""1 est générateur infinitésimal
d'un semi groupe M-borné, Hr(V) est injectif et (— [H/(V)]~1)
est générateur infinitésimal d'un semi groupe M- borné.

On a, en outre, dans ce cas

[H<V)]-i = H^(V-^). ;

• En particulier, si V est un potentiel abstrait, Hy(V) est un
potentiel abstrait.

Nous reprenons les notations de la démonstration du théo-
rème précédent. Dire que (— V)(resp. — Hr(V)) est géné-
rateur infinitésimal d'un semi-groupe M-borné, c'est dire que
ft (resp. S) est la résolvante d'un semi-groupe M-borné.
Le premier point résulte alors de la Proposition 3 de 2.

Dire que V i(resp. H/V)) cet injectit et que — V~1 (resp.
(— [H/V)]~1)) est générateur infinitésimal d'un semi-groupe
M-borné, c'est dire que R (reèp. S) est la têsolvairte d^un
semi-groupe M-borné. En ontre, dans ce <2as :

[H^(V)]-1 == So ; et ; V^ =='fto.
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Le deuxième point résulte alors de la Proposition 3 de ;2.,
du théorème 2 de 2. et de la proposition 2 de 3.

Enfila le derçier point est pn cas particulier du précédent
(c'est, par définition, le cas M == 1).

Remarques. ,

1) On voit, par les méthodes précédentes, que l'on a aussi
le résultat suivant : Si V est d'image dense, alors V est
injectif, Hy(V) est injectif et d'image dense et

[H,(V)]-i.=H,(V-i),

ce qui montre en particulier que

ImH^(V) ^ ImV.

2) Le principal intérêt dut théorème 2 réside dans le fait
que, S étant un cône convexe, on peut associer à un potentiel
abstrait V, tout un cône convexe (1) de potentiels abstraits
(alors qu'en général, la somme de deux potentiels n'a aucune
propriété particulière).

Exemples.

1) Soit un réel a ayec

0 < a < i.

La fonction f définie par

V^r > 0 f{x) ==0^
appartient à S*.

^W=>. • ^ .

et on retrouve alors les puissances fractionnaires d'un opéraieu i
telles qu'elles ont été définies dans [1]. t

2) Soit v une, mesure positiye non nulle sur [0, 1].

(1) En, fait, on démontre que î /i et /g appartiennent à S* etsi \ et 3ig sont
deux réels strictement positifs, ÏÏX^ + Xg^ (V) .est le plus petit prolongement
fermé de l'opérateur XiH^ (V) -}2 ^^(V). Ceci découle du lérame r suivant :
(a;eD[KL (V)]) <^ (lim H. (V) (I - XR^ existe)

- . • - ' • \ >0 > :! ' ,.'"" ' ' \ Ï
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La fonction / définie par

Va; > 0 f{x) = f x-^ rfv (a) appartient à S*
et H/z) ^iriz01^ (a).

On retrouve alors des résultats de [4].
Nous allons maintenant montrer la stabilité de {H^; f e S*}

par composition :

THÉORÈME 3. — Soient f^ et /g deux fonctions de S* et
g la fonction définie sur R"^ par

g = /2 ° -7-
/i

Alors
1) geS*.
2) H, = Hy, o Hy..

3) H,(V) == H^[H^(V)].

r ig(.r) = Oa + (———T- dy.z(t')
v f -4-+ A(^)

^où (og, (la) est défini par

Va; > 0 /a(a;) = ̂  + f ——— <Wt)V
J l -t- o? y

^oit

V . > 0 ^)=o,+J1^-^^).

Or, d'après la proposition 2 de 1.,

V t^ 0 fi[tf^+ I j^eS.

Donc, d'après la proposition 1 de 1., g appartient à S*.

V.r > 0 îî,(x) = g (^ =f^{x})

. = H,[/,(^-i)] = H^o H,(a-)..

Par analyticité et continuité on en déduit 2).
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soit ((^ ^ ^ ^l)) le système qui opère associé à ^.

)̂ = ̂  + /^-i W) + J'[^^x ̂ l(x)] ̂ 2^

= fM + J' ̂  d \friW d^(t)V

Notons

^ = ^2(01) et % == J" (A} ̂ 2(() (intégrale faible).

Alors

g^)=a+^^<TO.

Si a; est maintenant un élément de D(V),

H^(V) .x = ax + f V(I + sV)-^ ̂ (().
Soit

R, = V(I + ^V)~i et S, = H^(V)[I + ̂ (V)]^
H/.EH//V)] .0; == a^ + J SfO; ̂ ,(t)

=ax + f[f R^ ^(5)] ^(().

On en déduit aisément que

Va; e D(V) H^[H/.(V)3,a; =.H,(V)..r.

Il en résulte que
H/.[H/;(V)] =. H,(V).

Or H^(V) étant un cogénérateur est, pour un certain M,
M-codissipatif maximal (c.f. [4]) et doçc on a Fégalité.

Nous allons terminer par une application aux noyaux de
Hunt (bien que l'on puisse obtenir ce résultat plus directement
à partir de [4], théorème VIII-4-1).

DÉFINITION. — Soit Q un espace localement compact,
31 (resp. 3t+) l'ensemble des fonctions continues à support
compact à valeurs réelles (resp. à valeurs positives) sur Î2,
et 6° l'ensemble des fonctions réelles continues sur Q tendant
vers 0 à Finfini.
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II [| désigne la norme sup. sur (SP et X désigne désormais
l'espace de Banach 6° muni de cette norme. On appelle noyau
de Hunt sur ti un opérateur W sur X avec

D(W)==3t

et tel qu'il existe un semi-groupe fortement continu, 1-borné
(Pt)oo sur X vérifiant

et
V( > 0 V/'e3t+ P/ > 0

Ya:6Û V/'e34 Wf(x} == f^ P,f{x) dt.

Les noyaux de Hunt sont aussi les opérateurs positifs sur X,
de domaine 3t, d'image dense et vérifiant le principe complet
du maximum (théorème de Hunt).

THÉORÈME 3. — Soit W un noyau de Hunt sur Q, associé à
un semi-groupe (P()(^O- Soit h une fonction complètement
monotone sur R^, intégrable sur ]0, l], et non nulle.

Alors

1) V<1/ e 3; >/x 6 Q f'JP^^)^) dt < oo,

et
V4/ e 3t (a; e Q ̂  ̂ aB P^)À(() A) e X.

2) U opérateur W/», d!e domaine 3t défini par

W,<p(rr) = J;00 P,<p^)A(() d(

e5< un noyau de Hunt.
D'après les hypothèses sur h, la fonction

f{x) = f; e-^t) dt

est un élément de S*, associé à (0, (JL) où p. est la mesure
dont h est la transformée de Laplace. D'autre part, le plus
petit prolongement fermé W de W est un potentiel abstrait
sur X.

Soit ^ un élément de 3t+

H/W)+ = / R^ d^s)
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(où (R,),>o est'la résolvante du semi-groupe (PJ^o)- Donc,
d'après ̂ e théorème de Fubini-Tonelli,

>fx e Q H/W)4/(a;) = J1 [f e^P^{x) dt] d^s)
= fP^{x)h(t) dt.

On en déduit le 1) et le fait que

H/W)|3l=W,.

La famille résolvante associée à H/W) étant formée d'opéra-
teurs positifs, le semi-groupe associé est lui aussi formé d'opé-
rateurs positifs, de norme inférieure ou égale à 1, ce qui montre
que W/» éèt un noyau de Hunt.
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