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INTEGRALES DE RESOLVANTES
ET CALCUL SYMBOLIQUE

par Francis HIRSCH

Introducfidn."

Le but de ce travail est d’étendre un certain nombre de
résultats de calcul symbolique (cf. par exemple [1], [2], [4],[6]),
tout en unifiant leur démonstration. L’outil fondamental est
la transformation de Stieltjes (cf. par exemple [7]) qui permet
d’étudier un calcul opérationnel sur les familles résolvantes.

Aprés un premier paragraphe ou nous donnons quelques
résultats sur la transformation de Stieltjes, nous étudions les
familles ((ay, u))a>o (00 (@))r>o est une famille de nombres
réels positifs ou nuls et (u)))>o une famille de mesures positives
sur 'ensemble R des nombres réels strictement positifs)
qui opérent, en un sens qui sera précisé, sur Jes familles. résol-
vantes bornées. Enfin, nous appliquons les résultats obtenus
au -calcul symbolique sur certaines classes d’opérateurs et
notamment sur la classe des générateurs infinitésimaux, sur
.celle des potentiels abstraits (au sens de K. Yosida [8]), et sur
celle des noyaux de Hunt. iin
. Une partie de ce travail a été annoncée dans [5].

1. Transformation de Stieltjes.
DEriniTION. — On appelle tmnsforimée de Stieltjes une fonc-

tion f de R% dans R telle qu’il existe un nombre réel posmf a
et une mesure u positive sur Ry tels que

Vo >0, f(e) 2a +»f e
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Notation. — On désigne S 1’ensemble des transformées de
Stieltjes et par S* P’ensemble des transformées de Stieltjes
non nulles.

Remarque. — Si f appartient & S, le couple (a, ) associé
est parfaitement, déterminé, Ep particulier,

‘a = f(w0).
ou f(o) désigne laiiniide f(x): gqaandiz tend vers (4 o).

ProrosiTion 1. — Soit (f,).50 une suite de S convergeant
stimplement sur R, quand n_tend vers Uinfini, vers une
fonction g. Alors g appdriient &' 8.

- Sion note (a,, 1) le couple associé & f, et (a,p) le couple
associé a g, alors ’

i g, ="y
n_,.og, B =1
au, sens de la,,convergence vqgue sur Ry.
St en outre
llm a=a, .
>0
alors. .. -

1:5; [0 4 iy (9] = [ + )7 du (9]
au sens de la ‘convergence étroite sur R
‘En-effet, sous les hypothéses ci-dessus, la sutte (@,),34: est
vaguement bornée. Il existe done une mesure positive g sur R+
‘qu1 soit ‘ume valeur d’adhérence vague de (@) + i
- On en”déduit que la mesure’ (144t du (t )] bst bornec et
qu’il existe une suite extraite (nk)kZl) élle! que S[(1 4~ o) idp;,
()] converge faiblement: wvers™ {(1'4 &)~ dpg! ()] ''quand k
tend vers l'infini. Il en résulte que la suite (f;, (2)).», converge,
pour tout z de RY, vers

=1
ﬁg;@@m

et donc que g est de 1a forme

g@aa+f;§ﬁuq
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Par con%equent g appartient 4 S et, d’ apres Punicité de la
représentation, :
him vague p, = p.

¢ >0

"La fin de la proposition en résulte aussitot.

Prorosition 2. — Soit f une fonction de S, alors, pour
tout A appartenant - R, la fonctwn

B fof+1)
appartient @ S.
D’aprés la proposition 1, il suffit de démontrer la propriété
lorsque f est de la forme:

fa)=a+ 3 5

avec les a; etles ¢, appartenanta RZ.

f(Af 4+ 1) est alors une fraction rationnelle. En raisonnant
sur sa décomposition en éléments simples, on voit qu’il existe
(@i)i<i<n €t (t)1<icn dans RYL tel que

l

fmww+ﬂﬂ—m+1+2 e

ce qui démontre le résultat cherché.

2. Intégrales de résolvantes.

Nous allons d’abord préciser la terminologie et les notations.

¢ S1 X est un espace de Banach (la norme étant désignée
par |.|), nous dirons que (R;),>, est une famille résolvante
sur X, st (Ry)>o est une famille &’ endomorphlsmes de
X ((Raso = L(X)) telle que

VX w >0, R — R, = (x— NRR,

.+ M étant un reel supérieur ou égal 4 1, la famille (Ry)y>,
est dite M-bornée'si* '

VA>0, [ARJ <M |
12
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‘14 "Une famille résolvente’est dite bornée si elle est M-bornée
pour un certain M.

o I désigne ’endomorphisme identigue.

e Le terme « semi-groupe M-borné » désignera toujours un
semi-groupe (P,)», d’opérateurs, fortement continu, tel que

vi>0, |PJ<M

» Nous appellerons « systéme» une famille ((ay, @x))iso oW
(@)a>o est une famille de réels positifs ou nuls et (p;)r>o une
famille de mesures positives sur RY 'telle que

va > 0, fdp'—:(t)<oo,

+ Nous dirons que le systéme ((ay, u3))a>0 « Opéren» si, pour
tout espace de Banach X et pour toute famille résolvante
bornée, (Rj)y>o, sur X, lafamille d’ operateurs (Si)a>e sur X
définie par

>0, Si=al+ [ Rdus),

est une famille résolvante sur X.
Le théoréme suivant montre qu’il y a bijection entre S
et ’ensemble des systémes qui opérent, si on exclut le systéme

(-0

TratorimMe 1. — Si [ est un élément de S, il existe un
unique systéme ((ay, wa))a>o tel que

vz > 0, va > 0,
z)(\flz) + “‘—ax+f*x_’_tm()

et ce systéme opére. -
Réciproquement, tout systéme qui cpére, autre que le systéme

((—1—, 0>> » est obtenu de la fagon précédente d partir d’un
x>0

A
élément de S uniquement déterminé.

Soit f un élément de S. Alors, d’apreés la proposition 9 del.,
il existe une unique famille (@, fix)a>0, OU (@)r>o est une
famille de réels positifs et (fiy)y>o est une famille de mesures
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positives sur R, telle que. .
vz > 0, VA > 0,

@@ + 1) =at | —;L—tdm)
Faisant tendre z vers 0, notant

fO) =lim f(@) < + @, et a=1lmf(a),

Fowroo

i

on obtient
M) [+ a = OB + 11

avec la convention -—1— = 0 et —2 ——1~
' 0 20 +17 A/

fr({0}) =

Par conséquent

et en notant
gy = | RL  (ou| désigne la restriction),l
on voit qué ((a;, p) o est un systéme vérifiant )
(2) VA > 0, vz > 0,
@) (@) + 117 = o + f 0
et :
(3) va > 0, o = a(ra + 1)1

Lemme . — Soit E Uespace des fonctions ¢ de RY dans C,
contintument dérivables, telles que

sup t]¢(t)] + sup tfg’(1)] < oo
mum de la ‘norme

I||<P Il = SuP tlo(t) + sup tzl@’(t)l-

Pour tout ¢ appartenanta E, on note ® la fonction de (R%)?
dans G définie par |
o) —e(s) o -
®(t, 5) = t— s stot#s
@'(¢) sl t=8.
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Alors la forme linéaire sur E définie par
o =] ff ot 9 dwy dm |-y
U}m@myﬁji+U%@@}ﬂgjf

est continue sur E. o
Si, pour tout x strictement posr,tr,f, on note u, la fonction

wlt) = =

alors
{uy; > 0} =« E et v >0, " L(u,) =0.

La premiére partie du lemme découle facilement du théo-
réme des accroissements finis et la seconde partie d’un calcul
algébrique (compte tenu des formules (2) et (3)).

LeMME 2. — Pour toute fonction ¢ appartenant a Vespace d
des fonctions indéfininient dérivables sur R 4 décroissance
rapide,
L(IR%) =0
(ot | désigne la restriction).

Soit T la distribution tempérée sur R, a support dans R

définie par
T($) = L(¢|RZ).

Notons h “sa‘transformée de Laplace (définie sur RZ).
Pour tout z strictement posmf on a - ’
e—ta:- R e—-:z

Vt, S > O, .t #.'8 —-—‘t—:——?— < O.

On en déduit donc, d’ apres le theoreme de Fubini- Tonelli, que
vz >0, 7 e~t<| 0] di < oo
s g |
[7 eh(t) dt = L(u,) =0.

Donc h(t) est nul pour tout ¢ positif et done, par unicité de
la transformation de Laplace, T est nulle.
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Lemme 3. — Pour toute fonction ¢ de R’ dans G, continii-
ment dérivable, telle que limip(t) =lim t2¢'(t) =0 et
lim tg(t) = — lim 2/(), on @ o
| L(¢) = 0.
L’adhérence dans E de l’espace D(RYL) est 'ensemble des

fonctions ¢ de R* dans C, contintiment dérivables et
vérifiant

(4) lim te(t) = lim 2¢/(t) = lim tp(t) = lim 2¢'(t) = 0.
t>0 t>0

t>o t>o00

(Se démontre aisément par troncature.)
Donc, d’aprés le lemme 2, pour toute fonction vérifiant les
propriétés (4) on a
L(e) = 0.

Si maintenant ¢ vérifie les hypothéses du lemme 3 et si

« = lim to(t),

t>o0

alors la fonction (¢ — au,) vérifie les propriétés (4) et comme
L(u;) est nul d’aprés le lemme 1, on a

L(g) = 0.

Lemme 4. — Si (R;)y>o est une famille résolvante bornée sur
un espace de Banach X et st

Vze X, limiRz=0 et lim A\ARyz =z

A>0 A> ®
la famille (Sy)y>o définie par
Sy =al + f R, duy(s)

est une famille résolyante.
Considérons la fonction

<P<t) == <Rtx7 .’E*>

ol z est un élément de X, z* un élément du dual topolo-
gique X*.
¢ est une fonction indéfiniment dérivable sur R% et

¢'(t) = — (Riz, 2*).
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L’hypothése sur (Ry)y>, implique que
lim te(t) = lim 3¢’ (¢) = 0
t>»0 t>0
et
lim tp(t) = — him 2¢'(t) = <=, 2*).
> t>0
Donc, d’aprés le lemme 3,
L(e) = 0.
On obtient donc, en utilisant ’équation résolvante :
(N — N)$Svz — Sz + Syzx], 2*) = L(g) = 0.

Ceci étant vrai pour tous z et z*, on voit donc que (S))i>o
est une famille résolvante.

Lemme 5. — Si (R))y>o est une famille résolvante M-bornée
sur un espace de Banach X, la famille (R{")\s, définie
(pour n > 0) par

y nl nt .
! _)\n—i—n“‘—l—i—l_()\n—l—n“—l—i)‘R“—l,%’:fﬁ“r

est une famille résolyante M-bornée telle que
VeeX, Yn>0, limAR{Pzr =0 et llim AR’z ==
A>0 >x
et
Vx> 0 lim R{® = Ry dans L(X).

n>oe

Ce lemme se démontre sans difficulté.

Ceci étant, si (R;)y>o est une famille résolvante M-bornée
quelconque, la famille (R{’),, vérifie les hypothéses du
lemme 4.

La famille (S5{),», définie par

8¢ = a1+ [ R dy,(s)

est donc une famille résolvante et, d’aprés le théoréme de
Lebesgue :
lim S’ =5,  dans L(X)

n>o
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avec

S =al+ [ R, dus).

(Sa)aso est donc une famille résolvante, ce qui achéve la
démonstration de la premiére partie du théoréme 1.

Nous allons maintenant démontrer la réciproque.

Soit ((ay, wa))a>e un systéme qui opére, alors il opére sur les
familles résolvantes de R.

Or il est facile de voir que les familles résolvantes sur R

sont de la forme <7\f5 (:_ 1>1>o’ ou B appartient & [0, o]
© 1
A0 +17 A
Il existe donc une fonction f définie sur R%, A valeurs dans
[0, o], telle que

Vo> 0, f@Df(e) + 17 = a+ [ i)

avec la convention

Si il existe un 1z, strictement positif tel que

f(@) = o0,

d’apres la décroissance de f, on aurait alors

flz) = sur 10, ).

Donc
1
a, + f — dm = sur 10, 2]
et, par analyticité,
1 1
Yz > 0 al+fx+tdpl(t)_7.

Ce qui montre (il suffit de faire tendre = vers o) que
ay, =—i— et donc uy = 0.

Supposons maintenant que f soit & valeurs finies, alors

f@) = lim (a; - [ dm(t))

ce qui prouve, d’aprés la proposition 1 de 1., que f appartient
a s.
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Notations. — Soit f un élément de S. On lui associe,
par le théoréme 1, un systéme (((ay, #1))a>0 qui opére.

Si R = (Ry)x>o est une famille résolvante bornée sur un
espace de Banach X, nous désignerons par F4R) la famille
résolvante définie par

[FAR)h = oyl + [ R, di(s).

e Si R est une famille résolvante sur X on note R la
famille résolvante

m:i(I—iRl).

A A N

L’opération ~ réalise une bijection réciproque de I’ensemble
des familles résolvantes sur lui-méme (c.f. [4], proposition

1-3-1).

« Si f appartient & S*, nous noterons f la fonction sur
R définie par
Ve > 0 fla) = [f(a™)]

Tukorime 2. — Si f appartient & S*, alors la fonction f
appartient ausst & S*. En outre, si X est un espace de Banach
et R wune famille résolpvante bornée sur X, on a

FAR) = Fy(R).

Soit f une fonction de S* et ((ay, w)))i>o le systéme qui
lui est associé par le théoréme 1.
Soit R wune famille résolvante bornée sur X et S la

famille Fy{R). On a
VA > 0 Skzaxl—{—fR dus(s)

I+IR@1

)\—I—fl

ol a représente f(oo)

Notons b le nombre [f(O )]“'1 ——‘f qui est fini puisque
f est non nulle; On voit facilement, & partlr de (1) que

d“‘l
[ — +Ab I+ +f _.____A_
)\b+1
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ce qui permet d’écrire

S d&’-l(s)
S = Ab—|—1+fR1 o —a

Notons alors v; I'image de la mesure [—— dp. 1 ] sur R%
parl’ apphcatlon de R dans R%:

s—>——
s

On a
f——)\dvl ‘——du 1(s)‘< ©.

Donc <<m; \q))bo est_un systéme et

b .
)\b_}_il—i—fﬂ,dn(s).

Ceci étant vrai pour toute famille résolvante R, on voit que

b . : , .
le systéme —_ Y opére et est donc associé
Y ((7\1’ + 1’ k>_>1>o P ’

d’aprés le théoréme 1, & une fonction g élément de S.

aw—yggh+,+fx+s o))

1 1
=b+ lxl-gol (1 + xs)s A2

va>0 § =

Or

1 1
f(i + xs)s A® dp’l;(s)
st 1 1
=ffiz—du%(3)"‘f_1——;'ﬁdﬂ_;_(s) |
i_;L_+£'i _ . f&—b
M4 afla), A1 (14 af@)(A + 2b)

Il en résulte que g estla fonction f, ce qui achéve la démons-
tration.

Notations. — Si R est une famille résolvante bornée sur X,
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nous noterons R, l'opérateur de domaine .
‘D(R,) = 3x;"glim Rz existei,
\ ) .
et défini sur ce domaine par

Roz = lim Ry=. -

RS {
o II est facile de voir que, avec les hypothéses précédentes,

D(R,) = gaz; w — lim Rz existeg

A>0

ou w — désigne la limite faible.
« Rappelons enfin (c.f. [4]) qu’une famille résolvante bornée
R sur X est dite étre une Lg (resp. L) famille résolvante si

vV limARz=0 (resp. lim ARz = x),

A>0 A> o
ce qui est équivalent &
D(Ry) = X (resp. D(R,) = X).
Nous allons maintenant donner des résultats de stabilité.
Prorosition 1. — Soit f un élémentde S défini par:
V>0 f(z)=a-+ gi—tdy.(t).
Soit R une famllle résolvante M-bornée sur un Banach X.

Alors
1) F{R) est une famille résolvante M-bornée.
2) D((FAR))) > D(R,).
3) Yz € D(R,) [F{R)lz = az + [ Radu(s).

4) Si R est une Ly-famille résalvante, il en est de méme de
F4R).

Démontrons d’abord le premier point. .

- BIRRD < 2+ [ 1ar,) 2000

ldm
< <)\a+1+f >

car ‘M -est -supposé plus grand que 1.
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Il suffit alors d’appliquer I’égalité (1).

Nous allons, ensuite, démontrer 2) et 3).

Considérons les mesures p) comme des mesures sur R,
ne chargeant pas {0}. Alors, d’aprésla proposition 1 de 1.,
[(1 + )7 duy(t)] converge étroitement, quand A tend vers 0,

vers 114+ Botia)
Soit z un élément de D(R;) et z* un element de X*.

([FAR)]a, a*) = (zy 2y

ra —|— 1
+ f (4 + )Rz, 2*>(1 + 5) duy(s).
Or la fonction : ;
s€ [0, o[ > (1 + s)R,z, 2*)

est continue et bornée.
Done

lim ([FAR)hz, 2*> = aca, 2*) + [ <Rz, 2*> dus).

Or,
[ 1Rz] du(s) < w.

On a donc

vz e D(R,) w =~ lim [F{R)ho = az + [ R duls).

Enfin, 4) découle aussitot de 2).

Prorosition 2. — Soit f un élément de S* et R une
famille résolvante bornée sur X. Alors
1) sup |A[FAR) B < sup [ARy].
2>0 >0
2) D([F(R)]o) > D(Ry).
3) Si R est une L_-famille résolvante, il en st de méme de
FAR). '

Ceci découle aussitét du théoréme 2 et de la proposition 1
de 2., aprés avoir remarqué que, pour que R soit une L_-
famille, il faut et il suffit que R soit une Ly-famille.

Prorosition 3. — Soit f un élément de S*. Alors, st
R (resp R) est la résolvante d’un semi-groupe M-borné sur X,
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il en est de méme de F/{R) (ir‘evsp.‘ l/?,(\l:-l/) et le domame du géné-

rateur infinitésimal associé ¢ F/R) resp F,(R) contient le
domame du générateur infinitésimal associé @ R (resp. R).

- 11 suffit, en vertu du ‘théoréme 2 de 2., de faire la démons-
tration dans 'un des cas.

Supposons que R soit la résolvante d’un semi-groupe
(P))i=0 M-borné sur X. Alors

VA > 0, vze X, Ruz= j;m e MP.x dt.

Il en résulte immédiatement, d’aprés le théoréme de Fubini :

va > 0, vzeX [F,(R lac

— it f P [ f e"“vdp.l(s)] dt.

D’autre part, d’aprés la proposition précédente, F{R) est
une L_-famille, donc (c.f. [4], théoréme II-2.1) il existe un
opérateur B fermé de domaine dense tel que

VA > 0 [F{R)} = A\l — B)~

AN
B n’étant autre que — [F{R)],. ‘
Il en résulte que, d’aprés le théoréeme de Hille-Yosida, tout
sera démontré si on démontre que

va>0 VneN [a[F(R)]| <M

Or, si nous posons

& =

o + 13+ ( f e"“dux(s)> Jt,

ou & estla masse de Dirac a I'origine, ¢, est une mesure sur

R+ verlﬁant (d’apres 1))
VA > 0 [rade(r) <1 et A[F{R)ho= [Pa xd‘e;@),
On a donc : ' ' -
Vi>0 vneN W[F{R)]z . |
= f f f Pt,+t,+ +,xl d*’-x(tx) d?;(ﬁ.)»

cé. qui démeontre le résultat.
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Nous donnons enfin une propos1t10n concernant ’adhérence
des images. ,

Prorosition 4. — Soit f un élément de $*, R une famille
résolvante bornée sur X et S la famille F f(R Alors, notant
Im S (resp. Im R) [l'image de S, (resp.R;) pour A stricte-
ment positif arbitraire, et Im (I —S) (resp. Im (I — R))
Uimage de (I — ASy) (-'reSp'. (I — ARy)) pour A strictement
positif arbitraire, on a SELRTIT

1) ImS > Im R et Im(I—S) > Im(I— R).

2) Si f(o0) égale 0,

InS=ImR.
3) Si f(0) estinfini, =
Im (I — S) = Im (I — R).
Il suffit évidemment, en yvertu,du théoréme 2 de 2., de

démontrer les propriétés concernant ImS et Im R.
Il est évident que, si f(o0) est nul,

Si= [ R, dw(s)

et donc Im §, < Im R.

Lemme. — Soit (xa)r>e la famille de mesures sur [0, ]
définie par: :

B0, @[ =2 dn)  B(0) =0 p(fe)) = 20
Alors - : ' AT

limlvagu,e W =39,

ot 3, désigne la mesure de Dirac d .

(Xl)l>o désigne une famille de mesures p051t1ves sur [0, o]
avec

VA >';;.9q,;,ffd)ex(t) <1
Considérons (s))r>e la famille de fopction sur [0, oof fléﬁnie

o Ca(0) =X(0) HO) + 11,
Vo's 0 sie) = [ e du(h).”
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Ona- .
lim ,(0) = 1.
1l ‘suffit’ done de &embntrer que’
Vaz > 0 hms;( ) 0.

1-) o

Or, en reprenant les nota‘uons de la démonstration du théoréme
2 de 2., on voit que

Vo > 0 As(z)= f Letu, @
[ ¥

Or on a vu que [(1 +t)tdv, (t)] convergeait étroitement sur
[0, ©[ quand A tend vers I'infini. Donc

Yz > 0 Alvi,m A (@) existe

et par consequent le resulta‘t est demont:re

Ceci étant, si z est un element de Im R

lim sRz = =

8> ®

. L
Soit & un élément de Im R et '#* un élément du dual "X*.
Soit ¢ la fonction » o
s€ [0, 0] > (sRz, x >, avec ?(0) = <z, “?7 -
[0, ] | 9(0) =0.
¢ est bornée et continue sur [0, o]. D’aprés le lemme

Sz, 2*) = f ¢(s) dyx(s)- tend vers <z, a2*).
Il en résulte que z appartient & Im S.

3. Calcul symbolique.

Dans tout ce paragraphe, X désigne un espace de Banach,
f un élément de S* défini par

V& > 0 f(a:)—a—i—f

x+t
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et V. un opérateur fermé sur , X, le domaine D(V) dense,
tel que son ensemble résolvant p(V) contienne R (ensemble
des réels strictement négatifs) et vérifiant

slgg,llav +AV) < co.

ProrosiTion 1. — Pour tout z dé D(V),
[iva +w>—1wn du( ) < o,
et loperateur W, de domame D 5, deﬁm pdr )
VzeD(V) Wz =az+ [ V(I + AV)wdu()

est préfermé.
Soit R la Ly-famille résolvante bornée définie par

"Ry = V(I -|- AV)2,
Notons S la famille resolvante F4R).
Il découle de la proposition 1 de 2. que
vz € D(V) flll'R,a:ll dy.(s) < ©
et o ‘ W < [F{R)},
(ou <= désigne la relation de prolongement).

[F{R)], étant fermé, la proposition est démontrée.

Notations. — Nous noterons Hgz) la fonetion définie sur
I’ensemble (GN\RX) U {0} & valeurs dans ce méme ensemble,
tel que ‘

vze C\R* Hz) “=a+’fﬁ_rd(x)f
et Hy{ ) ~a+fdt* ; fdu(k) < o

w f«lu

(01‘1 la fonction —)\1— est supposée prendfe Ia valeur + o pour
A =0).

o Nous noterons’ H,(V) le ‘plus petit brolongement fermé de
Lopérateur 'W défini a la propasition 1.
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Prorosition 2. — Soit R la famille résolvante bornée sur X
Ba= V(I AV)
HAV) = [FAR)],.
Nous avons déja vu que
H{V) < [FAR)L
Notons S la famllle F,(R , on a donc:
VA > O Vo e D(V) (I — AS; + AHAV))z

Alors

Soit z appartenant a D(V)

S)\x—-‘l +1a:+fodm x)-
et Vs > 0 Ra'= (I + sV)2Vz e D(V),
VR,z = R,Vz.

Il en résulte que
[ IVRz] duy(s) < o

et, V étant fermé, on en déduit que’ S,z appartient & D(V)

et
VSx = S, Vz. -

D’autre part
Vi, s > 0 -Vz -S,Rz = R,S,z.

Par conséquent
VA > 0 Vz e D(V) Sz e D(V) et H{V)S)z = S;H(V)z
et donc

VA >0 VzeD(V) (I+ AH(V)(I — a8z =

Ainsi,

m (I + 2H{V)) = D(V),

ce qui implique

Im [T+ AHLV)] = X.
H(V) étant M-codissipatif (pour un certain M) et ferms,
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il résulte alors facilément ‘de§: propriétés de ces opérateurs
(c.f. [4]) que .
*HAY) = PRk

TrtorimME 1. — Hf[c( ] = o‘[HLV) ] (ou c° désigne le
spectre étendu ). :
(En particulier

([HAV)] > RY)

* sup ITT + 2HAV) 7 < s;;gll(l + V)2

* sup ||)‘H[(V)[I + AHAV) T Sigg IAV(I 4+ V)~ I

o ImH{(V) > ImV et,si f(0) estnul, Im H{(V) =Tm V.

Soit R la famille résolvante
Ry = V(I + aV)
Alors on a vu (Proposition 2 de 3.) que
H/(V) = [FAR)]o

Si nous notons. S la famille F{R), d’aprés [4], théoréme
I1-2-1,

o(H{V)) > R* et VA >0 S, =H{V)[I+ aH{V)]~

D’autre part, d’aprés le 1) de la Proposition 1 de 2. et le 1) de
la Proposition 2 de 2., on a les deux ingéalités cherchées.
Enfin, le dernier point du théoréme est alors une conséquence
1mmed1ate de la Proposition 4 de 2. 2
Montrons maintenant 1’égalité spectrale
Utilisant une méthode employée par divers auteurs (c.f. par
exemple [1], [2], [3]) nous allons considérer AU le bicommutant

dans L(X) de {Ry; 2 > 0}.

Du fait que |
a .
VA > 0, Sl-_ a1 I+ fR‘ dux(s)
{S1, A > 0} estinclus dans U. Y

D'autre part ‘A ést évidemment une algébre de Banach
commutative et unitaire. S1 Q est le spectre de 'algébre U,
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il existe une fonction V- de Q- dans .G . tel que

VocQ, Vs >0 &R, ,o))
(R) = V(m)
avec la convention — (se v01t facllement a
o1 s |
partir de I’équation resolva te). ' ‘

|

Lemme. — o*(V) = {V(w ); e eQ}.
o Sl existe © tel que V() soit infini, (I — sR,) = 0
Donc, d’aprés la théorie de Gelfand, (I — sR,) est non

inversible, c’est-a-dire (I + sV) est non borné, ou V non
borné.

La réciproque est vraie aussi, par un raisonnement analogue.
o Soit & dans Q avec V(w) fini.
Si V(e) — V était inversible, il existerait B dans 4
tel que A '
B[V(e)(I — sR;) — R,] = (I — sR,).

Soit w(B).0 =1 — sw(R), ou o(R) == ce qui est
contradictoire. §

» Soit enfin « appartenant a o(V).

Si, pour tout ® de Q, ona

V(o)
” V() + 1
alors

Yo € Q a(i——sm( R.)) -w(R,) # 0
et donc, d’apres la théorie de Gelfand
(I - SR&) - R:

serait inversible, soit
(el — V)(I + sV)
serait inversible. R -

Il en résulterait que  «.. seralt dans lpnsemble résplvant
de V ce qui est coqtradwtplre ‘
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-Ceci étant

Yo e Q V)\>O co(é).) )\a+’1+f VV(@ dm()

C’est-a-dire, avec les conventions faites et d’apres la deﬁmnon
de ((ax, m)r>o
VA>0 Veel o) = H/(V(w)) [m,(v + 1]
Or, puisque .
[+ AHAV) = (I — 28,7,
o*(Hy(V)) = c‘((l_' S

A

=it seosif

= {o(S[1 — 2(5)]; © € Q)
= {H(V(0)); 0 e}

= H,{s"(V)].

TagoriME 2. — ¢ St (— V) est generateur infinitésimal
d’un semi groupe M-borné, [— HLV)] est générateur infini-
tésimal d’un semt groupe M-borné.

e Si V estinjectif et st — V™1 est generateur infinitésimal
d’un semi groupe M-borné, H/ (V) est injectif et (— [Hy(V)]™?)
est générateur Lnﬁmteszmal d’un semi groupe M- borne

On a, en outre, dans ce cas

[H(V)]* = H;(V-1).

o En particulier, su V _est un potentiel abstrazt HAV) estun
potentiel abstrait.

Nous reprenons les notations de la démonstration du'théo-
réme précédent. Dire que (—— V) (resp. — Hf(V)) est géné-
rateur infinitésimal d’un semi-groupe M-borné, c’est dire que
R (resp S) est la résolvante d’un semi-groupe M-borné.
Le premier point résulte alors de la Proposition 3 de 2.

Dire que V {resp. H{V)) est injectif et que — V-1 (resp.
(— [Hy(V ]"1)) est générateur infinitésimal d’un semi-groupe
M-borne, c’est dire que R (resp.'S) est la résolvante d'un
semi-groupe M-borné. En outre, dans ce cas:

[H(V)]"1=8 = et V2=T,
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Le deuxiéme point résulte alors de la Proposition 3 de 2.,
du théoréme 2 de 2. et de la proposition 2 de 3.

Eiifin le derpier point est un cas particulier du précédent
(c est, par deﬁmtlon le cas M =1).

R

Remarques

9

1) On voit, par les méthodes précédentes, que I'on a aussi
le résultat suivant: Si V est d’lmage dense, alors V est
injectif, H,(V) est mJectlf et d image dense et

[H,(V)]7 = Hy(V-),
ce qui montre en particulier que
Im Hy(V) > Im V.

2) Le principal intérét du théoréme 2 réside dans le fait
que, S étant un cone convexe, on peut associer  un potentiel
abstrait V, tout un cone convexe (') de potentiels abstraits
(alors qu’en général, la somme de deux potentlels n’a aucune
propriété particuliére).

Ezxemples.
1) Soit un réel « aveec
0<a<1.
La fonction f définie par
Vo >0 flz) =z~

.appartient a S*. R

' . Hyz) =
'et on retrouve anrs les puissances fractlonnaxres d’un operatem

telles qu elles ont ete deﬁmes dans RE A -
2) Soit v une mesure. posmve non nulle sur [O 1]

(1) En faxt on démontre que 51 f'1 et f; appart;ennent a S*etsi A et 2y sont
deux réels strictement positifs, H)‘lf. + Ay, (V) .est le plus petit prolong,ement
fermé de I'opérateur X,H,, vy + 2H,, (V). Céci découle du lémme ' suivant :
(ze D[H, (V)]) <= )(};1:)1 I-.If W a- XR-A)(L:_ existe)
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- La fonction f définie par

vz >0 f(z) = f ™% dv (a) appartient as*
et . Hyz) &= ,J‘z“ dv ().
On retrouve alors des résultats de [4].

Nous allons maintenant montrer la stabilité de {H;; f e $*}
par composition :

THEOREME 3. — Soient f; et f, deux fonctions de S* et
g la fonction définie sur R% par

g=fa fl
Alors
1) g e S*.
2) H,=H, - H,.
3) Hy(V) = Hg[H(V)].

_%+f

{ou (ay, pp) est défim par .
Vo > 0 folz) = ag + f Z}%‘; dp.z(t)>,

dP‘z

soit
Vo> 0 go)=am+ [ ;f—(—fv)%——i dua(t).
Or, d’aprés la proposition 2 de 1.,
vi>0 fi[th +1]7eS.
Donc, d’apres la proposition 1 de 1., g appartient 3 S*.
1
.V-,x>‘0 Hy(x):g<_m_>.:f2flx ,
= Hy[A(=™)] = Hy o Hy(a).

Par analyticité et continuité on en dedult 2)
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Soit ((?\alail— T y.i))bo le syéféme qu1 opére associé & fi-

g(z) = ay + fal‘alfi_“'i dps(t) + f[ij_ )\ du‘(l)] dug(t)

= fe) + [ 35 4] f e deato]}

Notons

a = fy(a,) et L= f w} dpy(t) (intégrale faible).

m)=a+fxitdx(t).

Si z est maintenant un élément de D(V),

H,(V).2 = az + [ V(I + sV)~z dy(s).
Soit :
R,=V(I+sV)' et S, =H(V)[I+ sH (V)]
H,[Hy(V)].2 = asz + [ S dualt)
= az + f[fodm dis ().
On en déduit aisément que
vz e D(V) Hy[H,(V)].z = H,(V).x.

Il en résulte que

H,[Hy(V)] = Hy(V).

Or H, (V) étant un cogénérateur est, pour un certain M,
M-codissipatif maximal (c.f. [4]) et dopc on a I’égalité.

Nous allons terminer par une application aux noyaux de
Hunt (bien que ’on puisse obtenir ce résultat plus directement
a partir de [4], théoréeme VIII-4-1).

DériniTiON. — Soit Q un espace localement compact,
R (resp. 5£+) I’ensemble des fonctions continues & support
compact a valeurs réelles (resp. a valeurs positives) sur Q,
et C° ’ensemble des fonctions réelles contlnues sur Q tendant
vers 0 a linfini.
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| | désigne la norme sup. sur €2 et X .désigne désormais
T'espace de Banach C° muni de cette norme. On appelle noyau
de Hunt sur Q un opérateur W sur X avec

D(W) = 5

et tel qu’'il existe un semi-groupe fortement continu, 1-borné
(P)izo sur X vérifiant ‘

Vi>0 VfeRs Pf>0
et

vzeQ  VfeXk.  Wfx)= ["Pf(a)de.
Les noyaux de Hunt sont aussi les opérateurs positifs sur X,

de domaine X, d’image dense et vérifiant le principe complet
du maximum (théoréme de Hunt).

TutoriME 3. — Soit W un noyau de Hunt sur Q, associé a
un semi-groupe (P);>o. Soit h une fonction complétement
monotone sur RY, intégrable sur 10, 1], et non nulle.

Alors
1) Vveekh VzeQ  [|P4(a)h(t)dt < o,
et :
Vo ek (ze @~ [ Pd(a)h(t) dt) e X.
2) L'opérateur W,, de domaine X défini par

Wie(@) = [° Polah(t) dt

est un noyau de Hunt.
D’aprés les hypothéses sur £, la fonction

f(z) = [." e~*h(t) dt

est un élément de S* associé & (0, ) ol p est la mesure
dont h est la transformée de Laplace. D’autre part, le plus
petit prolongement fermé W de W est un potentiel abstrait
sur X.

Soit ¢ un élément de K+

HAW)¢ = [ Ry du(s)
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(ou (R,);>¢ est’la résolvante du semi-groupe (P,);34). Donc,
d’aprés:le théoréme de Fubini-Tonelli,

Voe @ H{W)(@) = [ [ [ e*Pu(a) ] du(s)
= [ P(@)h(t) dt
On en déduit le 1) et le fait que |
H(W)|A = W,

La famille résolvante associée & H{W) étant formée d’opéra-
teurs positifs, le semi-groupe associé est lui aussi formé d’opé-
rateurs positifs, de norme inférieure ou égale a 1, ce qui montre
que W, est un noyau de Hunt.
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