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Introduction.

Le faisceau des fonctions hyperharmoniques dans R"(^2 > 2)
vérifie le principe du minimum usuel qui est le suivant :

Pour tout ouvert relativement compact a? et toute fonction v
hyperharmonique au voisinage de cJ, on a :

{v > 0 sur 3cj(2) ==^ t; > 0 sur ù3}

On trouve dans Ahifors [1] p. 237, la définition suivante des
fonctions sousharmoniques(3).

"A continuous real-valued function v(z), defined in a région î2,
is said to be subharmonic in S2 if for any harmonie function u(z) in
a région Î2' C Î2 thé différence v — u satisfies thé maximum principle
in Î2\"

Ahifors obtient ainsi très simplement toutes les propriétés clas-
siques des fonctions sousharmoniques, en particulier le fait qu'elles
forment un faisceau de cônes convexes vérifiant le principe du
maximum.

Cette définition signifie implicitement que ce faisceau est maximal
parmi les faisceaux (et même les préfaisceaux, voir plus loin) de cônes
convexes de fonctions continues vérifiant le principe du maximum ;
elle signifie en outre que le faisceau des fonctions sousharmoniques
est l'unique faisceau maximal de cônes convexes de fonctions continues
vérifiant le principe du maximum et contenant le faisceau des fonctions
harmoniques.

En réalité, Ahifors utilise le principe du maximum spécial au cas
classique, mais on pourrait voir facilement que l'on aboutirait aux
mêmes conclusions avec le principe du maximum correspondant au
principe du minimum cité au premier paragraphe.

(2) ôo; désigne la frontière topologique de <*;.
(3) Sousharmoniques et principe du maximum au lieu de surharmoniques et

principe du minimum.
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Nous étudierons ainsi des préfaisceaux (4) de cônes convexes de
fonctions s.c.i. > —°° , maximaux parmi ceux qui vérifient le principe
du minimum énoncé au premier paragraphe. Nous verrons que le cri-
tère d'appartenance à un préfaisceau maximal en ce sens est formel-
lement identique au critère de surharmonicité de la définition d'AhIfors.

Considérons maintenant le faisceau de la théorie axiomatique de
Brelot des fonctions hyperharmoniques sur R, associé à l'équation
différentielle : y " + y = 0. Ce faisceau vérifie le principe du minimum
suivant :

Pour tout intervalle ] a , b[ (a < b) de longueur b - a < TT, et
toute fonction v hyperharmonique au voisinage de [ a , b], on a :

{v>0 sur {a}U{b} =^ v > 0 sur [a, b]}

Cette propriété est fausse si b - a > TT.
On obtient ainsi un exemple simple de faisceau qui ne vérifie pas

le principe du minimum sur tout ouvert relativement compact, mais
seulement sur les ouverts d'une base.

On peut songer à généraliser la notion de principe du minimum
dans une autre direction : en effet, sur l'espace R1' x Rq le faisceau
des fonctions s.c.i. hyperharmoniques en chaque variable vérifie le
principe du minimum suivant :

si a; = a x j3 est un polydisque, et si v est une fonction sépa-
rément hyperharmonique au voisinage de û3, on a :

{v > 0 sur 9a x 3j3 =^ v > 0 sur c5 = a x j3}

On est ainsi amené à étudier la donnée d'un faisceau vérifiant le
principe du minimum relativement à une base (fi formée d'ouverts
relativement compacts œ pour chacun desquels on s'est donné une
partie fermée non vide a?* de la frontière topologique de 0).

Par abus de notation, nous écrirons (fi= {(CL? , a?*)}.

(4) Sur un espace topologique Î2, un préfaisceau d'ensembles de fonctions numé-
riques à valeurs dans_R = [ — 0 0 ^ + 0 0 ] est la donnée, pour chaque ouvert U
d'une partie ^(U) de R^, la condition de restriction suivante étant réalisée :

/egï(U)
V ouvert C U Y ^ :Si(V)
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Les trois faisceaux ci-dessus ont la propriété commune suivante :
chacun d'entre eux est maximal dans l'ensemble des préfaisceaux
(3) de cônes convexes de fonctions s.c.i. > - oo, vérifiant le même
principe du minimum relativement à la base donnée.

Dans toute cette étude, la notion de préfaisceau est beaucoup
plus maniable que la notion de faisceau, c'est pourquoi nous l'utilisons ;
cependant, nous verrons que des conditions simples très souvent réa-
lisées entraînent que la plupart des préfaisceaux maximaux sont des
faisceaux.

Nous avons vu que la notion de préfaisceau maximal se trouvait
déjà implicitement dans Ahifors. Par contre, l'idée de maximalité
appliquée non pas aux préfaisceaux, mais aux cônes convexes de fonc-
tions sur un même ouvert, a déjà été explicitée (Helms [14]) puis
étudiée en détail (Mokobodzki-Sibony [20]) : à partir d'un cône
convexe maximal S de fonctions s.c.i. bornées, sur un espace loca-
lement compact S2, vérifiant le principe du minimum usuel (Le. sur
tous les ouverts relativement compacts avec leur frontière topologique),
Mokobodzki et Sibony construisent un faisceau S de cônes convexes
de fonctions s.c.i. bornées, tel que S(Î2) = S, et tel que chaque cône
convexe S(U) (U ouvert) soit un cône convexe maximal de fonctions
s.c.i. bornées sur U, et vérifiant le principe du minimum usuel sur les
ouverts relativement compacts de U.

Les préfaisceaux maximaux que nous étudions ici ne $ont en
général pas formés de cônes convexes maximaux. Nous donnons en
effet l'exemple d'un préfaisceau maximal ^ de cônes convexes de
fonctions s.c.i. > —oo vérifiant le principe du minimum usuel, qui est
tel que pour une infinité d'ouverts U, le cône convexe ^(U) ne soit
pas maximal parmi les cônes convexes de fonctions s.c.i. > — oo sur
U, vérifiant le principe du minimum sur U.

L'intérêt de l'étude présente vient tout d'abord de sa grande
généralité, et aussi de sa simplicité. La facilité avec laquelle on recon-
naît qu'une fonction appartient à un préfaisceau maximal, permet de
donner des démonstrations très simplifiées des propriétés fondamen-
tales de la théorie locale du potentiel.

Dans le chapitre I, nous énonçons d'abord les définitions et pro-
priétés fondamentales d'un usage constant pour la suite, puis nous
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établissons une liste des applications qui nous paraissent les plus im-
portantes (cas classique, théories axiomatiques locales, etc.).

Dans le chapitre II, nous donnons des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'un préfaisceau maximal soit un faisceau ; l'une de
ces conditions s'exprime à l'aide des compacts de Silov de certains
cônes de fonctions. Ceci nous permet de faire une étude locale fine
des frontières de Silov de ces cônes. On peut alors caractériser des
préfaisceaux qui sont maximaux relativement à deux principes distincts,
et on rend compte de la théorie locale de J. Kôhn [16] en la généra-
lisant.

Dans le chapitre III, nous nous posons la question de savoir si
un préfaisceau maximal ^ relativement à une base (fi* = (a? , a?*)
munie de frontières distinguées a?* ^= ôa? est ou non l'intersection des
préfaisceaux maximaux relativement à la même base (fi = {(a; , ôa?)}
munie de ses frontières topologiques, et contenant ^. Nous répondons
à la question pour des préfaisceaux plus généraux qui sont appelés
saturés par rapport à la base (Si.

Nous introduisons enfin une notion de réduite, et nous montrons
qu'un certain nombre de conditions (entre autres l'additivité de la
réduite) permet de caractériser les préfaisceaux qui sont maximaux
relativement à une base (Si = {(a; , Qou)} (munie de ses frontières
topologiques).

Il est alors clair que la résolution du problème de Dirichlet,
même sous une forme affaiblie (i.e. avec une donnée sur une partie
seulement de la frontière) ne constitue pas un préliminaire obligatoire
en théorie locale du potentiel.

Dans le chapitre IV, nous résolvons un certain nombre de ques-
tions non classiques soulevées par les chapitres précédents.

Dans le cas où ^ est un préfaisceau maximal relativement à
(fi = { ( o ? , ôo;)} nous montrons que l'existence d'une base d'ouverts
relativement compacts du type eu = {v > 0 | v G^(U)}, U ouvert conte-
nant cJ, qui est une hypothèse essentielle à notre étude, est équiva-
lente à la donnée d'une base constituée d'ouverts relativement compacts,
que nous appelons très réguliers, correspondant aux ouverts réguliers
d'adhérence "stable'^5) au sens de la théorie classique.

(5) Un compact K contenu dans R" est dit stable si CK n'est effilé en aucun
point frontière de K.
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Nous étudions l'additivité de la réduite dans un produit de pré-
faisceaux maximaux (notion introduite au chapitre I) : elle est additive
quand elle est prise sur la frontière distinguée d'ouverts d'une certaine
base.

Nous montrons également comment des fonctions du préfaisceau
peuvent être prolongées à des ensembles petits qui sont les analogues
des ensembles polaires de la théorie classique, (application aux fonc-
tions séparément hyperharmoniques).

Enfin, en théorie axiomatique de Brelot, on caractérise les ouverts
de Green (ceux sur lesquels il existe un potentiel > 0) par une pro-
priété de maximalité.

Dans le chapitre V, selon les idées de Mokobozki et Sibôny, nous
exprimons l'axiome de convergence à l'aide d'une propriété portant
sur ^(et non sur ̂  H —^) , dans le cas où Si est maximal relativement
à une base (fi = {(a? , 3a?)} (frontières topologiques, cas de la théorie
locale du potentiel).

Les paragraphes IV, V, VI, du chapitre I, à l'exception de la dé-
finition du numéro 25 sont à passer en première lecture. On arrive
ainsi tout de suite aux résultats fondamentaux du chapitre II.
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CHAPITRE 0

Nous rappelons les quelques notions fondamentales concernant le
balayage dans les cônes convexes de fonctions s.c.i. sur un espace
compact que nous utiliserons constamment dans les chapitres suivants.

Nous donnons les démonstrations qui sont difficiles à trouver
dans la littérature ([3], [18,a], [6] [21,a]).

Soit S un cône convexe de fonctions s.c.i. à valeurs dans ]—oo, 4- oo],
sur un espace compact K.

a) DEFINITION. - On dit que la mesure de Radon p. sur K, est
une balayée de e^ (masse de Dirac en x G K) par rapport au cône S,
si Von a :

ffdn^fÇx)
pour tout /ES.

Cette relation se note :
^ ̂

b) DEFINITION. — Soit A C K, on dit que A est un ensemble de
Silov de S, si Von a :

/ G S , / > 0 sur A = > / > 0 sur K.

S ' i l existe un plus petit compact vérifiant cette propriété, on
rappelle frontière de Silov de S.

c) DEFINITION. — Soit H un compact de Silov de S, et soit ^p une
fonction continue sur H. On appelle "réduite de ^ sur H par rapport
à S" et Von note R^ (elle est habituellement notée ̂  cf. P.A. Meyer
[18,a]) la fonction définie sur K :

R^= I n f { / E S / / > < ^ sur H}

d) THEOREME. — On suppose que S vérifie la condition suivante :

\/x G K, 3u G S, u > 0 sur K, u(x) < + oo
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Alors, pour tout compact de Silov H, et toute (p continue sur H,
la fonction R" est à valeurs finies et vérifie la relation :

R^(x) = Sup \f <^/ju ^ e^ , Supp jn C H j

De plus, l'ensemble des mesures balayées de e^ est un ensemble
compact de mesures positives.

Démonstration. — II est clair que R^OO est < + oo pour tout x.
D'autre part, la convexité de S montre que l'application

^ ^ R^(x)

est sous-linéaire. On a donc pour toute (p :

0 = R^ < R^ + R"^ (0 = R^ car H est un compact de Silov)

soit : R^(x) > - R^x) > - oo

D'après le théorème de Hahn-Banach, on a :

R^OO = Sup {jLi(^)/jLi = forme linéaire sur C°(H) majorée par
^ ̂  R^(x)} .

Enfin, on vérifie que ces formes linéaires jn sont positives (pour
(^ < 0, on a R^ < 0). Ce sont donc des mesures sur H. Il reste à voir
que l'ensemble de ces mesures est exactement l'ensemble des balayées
de e^ portées par H et qu'il est compact.

Soit f Ç. S, et soit ^ continue ^ </ sur H, on a :

JLI(^)<R^OC)</(X)

si JLI est une mesure sur H majorée par ^ ^—> R^(x\ ce qui montre
qu'elle est balayée de e^. Réciproquement, si ^ est une balayée de
e^ portée par H, on a :

U^X^fXfW .

ce qui montre qu'elle est majorée par <^ ^-> R^(x).
La compacité résulte de l'inégalité :

^i(l) < R^jc) < + oo

pour p. balayée de e^ , et de la semi-continuité inférieure de l'application
/z ~-> fji(f) pour/ES.
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e) DEFINITION. - On dit que x E K est un point frontière de
Choquet de S, si e^ est la seule mesure balayée de e^. L'ensemble des
points frontière de Choquet ( s ' i l en existe) s'appelle la frontière de
Choquet de S.

f) DEFINITION. — On dit que S est linéairement séparant si, pour
tout couple de points x et y , {x '=!=- y ) il existe u et v E S, vérifiant :

u(x) ' v ( y ) ̂  v(x) ' u(y) (0 • oo = 0)

g) THEOREME. — On suppose que S vérifie la condition suivante,
que Von dira "du balayage''^6)

pour tout x E K, il existe u et v E S, telles que :

u > 0, u(x) < -h oo
vÇx) < 0

Alors, si S est linéairement séparant, la frontière de Choquet est
non vide, est un ensemble de Silov, et son adhérence est la frontière
de Silov de S(7).

Démonstration^). — Notons S ' le cône convexe obtenu en sa-
turant S par passages à la borne supérieure de familles filtrantes crois-
santes d'éléments de S.

Considérons la relation suivante sur K :

x » y si
/ES'
f> 0 sur K ==> f(y) = 0
fW= 0

il est immédiat que c'est une relation de préordre sur K. Montrons
que K est alors inductif : si{x,.} est une famille totalement ordonnée
décroissante dans K, soit x une valeur d'adhérence de cette famille ;
on voit facilement, grâce à la semi-continuité inférieure des fonctions
de S' que x est un minorant commun à tous les x ^ . On en déduit
l'existence d'éléments minimaux (Zorn) : on va montrer que ce sont
des points frontière de Choquet de S.

(6) Nous adoptons cette condition qui est suffisante pour l'existence de la frontière
de Choquet.

(7) Ce dernier résultat est dû à Bauer (cf. [3]).
(8) Cette démonstration médite a l'avantage de ne pas utiliser la notion de "face".
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Soit XQ minimal et soit F l'ensemble des y tels que y « XQ
(donc aussi y » XQ). On a :

F = n{/- l (0) / /ES / , f>Q sur K, /(^) = 0}

L'ensemble des /G S ' intervenant dans la définition de F est filtrant
croissant (prendre la somme de deux éléments) : sa borne supérieure
Xp est donc dans S', et vérifie :

, , ( 0 si x E F
XF(X)= i +oo si X ^ PSI

On va montrer que toutes les fonctions de S ' sont proportionnelles
sur F.

Soient a G F, v E S', v(a) < 0, et u G S\ u > 0 sur F, u(a) < 4- oo.
Il existe À > 0 tel que la fonction v 4- \u soit > 0 sur F, et s'annule
sur F (Dini). La fonction i; + XK + ^p est > 0 sur K et s'annule sur
F : elle est donc identiquement nulle sur F, on a ainsi v = — \u sur
F. Si maintenant w est quelconque dans S\ on se ramène au cas pré-
cédent si elle est finie en un point de F, en lui ajoutant une fonction
convenable strictement négative en ce point.

L'hypothèse de séparation linéaire entraîne alors que F est réduit
à un seul point.

Les points minimaux sont des points frontière de Choquet : ceci
résulte de ce que la fonction qui vaut 0 en un tel point et + °° ailleurs
appartient à S\

Montrons maintenant que les points minimaux forment un en-
semble de Silov. Soit v une fonction de S' prenant des valeurs < 0 :
l'ensemble {v < 0} contient des points minimaux : en effet, si u G S\
u > 0, u finie en un point de{t; < 0}, il existe X > 0 tel que v 4- \u
soit > 0 et nulle en un point : elle s'annule donc en un point minimal,
et v est donc strictement négative en ce point. On en déduit immé-
diatement le résultat.

Montrons enfin que l'adhérence de l'ensemble des points minimaux
est la frontière de Silov de S : L'adhérence est évidemment un compact
de Silov. Si a est un point minimal, et si H est un compact de Silov, la
fonction qui vaut — 1 en a et 4- °° ailleurs appartient à S\ elle ne peut
être > 0 sur H, (sinon elle serait > 0 partout), donc a appartient à H.
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Pour terminer, si a est un point frontière de Choquet de S, il
existe une mesure ju balayée de e^ et portée par la frontière de Silov
(théorème d), elle ne peut être que e^ donc a appartient à la frontière
de Silov.

c.q.f.d.

Remarque. — Si l'on avait considéré le cône S (ensemble des
fonctions S.C.L > —°° vérifiant f(x) > JLI(/) pour tout x et toute JLI
balayée de e^ par rapport à S) au lieu de S', les points minimaux cor-
respondants auraient été exactement les points de la frontière de
Choquet de S.
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CHAPITRE 1

I. Définitions générales

L'espace de base Î2 est localement compact.
Dans toute la suite, û} désignera une base de î2, formée d'ouverts

cj relativement compacts, pour chacun desquels on s'est donné une
partie fermée non vide a?* de la frontière topologique ôo?, de GJ. On
la note (fi = {(a? ,a?*)} .

1. DEFINITION. — Soit V un ouvert de Î2, on dit qu'une fonction
f : U -> R vérifie le principe du minimum relativement à la base (fi
si l'on a pour tout a? E <B, tel que a? C U :

/> 0 sur a;* =^ /> 0 sur c3

2. PROPRIETES IMMEDIATES. — Soit U un ouvert, on a :
a) si des f^ vérifient le principe du minimum dans U relativement

à (fi, alors la fonction f = Inf/^ le vérifie aussi.
b) soit <^ une fonction à valeurs dans ]0 , + oo[ si/vérifie le prin-

cipe du minimum à (Si, il en est de même de <^/

3. DEFINITIONS.
a) On rappelle qu'un pré faisceau d'ensembles de fonctions à

valeurs dans R = [~00,^~00], sur l'espace Î2 est la donnée, pour
chaque ouvert U de Î2, d'un ensemble ^(U) inclus dans R^ la condi-
tion de restriction suivante étant vérifiée :

si Ui C U^ et si fCSi(V^) alors /|u E^(Ui) (/|y est la res-
triction de f à U^).

Les fonctions /E^(U) seront dites "de classe Si" dans U. La
condition de restriction peut s'énoncer :

toute fonction de classe ^ dans U^ est encore de classe S< dans
tout ouvert U^ C U^ .

b) On dit que le préfaisceau ^ vérifie le principe du minimum
relativement à la base (fi, si pour toute /E^î(U), f satisfait au prin-
cipe du minimum dans U, relativement à la base (fi.
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c) On dira que Si est un préfaisceau de cônes convexes de fonc-
tions numériques s.c.i. > —oo si chaque ^(U) (U ouvert C Î2) est un
cône convexe de fonctions numériques s.c.i. > — oo sur U. Sif Œg?(U)
on dira que f est de classe ^ dans U.

d) On dira de même que ^ est un préfaisceau d'espaces vectoriels
de fonctions numériques continues si chaque ^(U) (U ouvert C Î2)
est un espace vectoriel de fonctions continues sur U.

On s'intéressera surtout aux préfaisceaux de cônes convexes de
fonctions numériques s.c.i. > — o o . On les appellera plus brièvement
"préfaisceau de cônes convexes".

4. PROPOSITIONS. - Soit ^l un espace localement compact muni
d'une base 6i = {(cj , a?*)}. L'ensemble des "pré'faisceaux de cônes
convexes9' sur Î2 vérifiant le principe du minimum relativement à (fi
est ordonné par la relation :

^ C § si ^(U) est une partie de g(U), pour tout ouvert U de Î7.
De plus, cet ensemble est inductif et possède des éléments

maximaux.

Démonstration. — II est évident que ^ C ^ est une relation
d'ordre. Soit (^)^i une famille totalement ordonnée de préfaisceaux
de cônes convexes : en posant ^(U) = U^.(U) pour chaque ouvert

U, on obtient bien un "préfaisceau de cônes convexes" surîî, vérifiant
le principe du minimum relativement à (B, et majorant tous les ^..

L'existence d'éléments maximaux provient alors de ce que
l'ensemble de ces préfaisceaux est non vide (théorème de Zorn).

c.q.f.d.

Remarque. — On obtient le même énoncé pour les préfaisceaux
d'espaces vectoriels de fonctions continues.

Nous noterons ^ï(E) l'ensemble des fonctions / définies sur E
qui sont restriction d'une fonction / 'E^(U), U étant un ouvert
contenant E (dépendant de /).

/ est donc la restriction à E d'une fonction /' qui est de classe
^ au voisinage de E.
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5. PROPRIETES FONDAMENTALES. — Soit ^ un "préfaisceau de cônes
convexes" sur î2, vérifiant le principe du minimum relativement à une
base Si ={(o? , cj*)}.

1) Condition d'appartenance.
a) On suppose que ^ est maximal (cf. proposition 4).
Soient U ouvert C Î2 et / s.c.i. > — oo sur U. Alors / E g?(U) si et

seulement si :

\/G}^(H, ù 3 C U
\/v G ^(o;), / + v > 0 sur a;*

/ 4- î; > 0 sur a;

b) Réciproquement, si Si est tel que les fonctions /G^(U) sont
celles qui vérifient la propriété de a), alors ^ est maximal.

Démonstration. — Pour tout ouvert V C Î2, posons :

( ^ï(V) si V < ? U
g(V) = {

( ^(V) -h R^ si V C U ( 9 )

II est clair que ^ est un "préfaisceau de cônes convexes". Il reste
à voir qu'il vérifie le principe du minimum relativement à (fi. Soient
donc V un ouvert de î2, et v G ^(V).

1er cas : V <? U : on a alors v G ^î(V), et il n'y a rien à démontrer
(S< vérifie le principe du minimum).

2ème cas : V C U : v est alors de la forme u + X/ avec u G^(V).
Soit G} G (fi, o3 C V tel que v > 0 sur a?*, on a d'après l'hypothèse

sur / : — 4- /> 0 sur a?*, donc sur û;, et par suite v > 0 sur a;.
X

^ étant maximal, et comme on a évidemment ^ C ^ , o n a ^ = ^:
ceci prouve que / G §ï(U).

Inversement, si/G ^(U), il est clair que/vérifie la condition du a).

(9) Si C est un cône convexe de fonctions et /une fonction, C 4- R^ f désigne le
cône convexe engendré par C et / (i.e. l'ensemble des éléments de la forme
v + X/, v € C, X G R"").
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b) Soit % un "préfaisceau de cônes convexes" vérifiant le principe
du minimum relativement à (B, et plus grand que ^ï(^D Si). Pour tout
ouvert U, et toute /G ^(U), / vérifie la condition du a) donc est un
élément de §ï(U). On a ainsi § = §ï, ce qui prouve que §ï est maximal.

2) Si Si est maximal, chaque ^(U) (U ouvert) est stable par en-
veloppe inférieure finie.

3) Soit (/c,)acA un ensemble ordonné filtrant croissant de fonc-
tions f^ ^ ^(U). Si ^ est maximal et si pour tout x G U et pour tout
a? E(B, x E a? C a? C U, il existe (u ê §ï(a?), u > 0 sur a;*,)
u(x) < + oo, alors / = sup f^ appartient à ^(U).

a

Démonstration. — En effet, d'après la propriété 1) ci-dessus, on
doit montrer que pour tout o;E(B, cJ C U, toute i;Egï(o;), on a :

/ + v > 0 sur a?* entraîne / 4- v > 0 sur ai .

Soit ;c€ a? : il existe t<E§ï(cJ), ^ > 0 sur û;, ^(x) < 00.
Pour tout e > 0, on a : / 4- u -(- e u > 0 sur a;*. Il y a donc un

a tel que f^ + v 4- eu > 0 sur a?* (lemme de Dini), et par suite
f^ 4- ^ -\- ç u > 0 sur û. On en déduit / + i ; + 6 K > 0 sur c3 puis
/(x) + v(x) > 0 (e arbitraire et u(x) < + o°).

Remarque. — On pourrait aussi considérer des /^ dont les ouverts
de définition vont en croissant.

4) Soit (p G (°(Î2), ^ > 0. Si ^ est maximal par rapport à (fi, le
préfaisceau <^ des fonctions de la forme ^(x)/(x) avec/Œ^(U),
est aussi maximal par rapport à Ûî.

5) Principe de localisation. — On suppose que ^ est un "préfais-
ceau de cônes convexes" vérifiant le principe du minimum relati-
vement à (fi ={(0; , a?*)} et que ^ï est un faisceau.

Si la restriction ^[y de ^ à un ouvert U est un "préfaisceau de
cônes convexes" maximal sur U, relativement à (fi, pour tous les
ouverts U d'un recouvrement de Î2, alors ^ est lui-même maximal
relativement à (fi.

Démonstration. — Soit ^ un "préfaisceau de cônes convexes"
sur Î2 vérifiant le principe du minimum relativement à (B, et plus
grand que ^ï(^D^).
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II est clair que chaque ^[y est un "préfaisceau de cônes convexes"
sur U, vérifiant le principe du minimum relativement à (fi. Par maxi-
malité, on a alors : ^[y = ^|u.

Si maintenant / est une fonction / G ^(V), pour V ouvert on a
/ e ^ ( V H U ) pour chaque ouvert U du recouvrement, et /G^(V)
car ^ est un faisceau. On a donc % = ̂ .

6) Si ^ est un "préfaisceau de cônes convexes" maximal relati-
vement à (fi, alors pour tout ouvert U, la restriction de ^ à U (notée
^ [y) est un préfaisceau de cônes convexes maximal sur U, relativement
à ti3.

7) L'ensemble des cônes convexes de fonctions s.c.i. > —°° sur
un ouvert U et vérifiant le principe du minimum relativement à une
base (fi, est ordonné par inclusion, est inductif(10) et a donc des
éléments maximaux.

Si ^ est un "préfaisceau de cônes convexes" sur Î2 vérifiant le
principe du minimum relativement à (fi, et si pour chaque U ouvert
C î2, ̂  (U) est un cône convexe maximal au sens ci-dessus, alors ^ est
un préfaisceau maximal.

Il est important de noter que la réciproque est fausse : c'est
l'objet du contre exemple qui suit le théorème 9.

Les propriétés 8) et 9) suivantes sont moins importantes.
8) Si ̂  est un préfaisceau maximal de cônes convexes relativement

à (fi, et si pour tout G} Ç=. (fi, il existe une fonction h^ de classe ^ et
positive (> 0) au voisinage de ù5, alors on a la propriété suivante :
pour que u s.c.i. > —°° sur U soit dans ^"(U), il faut et il suffit que
l'on ait :

VcoEÛS, ûCU, V X > 0, Vi;e^(o;), v >0

u + v > X/z^ sur cj* ^ u + v > X/z^ sur a? .

9) Si Si est un préfaisceau maximal relativement à (B, et si pour
tout cj G (fi, il existe une fonction v^, v^ de classe ^ï, strictement
> 0 et bornée au voisinage de û3, alors pour que u s.c.i. soit dans
^(U), il faut et il suffit que l'on ait :

u + v > 0 sur a?* ^ u 4- v > 0 sur ou

(10) cf. [20].
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pour tout o? G (Si, (jù C U et toute t; de classe ^ et bornée au voisinage
de cJ.

En d'autres termes, ^ est entièrement déterminé par ses éléments
localement bornés.

Démonstration. — Soient a? E % c5 C U et w de classe ^ au voi-
sinage de cJ et vérifiant u + w > 0 sur a?*.

Pour tout e > 0 on a K + w 4 - e ^ > 0 sur a;*. La suite
^ + Inf(w , nv^) -h ei;^ tend en croissant vers ^ + w -+- e^. Il existe
donc HQ tel que l'on ait pour n > n^ :

u 4- Inf(w , nv^} -^ ev^> 0 sur a?*

La fonction Inf(w, m;^) + ev^ vérifie les hypothèses (bornée au
voisinage de cJ). On en déduit que u + Inf(w , nv^) + ev^ est posi-
tive ou nulle sur cj, et ceci pour tout 6 > 0 et tout n > n^. En faisant
tendre n vers 4- oo puis e vers 0, on obtient :

u 4- w > 0 sur a?

On applique alors la condition d'appartenance du 5-1).

6. PROPOSITION. — L'ensemble des faisceaux à principe du mini-
mum par rapport à (Si, ordonné par inclusion est inductif.

Démonstration. — Soit (^)^i un ensemble totalement ordonné
de faisceaux, et soit ^ = U Si,.

i l

Soit ^(U) l'ensemble des fonctions s.c.i. > — o° sur U telles que
chaque x G U possède un voisinage V C U tel que/E^(V) (Le. "/
est localement dans ^").

On voit que ^ est un faisceau contenant les .̂ et vérifiant le
principe du minimum par rapport à (fi.

En effet, si a? E (fi, cJ C U, on recouvre a? par un nombre fini
de tels V, soient V\ , V^ ,. . . , V^, il y a un indice ^ tel que / soit
dans chaque .̂ (V^) : ̂  est un faisceau, donc/G^, (a?), par suite
/> 0 sur a?* =^ /> 0 sur û3.

C.Q.F.D.
On peut se demander dans quelles conditions un faisceau maximal

est un préfaisceau maximal, et réciproquement. Nous répondrons à la
question au paragraphe 37-3).
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7. THEOREME. — Soit ^i un préfaisceau de cônes convexes de
fonctions s.c.i. > —oo vérifiant le principe du minimum relativement
à une base 6} et satisfaisant à la condition du balayage.

Alors, pour tout x € ù3(a? G (B), il existe une mesure de Radon
^ > 0(11) portée par a?* telle que :

/ fdp. < /(x) pour toute / E ̂ (cJ)

- si 1 E ^(cj) alors I I ^ I I < 1
- si 1 G ^ï(ù3) H (- ^(^)) alors l l j u || = 1

La démonstration est classique et nous ne la reproduisons pas
(cf. [5] ou, [20] p. 407 ou chapitre 0 § d).

Remarque. — Nous avons le même théorème pour un préfaisceau
ê d'espaces vectoriels de fonctions continues, en remplaçant les iné-
galités par des égalités.

Si (° est un compact inclus dans c5, on notera M^^ô) l'ensemble
(éventuellement vide) des mesures positives portées par (° et vérifiant

f f djn < f(x) pour toute / G §ï(o3)

Une mesure ju vérifiant une telle inégalité est dite une balayée
de e .̂ relativement à ^(cj). Cette relation se note :

fji ^ e^
9W

Le théorème 7 affirme simplement que pour x ^ a? l'ensemble
M^^^a?*) des mesures balayées de e^ et portées par G;* est non vide.

Nous voulons d'une part éviter les préfaiscèaux triviaux (exemple
le préfaisceau de toutes les fonctions s.c.i. positives) et d'autre part
pouvoir utiliser la théorie du balayage.

Nous considérerons donc surtout des préfaisceaux ^ de cône
convexes vérifiant la ^condition de balayage^ suivante : pour tout
o?^(B, et tout x G c<3, il existe u et î;G^(cj) telles que :

v > 0, v(x) < 4- oo et u(x) < 0

(n) Non unique en général.
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Remarques. — 1) Si les constantes sont dans ^(Î2), cette condi-
tion est évidemment vérifiée.

2) Cette condition permettrait de ne pas expliciter dès le début
que les frontières distinguées a?*(a)Œ(B) sont non vides.

8. DEFINITION. — Dans toute la suite l'expression ^Si est un pré-
faisceau relatif à (fi" signifiera que Si est un préfaisceau de cônes
convexes de fonctions s.c.i. > —°°, vérifiant le principe du minimum
relativement à la base (fi, et satisfaisant à la condition du balayage.

Si Si est de plus maximal, on dira que ^ est un "préfaisceau
maximal relatif à Si".

9. THEOREME. — Soit ^ un préfaisceau maximal relatif à (fi .
Alors f E ̂ (U) (U ouvert) si et seulement si f est s.c.i. et si pour tout
a? Ç=. (Si et tout x E a? C U, il existe au moins une mesure jn G M^^a?*)
vérifiant :

ffdlJi<fW

Démonstration. — Soient U ouvert et / s.c.i. définie dans U
vérifiant les conditions du théorème, le préfaisceau ^ défini pour V
ouvert par

( Si(V) si V<?:Ug(V) =0 ( ^ï(V) + R^f si V C U

contient Si et est relatif à (Si. On conclut que ^= Si par maximalité
et / G gï(U).

C.Q.F.D.
On a le même théorème pour les préfaisceaux maximaux d'espaces

vectoriels relatifs à (Si.
Avant d'aborder des exemples de préfaisceaux maximaux clas-

siques, nous donnons un contre-exemple montrant que pour un
"préfaisceau ^ maximal de cônes convexes" vérifiant le principe du
minimum relativement à une base (fi = {(a? , a;*)}, les cônes ^"(U),
pour U ouvert ne sont pas forcément des cônes maximaux vérifiant
sur U le principe du minimum relativement à Ûi.

Prenons Î2 = R, (fi = la base constituée des intervalles ouverts
a? = }a, b [ , avec a?* = {a}U{b} = ôcj.
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Soit ^ le préfaisceau défini de la manière suivante pour chaque
ouvert U :

^(U) est l'ensemble des fonctions / s.c.i. > —oo telles que dans
chaque composante connexe ]^,(3[ de U,

/ est croissante si a > 0
/ est décroissante si j3 < 0
/ est constante sur ]a , 0] ) . . . . ,,
. . . . , r^ nç } sl a < {J < P/ est croissante sur [0 ,p[ \ »
II est clair que Si est un "préfaisceau de cônes convexes" relati-

vement à (fi, satisfaisant à la condition du balayage (les constantes
sont dans ^(R)).

D'après le théorème 7, pour tout intervalle a? = ] a , b[ êtfî, et
tout XQ E [a, b], il existe une mesure jn

MeM^^é}) .

Cette mesure est de la forme ^ = te^ -h (1 — t) e^ ( rE [0 , 1]) car
les constantes sont dans ^(R).

1er cas : 0 < a < b la fonction

0 si x < x..
/o(x) = appartient à ^(]0 , + oo[)

1 si x > XQ

On a donc :

0 = = / o ( ^ o ) > ^ W + ( l - ^ ) / o W = 1 -î

soit r > 1, donc t = 1.
La seule mesure ^ E M^^'^^^û, b}) est donc e^ .

2êm€ cas : a < b < 0 le même raisonnement montre que cette
fois JLI est nécessairement e^.

Soit ^ un préfaisceau maximal relatif à (fi, tel que ^D^. D'après
le théorème 7, M^^^û} ,{^}) est non vide : de plus, il est inclus
dans M^^'^ûUé}).

Dans le cas 0 < a < 6, e^ est donc la seule mesure balayée de
6^ par rapport à ^([a, &]) et portée p a r { û , &}.
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Dans le cas a < b < 0, c'est e^ .
Il s'ensuit que toute fonction / G ^(U), U ouvert, est croissante

sur toute composante connexe de U Fi ]0 , 4- oo[, et décroissante sur
u n ]-oo,0[.

Soit maintenant / E <^(\a, b]) avec a < 0 < b : la fonction

( 0 si x < 0
go(x) = appartient à ^(R)

( + 0 0 si x>0

la fonction / + g^ appartient donc à ^(]a , fî[) : elle atteint donc son
minimum en a, sur [a, 6], elle est donc constante sur [a , 0[, et même
sur [a , 0] par semi-continuité inférieure.

Or, on a/ = / 4- g^ sur [a , 0]. Donc/G ̂ (]a , b [). En remplaçant
[a, 6] par un intervalle [a , 6^] tel que }a , &'[ D [û, 6], on montre
que /G ^î([û , 6]). Finalement ^ = ^, et ^» est maximal relatif à (H.

Pour tout }a, 6[ 30, il est clair que le cône ^"(]û, é[) n'est pas
maximal relativement à (fi puisqu'il est strictement contenu dans le
cône C des fonctions croissantes sur }a, &[ , et que ce cône C vérifie
le principe du minimum relativement à (fî.

II. Exemples de préfaisceaux maximaux classiques.

Cas des fonctions hyperharmoniques classiques.

10. PROPOSITION. — Soit ^ le faisceau des fonctions hyperharmo-
niques dans les ouverts de R" (n > 1)

^ est un pré faisceau maximal relatif à la base (fi = (a?, a?*)
constituée par les boules euclidiennes a? munies de leur frontière topo-
logique a?* = 3a?.

Démonstration. — ^ vérifie évidemment le principe du minimum
sur la base (fi, et est relatif à la base (fi car il contient les fonctions
localement constantes. Il reste à voir que Si est maximal : soit <^ un
préfaisceau relatif à (B et contenant §î, et soit s G ^(U), U ouvert.

Pour toute boule cjGtfî , cï C U, et toute fonction continue ^p
sur ôcj, ^ < s, la fonction s — H^(12) appartient à ^(o?) et est

(12) H ck> désigne le prolongement harmonique de <^> dans a?.
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positive au voisinage de ôo? : elle est donc > 0 partout dans cj. Ainsi
s est hyperharmonique dans U, et l'on a ^ = ^".

c.q.f.d.

11. PROPOSITION. —Soit Si le faisceau des fonctions s.c.i. dans
R^ x R^ (p,^ > 1) qui sont hyperharmoniques séparément en chaque
variable.

Alors S1 est maximal relatif à la base (Si = (a? , a?*) constituée
par les produits de boules a? = a x fî, munies de leur frontière dis-
tinguée a?* = 3a x 3j8 (3a est la frontière topologique de a).

Démonstration. — ^ est relatif à la base di (il contient les fonc-
tions localement constantes).

Soit ^ un pré faisceau relatif àtf3, contenant B», et soit s G ^(U),
U ouvert de R^ x R^.

Pour tout a? = a x j3 G (B, a? C U, et toute fonction ^ continue
sur a)* = 3a x 3j3, </? < 5, la fonction s(x , jQ - f j\>dp^ rfp^C13)
appartient à {|(a?) et est positive au voisinage de a;*. En approchant
a? = a x P par des produits de boules û^ x ̂  intérieures et concen-
triques, on voit que cette fonction est > 0 dans cj, donc au centre de
œ. Ainsi la fonction s a la propriété de surmoyenne, et est séparément
hyperharmonique :

on a g = ^

12. PROPOSITION. - Soit ^ le faisceau des fonctions plurihyper-
harmoniques dans C"1.

Si est maximal relatif à la base (B = {(a? , a?*)} formée par les
polydisques œ et leurs transformés par le groupe des isomorphismes
C-af fines de C", munis de leur frontière distinguée a?*.

Démonstration. — Soit ^ relatif à (fi et contenant ^ : on va
montrer que les fonctions de ^ sont séparément hyperharmoniques
en chaque variable complexe et qu'elles le restent par les compositions
avec les éléments de groupe affine, ceci prouvera que les fonctions de
^ sont plurihyperharmoniques [cf. 18].

(13) p^ et (f sont les mesures de Poisson dans Rp et R'7.
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Soit s G ^(U), U ouvert. Fixons le point (z^ , z^ ,. . . , z^) G C""1

et soit U' la coupe de U suivant (z^, z^ , . . . , z^).
Soit D^ un disque d'adhérence D^ C U\ et soit/(Zi) une fonction

hyperharmonique au voisinage de D^ , vérifiant

s(z, , z^ , . . . , z^) + /(z,) > 0 pour Zi G 8D,.

La fonction F(ZI , z^ ,. . . ,z^) = /(z^) est plurihyperharmonique au
voisinage de Di x (z^ , . . . , z^) et l'on a ainsi :

e + 5 -h F > 0 (e > 0)

sur un polydisque voisinage de D^ x (z^ , . . . , z^) puis :

e + 5(z, , z\, . . . , z^) 4- /(z^) > 0 pour z, G D^

soit A-(ZI , z^ ,. . . , z^) + /(Zi) > 0 pour z , G D^

(e arbitraire).
Ceci prouve que s est séparément hyperharmonique en z^ , en

vertu du critère d'appartenance 5.1) et de la proposition 10.
On montre de même qu'elle l'est en chaque variable.
L'hypothèse sur la base montre que s est encore séparément

hyperharmonique quand elle est composée avec un élément du groupe
affine, s est donc plurihyperharmonique dans U, et ^ = ^.

13. PROPOSITION. - §ï est le faisceau des fonctions qui sont loca-
lement concaves dans les ouverts de R", ou qui sont localement la
constante -h °°.

Alors ^ est maximal relatif à la base (fi = {(cj , a;*)} constituée
des ouverts a; qui sont des simplexes, munis de la frontière distinguée
a;* formée de leurs sommets.

Démonstration. - Soit % contenant ̂ , et soit U un ouvert con-
nexe. Si s G ^(U) et s n'est pas la constante + oo, soit cj G (B, a? C U ;
pour tout x G cj, il existe une seule mesure ̂  balayée de e^ par rap-
port ^(c^), et portée par les sommets du simplexe. On a donc

s(x) > j sd^
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Ceci prouve que s est localement concave s.c.i. dans U, elle est
donc localement concave continue dans U (d'après les propriétés bien
connues des fonctions concaves, U étant connexe).

On a donc <§. = ̂  .

14. PROPOSITION. — Soit ^ le faisceau des fonctions s.c.i. > —°°
sur les ouverts de R" qui sont localement croissantes en chaque variable.

Alors ^ est maximal relatif à la base (Si == {(.a?, a?*)} constituée
par les pavés (jj muni chacun d'entre eux de la frontière distinguée
a?* réduite à son sommet de coordonnées minimales.

Démonstration. — Soit ^ un préfaisceau relatif à (Si et contenant
^ : pour tout a? G (fi, et tout x E o3, il existe p. ̂  M^^o?*). a;* étant
réduite à un point a, jn est proportionnelle à e^ . On a jn = e^,, car les
fonctions localement constantes sont dans %. H (- ^). Si s G ^(o3),
on a alors pour tout x G a? :

5(;c) > f sdp = 5(û)

Donc § = ^ .

III. Théories axiomatiques locales.

15. PROPOSITION. — Soit 9€ ^/î faisceau d'axiomatique de Brelot,
c'est-à-dire vérifiant les axiomes I, II, III sur un espace localement
compact Î2(14).

Soit ^ le préfaisceau des fonctions hyperharmoniques corres-
pondant.

Alors ^ est maximal relatif à la base (fi constituée de tous les
ouverts relativement compacts a?, munis de leur frontière topologique
a?* = 3a?, qui ont la propriété suivante : pour tout coG(B, // existe
/2ege(cJ), h > 0 sur a;.

Il est clair que cette base est héréditaire (elle contient tout sous
ouvert d'un ouvert qu'elle contient).

Démonstration. — L'existence des fonctions harmoniques positives
au voisinage de chaque a? (a?eû3) entraîne que ^ est relatif à (fi
(condition du balayage).
(14) Voir [8]. On suppose donc que Î2 est non compact, connexe et localement

connexe.
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Soit § contenant ^ et relatif à Si, Si s G ^(U), U ouvert, et si
co € (Si, a? C U et si a? est régulier, la fonction s — H34^ pour <p G (° (ôo?),
(^ < 5 est > 0 au voisinage de ôcj dans ai. Il existe donc un ouvert
aEtf î , a C a? tel que s — H9^ soit positive (> 0) sur a?\a : elle l'est
donc sur œ tout entier.

On en déduit que s est localement hyperharmonique dans U
c'est-à-dire hyperharmonique dans U, et ^ = ^.

Remarque. — Le choix de la base ci-dessus n'est pas le seul
possible. N'importe quelle autre base héréditaire et contenue dans (fi
aurait fait l'affaire, (raisonner comme dans 37.3).

16. DEFINITION. — On dit qu'un pré faisceau ^ est séparant, si
pour tout compact K, ^(K) sépare linéairement les points de K,
c'est-à-dire si pour tout x , .yGK, il existe u, uE^(K) vérifiant :

u(x) vÇy) 1=- u(y) v(x) (0 4- oo = 0) .

Plus généralement, si (H est une base d'ouverts relativement
compacts, on dira que ^ est (H -séparant, si la propriété précédente
a lieu seulement pour les K = o3, a? G (B.

Nous désirons maintenant établir un résultat analogue pour
l'axiomatique de Bauer. Nous commencerons par démontrer la pro-
position suivante :

17. PROPOSITION. - Soit 96 un préfaisceau d'espaces vectoriels de
fonctions continues sur un espace localement compact Î2.

On suppose que H€ possède une base di d'ouverts réguliers^15),
et que pour tout a? G(B, il existe h G9e(o3), h > 0 sur o5.

Soit ^ le préfaisceau des fonctions SÇ-hyperharmoniques, c'est-à-
dire vérifiant :

f e ^(U), U ouvert,

si : f est s.c.i. sur U, f> —°°

V cj E (B, a; CU, (p€E (°(9a;), ^ < / sur 3a?, on a

/>H^ dans û;(16)
( l s) Voir [8].
(16) Dans [8], H^ est noté H^.
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On suppose que ^ est (fi -séparant.
Alors ^ est un pré faisceau maximal relatif à Ûî = {(a? , ôa?)}, de

plus ^ est un faisceau.

Démonstration. - ̂  est relatif à <B. Soit ^ relatif à (B et contenant
^, la (fi -séparation entraîne que ^ est relatif à la base Si' constituée
de 6S et des ouverts d'adhérence incluse dans un ouvert de(B.

En effet, soit U un ouvert relativement compact U G 6S' : il
suffit de montrer que la frontière de Choquet du cône ^(U)(17)
est contenue dans 3U. Si x G U, il existe cjE(B vérifiant :

x E c ^ C c J C U

II existe une mesure jn portée par 3o?, et qui est balayée de e^ par
rapport à ^(U). Donc x n'est pas dans la frontière de Choquet de
^(Û).

Soient cJô €Ed3, s E ^(ù3), <^ G 6(80;), (p < s sur ôco.
La fonction ^ — H^ est positive au voisinage de ôo? dans eu.
Il résulte de ce qui précède qu'elle est positive (> 0) sur a?

( ̂  est relatif à (fï).
Ceci prouve que % = ^. Donc ^ est maximal. Il reste à prouver

que ^i est un faisceau : ceci va résulter de la (fi -séparation. Soit/une
fonction sur un ouvert U, qui est "localement dans ̂ \ c'est-à-dire
telle que chaque point x G U possède un voisinage V^ C U tel que
/€ ^(V^). Soit a; e (fi, cj C U. Considérons le cône C = RV 4- ^(û3).
La frontière de Choquet de C est incluse dans ôo?. En effet, pour
x G cj, il existe a G (0, a C V^ H cj. Soit JLI E M^^^ôa) : cette mesure
jn est une balayée de e^ par rapport à C, elle est distincte de e^ car
portée par ôa : il s'ensuit que x n'est pas dans la frontière de Choquet
de C. On a donc pour tout v G^(a;), O)G (fî, ù3 C U :

/ + v > 0 sur 3o? =^ / + r > 0 sur a?

Donc/G ^(U) (prop. 4,1).

Remarque. — Ce genre de raisonnement sera systématisé au
chapitre II, où l'on étudie la propriété de faisceau.

(1 7) Qui existe grâce à l'hypothèse de séparation.
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17bis. COROLLAIRE. - Si 9e est une axiomatique de Bauer [4]
munie des axiomes I, II et IV, le faisceau 3€* des fonctions hyper-
harmoniques est un pré faisceau maximal relatif à la baseOi des ouverts
réguliers.

En effet 3C vérifie alors des hypothèses plus fortes que celles de
la proposition 17. A noter que l'axiome de convergence III n'a pas
été utilisé, et que, contrairement à l'axiomatique de Brelot, ^ est
maximal relatif à une base constituée uniquement d'ouverts réguliers.
(séparation).

18. PROPOSITION. - Soit 3€ un faisceau d'espaces vectoriels de
fonctions continues sur un espace localement compact Î2, et vérifiant
les axiomes HQ , H^ , H^ de Boboc N. Constantinescu. C. Cornea A.(18)

Soit ^ le faisceau des fonctions hyperharmoniques de cette
axiomatique.

Soit Si la base constituée des ouverts relativement compacts a?,
de type MP pour lesquels il existe une fonction h E ̂ (a?), h > 0 sur
ai, munis de leur frontière topplogique a?* = 3a?.
((% est héréditaire d'après [5] corollaire 1,2).

Alors ^ est un pré faisceau maximal relatif à (fi.

Démonstration. — Le préfaisceau ^ est relatif à la basetfî. (exis-
tence de fonctions harmoniques positives). Soit ^ un préfaisceau
relatif à<B, contenant ^.

Si s Ç- ^(U), et si a) G(B, co régulier et ù3 C U, on a pour toute
fonction ^ G (°(âco) <^ < s sur 3o?, s — H^ > 0 sur ôcj. Comme tous
les ouverts inclus dans a) sont de type MP, on a donc s — H^ > 0
sur o3.

On voit ainsi que s est hyperharmonique. Par suite, on a ^ = ̂ .

Nous rappelons maintenant les axiomes de l'axiomatique de
Constantinescu C. et Cornea A.

On suppose que Î2 est localement compact, muni d'un faisceau
de cônes convexes de fonctions s.c.i. > — °° ̂  vérifiant les axiomes
suivants (axiomes 1), 2), 4)) : (cf. [9]).

( 1 8 ) Voir [5].
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1) Î2 possède un recouvrement par des ouverts U^ sur chacun
desquels il existe une fonction harmonique (i.e. G ^(U^.) H (- ^(U,)))
strictement positive.

2) II existe une base d'ouverts relativement compacts et réso-
lutifs (a? est dit résolutif, si œ est compact, et si pour toute fonction
(p G (°(ôaî), les deux enveloppes de Perron relatives à a? et </? coïncident
dans a?. La valeur commune est notée H^Oc) et l'application
^p ^-)> îî^(x) est une mesure positive notée p^ .

4) Pour chaque ouvert U de Î2, une fonction u : U -> ]—oo ^ 4. oo]
est hyperharmonique (i.e. E ^(U)) si elle est s.c.L, et si pour chaque
ouvert résolutif a? C c5 C U et pour chaque x €E a?, on a :

u(x)> f udp^

19. PROPOSITION. - Soit ^ le faisceau de cônes de Vaxiomatique
de Constantinescu C. et Cornea A.

Alors 1̂1 est un pré faisceau maximal relatif à la base® constituée
par les ouverts relativement compacts a?, d'adhérence a?, contenue
dans un ouvert résolutif, et tels qu'il existe une fonction harmonique
strictement positive au voisinage de cJ.

Démonstration. — On va d'abord montrer que la restriction de
^ à chaque ouvert résolutif oj où il existe une fonction harmonique h
strictement positive, vérifie le principe du minimum. Si a est ouvert
tel que a C a; et si s G ̂ (a), s > 0 sur ôa, s 4- eh est > 0 sur Qa
(h est harmonique strictement positive sur a?), donc > 0 au voisinage
de 3a ; il s'ensuit que s ' = (s + eh) A 0 est dans ̂ (a). Si on remplace
s par 0 en dehors de a, on voit que la fonction s" obtenue est loca-
lement dans ^(îî), donc dans ^(îî) (faisceau). Comme s " vaut 0
sur 3o;, elle est > 0 dans a;, donc a fortiori dans a : s + eh > 0 sur
a. e étant arbitraire, on a s > 0 sur a.

On va maintenant montrer que la restriction de ^U à UÎT ouvert
résolutif V du type considéré est un préfaisceau maximal relatif au
principe du minimum usuel. En effet, soit ^ un pré faisceau maximal
contenant '11. Comparons les enveloppes de Perron

H^ = Inf \v € U^) | lim v ( y ) >f(x), pour tout x G ôo;J f ( y->x )
v yea>
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Tjâo; _et H^= I n f { ^ G § ï ( o j ) | l|m u(y) > /(x), pour tout x G ôoj}
y-^
>'e a;

relatives à un ouvert a? résolutif d'adhérence a? C V et à une donnée
frontière continue /.

On a évidemment :

H^ < H^ dans a;
et de même :

H^, > H^ dans a;

Comme on a évidemment H^ > H^ (principe du minimum,
et existence d'une fonction harmonique strictement positive au voisi-
nage de ai) et comme cj est résolutif, les quatre enveloppes sont égales.

Soit maintenant une fonction î;E^(U), U ouvert C V. Soit G}
un ouvert résolutif tel que œ C U et soit /G (°(ôa?), /< v. On a :

v(x)>Y[}^\x) , V;cGa;

On a donc : v(x) > j vdp^ , V x Œ o ;

L'axiome 4) montre que v est hyperharmonique dans U. La res-
triction ^[y de ^U à V est donc un pré faisceau maximal.

Finalement, on voit en utilisant le principe de localisation (pro-
priété 4 n° 7) que le faisceau ^U lui-même est un préfaisceau maximal
relatif à la base û).

IV. Produits de préfaisceaux maximaux.

Nous allons maintenant nous occuper de certains faisceaux
produits. Il est avantageux de donner tout de suite une définition
et un théorème généraux.

20. DEFINITION. - Soient ^ et ^ deux espaces localement
compacts. On considère deux pré faisceaux §̂  (resp. g^) sur ^i
(tesp. iî^) relatifs à deux bases Ûi^ = {(a , a*)} et Ûi^ = {(j3 , j8*)} .

On appelle préfaisceau produit de ̂  et ^ Ie préfaisceau ^ dé-
fini sur Î2^ x S2^ de la manière suivante : pour tout ouvert U C S2^ x Î2^
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/ G §ï(U) si et seulement si
\) f est s.c.i. > —oo

2) po^r tout y ^ p r ^ ( \ J ) , la fonction x ^ f(x ,^)(19) appûr-
r^r à ^4 (U^,), U^ désignant la coupe de U suivant y.

3) po^ ro^r x Ep^ (U), Zû fonction y ^ f(x , j/) appartient à
^(U"), U" désignant la coupe de U suivant x.

Il est clair que chaque ^(U) est un cône convexe.

21. THEOREME. - OM suppose que ̂  ^r ^2 ^o^r maximaux. Alors,
le préfaisceau ^ de la définition précédente est relatif à la base
(Ht x Ûi^ ={(a x j3,a* x <3*)}.

De plus ^ est maximal si pour tout (Xç , ^ç) G S2^ x S2^ // existe
dçux ouverts 7 et §, XQ G 7, ̂  G ô ^r ^^û^ê fonctions u^ u^, v ^ ,
v^ vérifiant :

u^ G ^1(7) ^i (xo) > 0 u^ continue sur 7

^2 G ^i (7) ^2 (^o) ^ 0 U2 continue sur 7
î;^ G^(§) ^1(^0) ^0 ^i continue sur 8
v^ G^(§) ^2(^0) < ° v! continue sur 8

Démonstration. — Montrons d'abord que ^ vérifie le principe du
minimum sur la base (fi^ x (fi^.

Soit /E^(U) et soient aG(B^ , j3E^ tels que a x j C U et
f> 0 sur a* x ^3*.

Pour tout YQ G j3* la fonction

x ^ f{x,Yo)

appartient à ^iWy^) et est > 0 sur a* : elle est donc > 0 sur a.

On a donc f(x ,y)> 0 si (x , y) E a x j8*

Soit -VQ G a, la fonction

y ^ f(x, j0
appartient à ^2(u;/) et est > 0 sur j3* : elle est donc > 0 sur J3.

(19) ^/"^ et p^ désignent les projections.
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Finalement, on a :

/(^ , y ) ̂  0 pour Çx , >Q G a x j3

Montrons que ^ est relatif à (fï^ x û î ^ .
Soient a x (3 E ̂  x^ IKjc^ , y ^ ) G a x j3

II existe ^ G ^ ( a ) , uG^O?)
tels que :

î ^ > 0 sur a K ( X o ) < + o °
î; > 0 sur (3 v(Yo)< + °°

la fonction u(x) v ( y ) est > 0 sur a x j3 et prend une valeur finie au
point (XQ , y ^ ) . De plus elle est évidemment dans ^(a x j3).

Il existe gG^(a ) , /zE^(^)

telles que ^ < 0 sur a , h <. 0 sur j8

^o)<0 et / î^oXO

la fonction - g(x) h(y)

est < 0 sur a x j3 et telle que

-^Oco) ^oXO

II suffit donc de voir que

- g { x ) h ( y ) ^ ^ ( a x ^)

Pour YQ fixé E j3, la fonction

x ^ - g(x) h(yo) = ̂ (x) x (- h(yQ))

appartient à ^(a).
On raisonne de même pour la variable y , et on termine en re-

marquant que le produit de deux fonctions s.c.s. et finies > 0 est s.c.s.,
et que - g(x) h(y) > —o° V(x,^).

Il reste à voir que ^ est maximal.
Soit / une fonction s.c.i. > —°° sur un ouvert U de ̂  x Î2^ ,

ayant la propriété suivante :

pour tous a x j S E ^ x t f S ^ » a x j S C U ,
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g^^(a x j3)
la relation

/ + g > 0 sur a* x j3* entraîne f+g>0 sur a x ^

Nous allons montrer que pour tout XQ G pr^ (U), la fonction

y ^ f(x, j/o)
appartient à ̂  (U).

Elle est évidemment s.c.i. > — o o

Soit P C (Si^ p CU"0 et soit V/00e^(j3) telle que l'on ait :

f(Xo , >0 + V/ <j0 > 0 pour y G j3*
la fonction

^O) = X V/ 00 4- JLI Inf(V/ (y) , 0)

appartient à ^(^ P01^ ^ + JLI = 1, À, JLI > 0.
On a encore :

/(^•o » ^) + Ï ( y ) > 0 Pour y E ^*

si ^ est assez petit.

Soient ^4 et ̂  de classe ̂  au voisinage de XQ , <^ et (^2 continues
au voisinage de XQ , et vérifiant :

^lO^^- 1 ^2(^o)= + 1
La fonction :

F(^ ) = i - ̂ 1(x) ^(>;) si ^) < °
I ^M^^) si ^ ( .y)>0

est de classe ^ au voisinage de {jc^} x J3.

En effet, la fonction F est s.c.i. > —oo au voisinage de {x^} x j8,
pour chaque ^ fixé, elle est ̂  en x, et pour chaque x fixé, elle est ̂
en y si la relation X^(x) + <^ (x) < 0 est vérifiée : or elle est vérifiée
au point XQ , on peut donc la supposer vraie au voisinage de XQ .

Il existe ainsi a E ̂  , tel que Fon ait XQ G a et

f(x , ^) -h F(x , >Q > 0 pour (x , >Q G a x j3*

II en résulte la relation :
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f ( x , y ) -h F ( x , y ) > 0 sur a x ~JS
soit

f ( x ^ y ) - } - ^ ( y ) > Q pour y^

En faisant varier À et jn, on trouve alors

f(x^y)+ ^00 > 0 pour ^ G ^

Ceci prouve que la fonction

Y ^ f(Xo , y)

appartient à ^^(V °) (maximalité).
On montre de même que pour tout YQ G pr^ (U) la fonction

x ^ f(x , Yo)

appartient à §^(U ), c'est-à-dire finalement /E§i'(U).
c.q.f.d.

22. COROLLAIRE. — Application au produit d'axiomatiques locales
du potentiel ([13]).

V. Problèmes d'unicité.

Dans presque toutes les axiomatiques locales de théorie du po-
tentiel, on part de la donnée d'un faisceau 9€ d'espaces vectoriels de
fonctions finies continues, appelées harmoniques, et on construit un
préfaisceau ^ de cônes convexes de fonctions s.c.i. > — ° ° , appelées
hyperharmoniques, lequel est maximal relatif à une certaine base (fi
(cf. paragraphe III), et contient 9€.

On se pose maintenant la question de savoir si ce préfaisceau ^
est l'unique préfaisceau maximal de cônes qui contienne 9€.

23. PROPOSITION. — Soit & un préfaisceau d'espaces vectoriels
relatif à (fi. On suppose que pour tout G} ̂  (Si et tout .x G cj,
M^^a;*^20) ne contient qu'une seule mesure. Alors, il n'existe

(20) On rappelle que M^^co*) désigne l'ensemble des mesures de Radon portées
par cj* et qui sont balayées de e^ par rapport à â(c«3).
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qu'un seul pré faisceau ^ (resp. &') de cônes convexes (resp. d'espaces
vectoriels) contenant 8> et maximal relatif à (fi.

Démonstration. - Soit ^ un préfaisceau de cônes convexes relatif
à (fi et contenant ê. Pour tout ou^Si et tout x Ç. (jû on a

M^^c^CM^W)

D'après le théorème 6, M^^CG;*) est non vide, donc égal à M^^CD*).
Si ^ est maximal, les fonctions de ^(U) sont par suite celles qui

vérifient :
j fd[x < f(x) pour c < 3 C U , o ; G ( B , ^ G G 3

p. étant Punique mesure de M^^^CJ*).
Les préfaisceaux maximaux contenant 8 étant caractérisés par les

mêmes conditions sont identiques. La démonstration pour les pré-
faisceaux d'espaces vectoriels est identique.

C.Q.F.D.
Dans les applications, la base Si aura des propriétés de régularité

particulières. C'est pourquoi nous posons la :

24. DEFINITION. — Une base (fi est dite régulière intérieurement
si pour tout a? G (fi, tout \ voisinage de a?*, et tout compact K contenu
dans G}, il existe un G}' E(B, vérifiant K C a/ C <j3' C a? et

a;*CV

6S est dite régulière extérieurement si pour tout a? E (fi, tout
voisinage V de a?*, et tout U voisinage de o5, il existe a/ €(B vérifiant :

c3 C o}' C c31 C U

et a?'* C V

(B ̂  régulière si elle l'est intérieurement et extérieurement.

25. Exemples de bases régulières.

1) Les rectangles ou les carrés, parallèles aux axes dans R2 avec
l'ensemble de leurs sommets comme frontière distinguée.

2) Les triangles de R2, avec l'ensemble de leurs sommets.
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3) Les rectangles de R2 , ou les carrés, parallèles aux axes, munis
de la frontière distinguée constituée par les deux côtés verticaux et du
côté horizontal inférieur.

4) Dans C", les polydisques, munis de leur frontière distinguée
naturelle, et leurs transformés par GL^(n, C).

5) Dans Î2 localement compact, non compact, connexe et loca-
lement connexe, les ouverts relativement compacts munis de leur
frontière topologique.

26. LEMME. — Soit ^ un préfaisceau de cônes convexes relatif à
(fi. On suppose que Si est régulière intérieurement. Alors, pour tout
(jù G (fi, et toute v G ^(o;), on a :

lim v(x) > 0 pour tout y G cj*
c^a x —> y

entraîne :
v > 0 dans G}

Démonstration. — Soit v G ^"(oj) vérifiant la condition frontière,
soit x ê= a?, et soit u ç- ^(o?), u > 0 sur a?, u(x) < + oo. Pour tout
e > 0, il existe un voisinage V de a;* tel que l'on ait v + eu > 0 sur
a? 0 V. On a donc v + eu > 0 dans œ d'après la régularité intérieure.
e étant arbitraire, on obtient v(x) > 0.

q.e.d.

27. Soit ê un préfaisceau d'espaces vectoriels relatif à (fi.

DEFINITION. — Soit ô un ouvert relativement compact, et soit
S une partie fermée de sa frontière. On dira que ( 5 , 6 ) est semi-régulier
relativement à & si pour toute fonction ̂  E <°(ô), il existe une fonction
unique H^ appartenant à G ( 6 ) H S(5)(21) telle que

^ > 0 =» H^ > 0

^ H6 = <^ Ai^r ô, poî  toute ^E<°(§).

On notera P^(ô) l'ensemble des mesures balayées de e^ et portées
par S, relativement à l'espace vectoriel (°(ô)nê(§).

(21) Nous utiliserons systématiquement cet abus de notation.
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Soient ^ C ̂  (resp. S ^ C g ^ ) deux pré faisceaux de cônes
convexes (resp. e.v.) relatifs à (fi. On a alors

M^^CÛ;*) D M^^u*) pour tout eue dS

P^CG;*) D P^(a)*) pour tout û; G (fi

28. THEOREME. — 5'oîÏ ê im préfaisceau d'espaces vectoriels relatif
à une base US régulière intérieurement. On suppose que (fi contient
une sous-base US' constituée d'ouverts semi-réguliers.

(Le. œ ^GS' =^ (a?, co*) est semi-régulier).

a) Soit^ un pré faisceau de cônes conveyes relatif à US, contenant
&, alors pour tout U ouvert et /E^(U) on a :

/(x)>H^(x) (1)

pour tout x G cj, a? G (B\ a? C U et ^ G 6(0;*), (^ < /.
b) 5'; & e5r un faisceau, il est maximal comme pré faisceau d'espaces

vectoriels relatif à US.
c) Si de plus le préfaisceau ^ des fonctions "hyper-S9, c9 est-

à-dire s.c.i. > —°° et définies par la condition (1) est relatif à GS,
alors il est l'unique préfaisceau maximal de cônes convexes relatif à
US et contenant 8>.

Démonstration.

a) La fonction / - H^* vérifie les hypothèses du lemme 26.
b) Soit 96 un préfaisceau d'espaces vectoriels relatif à (B et

contenant 8 : d'après le a) toute fonction de 96 est localement une
fonction de S. On a alors 36 = 8, car & est un faisceau.

c) D'après le a), tout préfaisceau relatif a OS et contenant 8> est
contenu dans ^.

c.q.f.d.

29. COROLLAIRE. — Dans les mêmes hypothèses que le théorème
28, et si (fS = (fS\ alors & est contenu dans un seul pré faisceau maximal
&^ d'espaces vectoriels relatif à US.

Les fonctions de â^ (U), U ouvert sont caractérisées par les condi-
tions 1) et 2) .'
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1) / continue sur U.
2) Voj ed3, a; C U, 0^2 a / = H^' ûte^ c5 (ou dans oj).

Démonstration. — Soit 36 un préfaisceau maximal d'espaces vec-
toriels contenant &. D'après le a) du théorème 28, les fonctions de
3€ vérifient 1 ) et 2). Il suffit donc de voir que les fonctions vérifiant
1) et 2) forment un préfaisceau relatif à (fi, or c'est évident, car
(fi= US'.

30. COROLLAIRE. — (cas de théories locales à base d'ouverts
réguliers) :

Soit ê un faisceau d'espaces vectoriels muni d'une base Oi'
d'ouverts réguliers.

On suppose que & est relatif à la base (fi constituée par tous les
ouverts qui sont inclus dans un ouvert de (Si'.

a) Alors 8> est maximal relatif à (Si.
b) Les fonctions de & sont caractérisées par les conditions 1) et

2) du n° 29.
c) Si le préfaisceau ^ des fonctions hyper-S, est relatif à (fi,

alors il est l'unique préfaisceau maximal de cônes convexes relatif à
(fi, contenant & (par exemple si § est (fi-séparant (cf. prop. 16)).

Démonstration. — On remarque que (fi est régulière intérieu-
rement, et on applique les n° 28 et 29.

On peut évidemment appliquer ce qui précède à de nombreux
exemples du II et du III.

On verra plus loin que l'on obtient, dans certains cas, des résultats
analogues sans supposer l'existence de bases d'ouverts réguliers.

VI. Rôle des ouverts semi-réguliers.

31. PROPOSITION. — Soit & un pré faisceau maximal d'espaces vec-
toriels relatif à (Si = {(a? , a?*)}.

Soient § un ouvert relativement compact et 6 un compact non
vide de ô§.
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Alors Pf(ô_) (cf. définition 27) contient une et une seule mesure
pour tout x G §, si et seulement si (ô , ?) est semi-régulier (Bauer).

De plus l'espace vectoriel Q(S) H ê(§) est saturé au sens de
Bauer (cf. [3]).

Démonstration. - On remarque que ? est un compact de Silov
pour l'espace vectoriel QÇÔ) H &(§) (car P^(6) ̂  0 Vxei) . Si <^
est une fonction continue sur ?, désignons par RJOO la fonction
Inf(î;(x)) u G (°(ô) nê(§), î; > ^ sur ?). La relation fondamentale de
balayage s'écrit (cf. chapitre 0, théorème d) :

R^(x) = Sup ^ ^rf/z | JLI -< e^ , Supp jn C '5

On a donc R^OQ = y ^ p d p ^ , p^ étant la seule mesure appar-
tenant à P^(?).

La fonction H^ = R^ est donc s.c.s., elle est aussi s.c.i. car on a

^^/-^Pj——HjM

II restera voir que H^ = R^ appartient à ê(6) : soient o?Œ(B, û C Ô
et x E a?, on a :

/ R^d^i < R^ (x) pour toute JLI G M^^o;*)

car R^, est un inf de fonctions continues de la forme Inf(/^, h^ , . . . , h ),
chaque A, étant dans (°(ô)n&(§).

Ceci s'écrit ^ H^ d^. < H^(x). On obtient l'inégalité dans l'autre
sens en changeant <p en - <^, et l'on applique le théorème 8.

Réciproquement, supposons que {(§ , ?)} soit semi-régulier. Soit
x^. ô, l'application ^ ^-^ îî^Çx) est une mesure positive portée par
ô et balayée de e^ par rapport à Q(ô) H g(ô). Il s'ensuit que P^(?)
est non vide.

Considérons la fonction ^ = — R^) symétrique de R6 . La re-
lation du balayage s'écrit :

Ï(x) = Inf V ^ ûf/x | ^ ^ e^ , Supp jn C 'Ô
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Pour voir que P^(§) est réduit à un élément, il suffit donc de

montrer que l'on a R^(-x) = ^(x) pour toute <^G<3(§) .

On a R0^) < H0^) < !p(x), car H0 appartient à la famille des
y _ -r T ^j

fonctions de G ( 5 ) n & ( § ) qui majorent <^ sur 6. On a évidemment
Ï < R^, et le résultat suit.

32. Remarque. — Dans les mêmes hypothèses que la proposition
31, si de plus, pour tout voisinage V de 6 et pour tout voisinage W
de §, il existe un ouvert semi-régulier (a, a) vérifiant :

Ô ' C a C a C V et a C W

alors, on peut montrer que ê(§) est ^lense dans <°(ô) H §(§) si et
seulement si pour chaque x de ô, M^^S) ne contient qu'une seule
mesure, (cf. aussi n° 70).
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CHAPITRE II

I. Caractérisations de la propriété de faisceau.

Nous allons maintenant donner des conditions pour qu'un pré-
faisceau maximal en notre sens, soit un faisceau.

33. DEFINITION. — On dit qu'un préfaisceau Si de cônes convexes
de fonctions s.c.i. > —°° a la propriété de tronquage (resp. de tron-
quage faible) si pour tout ouvert V C Î2, tout a ouvert contenu
dans V, toute fonction v G gï(V) et toute fonction f G §ï(a), (resp.
/G (aiï V)), vérifiant :

Lim f(x) > v ( y ) pour tout y G 9a H V
x->y
x e a

(resp. f(y) > v ( y ) pour tout y G 3a H V)
la fonction f ' définie par :

înf(f(x), v(x)) pour x G a

v(x) pour x G V\a
f\x) =

appartient à S?(V).
0^2 û?^ que Si a la propriété de tronquage à zéro (resp. de tron-

quage faible à zéro) si ^ vérifie la condition ci-dessus dans laquelle
on a remplacé la fonction v par la constante 0.

La fonction /' est obtenue en "tronquant v par / dans a".

Remarque. — Si §ï est relatif à une base Si = { ( C L ? , a?*)}, et si
^i a la propriété de tronquage faible à zéro (toujours vérifié si ^ est
un faisceau et si ^ est stable par enveloppes inférieures finies), alors,
pour chaque ouvert de base a? E (B, la restriction Si \^ de ^ à a?
vérifie le principe du minimum usuel dans a?.

En effet, si ^Egï(a) , a C eu, s > 0 sur 9a, la fonction

( InfO» , 0) dans a _
w = ] appartient à ^(o?)

( 0 ailleurs
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et vérifie w > 0 sur ôo?. On a donc w > 0 sur c3', donc s > 0 sur a.
Si l'on a seulement s > 0 sur ôa, on se ramène au cas précédent à
l'aide de la condition du balayage.

34. DEFINITIONS. — On dit que la base Si est ̂  -adéquate si pour
tout couple d'ouverts œ et oj1 ç.6i et vérifiant co* H o51 = 0, a) 0 3o/
^ un compact de Silov de §î(û3 H o?) (si co H ci3' = 0, /a condition est
conventionnellement vérifiée).

On dit que (fi est faiblement Si-adéquate si pour tout a? G. Si et
tout xeôaAco*, f/ existe un ouvert W3 x, W H a;* =0, re/ ^e
pow ro^r a/ Eâ3, je G c»/ C a;' C W, o^z ûfr to propriété que o3 H ôa/
50ï7 MTÎ compact de Silov de ^(œ H a;').

TbM^ &a^ 9-adéquate est aussi faiblement ^-adéquate.

Exemples de bases ^-adéquates.

1) Sur R, le préfaisceau ^ des fonctions croissantes s.c.i. et la
base (fi constituée des intervalles relativement compacts a? = ] û , 6 [ ,
a < b, avec a;* = {a}.

2) Dans R2 , le préfaisceau Si des fonctions localement concaves
et la base <B constituée des triangles munis de leurs sommets comme
frontière distinguée.

35. THEOREME (propriété de moyenne). - Soit Si un pré faisceau
maximal relatif à une base (Si. On suppose que Si est (fi séparant, et
que (fi est faiblement Si-adéquate.

Alors, Si est un faisceau, et on a une "propriété de moyenne" :
soit f une fonction s.c.i. > —°° sur un ouvert U : alors f appartient à
Si(\J) si et seulement si elle vérifie la condition suivante :

Vx G U, VV ouvert 3x, il existe Cx^etfî, x e c j C c j C U n V
tel que l'on ait :

ffd^<f(x)

pour toute mesure p. G M^^^ôo?).

Démonstration. - Soit / s.c.i. > — °° sur U et vérifiant la condi-
tion de Fénoncé. On doit montrer que la frontière de Choquet 3C
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du cône C = ^i((j3') + R^ f est incluse dans a?'*, a/ étant un ouvert
arbitraire de la base Û}, tel que S C U. Soit x G a/ : il existe a? G tf?,
x G a; C cJ C a/ tel que :

f(x)>ffd^

pour toute mesure juGM^^. Pour toute ^E^(a^), on a aussi :

t;0;) > J î

Chaque mesure /iGM^^ est donc une balayée de e^ par rapport à
C. 6^ admet donc une balayée par rapport à C, distincte de e^ (car
portée par ôo?).

Soit maintenant x G ôo/\o/*. Notons W^ l'ouvert W dont la dé-
finition 34 assure l'existence. I l y a u n o ? G ( B , x G a ? C c J C U 0 W^
tel que

/(x)>//^

pour toute ^ e M^^OÛ;).
Or, 0?^ H ôo; est un compact de Silov de ^(o? H a?') (déf. 34).

Il y a donc une mesure v portée par (jû' H ôo? et vérifiant :

v(x) > y tîû^

pour toute i? G^(cJ H a;'), en particulier pour toute v G ^(a)'), et
pour toute v G ̂ (o?). Il s'ensuit que v est un élément de M^^ôo?).
Par suite, on a aussi /(x) > J /ûfi/, (Condition sur /). Ceci prouve
que v est une balayée de e^ par rapport à C ; elle est distincte de e^
car portée par ôo?, donc x n'est pas dans 3C.

Q.E.D.

Il reste à prouver que ^ est un faisceau : c'est évident d'après la
forme de la condition d'appartenance que nous venons d'établir.

Remarque. — On peut remplacer dans ce qui précède ^ par un
préfaisceau ê d'espaces vectoriels maximal relatif à (Si : la démons-
tration est la même.

36. THEOREME. — Soit ^ un préfaisceau maximal relatif à une
base (fï, et (Sî-séparant.
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Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) ^ est un faisceau.
2) ^ vérifie la propriété de tronquage faible à zéro.
3) §ï vérifie la propriété de tronquage.
4) La base (fi est ^-adéquate.
5) La base (fi est faiblement ^-adéquate.
6) ^ vérifie la propriété de moyenne de théorème 35 (i.e. les

fonctions de ^ sont caractérisées par la propriété de moyenne).

Démonstration. — On suivra le schéma :

4
1) ^ 2)
Soient a C V deux ouverts e t / G ^ï(a H V). Si f(y) est > 0 en

tout point y G V H ôa, la fonction obtenue en tronquant 0 par / dans
a est localement dans ffi sur V, car 9 maximal est stable par enve-
loppes inférieures finies, donc dans ^ car ^ est un faisceau.

2) ^ 4)

Soient a?i et o^ ^d3, û^i n ^2 =7<= ^ et <^i n ^î = ^ soit

K = 3o?i H cj^ . On doit montrer que la relation v G ^((j3^ H o^)?
î; > 0 sur K entraîne î; > 0 sur ù3i H o3^. Commençons par le cas où
l'on a ^ > 0 sur K. v est prolongeable sur un voisinage V de c^ H o^
en fonction notée encore î; G §ï(V) : on a donc u > 0 sur un voisinage
V de K. Considérons la famille filtrante décroissante (K^)^i des voisi-
nages compacts de 0:1 H co^ . Quand K^ tend vers 0:1 H o^ , K .̂ H 9o^
tend vers K = a ? 2 n < ^ l n ^ û ^ l . On peut donc au besoin remplacer V
par un voisinage plus petit V\ de (j3^ H c3^ tel que l'on ait v > 0 sur
V^ H 9c^ . De la même manière, on peut trouver un voisinage ouvert
W de 0:2 vérifiant W H œ, C V^ et W H 3c^ C V^ H ac^ .
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La fonction i;e^(Vi)(^^ C ^ ( W n c 5 i ) e s t > O s u r W n ô c ^ ,
donc la fonction w définie par :

0 si x G W H C 0:1
w(;c) = ( inf(0,t;(;c)) si x G w n o ^

appartient à ^(W), donc à ^(0?^).
On a w = 0 sur o?^, donc w > 0 sur o^ , soit î; > 0 sur c5^ H o;^ .

Si l'on a seulement u > 0 sur K, pour tout x G c^ H c5^ , il y a une
fonction M € ^(oj^), u > 0 sur 0:2 , u(x) < 4- oo. On a alors v + ei< > 0
sur K, donc î; + eu > 0 sur cïi H cj^ , pour tout e > 0. On en tire
v(x) > 0 (e -> 0, et ^(x) < + oo).

q.e.d.
4) =» 5) : évident.
5) =^ 1) : c'est le théorème 35.
5) ^ 6) : c'est le théorème 35.
6) =^ 3) : soient V et a deux ouverts, a C V, et î; ̂  ^(V) et

/ G ^»(a) ; vérifiant :

Lim f(x) > v ( y ) pour tout y ^ V H 9a
x->y

La fonction /' définie par :

Inf(/(x), v(x)) pour x G a
f'W =

î;(jc) pour x G V\a

est s.c.i. > — oo dans V, et vaut v dans V\a. Pour tout x e: V\a, on a
donc :

f\x) = i;0c) > fvdtJL> ff'dvi

pour toute mesure ^ G M^^Côcj), a; €(B, ù3 C V, x € a?. PourjcG a,
on a :

/'(;c) == Inf(/(x), v(x)) > f fdiJi

pour toute mesure jn G M^^^ôo;), ^ E o ? C a ; C a , o?E(B.
La fonction /' vérifie donc bien le critère d'appartenance à §?(V).
3) => 2) : évident.
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37. Remarques.

1) Dans la démonstration du théorème 36, nous n'avons utilisé
l'hypothèse de US -séparation que pour établir les implications 5) => 1)
et 5) =^ 6). De même, l'hypothèse de maximalité sur ^ peut être sup-
primée si l'on ne désire que les implications :

6) =» 3) ^ 2) ==> 4) ^ 5).

Pour 1) =^ 2), elle peut être remplacée par l'hypothèse plus faible :
chaque ^î(U) est stable par enveloppes inférieures finies.

2) Dans les hypothèses du théorème 36, si l'on suppose que
pour chaque O)G(B, cj* est la frontière topologique 3o? de a?, cette
base est évidemment faiblement ^"-adéquate. Toutes les propriétés du
théorème 36 sont donc vérifiées.

3) Si ifi est un faisceau qui est maximal dans l'ensemble des
faisceaux relatifs à une base (fi = {(a? , 9a?)}, et si ^ est (B-séparant,
alors ^ est aussi maximal dans l'ensemble des préfaisceaux relatifs à
OS. En effet, tout préfaisceau maximal relatif à Oi et contenant ^ est
un faisceau d'après la remarque 2) ci-dessus, et est donc identique à ̂ .

38. PROPOSITION. — Soit Si un préfaisceau maximal relatif à une
base (B=={(cx; ,a?*)} . On suppose que Si est un faisceau et que Si est
Ûi-séparant.

Considérons la base <° constituée par tous les ouverts relativement
compacts a ayant la propriété suivante :
Si(a) sépare linéairement a,

pour tout x E a, il existe u et v E^ï(a), u > 0, u(x) < °°,
v(x) < 0 (condition du balayage). Posons pour tout aG(° :

a** = la frontière de Silov de gï(a).
Alors Si est maximal relatif à la base 6 = { ( a , a**)}.

Démonstration. — II est clair que ^ est relatif à la base
(° = {(a , a**)}. Soit ^ un préfaisceau relatif à <° et contenant §ï. On
va montrer que ^ est relatif à tfî = {(a? , a?*)}. D'abord (Si est incluse
dans 6. Pour chaque cj G(B, a?* est un compact de Silov de ^(û) : il
contient la frontière de Silov a?** de Sî(ai) : c'est donc un compact
de Silov de ^(û) puisque g est relatif à G. On en déduit g = ^ par
maximalité. Si est donc maximal relatif à (° .
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38bis. Remarques.

1) On peut montrer plus généralement que^? est maximal relatif
à toute base (S = { (a , a**)} incluse dans <°, stable par intersections
finies et possédant la propriété suivante : pour tous a et j8 E CD, on a
oTTjS = a H j3.

2) Si pour tout a? E (B, on a a?* = ôa?, alors Si est maximal
relatif à n'importe quelle base OL = { ( a , a***)} ayant les propriétés
suivantes :

pour tout a G (SI, ^"(a) sépare linéairement a,
pour tout x E a, a G (ï, il existe u et i; G §<(a), ^ > 0, ^(x) < + °°

et î;(jc) < 0, (condition du balayage),
pour tout a G QL, a*** est un compact de Silov de ̂ (a) contenu

dans Qa.
En effet, si ^ est relatif à QL et contient ^ï, on voit d'abord que

d est relatif à la base QL' obtenue en remplaçant a*** par 8a pour
chaque a G OL, puis grâce à la ^î-séparation de ^ (donc aussi de ^)
que ^ est relatif à Si. (cf. par exemple la fin de la démonstration de
la proposition 16, ou la démonstration du théorème 35).

3) Sous les hypothèses du théorème 35, et si a et j3 sont deux
ouverts relativement compacts tels que a Fi fS = 0, et tels que ^ (a)
(resp. ^(jS)) sépare linéairement a (resp. j3), et si pour tout x ^ - w ,
a U ^, il existe ^ et v^^iÇa U J3), K > 0, ^(x) < +00, f(^) < 0,
alors on montre facilement que la frontière de Silov de ^ï(a U j3) est
la réunion des frontières de Silov de ^(a) et de ^(^3).

II. Etude des frontières de Silov.

On a vu que la propriété de faisceau apparaissait lorsque des
conditions sur les frontières de Silov des ouverts de base, se trouvaient
réalisées.

On va montrer que l'appartenance à la frontière de Silov d'un
ouvert relativement compact est une propriété de caractère local.

Dans la suite, ^ est un préfaisceau maximal relatif à une base
(B={(o?,a;*)}. On suppose que ^ est ^ -séparant, et que Si est
^ï-adéquate. (donc ^ est un faisceau).
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Reprenons la base 6 de la proposition 38 : c'est la base formée
de tous les ouverts a relativement compacts ayant les propriétés
suivantes :

^(a) sépare linéairement les points de a,
pour tout x G a, aE(°, il existe u et i;G^ï(a), telles que :

u > 0, u(x) < + oo, et v(x) < 0.
On a vu que ^ est maximal relatif à û .

39. THEOREME. — Soit a un ouvert appartenant à G. Pour qu'un
point x G 3a 50/r KT? pomr frontière de Silov de ^(a), ;7/û^r f^5p. ;7
suffit) que pour tout (resp. que pour un) § G (°, x Œ §, x 50^ im
pom^ frontière de Silov de ^(§ Fi a).

Démonstration. — Supposons d'abord que x soit point frontière
de Choquet de ^(a). S'il ne l'était pas de ^(ô n a), il y aurait une
mesure ju =^ e^ portée par ô H a et balayée de e^ par rapport à
^(6 Fi a) et ^'(^)|5-na • ^e ^^t aussi balayée de e^ par rapport à
^»(a), ce qui contredirait l'hypothèse. Si x est point frontière de
Silov de 1^(0'), il y a dans tout voisinage j3 de x un point frontière de
Choquet de ^"(a), donc de ^(§ 0 a) il s'ensuit que x lui-même est
point frontière de Silov de ^ï(§ H a).

Soit maintenant x E ôa, pour lequel il existe 6 tel que x soit un
point frontière de Silov de ^(5 H a).

Si x n'est pas dans la frontière de Silov de ^(a), il possède un
voisinage ouvert §' vérifiant 6 ' C §, donc 5 'G (°, et tel que 6' ne
rencontre pas la frontière de Silov de §ï(a).

Comme (° est ^ -adéquate (puisque ^ est un faisceau), pour tout
^ e ô a U Ô ' , il existe une mesure ^y G M^^^aô' H a).

Ces points ^ E 3a H ô' ne sont pas dans la frontière de Choquet
de ^ï(§ Fi a), car toute mesure ^y est une balayée de €y par rapport
à ^» (6 ' Fi a) donc par rapport à ^(6 H a) et est distincte de e , car
portée par ô§'. La frontière de Choquet de ^(ô H a ) ne rencontre
donc pas ô\ et x ne peut être point frontière de Silov de ^(ô H a).

40. COROLLAIRE. — Sous les mêmes hypothèses qu'au théorème
39, si a et j3 50^ û?^x ouverts relativement compacts appartenant à
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6, alors la frontière de Silov de ^(a H jî) est contenue entre les
ensembles :

H = (a H j3**) U ({S H a**)(22)
et

K = H U Oa H ô|S)

Démonstration. — Soit xGaOjS** . D'après le théorème 39, x
est point frontière de Silov de Si (a H j3).

Soit maintenant un point x non dans K : il est intérieur au moins
à a ou j8 : supposons que ce soit à a : x n'est donc pas dans j3** et
par suite il ne peut être dans la frontière de Silov de ^ ( a H ; 3 )
(théorème 39).

Remarques.

1) Ce résultat est le meilleur possible : prenons en effet pour ^
le faisceau des fonctions localement concaves sur R2 et comme base
(Si celle qui est constituée par les triangles avec leurs sommets comme
frontière distinguée. On voit que ^ vérifie les conditions du corol-
laire 40 (cf. n° 13).

Si a et j3 sont deux triangles arbitraires, leur intersection est un
polygone P convexe dont les points extrêmaux (frontière de Choquet
de §ï(P)) sont inclus dans K et même sont parfois exactement les
points du compact K du corollaire 40.

2) On peut appeler "strictement convexe" un ouvert relativement
compact a? dont tout point frontière appartient à la frontière de
Silov de ^(cJ). Le théorème 39 montre que la stricte convexité est en
un certain sens une propriété locale de la frontière.

Nous verrons plus loin, que sous certaines conditions, il existe
beaucoup d'ouverts strictement convexes.

III. Maximalité par rapport à deux principes du minimum.

Nous allons voir maintenant, que si (!i et ^ vérifient certaines
conditions supplémentaires, le préfaisceau ^ maximal relatif à (Sî est

(22) a** désigne la frontière de §ilov de ^(a) (notation de la proposition 38).
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déjà maximal par rapport à un principe du minimum moins strict.
C'est pourquoi nous posons la définition :

41. DEFINITION. — (S est dite ^-très adéquate^23) si pour tous CD,
CD' G (Si, G} H CD'* = 0, pour tout x E ÔCD' H o5 et toute jn C M^^CD*),
0^2 û supp. VL C CD'.

42. PROPOSITION. - Si ^ est séparant, relatif à Si, et si (fi est ti-
trés adéquate, alors (fi est Si -adéquate.

Démonstration. — Soient CD, a/ G (Si, CD H CD'* = 0.
Considérons un voisinage ouvert V relativement compact de

CD H CD'. On va montrer que la frontière de Choquet du cône Cy
formée des restrictions de ^ï(V) à CD H CD' est incluse dans CD' H ÔCD.

— Soit x C= CD' H CD, le principe du minimum sur (fi montre que
x ̂  ôCy.

- Soit x <E ÔCD' H CD, soit CD" E (fi, x E CD" C CD" C V H CD\CD'*.
D'après l'hypothèse (CD" 0 CD' = 0), il existe ^ balayée de e^ par rap-
port à ^(CD") et portée par CD\ Cette mesure ^ est donc balayée par
rapport à Cy. On a supp. ^ C CD'* donc /i =^= c^.

Ceci prouve que x Ç 3Cy.
Finalement, on a ôCy C ÔCD H CD'. V étant arbitraire, on a

8§Ï(CD H CD') C ÔCD H CD'

Si (fi est ^-très adéquate, on peut renforcer les conclusions du
théorème 35 comme il suit :

43. PROPOSITION. — Soit Si un préfaisceau maximal relatif à (Si et
séparant. On suppose que (fiest^i-très adéquate. Alors ^ est un faisceau,
et on a une propriété de moyenne moins stricte que celle du théorème
35 :
\/x G U, V V ouvert 3 x, 3 CD € (fi, x ^ CD C CD C U H V et il existe

tx C M^^o)*) telle que l'on ait :

ffd^<f(x)

(23) A priori, ceci n'entraîne pas que (B est ^-adéquate.
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Démonstration. — Si / est s.c.i. dans U et a la propriété de
moyenne ci-dessus, soit a/ ê (B, S C U. On considère le cône
Cy == R+f\^' + ^(V))^', V étant un voisinage ouvert relativement
compact de c3'.

Si ^ est intérieur à a/, on montre qu'il ne peut être dans ôCy.
Si x^ôùAo/*, il existe (jù3x, cj ̂  (Si, oj C V\a/* et une

mesure
jLieM^^G;*) telle que l'on ait :

ffdfi<f(x)

Cette mesure est portée par o3', elle est donc balayée de e^ par
rapport à ^(V)j^' et donc par rapport à Cy.

On a donc ôCy ^ c^* : on termine comme dans la proposition 42
(V arbitraire).

^ est un faisceau, car cette propriété de moyenne est un critère
local.

Remarque. — On peut remplacer dans ce qui précède le préfaisceau
^ par un préfaisceau à d'espaces vectoriels, maximal relatif à (Si.

44. THEOREME. —Soit ^ un pré faisceau maximal et séparant,
relatif à une base (fi. Si (fi est^-très adéquate, alors ^ est maximal pour
le principe du minimum au sens usuel (i.e. sur la base GH = {(a? , ôa?)}
avec (jj ^ (Si).

Démonstration. — Soit ̂  un préfaisceau vérifiant le principe du
minimum usuel, et contenant ^.

v
Soit a? Ç=. (fi, on va montrer que a?* est un compact de Silov de

^(^)-
Si x est intérieur à a?, il est clair qu'il n'appartient pas à la frontière

de Choquet ô^(o3).
Soit x €: ôo?\ùj*. Considérons un ouvert V relativement compact

et contenant cj. Soit Cy la restriction à a? du cône ^(V).

( 0 si jcGc5\a;*
La fonction g(x) = \ _

( 4 - o o si x^. V\o;
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est s.c.i. sur V\o;* et vérifie la propriété de moyenne de la proposition
40. On a donc ^€ gî(V\o)*).

Soit a/ ^ (fi, x G cj' C a?' C V\a;*. Il existe une mesure
9i (<^')JLI Œ M^ m (3c^). Cette mesure jn est balayée de e^ par rapport au

cône Cy et aussi par rapport à ^(V\o;*). Elle est donc portée par
oAo;* (car g^ ^(V\o?*)). Comme elle est portée par ôo/, elle est
portée par cJ Fi 3o/, Elle est donc différente de e^.

Ceci prouve que x n'est pas dans ôCy.
On a ainsi ôCyCcj*. V étant arbitraire, on en conclut que

ô^(û3)Ca;*.
Comme ^ est maximal relatif à (fi, on a donc ^= ̂  .

c.q.f.d.
Nous verrons plus loin (n° 74) dans quel sens, le fait pour une

base d'être ^-très adéquate, est nécessaire et suffisante pour que le
préfaisceau ^, maximal relatif à (fi, soit maximal pour le principe du
minimum usuel.

Exemples.

1) Ce théorème s'applique au faisceau ^des fonctions localement
croissantes sur R, (fi étant la base constituée par les intervalles finis
ouverts, ] a , b[ munis de la frontière distinguée }a, 6[* ={a}.

S< est maximal relatif à (fi (proposition 13) et séparant, (fi étant
^ï-très adéquate, on en déduit que S! est maximal par rapport au prin-
cipe du minimum usuel.

2) On prend pour ^ le faisceau des fonctions (hyperharmoniques
pour l'équation de la chaleur dans R2 , muni de la base de rectangles
de l'exemple 3 du paragraphe 25).

Nous allons maintenant nous intéresser aux préfaisceaux d'espaces
vectoriels.

45. LEMME. — Soit & un faisceau d'espaces vectoriels muni d'une
base (fi = {(co , a;*)} d'ouverts semi-réguliers (cf. déf. 27) (on ne sup-
pose pas que & soit relatif à Si). On suppose que (fi vérifie la condition
suivante :

pour tous a?, a/ ̂  (fi, a; Fl a?' ̂  0 et a; Fi a;'* = 0, l'ouvert
CD H a/ E (fi et l'on a : (CD H a;')* C a?* H a;'.
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Dans les conditions ci-dessus, on a pour tout x € a? H a/

p^=p^-

(p^ ^r to mesure : ^ ^-> H^(x)).
De plus, chaque point x € ôa/\c«y* possède un voisinage a? ^/

<^ ro^ fonction h ̂  3(cj') Fi ê(a/) admette un prolongement
h^ E ê(a/ U a;).

Démonstration. — Soit (^ une fonction continue sur a?*. La
fonction H^* est continue sur û; H a/, appartient à &(ojn q?*) et
vaut (^ sur (a; H a;')*. Elle vaut donc H^00^' sur o7rTc7. On a
donc :

j (R dp^ = j ^ dp^ n ^ pour x Ç. a? H a?'

Ceci prouve la première partie du lemme.
Soit maintenant h € (°(cx;') H ê(o/), pour tout .x'^ôù/\o/*, il

existe un a; € (B, x C eu C co C C G/* ; la fonction H^° ^')<t vaut h
sur a? n a^. Si <^ est un prolongement continu quelconque de h à a?*
tout entier, la fonction H^ vaut h sur a? H a/,

S A sur a?'
La fonction /?„ = »

H^ sur ^

répond aux conditions du lemme.

46. THEOREME. — Soit & un faisceau d'espaces vectoriels muni
d'une base d'ouverts semi-réguliers, vérifiant les conditions du lemme
45.

Si & est contenu dans un préfaisceau ^ de cônes convexes,
relatif à Ûi, séparant et maximal, alors ^ est l'unique pré faisceau
maximal séparant contenant 8>, et ^ est constitué des fonctions
hyper'&.Pour que /ê^(U) il faut (resp. // suffit) que :

— f soit s.c.i. > — oo sur U.
- Vc^e^B, c JCU, V x C c J (resp. x € a?) V^^e(a?*), ^< /

onait fW>H^\x)

De plus, 9 est un faisceau, et il est maximal pour le principe du
minimum usuel (i.e. sur la base d î ' = {(a? , ôa?)}, avec a;^ Si).
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Démonstration. — Soit a?Ç^3. Désignons par C le cône
C = ^(o?) -h 6(0;) ri ê(o?). Nous allons montrer que la frontière de
Choquet ôC de C est incluse dans a;*. Soit x ^ a? : les fonctions de
C vérifient le principe du minimum dans a? relativement à (Si : x ne
peut appartenir à ôC.

Si x^ôûAû;* : soit a le voisinage ouvert de x donné par le
lemme 45. Considérons un ouvert j3 ̂  (fi, x ^ j3 C j3 C a\o?*.

Nous allons montrer que :

^^T^ ^(^TC)

On a évidemment :

^(^l^jC^nG;)

Quant à <S(cJ)n&(a?)|^7^j d'après le lemme 45, il est inclus
dans

^(^lirTTC donc dans ê((3n G;)C^(^TT^)

Soit JLI une mesure balayée de e .̂ par rapport à ^(jSFio?), et
portée par (j3 H a;)* C j3* H ai. Elle est portée par j3*, et est donc
distincte de e^ . Elle est balayée de e^ par rapport à C]^^ donc
par rapport à C (sur cJ).

Finalement, on a x ̂  3C, puis ôC C co*.
Soient maintenant <^ ^ 6(0;*), /G gï(a?) telles que ^ </,

/- H^* C C. Comme on a/- H^*> 0 sur a;*, on a donc /- H^ > 0
sur a?.

Considérons maintenant le préfaisceau ^ donné par : / € ^(U)
si / s.c.i. > — oo dans U et :

Vo;e(B,a;CU,Vjcea; et <pC 6(0;*), ^ </ on a

/(x)>tÇ\x)

II est clair que ^ contient ^. Pour voir qu'ils sont égaux, il suffit
(maximalité de ̂  ) de montrer que ^ vérifie le principe du minimum
par rapport à (B .

Soit donc œ^ di, et soit /^ ^(V), avec V ouvert 3 cj. On va
montrer que la frontière de Choquet du cône C = ^(oi) + R^ f est
contenue dans a?*. Comme ci-dessus, on voit qu'elle est contenue
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dans ôo?. Soit alors x un point de ôûAo?*. Considérons un ouvert
eu' € <B, tel que x € cj' C <^ C V\CD*. On a :

f(x)> f fdp^
par hypothèse (a;' C V).

Si u E g?(ù3), d'après la partie "il faut" du théorème, et comme
x est dans a? H a;', on a :

uÇx)> fudp^"^

La mesure p^ = p^ n ^ est donc une balayée de e^ par rapport à C.
Elle est distincte de e^ car portée par 9c</ et le résultat s'ensuit. La
relation f> 0 sur a?* entraîne donc f> 0 sur cj.

c.q.f.d.
Il reste à prouver que Sf est un faisceau et qu'il est maximal pour

le principe du minimum sur la base Si' = {(a? , Qcj)} (a? ̂  d3).
Supposons d'abord que ^ soit séparant (et non supposé seulement

(B-séparant). La proposition 43 et le théorème 44 montrent qu'il
suffit de prouver que la base (B = {(a; , a?*)} est ^-très adéquate. Or,
considérons un ouvert a; ̂  Ûî et la fonction :

gW=
0 si X^O}\G}*

4- oo si ^ € C cj

Elle est s.c.i. > — oo dans l'ouvert C a;* et y vérifie les inégalités sur les
mesures p^ pour a/ G (fi, o5' C c a?* à cause des hypothèses faites
sur la base (Si. C'est donc une fonction de ^(Co;*).

Sort Ci}' CE dî, tel que o^ C C a?* : pour tout ^ € a; H a?\ et toute
fJi €E M^^ ) on a donc supp. ^ C cj, ce qui entraîne en particulier que
OS est ^-très adéquate.

Dans le cas où ^ est seulement supposée-séparant, on peut ap-
pliquer ce qui précède à la restriction ^i^ de ^ à tout ouvert a? de
la base (B. Soit alors ^ un préfaisceau relatif à Sî' ={(o? , 80?)} et
contenant ^. On a ainsi : ^j^ = ^[^ pour tout a; €: <8.

Pour tout ouvert U, toute fonction / € ^(U), et tout a? € (B, on
a donc /^ Si(\] H a;). Montrons que l'on a /€^(U).
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Soit co€(B, o3CU. Considérons le cône C == ^(cJ) 4- R""/. Si
x € a;, il ne peut être dans la frontière de Choquet 3C du cône C
(raisonnement habituel car /€ Si (a?)). Si x est dans ôo?\a)*, soient,
d'abord a/<E(B,;cea/C ̂  C U\cj* puis c^ eû3,x € ^ 1 C ^" C G/.
On a /€ ^(o/), donc /€ gï(c^). Par suite :

f(x)>ffdpf

Pour K € ^(û3), on a :

^Oc) > f u d p ^ ^ ^ " car x e cJTT^

La mesure p^ = p^ n ^ est donc une balayée de e^ , par rapport à
C, et distincte de e^ (portée par 3co"), donc x ̂  ôC.

On a donc :

^ + / > 0 sur a ; * = > ^ + / > 0 sur a;(^e^(a3))
donc/C§ï(U).

Et par suite : ^ = ^.
^ est donc maximal relatif à <B* = (a? , ôa?). C' est un faisceau

d'après la remarque 37,2).
c.q.f.d.

Le théorème 46 est complètement démontré.

47. COROLLAIRE. — Dans les hypothèses du théorème précédent,
et si & est séparant et relatif à (B, alors & est maximal (au sens des
pré faisceaux d'espaces vectoriels).

Démonstration. — Tout préfaisceau &' vérifiant le principe du
minimum relativement à Si ci contenant & est contenu dans ^ï0 (—^î)
(qui vaut 8> d'après le théorème).

48. APPLICATION. — Nous avons introduit la notion de base^ï-très
adéquate afin de savoir où se plaçait Faxiomatique de J. Kohn dans
notre cadre. On aurait pu penser que son axiomatique pouvait rendre
compte de cas analogues à celui des fonctions séparément harmoniques.
Le théorème 43 montre qu'il n'en est rien ; au contraire, son axioma-
tique est maximale pour le principe du minimum usuel. Kohn montre
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que lorsqu'il existe une base d'ouverts réguliers, les fonctions surhar-
moniques usuelles coïncident avec les fonctions surharmoniques dé-
finies a priori. On peut retrouver ces résultats en utilisant la partie
unicité du Corollaire 30 et du théorème 46. En réalité la maximalité
au sens usuel s'obtient sans base d'ouverts réguliers ou semi-réguliers.
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CHAPITRE III

Le but de ce chapitre est de montrer comment la richesse en
fonctions continues permet de caractériser la maximalité à l'aide de
propriétés portant sur certaines réduites.

On sera amené au cours du chapitre à introduire une notion de
saturation pour un préfaisceau.

I. Préfaisceaux réguliers (richesse en fonctions continues).

49. DEFINITION. — Soit ^ un préfaisceau de cônes convexes de
fonctions s.c.i. > — °° ; défini sur Î2. On note ̂  le préfaisceau formé
par les fonctions finies continues de Si.

On dira que Si est régulier s ' i l vérifie la condition suivante
(richesse en fonctions continues) :
pour tout ouvert U, toute /€ ^(U), tout compact K C U et toute
fonction continue ^ sur K, ^ < f sur K, // existe une fonction finie
continue u G^(K) vérifiant :

^p < u < / sur K.

Il revient au même de supposer l'existence d'un ensemble 1
ordonné filtrant à droite et d'une famille d'ouverts (U,)^ et u, e ^.(U,)
vérifiant :

i ^ J
U, C U,
Uf < u. dans U^

et telle que u^ < f tende vers / quand ; augmente, en tout point de
u = u u , .

Remarque. — Tout préfaisceau régulier ^ contenant la constante
+ oo vérifie les conditions du balayage sur tout compact : en effet il
existe alors u et v de classe ^ au voisinage du compact K, u et v
continues au voisinage de K et vérifiant :
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u > 0 sur K (lemme de Dini)
et v < 0 sur K

En particulier, tout préfaisceau régulier de cônes convexes,
vérifiant le principe du minimum par rapport à une base Ûï = {(co , a;*)}
est relatif à (B dès qu'il est maximal.

50. THEOREME. — Soit ^ un préfaisceau maximal de cônes con-
vexes, relatif à une base (Si. On suppose que la base (fi est régulière
extérieurement (cf. définition 24) et que ^ est régulier.

Alors pour toute famille v^ G^ï(U), U ouvert, localement bornée
intérieurement, la régularisée semi-continue intérieurement v de
v = Inf v^ appartient à Si(V).

Démonstration. — Soit a? E tfS, cï C U et soit u E ^(a?). On va
montrer que si v -1- u est > 0 sur cj*, elle l'est sur ù3.

^ est relatif à (B, et régulier : il existe ainsi une fonction continue
hç. ^.(o;), h > 0 surcù.

La fonction v + u + eh est donc > 0 sur a?*.
Comme ^ est régulier, il existe un ensemble ordonné filtrant

u^ E^.(o?) tendant vers u sur cJ. Pour un certain À on a donc :
v 4- u^ 4- e,h > 0 sur a?*, donc au voisinage V de co*.
D'après la régularité extérieure, il existe a G tfâ vérifiant cj C a,

a* C V et a C U.
Il en résulte l'inégalité v^ 4- u^ 4- eh > 0 sur a pour tout /. On a

donc :
v -t- u^ + eh > 0 sur a ,

puis i) + î^ + eh == i; + u^ +e?2 > 0 sur a, donc sur a?.
En faisant croître À et décroître e, on en déduit l'inégalité

v + u > 0 sur cj .

Remarque. — Si ^ est maximal pour le principe du minimum
usuel (c'est-à-dire par rapport à la base constituée de tous les ouverts
relativement compacts munis de leur frontière topologique) et si S<
est régulier, alors la propriété ci-dessus est vraie sans condition sup-
plémentaire. Il en va de même pour toute base incluse dans la pré-
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cédente si Si est un faisceau, (cf. la propriété de tronquage faible à
zéro, remarque 37,1).

II. Notions de réduite et saturation.

51. DEFINITION. - Soit Si un pré faisceau relatif à (Si = {(a? , a?*)}.
Si E et H sont deux ensembles tels que H C E, et si <p est une fonction
réelle définie sur H, on appelle réduite de <p sur H relativement à E la
fonction suivante, définie sur E :

(R^)E = Inf { / G Sî(E)/f> <^ sur H},

Conventionnellement, elle vaut + °° ^7 /î>» û pû5 ûte fonction /G^ï(E)
majorant ^ sur H.

Dans le cas où E est un ouvert a et où H est égal à a, on écrira
plus simplement R^ au lieu de (R°p\ quand il n'y aura pas d'ambiguïté.

Dans le cas où E = a, a ouvert relativement compact, où H = ôa,
et où </? est la trace sur Sa d'une fonction v E ^(a), on écrira plus
simplement R^ au lieu de (R^)a. On sait que dans la théorie classique
des fonctions hyperharmoniques sur les ouverts de R", et dans le cas
où v est > 0 sur a, la fonction que nous notons R^ = (R^)^ est la
restriction à a de la fonction R^ ou R^ de la théorie classique.

D'après un théorème de Choquet et Deny, la donnée d'un cône
convexe fermé et stable par enveloppes inférieures finies de fonctions
continues sur un espace compact X est équivalente à la donnée d'une
famille de mesures balayées des e^(xG X) (cf. [18a] p. 297).

Ici, on envisage de même une notion de saturation pour les pré-
faisceaux, mais adaptée au principe du minimum.

52. DEFINITION. — Soit Sft un pré faisceau de cônes convexes de
fonctions s.c.i. > — oo relatif à une base (Si = {(a? , 3a;)}.

On appelle saturé de Si par rapport à (Si, et on note Si, le pré-
faisceau défini de la manière suivante :

\/u s.c.i. > — o o dans U ouvert
alors
u G ®?(U) o u > R^ dans ou. Va; G (0, û3 C U, V ^> E eOùjï), ^ < u
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II revient au même d'exiger la condition :

^G^(U) ^ u(x)> fud^ V^GM^Oo;), V^G(B, û 3 C U et

V x G c j

II est immédiat que ̂  est un préfaisceau relatif à GS et contenant
.̂

53. PROPOSITION. - A' ^ et § sont deux préfaisceaux relatifs à
Ûî, on a les propriétés suivantes :

a) ^ C ̂

b) ^ C §=> W<C~§

c) ^ == ^

d) pour toute fonction continue ^ G 6(80?), a? G (fi on a :
R^ = R^ ûfû^ <^, R^ étant la réduite relative à ^

e) M^OG,) = M^^^ÔG;)

f) ifi est stable par borne supérieure filtrante croissante et par
convergence uniforme sur tout compact.

g) toute intersection de préfaisceaux Ûi-saturés (i.e. tels que
^ = ^>) est ûi-saturée.

Démonstration.

a) évident.

b). évident : il y a plus de mesures balayées de e^ par rapport à
^ que par rapport à ^.

c) et e) les mesures balayées de e^ et portées par QCJ sont les
mêmes pour ^ et ^ .

d) on a :

R^OO = sup f ^ d ^ / ^ i ^ e^ , /x portée par ÔGJ

(formule du balayage). Les mesures étant les mêmes, on a donc

^ = ̂  sur û .
f) et g) sont évidentes.
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Un préfaisceau ^, tel que ^ = ^ sera dit saturé par rapport à (Si.
La proposition 53 montre que ^ est le plus petit pré faisceau saturé
contenant ^.

54. Exemples et remarques.

— Si ^ï est maximal relatif à (fi = {(a? , ôa?)}, il est saturé (en
effet ^ est relatif à (S).

— Si §î est maximal relatif à (fi = {(a? , a?*)} régulière extérieu-
rement, alors S< est (B-saturé.

En effet, soit /e ^(U) telle que /> 0 sur a;*, a; C U, a; G ffî.
L'inégalité subsiste au voisinage V de a?*. Soit aGdS, tel que

ù3CaC a CU, et a* C V

il existe <^G <°(ôa?), <^ </ sur ôa, <^ > 0 sur a*. On a donc

/ > R ^ > R ^ > 0

sur a, soit /> 0 sur o3. Si / est seulement > 0 sur a?*, on se ramène
au cas précédent grâce aux conditions du balayage. La maximalité de
^ permet alors de conclure.

III. Intersection de préfaisceaux maximaux.

Nous allons montrer dans quelles conditions un préfaisceau sa-
turé est une intersection de préfaisceaux maximaux.

Nous aurons besoin des deux définitions suivantes.

55. DEFINITION. - On dira qu'un couple (a, V) formé d'un
ouvert relativement compact a et d'une fonction V continue au
voisinage de a, est une cloche du pré faisceau ^î, si les conditions
suivantes sont vérifiées :

— V est de classe S1 au voisinage de a.

- a ={;cea/V(Jc) > 0}.

On dira qu'un ouvert a possède une cloche s'il existe V telle
que (a, V) soit une cloche de^.
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56. DEFINITION.

a) Soit SF un pré faisceau relatif à une base (fi =.{(o?, û;*)}.
On dira qu'une fonction f est (fi-surmédiane dans un ouvert U,

si l'on a :
y > — o o dans U (f non nécessairement s.c.i.) Va?E(B, CD C U

et \fvçSf(o5), la relation

v + / > 0 sur a?*
entraîne :

^ -+- / > 0 5^r a? .

b) 5'ozY §? un préfaisceau quelconque sur l'espace Î2.
On dira que f est surmédiane dans U si elle vérifie :

f > - ° °
et :

\/a relativement compact, aC U et \fv G^(a) la relation

entraîne
v + / > 0 sur Sa

v + / > 0 •sw a .

57. Remarques.

a) Le préfaisceau des fonctions ffi -surmédianes s.c.i. n'est autre
que la réunion des préfaisceaux maximaux relatifs à (B et contenant ̂ .

b) La fonction = 0 n'est pas forcément surmédiane dans un
ouvert U : elle l'est si et seulement si le préfaisceau ^ restreint à U
vérifie le principe du minimum usuel dans l'ouvert U.

a') Soit u une fonction (fi -surmédiane dans un ouvert U, loca-
lement bornée intérieurement dans U. Si (Si est régulière extérieu-
rement, et si S? est régulier, la régularisée s.c.i. ù de u est (B-surmédiane
dans U (cf. la démonstration du théorème 50).

b') Si u est surmédiane dans U, u localement bornée intérieu-
rement, si gïest régulier, et si la constante +0° est dans ^(U), alors
ù (régularisée s.c.i. de u) est surmédiane dans U.

Démonstration. — ù est > — °° dans U.
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Soient a relativement compact, a C U, et v G ^(a) tels que l'on

ù 4- v > 0 sur 9a

La constante 4- oo est dans ^(U) : il y a donc une fonction finie
continue f> 0 sur a telle que /Egï(a) (§ï régulier).

On a ainsi :
û + î ; + e / > 0 sur ô a , V € > 0

Fixons e > 0 :
^ étant régulier, il existe une fonction continue

w E Si(a), w < u vérifiant :

û 4- w + ef > 0 sur ôa (lemme de Dini)
et par suite :

ù -h w + ef > 0 au voisinage de 9a
puis ^ -+- w 4- e/> 0 au voisinage de 9a

Comme u est surmédiane dans U, on a :

u + w + e/^ 0 sur a

et par régularisation (w et / continues) :

ù + w + ef > 0 sur a

Comme on a i; > w, on en déduit :

û + v + e/> 0 sur a

et e étant arbitraire :

ù + u > 0 sur a
c.q.f.d.

c) D'après la remarque 37,1, si ^ est un faisceau relatif à
Si = {(a? , ôoû)} stable par les enveloppes inférieures finies, toute
fonction de Si est surmédiane dans tout ouvert a? ê (Si.

d) Si ^ est quelconque, la constante -t- °° est surmédiane dans
n'importe quel ouvert.

58. LEMME. — Soit Si un préfaisceau relatif à une base
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Ûî = {(0; , Où;)}
OTÎ suppose que :
— ^ est un faisceau
— Si est régulier
— if est (fi 'saturé
— ^ est stable par les régularisées s.c.i. d'enveloppes inférieures

localement minorées.
Soit (a , V) une cloche de ̂ , soient v de classe ^ et continue au

voisinage de a, </? continue sur a telle que <^/V soit bornée sur a.

Alors les fonctions R^, = (IÇ-^)a et R^, = (R^)a ^^
égales et continues dans a. De plus, elles sont prolongeables au voisinage
de a en fonctions continues de ^(a), et valent ^ -h v = v sur 9a.

Enfin, dans l'ouvert V de a où l'on a

^ + ^ < R^. '
la fonction — R^+y = — R^+y est localement surmédiane.

Si §ï(a) sépare linéairement a, - R^+y ̂  surmédiane dans U.

Démonstration. — Montrons d'abord que R^+y est s.c.s. sur a.
Notons g la fonction s.c.s. sur a qui est l'enveloppe inférieure de la
famille des fonctions w de classe ^ au voisinage de a, w continue au
voisinage de a, et w > <^ + v sur a. On a évidemment^ > R^+i, • Soit
/s.c.i. €: ̂ (a), /> <^ + v sur a. Il existe w de classe ^ et continue au
voisinage de a et / > w > ̂  + v sur a. Donc / > ^. Si l'on a seu-
lement /> <p + î; sur a, il existe (régularité de ^ï) une fonction u > 0,

M < + °°, sur a, et ^ de classe ^au voisinage de a. Pour tout e > 0,
on a / + ei< > (^ + î; sur a, donc f + eu> g, puis /> ^ (e -^ 0).
Finalement R^+y > ^.

D'autre part, la fonction R^+y = R°;+y appartient à ^(a) d'après
l'hypothèse sur les régularisées s.c.i.

On a évidemment R^+y < R^+u : nous allons montrer qu'il y a
en fait égalité.

Soit u une fonction E ^(j3), |3 D a, ^ continue sur (3, ^ > 0 sur
j8 et ^3 contenu dans l'ouvert de définition de V. La fonction R°;+y + e^
est définie sur a, et a une limite inférieure > 0 sur Sa.
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Soit À > 0 tel que l'on ait </? < XV. La fonction ÀV tend vers 0
sur 9a : il existe donc un ouvert c^ , OQ C a tel que l'on ait :

R^ + ei^ > ÀV + u sur 96 pour tout Ô D a ^ Ô ' C a .

La fonction
Inf(î; + ÀV, R^-h eu) dans Ô

w == r _
î; + ÀV sur /3\ Ô

est localement dans Si, donc appartient à ^(j3) (§ïest un faisceau).
On a évidemment w > <^ + u sur a, donc w > R" + y .
On a ainsi :

R^. ^ eu> R^ dans §, V§ D c^ , 'S C a .

On en déduit que R^ + e^ > R^ sur a tout entier, et e-étant
arbitraire :

R^^R^ sur a

Donc R^ = R^ est continue (s.c.i. et s.c.s.). sur a.

La fonction R^ = R^^ dans a prolongée par ÀV + v en dehors
de a, définit une fonction de ^(a). En effet la fonction

^ ( Inf (v + ÀV, R^ + eu) dans ^
w a ï e ~ f ÀV +î ; sur 13\~Ô

ne dépend pas de §, pour 5 assez grand ; elle vaut donc :

( Inf (v 4- ÀV, R°, + eu) dans 6
Wç = • _

( v 4- ÀV dans j3\ §

Cette fonction Wç appartient donc à ^(j3), et est continue. Or
quand e décroît, elle tend en décroissant vers la fonction :

( P^+i; sur aw == \ _
( v + ÀV sur j3\o:

La convergence est uniforme au voisinage de a (lemme de Dini),
et même sur jî.



68 D. FEYEL ET A. DE LA PRADELLE

La saturation de ^ entraîne que w_appartient à§î(j3). (Remarque :
sous cette forme, il est évident que R^y vaut v sur ôa).

Il reste à voir que - R^ est localement surmédiane dans U.
On sait déjà que R^y est continue sur a et appartient à Si (a).
Soit/ XQ G U : on a :

R^^o)>^+^(^o)
II existe une fonction continue w au voisinage de XQ telle que

— w soit de classe ^ au voisinage de XQ et telle que l'on ait :

R^.OO > - w0c) > Cp + u) (je)

pour tout x dans un voisinage ouvert û;o E tf3 de jCg .
On va montrer que - R^ est surmédiane dans o?o .
Soient ô C^ , § ouvert relativement compact, et s de classe ^

au voisinage de ô vérifiant :

s - R^, > 0 sur ô§

Pour tout e > 0, on a :

s + eV > R^, sur 90

La fonction :
1ÛInf(R^, 5 + e V ) sur §^ =

R^+y ailleurs

est Si au voisinage de a (propriété de tronquage, car ̂  est un faisceau).
On a évidemment :

g > (R + î; en dehors de ô .

Il reste à voir que l'on a aussi :

g > <^ -h i; sur 6 .

Pour cela, on remarque que l'on a :

s + eV > R^ sur ôô
donc :

5 + eV > — w sur ô§
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et par suite :
s + eV > — w sur ô

car ^ vérifie le principe du minimum usuel dans a?o qui est un ouvert
de (fi (cf. remarque qui suit la définition 33).

D'où finalement :

s(x) 4- eV(x) > ((^ + i;) (x) pour tout ^ E §

La fonction g majore donc <^ 4- v partout sur a, et l'on a :

g> R^ sur a
soit :

puis (e -^ 0) :
.+6V>R^ sur §

^>R^. sur §

Si maintenant ^ (a) sépare linéairement a, la restriction ̂  est
un préfaisceau vérifiant le principe du minimum usuel dans a.

Le préfaisceau de cônes convexes engendré par ^ et — R^ + y
vérifie le principe du minimum localement dans U.

La séparation montre alors que ce prefaisceau vérifie le principe
de minimum dans U. Autrement dit, — R^+y est surmédiane dans U.

c.q.f.d.

59. THEOREME. — Soit S> un préfaisceau relatif à une base
(fi = {(a? , ôa;)}. On suppose que :

— ^ est un faisceau
— Si est Ûi-saturé
— ^ est régulier
— §î est (fi-séparant
— ^ est stable par les enveloppes inférieures localement minorées

et régularisées s.c.i.
—.S1 possède une base d'ouverts avec cloches, soit G.
Alors gï est l'intersection des pré faisceaux maximaux relatifs à (Si

et contenants*.
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Démonstration. - Soit § l'intersection de ces préfaisceaux maxi-
maux contenant Si, et soit /e §(V\ V ouvert.

Soit aG(°, a CV, tel que S? (a) sépare linéairement a.
Soient <p continue à support compact dans a, et v de classe 9, et

continue au voisinage de a telles que l'on ait(24) :

v < / sur a
et v + ̂ <f sur a .

Nous allons montrer que l'on a :

^+1, </ sur a .

C'est évident là où : v + </? = R^• u+^

Dans l'ouvert U où l'on_a : v + ^ < R^, la fonction / - R^
est sunnédiane, car / et - R^ appartiennent toutes deux dans U à
un même préfaisceau maximal (définition de /, et lemme 58 pour

Ra \ r

~ v^^)'

En tout point frontière XQ de U, on a :

^ [f(x) - R^(x)] > f(x,) - (v + ^) (xo) > 0
X € U

II s'ensuit que l'on a :

^ - î^^O dans U ,

donc partout sur a (R^ = v = ^ -h i; sur 3a).
En faisant varier <p dans un ensemble filtrant croissant, on voit

que / est sur a une borne supérieure filtrante croissante de fonctions
de Si(a).

^ Donc /e^(a) ; ceci ayant lieu pour tous les a d'une base de
V(a CV), on en déduit que /G §W, car Si est un faisceau.

Ainsi, on a g= S".
c.q.f.d.

(24) La régularité de Si entraîne qu'il existe v < 0, v ' C S»(a), i7< continue au voi-
sinage de a.
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60. Remarques. —

1) Le théorème 59 s'applique au cas où ^ est un préfaisceau
maximal par rapport à une base distinguée (fi = {(eu , cj*)} régulière
extérieurement, d'après le théorème 50 et la remarque 54.

2) Dans le théorème précédent, la condition que ^"est un faisceau
est une condition nécessaire : la tfî-séparation entraîne en effet que
les préfaisceaux maximaux contenant ^ sont des faisceaux.

3) On a montré que pour toute cloche a assez petite, le cône
SiÇa) est "régulier", c'est-à-dire : pour toute fonction/G ^(a) bornée
intérieurement sur a, il existe une famille filtrante croissante de fonc-
tions continues ^ € §î(a), convergeant vers /.

IV. Caractérisation de la maximalité à l'aide des réduites.

Nous allons maintenant montrer que les propriétés fondamentales
de la théorie locale du potentiel sont caractéristiques de la maximalité
pour le principe du minimum au sens usuel.

62. PROPOSITION. - Soit ^ un préfaisceau relatif à (fi= {(œ , ôo;)}.
On suppose que §1 est régulier et vérifie la propriété de tronquage

faible.
Soient a un ouvert relativement compact et ^ continue sur un

compact H non vide contenu dans Sa. La fonction — (R^)^ est sur-
médiane s.c.i. dans a.

Démonstration. — On a - (R^)a > — (^ dans a à cause de la ré-
gularité de 9.

(R^)a est s.c.s. grâce au lemme de Dini (régularité de §0 (cf. la
démonstration du lemme 58).

Soient (5 ouvert, j3 C a et s E ^(J3) vérifiant :

s - (R^)ï > 0 sur ôp

Soit une fonction h de §ï(j3), 0 < h < + °° sur fS (régularité de
9) et soit e > 0 :
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On a : s + eh > (R^ sur ôj3

Soit / de classe Si au voisinage de a, / continue, /> ^p sur H et
vérifiant :

s + e/z > / sur ôj3 (lemme de Dini).

La fonction

( Inf(/, s 4- e/z) sur i3
w = {

( / ailleurs

appartient à ^(a) (propriété de tronquage).
Or, on a w > <^ sur H, donc w > R^ sur a, et par suite :

s + eA > R^ sur ^

e étant arbitraire, on en déduit :

s - R^ > 0 sur j3

Remarque. — — R^ est surmédiane, alors que ^ peut ne pas vé-
rifier le principe du minimum dans a.

63. PROPOSITION. — Soit ^ un faisceau saturé relatif à une base
(fi = {(eu , ôo;)}.

On suppose que ^ est régulier, que ^ est stable par bornes infé-
rieures localement bornées régularisées (cf. lemme 58).

Soit (a , V) une cloche de Si, et soient u et v continues sur a, u et
v e: ^ï(a), telles que u/V et vl\ soient bornées sur a.

Alors la fonction u — R ^ _ y est (fi -surmédiane continue dans a.
De plus, i) et ii) so nt équivalentes (25) :

u v
Ï ) \/u, i;Ggï(a) continues et telles que — et — s o i e n t bornées,

u- R^E^(a).

ii) On a une propriété de décomposition de Riesz : V^, v ^ ,

v^ G ^(a) continues sur a et telles que | — |, | -J- | et | -2 | soient

(25) cf. [10] et [19] pour des notions analogues.
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bornées, la propriété u < v^ + ̂  ^r a, entraîne qu'il existe u^ et
u^ G ^(a), MI < v ^ , ^ 2 ^ ^2 et y^ifî^

u = u^ + u^

Enfin s'il existe une fonction h G ^(a) H (- ^ï(a)), /z strictement
positive sur o?, les propriétés i) et ii) entraînent :

iii) Poi^- roi<r ouvert j3, j3 C a, ^01^5 fonctions 14 et ^2 G ^(a)»
continues, on a Vadditivité de la réduite

R ^ . ^ - ^ + R ^ dans ^
Démonstration. - On a M = R^ dans a : d'après le lemme 58,

u est prolongeable en fonction de classe §ï et continue au voisinage
de a.

Il en résulte, toujours d'après le lemme 58, que la fonction :
R^_u est continue sur a, et appartient à ^(a).
Montrons que u — R ^ _ y est (fi -surmédiane dans a. C'est uiie

fonction continue. Soit <3 ouvert G (B tel que j3 E a et soit s G gï( <3 )
vérifiant :

^ ^ - R ^ X ) sur Qft

La fonction

w =
Inf(5+ u, R^_,) sur ^
R 0 . , , ailleurs

majore ^ - v sur a - j3. Sur j3 : on a évidemment s + M > u — v sur ô(3,
soit s + î; > 0 sur 3j3 donc 5 4- v > 0 sur j3. On a donc 5 + u > u - v
sur jî. w majore ainsi u — v partout. En particulier s + u majore
R^dans^.

c.q.f.d.

Montrons que i) =^ ii).
Soit donc u < v^ + v^ .
La fonction u^ = R^ appartient à ^(a), et l'on peut écrire

u = u^ 4- i^ dans a, avec ^ = ^ - ̂ -v E §ï^' on a :

u = R^_y < 1^1 car u — v^ < v^



74 D. FEYEL ET A. DE LA PRADELLE

La fonction ̂  = u - R^ est majorée par v, car on a

" - "2 < R^-^ , soit u - R^_^ < ̂
c.q.f.d.

ii) ^ i).
On a u < u + R^. Soient M, et t^ telles que u = y, + y, ,

t<i<u et "2<R^_^

La relation y < i; + ̂  entraîne ̂  > " - v, donc u, > R' c'est-à-
dire y, = R^, soit « - R^ = y, e §î(a).

ii) =»• iii).

Soient v^ et u,, positives et de classe §i au voisinage de a. Il
existe À > 0 tel que l'on ait XV > ̂  + v., sur J3. On remplace u, et
1^2 sur o: par les fonctions v [ , v\ égales à Inf(XV , i», ) et Inf (XV , v^)
qui coïncident avec i^ et v^ au voisinage de J.

_Soit M > 1:1 + i»2 sur j3, u de classe Si, et continue au voisinage
de j3.

T <• .. ( î n f ( u , v ' + v ' ) dans flLa fonction w = { - "
( v[ + v\ dans a\^

est continue et appartient à §»(a). Elle vaut v\ + v\ sur ôj3 et est
partout < v\ + i»^ .

D'après la propriété ii), il existe w, et w, continues, G g»(o!) et
vérifiant w = w, + w^, avec w. < v; (;•=!, 2). Sur 3^, on a donc
w. = v; 0- = 1 , 2).

On a ainsi :
w, > R^ (;• = 1 , 2) sur j3

et
" > R ^ + R ; ; sur ^

finalement
^^>^+R:; sur p

L'inégalité inverse est évidente, et le résultat suit.
Pour des fonctions non nécessairement positives, on obtient le

résultat en remarquant que pour À > 0, et h G §?(a)n(--g?(a)) on a

R ,̂, = R9/ + \h dans fi c.q.f.d.
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64. THEOREME. -^ Soit 9 un préfaisceau relatif à une base
âî={(co,aco)}.

On suppose que :
— 9 est un faisceau
— 9 est régulier
— 9 est (Si-saturé
— 9 est stable par bornes inférieures localement minorées ré-

gularisées
— 9 est (fi-séparant
— 9 possède une base de cloches, soit Q.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
a) 9 est maximal relatif à (Si = {(<^ , ôco)}.
b) — R^ € 9(a) pour tout ouvert a relativement compact, et

toute v continue G 9(a).
c) R^+u = ̂  + Rôa si v! et ^2 sont continues et appar-

tiennent à 9 (a) (Va relativement compact).
Les conditions a), b), c) entraînent la condition d) :
d) pour tout (a,V)E6, et toutes u et vG. 9(a), continues telles

que M/V et v/V soient bornées, on a :

u-R^_^9(a)

Enfin, a), b), c) sont équivalentes à d) s ' i l existe un recouvrement
de l'espace par des ouverts munis de fonctions strictement positives
de 9 H (- 9).

Démonstration. — Nous introduisons comme intermédiaire la pro-
priété c' suivante :

c') II existe une base <°' C Q telle que pour tout a€C', tout <3
ouvert relativement compact, fS C a, et toutes fonctions v^ et v^ G 9(d),
continues, on ait Fadditivité de la réduite sur 3j3 :

R^u^R^-H^ sur fS

et telle que de plus, 9(d) sépare linéairement a, pour tout ae e'.
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Nous allons faire la démonstration suivant le schéma suivant

0

Qaa) =» b) D'après la proposition 51, - Ry est surmédiane dansa, donc
tfî-surmédiane et appartient à ^(a).
b) ^ c) La sous-additivité est évidente. Réciproquement, soit
s > v^ +1:2 sur 9a, 5 G ^(a), on a sur àa :

^ - R ^ - R ^ > 0 sur ôa

d'après la régularité de ^, il existe / de classe ^ au voisinage de a,
finie partout et > 0 sur a.

Pour tout e > 0, on a :

. + e / - R ^ - R ^ > 0 sur 9a

L'inégalité subsiste au voisinage de ôa dans a, on en déduit
&Al'inégalité (> 0) partout dans a car la fonction — R y étant surmé-

diane dans a, la fonction s + ef - R8" - R00 est surmédiane dansa.
^2^i

e étant arbitraire, on a 5 > R^ + R^ sur a.

Finalement, en faisant varier s :

Rôa
• U , + u ^ > R^ + R;^

' c.q.f.d.
c) =^ c^) évident
c') ^ a) nous allons faire la démonstration en quatre étapes. Dans la
première étape i), on construit une famille de mesures ^'a et on
définit un préfaisceau 96 de fonctions vérifiant des inégalités Sur ces
mesures.

Dans l'étape ii), on montre que pour certains ouverts j3, et
certaines fonctions uG^(j3) , la fonction - R^ appartient à SCÇfS).
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Dans l'étape iii), on montre que 96 = ^.
Dans l'étape iv), on montre que toute fonction (B-surmédiane ap-

partient à 96, donc à ^.
II en résulte que ^ est maximal;
Soit aee\ Pour tout j3 ouvert, ~JS C a, l'application :
^ ^-^ R^(^) pour v G ^(cQ, u continue, x € j3 définit sans ambi-

guïté une mesure p^ (séparation) portée par 9^.

On a donc : i;(x) > f v d p ^ 0 ' ,

pour toute t; G ^(a), u continue, puis pour v s.c.i. par la régularité de
^ï.

Soit V un ensemble ouvert : notons 9€(V)\e cône des fonctions
/ s.c.i. > —oo dans V, vérifiant :

f(x)> ffdp^ pour tous j c C ^ C j C a C a C V , aEe'

Le préfaisceau 96 contient ^ (régularité de ^) et est relatif àtfî-
((B-séparation).

ii) Soient x ^ ' y C j C f î C ' f S C a , aE6\ 7 et P ouverts :

les mesures e^ , p^0 ', P^ sont balayées dans l'ordre suivant :

^x > PÏ^ ^P^ P^ rapport à ^(a)

On le voit par tronquage(26) :
Si v E ^ï(a), v continue, R^ est la borne inférieure d'une famille

filtrante décroissante de fonctions continues de ^(a) (si s > v sur
ôj3, s £ ^ï(i3), la fonction Inf(5 , v) dans (3, et r ailleurs) est de classe ^
au voisinage de a).

(26) Si u est de classe ^ au voisinage de a, i; continue, et w continue, w > v sur
07, w G®» (7 ), la fonction

( înf(v(x),w(x)) .sur 7 - „ .
f(x) = - _ ^^(P) et f>v sur ôj3

( v(x) sur a\7

donc /> R^ sur ^ et par suite w{x) > R^(x) pour x e 7. , ,
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On a donc :

R^Oc) >f R^dp^ >fR^dp^01 = / vdp^ = R^(JC)

car v vaut R^ sur 3(3.
On obtient donc l'égalité :

f-R^dp^^-R^x)

pour tous x € 7 C 7 C (3.
Si maintenant on a :

- y C ^ C o ^ C c ^ C ^ C J î C a avec a € G', ̂  G 6'
^ Ct i

La mesure p^/ est égale à la mesure p^'0 car elles coïncident sur
9(d) qui sépare d (Stone).

On a donc aussi :

/-R^pj^-R^x)

Ceci prouve que la fonction — R^ appartient à 9e((3).
ni) Soit/ege(a), aee\
On va montrer que pour toute fonction ^ continue à support

compact dans a vérifiant <^ + v < /, on a :

/>R^
c'est évident en tout point où \p + v = R^p+y.

Il reste à le voir sur l'ouvert U de a défini par

^ + ^ < R Ï ^
Dans l'ouvert U, pour tout j3 C U ouvert, on a :

Rtt _ p0^R^u-R^^

En effet, R^€S?(a) donc l'inégalité > est évidente.
Pour l'inégalité inverse, soit se Sï(J3), 5 > R^., sur 3 .̂
La fonction — R^+y est surmédiane dans U d'après le lemme 58 :

on a donc
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s - R^u> ° sur P
En faisant varier s, on obtient :

R3^ > R0
^ 5 ^ K^

K^+u

Si maintenant, on a .v G (3 C fî C a^ G <°', c^ C U, on a alors :

/R^u^^^R^uW
c'est-à-dire que

- R^.^OJ) .

Le cône 3f€(a) - R^ R^ admet l'ensemble {^ -h v = R^}
comme compact de Silov : en effet, pour tout x G U, il existe o^ € 6\
c^ C U et (3 ouvert : .y G (3 C (3 C o^ , on a alors :

/(/- XR^dp^04 </0c) - XRl^M
_ P^Oti fi ^ ttt

pour tout /^ a^C a), X > 0. p^ charge 3j3 : on a donc p^ -^ e^.
Donc x n'est pas dans la frontière de Choquet de ce cône.

Si l'on a f> ̂  4- i; sur a, on a alors : f> R^+y sur a. Comme
on a /= sup(<p, + v) sur a, < .̂ à support compact < / — v sur a, il
s'ensuit que /_est sur a la borne supérieure de l'ensemble filtrant
croissant des R^.+y qui appartiennent à 9 (a).

Ainsi, on a : / G S?(a).
En faisant parcourir Q' à a, on en déduit que 96 C gï.
iv) Nous allons maintenant montrer que toute fonction Ûi-

surmédiane dans un ouvert V appartient à Si(V).
Soit a G 6', a C V et soit <3 ouvert, j3 C a. Soient M tfî-surmédiane

dans V, i^ et i^ES?(a), continues,

K > ̂  — v^ sur 3(3

Ceci peut s'écrire :

u - R^ + 1:2 > 0 sur 3(3

Cette inégalité subsiste au voisinage de 3(3 dans a. Comme les
fonctions v^ e^ ~ P^ appartiennent à ^((3), on a donc :
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u — R90 -h v^ > 0 sur (3 (principe du minimum sur les ouverts
suffisamment petits) soit u + v^ > R^ sur j8.

Si j > t^ sur 3(3, on a la même inégalité :

u-^-s^R^ sur i?

Ce qui donne en faisant varier s :

u>R^ -R^ sur P

soit :
u(x)> f (v, -v^dp^

Sur 3(3, ^ est la borne supérieure filtrante croissante de fonctions
continues qui s'approchent uniformément par des v^ — v^ .On obtient
ainsi : r' n .,

u(x)> j udp^ c.q.f.d.

a) =^ d) D'après la proposition 63, u — R^_y est (Si -surmédiane
dans a, donc appartient à ^(o0.

Il reste à voir, sous l'hypothèse d'existence d'une base de fonc-
tions positives (> 0) de ^0 (—^), que d) entraîne c') :

d) =^ c') D'après l'implication ii) =^ iii) de la proposition 63, il
suffit de prendre pour 3' l'ensemble dès ouverts aG(° pour lesquels
il existe h E^ï(a) H (- ^(5)), h > 0 sur 5, et tels que Si soit <°'-
séparant.

65. Remarques.

1) Les implications a) ^ b) =^ c) sont vraies sans l'hypothèse
d'existence de la base (°.

2) Dans le cas où ^ est maximal relatif à Oî = {(a? , 3cj)}, où
^ est (B-séparant et est régulier, alors on obtient le critère d'appar-
tenance suivant :

/G^(U) si et seulement si /est s.c.i. > — o o

et si tout x G U possède un voisinage a ouvert relativement compact,
tel que(27)
(27) p^ est la mesure telle que R^°'(jc) = j v d p 0 ^ , pour v € ^(a), v continue,

qui est bien définie si ^ï(a) sépare linéairement a.
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fW> ffdp^

(régularité dans un sens, et remarque que / est Si -surmédiane dans
l'autre sens).

3) Dans le cas où §ï est un faisceau régulier maximal relatif à
(!i= { (a? , Qoû)}, l'additivité de la réduite :

v v-> R^ (i;G^(a))

a lieu même si §ï ne vérifie pas le principe du minimum dans a.

66. THEOREME. - Soit §ï un préfaisceau maximal relatif à une
base (fi = {(CD , a)*)} régulière (cf. n° 24).

On suppose que ^ est un faisceau régulier, Qi-séparant et possédant
une base de cloches.

Alors les propriétés a), b), c), du théorème 64 sont équivalentes
à la propriété e) suivante :

e) Pour toute v e: ^(cj), cj ç=.(!S, v continue, on a :

(R^ = R^ dans ^

Démonstration. — ^ est saturé d'après la remarque 54 et stable
par borne inférieure localement bornée régularisée d'après le théorème
50. Les équivalences a ^ b ^ c résultent donc du théorème 64.
e) ^ b) Soit a ouvert relativement compact quelconque, et soit
v € §'(0^), v continue au Voisinage de a. Considérons un ouvert a? G Jî,
o3 C a et u ç- ^(o3), telle que u — R^ > 0 sur a?*. D'après le lemme
de Dini et la régularité de ̂ , il existe / de classe ^ au voisinage de a,
f continue au voisinage de a, vérifiant :

/ > v sur 9a

u>f>R^ sur cj*

Soit w la fonction définie par :

( (Rp^, = R^ dans a;
w = ) •' '

( / ailleurs
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La fonction régularisée s.c.i. w est de classe Si au voisinage de
a, car w est la borne inférieure de la famille des fonctions :

w,
lnf(Sf, /) dans co
/ /ailleurs

pour les fonctions 5, € S?(o;), s, > f sur 3co. On a w > / sur 3a, donc
w > R^ > R^ sur a. On en conclut :

u > R^ sur a;

La fonction — R^0 étant (B-surmédiane, et étant s.c.i. > —°°, on
termine par maximalité : — R^ G ̂ (a).
b) =^ e) : On a a priori :

(R^<R^ sur o>

Soit s > v sur a;'18, .y €§? (a;). On a : 5 — R^ > 0 sur a?*, donc
au voisinage de a?* dans a;. La base étant régulière intérieurement, on
en déduit l'inégalité > 0 dans a;, donc, en faisant varier s :

(R^>R^ sur ^

Ceci achève la démonstration.

67. Remarque. — Soit 9 maximal au sens usuel relatif à
US = {(c^ , ôo?)} et ÛS-séparant, il est maximal par rapport à la base
(!i={(œ , Su;)} où Sa; désigne la frontière de Silov de^(cj).

Si cj € (Si est tel que pour tout compact K C u, tout voisinage
de Sou contienne Sa pour un certain a, a C a;, et K C a alors la pro-
priété e) montre que l'on a pour t^ continue, v G §ï (û3) :

R,̂  = (R^ dans œ
v

De plus, la mesure p^ définie par i; •̂  R^OO == R^OO pour
xEcj est portée par Sa;. En effet, l'inégalité v, — v^ > 0 sur Sa;

v ^ v
entraîne i;\ - R^ > 0 sur Sa;, donc v^ - R^ > 0 dans a;. On en
déduit l'inégalité :

R8^ - R^ > o dans a; ,

soit J (i^ — v^)dp^ > 0 pour tout x G a;.
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Par convergence uniforme sur 8u on montre que ^ E (S(ôo?),
^ > 0 sur a?* entraîne J ^ p d p ^ > 0. Si ^? = 0 sur a;* on a

^^=0

V. Cas dénombrable.

Dans le cas où î2 possède une base dénombrable, nous allons
voir que certains énoncés précédents peuvent être renforcés.

68. THEOREME (cf. n° 64). - On suppose Î2 à base dénombrable.
Soit 9 un faisceau saturé relatif à une base (B ={((*;, 3o?)}.
On suppose que :
— 9 est régulier
— 9 est dî -séparant
— 9 possédant une base (3 de cloches.
Alors les propriétés a), b), c) du théorème 64 sont équivalentes :
a) 9 est maximal pour le principe du minimum usuel relatif à

(B={(cû,3co)}.
b) — R^" G 9(a) pour tout ouvert a relativement compact, et

toute v continue G S»(a).
c) ^^2 = R^ + R^ si v! et Vi^SW et sont continues,

(Va ouvert relativement compact).
Elles sont en outre équivalentes à la propriété e) suivante :
e) il existe une base (û d'ouverts S tels que pour tout jcG? il

existe une seule mesure, notée p^ balayée de e^ par rapport au cône
9(S) et portée par 36. (On démontre aussi que ces ouverts sont
réguliers).

Les conditions a), b), c) et e) entraînent la condition d') :
d') pour tout (a, V) € 6, et toutes u et v G S» (a), continues telles
que u/V et v/V soient bornées, on a :

^-R;-,eS?(a) et R^C9(a)
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Si, de plus, il existe un recouvrement de Î2 par des ouverts sur
lesquels il existe des fonctions strictement positives appartenant à
^ H (—^)

alors, a),/b), c) et e sont équivalentes à d').

Démonstration. — Elle est en partie identique à celle du théo-
rème 64 : on est amené à introduire comme dans la démonstration
du théorème 64 la propriété c') suivante :

c') il existe une base ç1 C (S, telle que pour tout a G Q' tout j3
ouvert relativement compact j3 C a et toutes fonctions v^ et v^ G ^ï(a)
continues, on ait Fadditivité de la réduite sur QjS :

R^. =.R^ +R^ sur (3i 2 i î

et telle que ^(a) sépare linéairement a.
Nous allons faire la démonstration suivant le schéma :

Î^'CÎ" ____^ v

a) ^ b) =^ c) =^ c') : les démonstrations sont identiques à celles du
théorème 64 (Téttïârque 65, 1).
a) ^ d') : on remarque que la propriété a) entraîne les hypothèses
du théorème 64 (théorème 50 et remarque qui suit) :

d') résulte alors du théorème 64 (car R^_y est continue).
c') =^ e) : soit (or la base qui intervient dans la démonstration du
c') =^ a), i) du théorème 64 : elle est formée de cloches (a , V) telles
que ^ (a) sépare linéairement 5.

Notons 6" la base constituée par les ouverts a tels que : aE 6'
et il existe a' G (°\ vérifiant a Ça'.

Oh va montrer que chaque aEQ" possède un recouvrement
^d'ouverts S, tels que ô Ça, pour lesquels les mesures prédéfinies
au théorème 68, c ) =^ a), i) soient balayées de e^ par rapport à
^(6) et soient les seules.
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II suffit de montrer que p^ est l'unique balayée de e^ par rap-
port à ^ï(a) pour certains ouverts § d'adhérence § C a, et formant
un recouvrement de a.

Soit v Ç. ̂ (a), v < 0, v continue sur a.
Soit XQ G a : il existe À > 0, tel que :

V(Xo)4-Àî;(^)>0

V -h \v < 0 sur ôa

Si a' G <°, a' D a, on considère(28) une suite ̂  E gï(a') telle que
V ———— Vg ____

la suite double --——-* soit dense dans <°(a).
v

On choisit une suite e^ > 0 de sorte que la série ^ e^ v^
n>o

converge uniformément au voisinage de a. La fonction :

M; == V + e ^ e^ ̂  + \v G ^ï(a)
yi> 0

vérifie pour e assez petit :
w(Xo)>0

w < 0 sur ôa

Posons alors § = {x G a \ w(x) > 0}

On a XQ E §, donc les 6 ainsi construits forment un recouvrement
<%^ de a.

Pour x E 6, considérons la mesure p^. Comme w G ^»(a) on a :

w(x)> f wdp^01 = 0

Soit JLX une mesure portée par ôS et balayée de e^ par rapport à
^i(a). Cette mesure est balayée de p^°' par rapport à ^(a) (p^ est
définie par la réduite).

On a donc :
0 = j " wdp^^ > f wd^>0

(28) Ce type de construction a été utilisé par Mokobodzki et Sibony dans [20].
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soit :

^fvdp^+fvdp^+e ^ e„y\^a=/ lV^+
M> 0

+ e S e. ./\^+^ fvdn
n >0

II en résulte les égalités :

j VndP^oi = fvnd^JL P0^ t0^ n

On déduit que JLI est égale à p^, car elles sont égales sur un
sous-espace dense de <°(ô) .

Toute mesure balayée de e^ par rapport à ^(6) est aussi balayée
par rapport à ^(a), donc vaut p^ que Fon notera p^.

Il suffit alors de prendre pour (D la base constituée par les ouverts
ô ^ ̂  » a variant dans G^.

Montrons que les ouverts ô de (D sont réguliers : soit ^ une
fonction continue sur ô§.

La fonction R^Cx) = sup J^rfjLi] ^i balayée de e^ par rapport
à § î (§) j vaut d'après ce qui précède :

RV(x)=/<pû^ pour x E Ô

On a de même :

- R?%)M =-f(-^)dp^ = /^^ = R^M

Les fonctions R^6 et - R^^ sont égales sur J, la première est
s.c.s., la seconde s.c.i. elles sont donc continues sur §, et valent ^p sur
36 (car p^ = e^ pour xCQÔ). De plus, R^6 est continue dans -5,
d'après^ le lemme de Dini, elle est sur § limite uniforme de fonctions
de ^(6). Elle appartient donc à ^(§) dans 8 (Si est saturé). De même,
on a -R^G- gï(ô), donc :

R^6 E ̂ (ô) H (- ^(§))
c.q.f.d.
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e) =^ a) : soit /une fonction (fi -surmédiane dans un ouvert U, et soit
a un ouvert relativement compact, a C U. On va montrer que sur a,
/ est la borne supérieure d'un ensemble filtrant croissant de fonctions
de ^ (a).

Soit Ûi un recouvrement fini de a par des ouverts appartenant à
la base (D linéairement séparés par ̂ . On construit une fonction f^ de
la manière suivante :

on note 8^ (i == 1 , 2 , . . . , n) les ouverts de <R.
On pose

f(x) si xfô,
îiW ~ r 6 Oc G a)

j fdp,1 si x C Ô ,

et f^W^ Inf^M O c E a )

La fonction f^ appartient à ^"(a).
En effet, chaque fonction /, est s.c.i. et est </. On a évidem-

ment f{(x) < f(x) si x ^ S,, si x E 6,, /,0e) vaut j f d p ^ . Comme /
est (B-surmédiane, il existe une mesure IJL portée par ôô^., balayée de
e^ par rapport à ^(ô^.) et telle que :

ffdn<f(x)

Cette mesure ne peut être que p^ d'après les hypothèses d'unicité.

ff E ^(6^.) : en effet, la fonction x ^-> j fdp^ est la borne su-

périeure d'une famille filtrante croissante de fonctions du type
x v-> f (R dp^ qui sont continues et appartiennent à ^(ô^) Fi (—^(ô^)).

Au voisinage de chaque point x E a, /^ est une borne inférieure
finie de fonctions de ^ : f^ est donc localement dans ^», donc/^E gï(a),
car ifi est un faisceau.

Disons qu'un recouvrement S est plus fin que C% si tout 6 E S
est d'adhérence ô contenue dans un ô ' E (fi. On peut voir que l'en-
semble des recouvrements finis de a extraits de ® est filtrant crois-
sant (si x E a, et si (H et S sont deux recouvrements finis de a, il
existe § E <R, ô' E S, tels que je E § H §'. On choisit 7^ E 0), tel que
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x G 7^ C 7^ C ô H 6\ II existe alors 7^ ,. . . , j^ . recouvrant a :
ils forment un recouvrement fini % plus fin que ûi et S).

La famille /^ est croissante avec (% : en effet, si S est plus fin
que (R, il existe §, G S tel que l'on ait :

W=f,(x)= ffdp^

II existe 6^ G <K tel que l'on ait §, C §J. Si l'on démontre que
l'on a :

ffdp^ffdp8}

il en résultera l'inégalité :

W = ̂ /rfp^ > ffcip'j >4(x)

Or, on a : 36, C §J

et pour y G ô§, : f fdP^ < /(^)

Dans ô^, la fonction f / ( y ) = j fdp^ est borne supérieure fil-
trante croissante de fonctions du type :

/ s ' -
y ^-> ^ d p y 1 (pour ^Ee(ôôp) qui sont des fonctions de

^(S;) H (- ^(ô;)).
On a donc

J^.' dp^ = f^ (x) pour x G ô",
et

f;W=ff/dp^<ffdp^=f^x)
soit

4W<^)
On va montrer maintenant que quand ûi s'affine indéfiniment,

la famille /^ converge en croissant vers / dans a.
Soit XQ Ea. Soit k </(Xo) : il existe v continue, et de classe Si

au voisinage de {.y^} telle que l'on ait

/(x) > — v(x) > k au voisinage de XQ .
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Soit V ce voisinage de XQ : on peut supposer V C a. On va
montrer qu'il existe un recouvrement (R. fini de a par des ouverts de
(D, soit Si == (8^ , . . . , ô^) tels que tous les 6, contenant XQ , soient
d'adhérence contenue dans V. Pour tout x^. a, soit ô^ un ouvert de
6D, tel que l'on ait : x E §^ , et

( ^ C V si ;c E V

(S^XQ ^^

II existe un sous-recouvrement fini 6^ , . . . , 6^ de "S ; tous
ceux qui contiennent XQ sont d'adhérence contenue dans V. On a
donc obtenu le recouvrement (R. cherché.

On a alors /^(-^o) ̂  ^

En effet, il existe i tel que .L(^o) == /ô C^o)
^i

donc :

4(^o) = /^"^' > / - " ̂ ' > - l;(x°) > Â:

k étant arbitraire, on obtient :

f(Xo) = sup 4(^o)
m

c.q.f.d.
Dans le cas où il existe un recouvrement de Î2 par des ouverts

munis de fonctions positives de ̂  H (— ^?), il reste à voir l'implication
d') =» c') : cela résulte de la proposition 63, i) =^ iii).
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CHAPITRE IV

Nous allons donner d'autres propriétés sans ordre particulier.

1. Etude des cloches.

69. DEFINITION. — On appelle ouvert très régulier tout ouvert re-
lativement compact ayant les propriétés suivantes :

1 ) V x G Ô il existe une et une seule mesure p8, portée par la
frontière 35 et vérifiant :

f(x) > f f dp6,

pour toute fonction /G^(ô)

2) le compact 5 possède une base de voisinages constitués par
des ouverts réguliers.

Par exemple dans la théorie classique, les boules de R" sont des
ouverts très réguliers. Plus généralement les ouverts réguliers dont
tous les points frontière de l'adhérence sont stables, sont des ouverts
très réguliers.

70. PROPOSITION. - Soit ^ un préfaisceau maximal relatif à une
base Ûï == (a; , ôoj).

On suppose que Si est régulier.
Soit 6 un ouvert très régulier ayant un voisinage compact K que

®?(K) sépare linéairement
Alors ^ H (- S) (§) est partout dense dans

( ° ( Ô ) n [^n (-§?)(§)]

Démonstration. — (cf. (17)).
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On va d'abord montrer que le couple (^(§), ̂  H (— ^ï) (§)) est
un simplexe géométrique (29).

Soit v (resp. u) continue et de classe Si (resp. de classe — §Q au
voisinage de §, telles que l'on ait u < v au voisinage de ô, il existe
alors un ouvert régulier ô^ D §, pour lequel on a :

(1) Cô^ C ^ C K
( u < v sur ô^

96i 80, —
Considérons la fonction H^ . On a : ^ < H^ < î; sur §1 ,

donc au voisinage de §, car ^(§1) sépare linéairement ôi (cf. prop. 15).
c.q.f.d.

Soient maintenant JLI^ et p.^ deux mesures positives sur ô, telles
que l'on ait

JL^(/O == ^(h) pour toute fonction

h E ̂ ) 0 (- ^(§))

Soient î^ et 1̂  les balayées minimales de jn^ et jn^ par rapport à
C = (°(§) H ^(§). Comme la frontière de Choquet de C est identique
à ô§, il s'ensuit que v^ et v^ sont portées par 36. Elles sont donc aussi
portées par la frontière de Choquet de ^(ô), donc sont minimales par
rapport à ^(ô).

On a ainsi

j^(/0 = v^h) = v^h) = ̂ (h\ V / 2 e ^ ( § ) n ( - ^ ( ô ) )

On en déduit les mêmes inégalités pour toute fonction du type
ù, avec u G - ̂ (§) (u = Inf{t;/î;E ^(ô), v > u sur §)}.

Comme v^ et v^ sont minimales, on a donc :

v^(u) = v^(u) = v^(u) = v^(u) pour toute i<£- ^(§)

La séparation linéaire entraîne alors que l'on a ï^ = ^.
Soit /2 une fonction appartenant à (°(<S) H ^(^) H (- ^(§^)). On

a aussi :
J^iW = ^i(^) = ^(/2) = ^W (car i/^ = ^)

(29) cf. [6] et [21].
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On a donc
^(h)= ^(h)

Le théorème de Hahn-Banach permet de conclure.

71. THEOREME. — Sî est à base dénombrable. Soit Si un pré faisceau
maximal relatif à une base (fi = {(a? , 3a;)}. 0^ suppose que ^, est
Ûi-séparant et régulier. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) il existe une base d'ouverts réguliers.
b) il existe une base de cloches de ^.
c) il existe une base d9 ouverts très réguliers.

Démonstration.

a) ^ b)
Soit XQ Œ Î2 et (3 3 XQ un ouvert régulier tel que j3 soit linéairement

séparé par ^(18). Il existe une fonction v continue et de classe ^ au
voisinage de {3 telle que l'on ait :

V(XQ)>ÎÎ^(XQ)

En effet, dans le cas contraire, on aurait v(Xo) = H^Çx) pour
toute fonction î;G^(j3). La mesure harmonique p^ (définie par
v -v-^ H^(jCo)) coïnciderait avec e^ car Si(P) sépare linéairement P .
Ceci est impossible puisque p^ est portée par ôj3.

On peut supposer que l'on a v > 0 sur j3 en rajoutant au besoin
à v une fonction u G^(j3), ^ > 0, suffisamment grande, u continue.

Pour e > 0, la fonction V = v - (1 + e) H^ est continue sur j3,
strictement négative sur 3/3, et appartient à ^(j3).

Si e est assez petit on a V0:o) > 0, et l'ouvert a = {V > 0} est
relativement compact, et contient XQ .

En faisant varier XQ et j3, on obtient ainsi une base.

b) ^ c)

Reprenons le raisonnement du théorème 68. Soit XQ £ Î2 et soit
(a , V) une cloche de ^, telle que ^ï(a) sépare linéairement a. On
peut supposer que a est contenu dans un ouvert de la base(B.
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II existe une fonction continue w£^(a), w < 0 sur a. Soit
\ > 0, tel que l'on ait :

( V ( X o ) + À o W ( ^ ) > 0
( V 4- \ w < 0 sur Sa

On reprend la suite v^ de la démonstration du théorème 68, et
on pose :

^o = v + 6 ^ e"^ ^^w
n>Q

e > 0 étant choisi de manière que l'on ait :

w^(xo)>0

Wx < 0 sur ôa"o

L'ouvert § = {w^ > 0} est un ouvert très régulier : il n'existe qu'une
seule mesure p^ balayée d'un point x G § , V x G § e t portée par ôô
d'après la démonstration du théorème 68.

Pour X < ÀO , À suffisamment proche de \o , on obtient des
ouverts ô^ ayant la même propriété et vérifiant :

Ô C § ,

Ils forment une base de voisinages de ô, car on a :

§• = n ^ = H ô^
\ < À Q ^^O

c) ^ a)

Evident (proposition 70).

Remarque. — Les ouverts très réguliers du théorème 71 sont
strictement convexes (cf. remarque 2 qui suit le corollaire 40).

II. Additivité de certaines réduites dans les préfaisceaux produits.

Nous allons maintenant faire une application de ce qui précède
à certains faisceaux produits, (cf. déf. 20).
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72. LEMME. - Soit Si un préfaisceau sur un espace localement
compact Î2, relatif à une base (îi = {(co , 3o?)}.

On suppose que S est maximal, et régulier.
Soit § un ouvert très régulier (cf. définition 69), et soit (5^\eA

une base de voisinages réguliers de ô.
On suppose que ^ï(§) sépare linéairement §.
Alors, pour toute fonction ^p continue au voisinage de ô, la

famille H^ converge uniformément sur ô vers la fonction H6 suivant
l'ensemble filtrant des (5^\ç^.

Démonstration. — Soit ^ une fonction continue et de classe
(— ^) au voisinage de ô. Pour À > Àg , on a ^ G — ^(§^). On a

H^(x)=R^(x) PO^r ^ E ^M v / U

donc R^6 est continue sur §.
Soit e > 0, d'après le lemme de Dini, il existe v de classe ^ et

continue au voisinage de 5, telle que l'on ait :

H^0 = R^ > i; - e sur §

Comme dans la démonstration de la proposition 70, il existe
À G A tel que l'on ait :

JÔÔ __ T) ^5 «̂-- TT À.v - e < H^0 = R^0 < H^ < v sur ô

On a donc :
I H^ - H^0 | < e sur ô

Soit maintenant <^ continue au voisinage de ô. Comme ^(ô)
sépare linéairement ô, pour tout e > 0 et toute fonction u > 0, u de
classe ^ au voisinage de ô, il existe v et w de classe ^ï au voisinage de
6 telles que l'on ait :

v — w — eu < (p < v — w -\- eu sur ô

Cette inégalité est encore valable au voisinage de §.
Pour À assez grand, on a alors :

ôô\ oo\ 9°'\ °o'ît 9ô \ uu\ °o'\H. - H,/ - eH,/ < H^ < H^ - H^ + eH, À
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de même :
Tj9ô Tj36 rj36 <-" Tj95 ^ Tj95 Tj86 i .—LJ^
^V ~ ^W ~ ^U ^ ^U ^ ^V ~ ^W • 6A1M

soit :

ïC' - H,86 - H^ + H^6 - e(H^ + H^6) < H^ - H^8 < H^ -

-H^ - H ^ + H ^ + e ( H ^ + H ^ )

on a donc quand À augmente :

0 - 0 - 2eH^6 < lim (H3^ - H35) < lim (H36^ - H^6) < 0 - 0 +
A. ^-

+ 2eH^
9ôi •\c ^5\ 95\

Donc lim H . ^ - H00 existe et est nulle. Comme les H^ À , H^ et
\ • •

90^
H^ convergent uniformément, ceci prouve que la limite est uni-
forme sur §.

c.q.f.d.

73. THEOREME. — Soient ^ et Sî^ deux espaces localement
compacts, S\ et ̂  deux pré faisceaux maximaux relatifs à des bases

Ûi^ = {(a , 3a)} pour ^

JÎ2 = {(i3 , ÔW RO^ ^2

On suppose que ̂  ^/" Gi ̂ -séparant, et que Si^ est (fi ̂ -séparant.
On suppose que S\ et ̂  sont réguliers. On note ^ le faisceau produit
de ̂  et ^2 (cf- définition 20).

Soient S^ i/n ouvert très régulier de î î^ , poi^ ^i. et §2 ^n ouvert
très régulier de Sî^, pour S^. On suppose que ^ i (Ôi ) (resp. ^2(^2))
sépare linéairement §1 (resp. 62).

.4tor5 po^r ro^r ( x , ^ ) G ô^ x ô^ , l'application :
Ôôi XÔÔ-,

0 -> R^ 1 ' (x,^)

pot<r 0 continue sur ôô^ x 3S^ ^/L additive, de plus elle vaut :
86, x35- , /*/1 , ô, , 6-V (X^)=JJ ^d^ xûf^

où p^.1 (resp. p 2) désigne la mesure :
36 36^

<^ ^ H.^x) (resp. V/ ^ H 2 ^ ) )
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pour toute <p (resp. i^) continue sur ô§i (resp. ôô^).

_ De plus, p^ x py2 est_ l'unique mesure balayée de e^ . pour
^(61 x 62) H (- ̂ ) (Ô\ x 62) portée par ô§i x ôô^ .

Démonstration. - j)^ x^py2 est Punique mesure balayée de
e^ ^ par rapport à ô(Ô\ x ^)n^(S^ x §^ )n ( -^ ) (ô i x ô 3) portée
par 36^ x ôô^ (possibilité de résoudre le problème de Dirichlet sur la
frontière distinguée).

Nous allons montrer qu'elle est aussi l'unique mesure balayée de
e ( x , y ) Par rapport à gî(^ x Ô^) H (- ̂ ) (§\ x Ô^) portée par
ôô^ x 302.

Il suffit de voir que ^(ô^ x §2)^( -^) (Ô\ x Ô^) est partout
dense dans e(6^ x 'ô^) n ^(Si x ô^) H (- gï) (ôi x ô^).

Soit e > 0 et soit u > 0, K continue au voisinage de ô^ x S^ ,
^eg?(§^ x ô^). Il existe sur la frontière distinguée 3§i x ôô^ une
fonction continue du type

2 <^0:) V/,(^) (somme finie)

où les .̂ et i//,. sont continues sur ôôi et ôô^ , telles que l'on ait sur
35^ x 3§2 :

2 ̂ (x) ^ ^ ( y ) - eu(x , y) < h(x , y ) < 2 ^.(x) ^.(^) 4- e^(;c, >')

pour tout (x , j^) G ôi x §2 , on a en intégrant par rapport à p^1 x p 2 :

S H^Oc) H^(^) - eH:61 ̂ Oc , ̂ ) < /,(x . y ) <

<£H^MH^W+eH: 8 l x 9 ^ 2 (x^)

d'après le lemme précédent, il existe des fonctions

/ ,E^(§ i )n ( -^ ) (^ )

^^(^^(-^H^)
vérifiant :

ôô, ô6^
1 2 H^/M H^OO - 2 /;.W^(>-))| < eu(x , >/)

pour (x, >QG §^ x ô^ .
On a donc finalement :
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1 2 f,(x) g,(y) - h(x , y ) | < e(u(x , ^) + H^01 x ^Qc, >Q) <2eu(x, y )

pour (x , y ) G ô^ x ô^ .
Il en résulte immédiatement l'unicité de la mesure balayée de

€ ( x , >o» portée par 35^ x ôô^ , par rapport à

^(ô, x ô^nc-^xô, x ô^)

En particulier, il n'existe qu'une seule mesure balayée de ^ ( x , y )
par rapport à ^(§1 x Ô^) et portée par 3§i x ÔS^ : c'est donc
,6, ô,,

P^ xp/.

La relation fondamentale du balayage :
aô, x âô-, /* ^(Ô, x^) )

R0 1 2 (x^)= sup j 0 r f M l / x e M ^ 1 ^(ôS^ x ôô^)

montre que l'on a :
ô Ô i X ô ô / , /»/* fi, 5^ ô i X Ô ^

V 2 ( x ^ ) = J J 0 d p , l x ^ 2 = H / ^x,^)

pour tout Cv , ^) E 6^ x ô^ et 0 continue sur 3§^ x ôô^ •

III. Retour sur la notion de base gï-très adéquate (cf. n° 41 à 48).

Le théorème suivant montre que la notion de base ^ï-très adé-
quate introduite au chapitre II pour reconnaître qu'un préfaisceau
maximal relatif à une base tfâ* = {(<^ , a?*)} est maximal relatif à
(fi = {(a? , ôcj)},n'est pas trop forte.

74. THEOREME. — ^ est un pré faisceau maximal relatif à une
base tf5* ={(ù;,ù;*)}.

On suppose que ^ est un faisceau régulier, séparant. Alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) ^ est maximal relatif à di = {((jû , 3o))}.
ii) la base (fi* est Si-très adéquate.

Démonstration.
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ii) ^ i) : ceci résulte du théorème 44.

i) => ii) : Soient c^ et 0:2 ^ ^3* c^i H c^ ^ 0. ^i n ^î ""Ç^
On va montrer que pour tout x E o^ H 0;^ , la mesure p^ f est

portée par l'ensemble ôc^Fi c^ .
Soient u et u de classe ^ et continues au voisinage de ùj^ et

telles que u > v sur ôo^ H o^ •
Soit s de classe ^ au voisinage de o^ , s ̂  u sur 3o?^ . La fonction
9^ _ _

5 — Ry est > 0 sur ôo^ H o;^ donc au voisinage V de ôc^ H cj^
dans o^ , et elle appartient à ^(o?^). Soit a un ouvert relativement
compact vérifiant ï C o?^ et cJ^ H ôa C V. Comme <B est ^

00?, _
adéquate ; s — Ry est positive sur a H a^ . a pouvant être pris

9^ _
arbitrairement grand, s — Ry > 0 sur o^ 0 G}^ . En faisant varier
5, on obtient :

ÔCiJi 00; i _
R^ ^ R»; sur a?! n ^2

On en déduit que pour tout x G c^ H o?^ , p^1 est portée par
3o?i H GJ^ •

Soit / la fonction définie sur C o?^ par :

( 0 si x Œ o?-> — w^
fW= ) 0 si x Œ Cxj^ — o?^

4-oo si x ^ <j3^

elle vérifie le critère de la remarque 65,2 donc est une fonction de
§î(Co;î).

Le résultat suit alors.
Reprenons les hypothèses du théorème 46. Nous obtenons le

résultat suivant (cf. Kôhn [6]).

75. THEOREME. — Soit § un faisceau d'espaces vectoriels muni
d'une base tfî= { (a? , a?*)} d'ouverts semi-réguliers.

On suppose que & est contenu dans un préfaisceau S de cônes
convexes relatif à 6i = {(cj , Cxj*)}, séparant et maximal. On suppose
(fî Si-très adéquate. On sait que ^ est maximal au sens usuel ( théorème
44), et on a les propriétés suivantes :

a) pour oj E û3, v de classe ^ au voisinage de ai, la fonction :
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! f v dp.^ dans a?
w =

u ailleurs

où ̂  désigne la mesure de Poisson de (a? , a?*) définie par ^ ^-» H^*
poi^ <^G <°(a?*), est une fonction de ^(cj).

b) On a w = (R^*)(J ûfaw a?.

Démonstration.

a) D'après le théorème 46, î;(x) majore f vdy^ quelque soit
x G cJ. w est donc s.c.i. Nous allons montrer que w vérifie le critère
d'appartenance du théorème 35 : si x est intérieur ou extérieur à a?,
le critère est évidemment vérifié.

Soit x un point de ôcj.
Si x G cj*, on a :

w(x) = v(x) > y i; dix > y w ûfjn

pour toute mesure ^ balayée de e^ et portée par un ôa, a étant un
ouvert arbitrairement petit et relativement compact contenant x.

Si .yGôcAo?*, soit a un ouvert relativement compact, x G a,
a H a?* = 0. Comme (B est Si-très adéquate, toute mesure balayée de
e^ par rapport à ^(a) et portée par ôo: est portée par 3a H a?. Or, le
lemme 45 montre que la fonction y -^ j v dp^ est prolongeable
au voisinage de x en une fonction / de ̂ . Si l'on a pris soin de prendre
a assez petit, il s'ensuit que l'on a :

f(x) > j fdfi pour JLA ̂  e^; par rapport à ^ï( a); comme jn est
portée par ôa H cj, ceci s'écrit :

w (x) > j w dp.

c.q.f.d.
b) w majore v sur a?*, on a donc w > (R^*)cj sur ( J J ' Soit

5 E ^(cJ), ^ > u sur a;*. On a pour x E a? :

s(x)> f sd^> f vd^ = w(jc)
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En faisant varier s :
(R^W>wM

IV. Maximalité des préfaisceaux cTespaces vectoriels.

Nous sommes maintenant en mesure de compléter le premier
chapitre (paragraphe IV) sur les rapports qui existent entre la maxi-
malité des espaces vectoriels et celle des cônes.

On a le théorème suivant :

76. THEOREME. — Soit S» un préfaisceau maximal relatif à une
base (fi = {(a; , Sa;)}.

On suppose que :
— Si est un faisceau
— ^ est régulier
— ^ possède une base (° de cloches
— la base (fi est héréditaire.
Alors toute fonction (fi-surmédiane par rapport à Si H (- ^) est

une fonction de ^.
En particulier, S1 H (— S<) est un préfaisceau maximal d'espaces

vectoriels relatif à la base (fi.

Démonstration. — Soit ^ un préfaisceau maximal de cônes con-
vexes relatif à (Si et contenant gï 0 (- §0.

Soit (a , V) une cloche de ^ contenue dans un ouvert de (fi. Il
existe une fonction v de classe ̂  et continue au voisinage de a, et
v < 0 sur a.

Soit f^- ^(a) : il existe (p continue à support compact dans a,
et À > 0, tels que l'on ait :

/> \v + </? sur a

II résulte du lemme 58 que la fonction — ( R ^ + ^ y ) ^ est continue
sur a et est_ localement surmédiane _dans l'ouvert U de a où l'on a
^+Âi;<(R^)^. Dans U, -(R^^)î est donc localement (Si-
surmédiane, donc localement dans ^. Comme g? est un faisceau, on a :
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-(R^^^WrH-^aj))
Ainsi la fonction / — (R^+^y)^ appartient à ^(U).
En chaque point x G 3U, on a :

Lim [/00-(R^,JïOO]>o
y —> x
yeu

La base (fî étant héréditaire, on en déduit l'inégalité •

/ - (R^)a>0 sur U

On a donc l'inégalité sur a tout entier.
En faisant varier <^ dans un ensemble filtrant croissant, on montre

que l'on a / G ^ï(a).
On termine en remarquant que Si est un faisceau.
En particulier, toute fonction (B-médiane appartient à ̂  H (— ^ï).

77. COROLLAIRE. — Si Si vérifie les hypothèses du théorème pré-
cédent, il est l'unique préfaisceau maximal vérifiant le principe du
minimum au sens usuel (Le. sur tous les ouverts de (fî = {(a? , ôa?)}
contenant Si Fi (- Si)).

Remarque. — On a supposé (Sî héréditaire. C'est une hypothèse
naturelle car un préfaisceau maximal relatif à une base (Si' est maximal
par rapport à la plus petite base héréditaire contenant (Si' dès que ^
est un faisceau.

V. Ensembles polaires.

Nous allons maintenant nous occuper d'une classe d'ensembles
exceptionnels.

78. DEFINITION. - Soit Si un préfaisceau relatif à une base
Oï={(G}, 00))}.

Nous dirons qu'une fonction /G^(U) est "Si-propre^ dans U
si l'on a :

V x G U , VCL)E(B, j c E c ^ C c J C U ,
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ffdti<+^, v^eMj^o^)

Remarque. — Si ^ est régulier, il est équivalent de dire que l'on a :

sup {R^(x)/^ G eOûj) , ̂  < /} < + oo

Les fonctions "^-propre" forment un préfaisceau de cônes
convexes que nous noterons^.

79. PROPOSITION. — On suppose que ^ est un faisceau régulier,
(Si -saturé.

Soit /G ^(U), pour que f soit^-propre, il faut et il suffit qu'il
existe une base Oî^ de rouvert U, formée d'ouverts relativement
compacts dans U, telle que ^ soit relatif à tfîy et telle que l'on ait :

V x E U , 3o;G^, xC^
tel que :

ffd^ < + oo, VJLI G M^ ̂ \9o})

Démonstration. — La nécessité est évidente.
Soient x E U , o;etf3, j c G ^ C c j C U . Il existe a?i G(B^ et

vérifiant : x G o?i C cji C a?.
Soit <^ E (°(3a;), ^ < / sur 3a? : il existe v G ̂ ç (cï), et vérifiant :

<^ < t; sur ôo?
v < / au voisinage de cj

On a alors :
R^^XR^xXR^1^)

la deuxième inégalité résultant des hypothèses sur Si.
On a ainsi :

R^Oc) < sup {R^^x) | V/ G e0o^), ^ < /} < + oo

80. COROLLAIRE. — ^' est un faisceau.

81. PROPOSITION. — So it Si un pré faisceau saturé relatif à une
base Si = {(a? , ôc^)}.
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Soit U^^'W)

posons A = {x G U | u(x) < + 00}
La fonction

( 0 si j c G A n U
v(x) =

+00 si x G U \ A

^ ^^ fonction de ^'(U).

Démonstration. — II suffit de montrer que pour tout x ^ U tout
a? G (B, o3 C U, x G a? on a :

^i(U\Â) = 0 pour /ie M^OOJ))

Or c'est évident, car M est jLi-intégrable par hypothèse. On a alors
jn(U\A) = 0, donc JLI est portée par U H A. Il en résulte l'inégalité :

On a donc
y(x) > f vdiji = 0

t;G^(U)

v(x) ̂  v ^

82. DEFINITION. - 5'o/r ^ K/Î préfaisceau relatif à Si = {(a;, ôa?)}.
OTÎ dira qu'un ensemble P e^ polaire sur un ouvert U s ' i l existe une
fonction /G^r^U) vérifiant :

f = + oo sur P H U

û^ même, P ^ra A7 localement polaire s ' i l est recouvrable par des
ouverts U, sur chacun desquels il est polaire.

83. PROPRIETES IMMEDIATES. - Si Q C P et si P est polaire (resp.
localement polaire) sur un ouvert U, alors Q est polaire (resp. loc.
polaire) sur U.

Si P et Q sont polaires (resp. localement polaires) sur U, leur
réunion P U Q est polaire sur U (resp. localement polaire).

Si P est polaire sur U, il est sans point intérieur sur U (car il est
^-négligeable pour toute mesure JLI E M^ ̂ (ôa?) a? G (B, cj C U). // ^2
est de même si P est localement polaire.

Remarque. — Sous des conditions plus fortes, on peut améliorer
ces propriétés.
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84. LEMME. - Soit S un préfaisceau relatif à Ûi= { ( a ? , ôa;)}.
Pour toute fonction f^Sf(V), V ouvert, pour tout x E U , et

pour toute famille (AI,)^ de mesures à supports dans un a?o fixe,
a?o e Ûi.balayées de e^ par rapport à ^(ù^), filtrée par un ultra filtre
'U sur l tel que Von ait :

On a :
Supp ^——> {x} suivant ^U

f{x) = lim ffd^

Démonstration. — La famille jn, converge vaguement sur ù3o vers
une mesure jn balayée de e^ (l'ensemble de mesures balayées de e^ par
rapport à ^(ù3o) est compact. Le support de fi est{x}, donc JIA est de
la forme \€y . Il existe deux fonctions u et v G ^(ù5o) vérifiant u > 0
sur a?o, ^0) < + oo

et t;(x) < 0

On en déduit que X = 1 donc p. = e .̂ .
On a donc :

/W>lim//^>/(x)<u, J •

La première inégalité étant évidente, et la seconde résultant de la
semi-continuité inférieure de l'application

p. 'y-^ f f^
85. THEOREME. — Soit ^ un pré faisceau maximal relatif à une

base t f 3 = { ( o ? , a;*)} régulière extérieurement.
On suppose que Bi est un faisceau, que Si est régulier et que §ï est

Ûi-séparant.
Soit P un ensemble fermé et localement polaire. Si v est une

fonction G^ï(î2\P) bornée intérieurement au voisinage de chaque
point de P, alors la fonction :

vW=

appartient à ^(Ï2).

v(x) si xGÎ2\P
lim v ( y ) si x E P

y —> x
ye^\P
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Démonstration. — II existe un recouvrement (U^-çi de P par des
ouverts U .̂ tels que P soit polaire sur chaque U^.. On peut donc se
ramener au cas où P est polaire sur î2, car Si est un faisceau.

Soit WpG^(î î ) telle que Wp = + oo sur P, Wp est finie sur un
ensemble partout dense D.

La fonction :

v + — Wp sur Î2\P
^ == - n OîGN, n > 1)

+ °° sur P

est une fonction v^ G §ï(î2), d'après le théorème 35. Soit v la régula-
risée s.c.i. de l'enveloppe inférieure de la suite v^ : elle appartient à
^(Î2) d'après le théorème 50, et vérifie :

v > v dans Î2\P

II existe un ensemble filtrant croissant de couples (Î2, , ̂ .), avec
^.G^(Î2,), Î2 = U Î2, et

i

ê = sup gf (gf continue sur Î2^)
i

Pour tout z, on a dans Î2 .̂ :

donc :
Si ^ ^n P0111" t0111 7Î

.̂ < v sur P H Î2,

On va démontrer la même inégalité sur S2,\P. Soit x E Î2,\P, et
soit a? ̂  (fi, cj C Î2,\P, x G a?, on a

v(x)> j vd^> j g^ dp.

pour jnE M^^CÔCJ), car on a .̂ < ^ /i-presque partout. On applique
le lemme 84 et on en déduit l'inégalité :

v(x)>g,(x)

D'après la définition de v, on a alors :

g^ < v sur Î2,
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d'où à la limite :
v < v sur Î2

D'autre part, on a sur Sî\P

v > v donc v = v sur Î2\P

Soit x G P , et soit (c^),ei une famille filtrante décroissante de
voisinages de x, a?,. G tfî et soit jn, ê M^^^ôo^.). Si 'U est un ultra
filtre sur 1 plus fin que le filtre des sections de I, on a d'après le
lemme 84 :

v(x) = lim / v dfJi.
u ^

soit, puisque P est ^.-négligeable pour tout i :

v (x) = lim / v ûfjn,
ai J

qui peut s'écrire :

î(x) > lim Ml) x lim Inf{i; (y)\y^- ÔGJAP}ai l u l

ou :
î>(x) > 1 x lim Inf{î; ( y ) | y E cï.\P} > i)(^)

OL

finalement, on a :

{) = v sur Î2, et donc v E S(Î2)
c.q.f.d.

86. COROLLAIRE. - Sous les hypothèses du théorème 85 si
h G ^(Î2\P) H (— @/(Î2\P)) ^ 05^ bornée au voisinage de chaque
point de P, alors h est prolongeable par continuité à Î2 tout entier, et
son prolongement appartient à ^(Î2) H (— ^(Sî)).

Démonstration. — La fonction

h(x) si xEÎ2\P

^(•x-) = Um h(y) si jcEP
3/^^

3/eî2\P

appartient à ^(S2) d'après le théorème 85.
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De même la fonction :

h(x) si ;cen\P
h(x) = Um h(y) si x E P

y —> x
y€^î\P

appartient à — ^(Î2).
Pour tout x E Î2, tout a; G tfî suffisamment petit, et toute me-

sure jLiŒ M^^ÔO)), on a les inégalités :

jn(Â) <h(x) <h(x) <^(h)
»/ A

Or, la fonction h — h est ju-négligeable car elle est nulle en
dehors d'un ensemble polaire. On a donc l'égalité, et le résultat
s'ensuit.

Remarque.

1) Le théorème précédent s'applique à toutes les théories axio-
matiques locales du potentiel.

2) On peut remarquer que dans la démonstration du théorème 85
et du corollaire 86, il suffit d'utiliser le fait que la fonction W vérifie
seulement la propriété suivante : pour tout x G Î2, et pour tout_ voisi-
nage V dejc, il existe c ^ G ^ x G ù j C c J C V e t i l existe JLI G M^^ÔCD)
telle queW, soit jn-intégrable. Ceci permet d'appliquer le théorème 85
aux fonctions séparément surharmoniques sur R^ x R^, ou bien pluri-
surharmoniques sur C".

VI. Les ouverts de Green en théorie axiomatique de Brelot.

On rappelle qu'un ouvert U est dit de Green, dans une théorie
axiomatique de Brelot munie des axiomes I, II, III (cf. [9]) s'il existe
un potentiel p > 0 sur U.

Nous allons caractériser les ouverts de Green par une propriété
de maximalité.
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LEMME TOPOLOGIQUE. — Soit Î2 un espace localement compact,
non compact, à base dénombrable. Toute fonction f s.c.i. >—oo.swî2
est la borne supérieure d'une suite croissante de fonctions finies
continues.

Démonstration. - On se ramène au cas 0 < / < I. Il existe alors
une suite croissante de fonctions ^ continues à support compact
vérifiant :

0<^ <f

Posons : (R = Y 2~" ̂  .
yi> 1

On a : 0 < ^ < f .

La fonction / — ^ est elle-même la borne supérieure d'une suite crois-
sante de fonctions ^ continues à support compact, telles que
0 < s ^ n < ^ f ~ { P ' On a ainsi :

/= sup (^ 4- V/J
n

avec 0 < (p + ̂  < / .

87. THEOREME. - Soit Î2 i^ espace localement compact à base
dénombrable, non compact, connexe et localement connexe, muni
d'un faisceau 9€* de fonctions hyperharmoniques associé à une
axiomatique de Brelot vérifiant les axiomes I, II, III. On suppose que
les constantes sont harmoniques et que tout point est localement
polaire.

Soit (fi une base héréditaire de ^2, formée d'ouverts œ relativement
compacts, munis de leur frontière topologique ôo?, Gi = {(a? , ôo?)}.
Alors :

I) pour tout ouvert U de Î2, SC^U) est un cône maximal parmi
les cônes convexes de fonctions s.c.i. > —oo sur U, vérifiant le prin-
cipe du minimum relativement à Qi.

II) U est un ouvert de Green si et seulement si le cône 9€^(V)
des fonctions hyperharmoniques bornées intérieurement dans U est
maximal parmi les cônes convexes de fonctions s.c.i. bornées infé-
rieurement dans U et vérifiant le principe du minimum relativement
à Ûî.
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Démonstration.

I) Nous allons d'abord montrer que les fonctions finies continues
de 96* (U) séparent les points de U.

D'après un théorème d'Anandam (th. 3-4, [1 , a]), pour tout
point XQ de V, il existe / surharmonique dans U, valant 4- oo en XQ .

Soit YQ ^ XQ : on peut supposer que / est harmonique au voi-
sinage de YQ (en l'y remplaçant au besoin par la solution d'un pro-
blème de Dirichlet). Soit ^GÔ(U), ^ < /, ^(Xo)>/(^o) (lemme
topologique). La fonction R^ est surharmonique continue dans U
(démonstration identique à celle du cas (p > 0). L'inégalité ̂  < R^ < /
montre que l'on a :

R^o) > ̂ o) >f(Vo) > IÇ(^o)

Nous allons maintenant montrer que chaque point \o de U possède
une base de voisinages ouverts relativement compacts ô dans U pour
chacun desquels la mesure p^ (définie par v -^ R^(Xo)» v surhar-
monique continue au voisinage de § ) est l'unique mesure balayée de
e^ par rapport à la restriction de S€*(\J) à ô.

Soit a un ouvert relativement compact dans U et contenant ^o •
D'après la séparation des points de U, il existe une fonction / surhar-
monique continue vérifiant :

/Oco) > 0
/ < 0 sur 3a .

Soit /„ une suite de fonctions surharmoniques continues dans U en-
gendrant un sous-espace vectoriel dense de <° (a). Soit Ky, une suite
croissante de compacts de réunion U. Posons \ = Inf /„. Il existe

K/!

une suite e^ de réels > 0 telle que la série

^ = S ̂ fn-\)
n

converge uniformément au voisinage de a. Sur tout compact K, v est
la somme d'une fonction surharmonique et d'une série de fonctions
surharmoniques > 0. v est donc surharmonique dans U et continue
au voisinage de a.
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Pour e assez petit, / + ev vérifie :

/(^o) + er(^)>0
/ -t- ev < 0 sur 9a .

Soit 5 l'ensemble des points de a où f + ev > 0. ô est un ouvert
d'adhérence ô compacte incluse dans a.

Soit p. une mesure balayée de e^ par rapport à 9e*(\J)\^
L'égalité

Inf{ î ;E9e*(U) | t ;>w sur 36}= InfQ; G 9e*(§) [î; > w sur 98}

valable pour toute w surharmonique continue dans U entraîne que ^
est balayée de p^ par rapport à ^(IDIg .

On a ainsi :

/(/+ 6t;)rfp^ = 0 = /(/+ ei;)^
et

I^P^ff^.ffndp^ff^

II s'ensuit que l'on a //, ûfp^ = f fn^ Pour tout ^, d'où /z = p^ .

Soit maintenant S un cône convexe de fonctions s.c.i. > — o o
dans U, vérifiant le principe du minimum relativement à la base (fi, et
contenant ^(ll). Pour toute s E S, on a :

^x,)>fsdp^

Ceci montre que la fonction s est surmédiane dans U par rapport au
préfaisceau 96* et à la base (fi (cf. rem. 38 bis,2). Donc, s appartient
à 96* (U) (maximalité du préfaisceau 96*).

II) Soit U un ouvert de Green : pour tout XQ dans U, il existe
un potentiel p > 0 valant + oo en x ^ . On en déduit comme ci-dessus
que pour tout a ouvert relativement compact dans U contenant XQ il
existe une fonction surharmonique continue positive / dans U,
vérifiant :

/(^o) > 1
/ < 1 sur Sa .
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La même démonstration qu'au 1 montre alors que p^ , pour un
certain ouvert § relativement compact dans a et contenant XQ , est
l'unique mesure balayée de e^ par rapport au cône S^OJ).

Réciproquement, si U n'est pas un ouvert de Green, on sait que
toutes les fonctions hyperharmoniques bornées inférieurement dansU
sont constantes. Il suffit donc de montrer que le cône R . 1 n'est pas
maximal. Soit F une partie fermée dans U, distincte de U, connexe et
non compacte (il en existe). Notons <p la fonction caractéristique du
complémentaire de F dans U. Le cône R . 1 + R . ̂  vérifie le principe
du minimum relativement à la base (Si. En effet, il suffit de démontrer :

û; G (fi et ^ a ) n F = = 0 = > c ^ ; n F = 0

On a : F = (F H ôcj) U (F H a?) U (F H C a;)

F étant connexe : 0 = F H a? soit ai H F = 0

ou F = F H a? Le. F C a? ce qui est impossible car a; est relativement
compact dans U.

q.e.d.
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CHAPITRE V

AXIOME DE CONVERGENCE

Nous allons maintenant étudier l'axiome de convergence : nous
suivrons pas à pas le début de la quatrième partie de l'article de
Mokobodzki et Sibony [20]. Avec des hypothèses convenables, leurs
idées s'appliquent bien à notre cadre.

88. DEFINITION. — Soit S1 un préfaisceau maximal relatif à une
base ûî = {(a?, ôco)}. On dit que ^ est normal (30), s'il vérifie les
conditions suivantes :

1) (condition du balayage renforcée) : pour tout compact K et
pour tout point x Ç=- K, il existe deux fonctions u et i;E^(K) telles
que :

u > 0 sur K, u(x) < + oo, u continue en x sur K,
v < 0 sur K, v continue en x sur K.

2) pour tout a? ̂  <B, toute v E ^(cJ) v bornée sur cJ, la fonction
R^ est s.c.s. dans a?.

89. PROPOSITION. — Soit ^ un pré faisceau maximal relatif à une
base (fi = { ( a? , 3a?)}. On suppose que ^ est normal. Alors, pour tout
ouvert U, toute fonction u Gï-surmédiane dans U (cf. déf. 56,a) loca-
lement bornée intérieurement, la régularisée s.c.i. ù de u appartient à
^(U).

Démonstration. — II suffit de montrer que ù vérifie la condition
d'appartenance (on a évidemment ù > — °°) : soient a? E (B, a? C U,
v G ^(cj) v bornée sur a;, ù + v > 0 sur ôa;. Pour toute fonction
/Egï(û3), /> v sur ôa?, on a :

u + /> 0 sur ôo?
donc u 4- / > 0 sur o3

(30) Le mot "normal" a été choisi à défaut d'un meilleur
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On en déduit :
u + R^ > 0 sur û3

soit : u > — R^ sur œ

Par régularisation s.c.L, il vient :

ù > — R8^ sur a?
soit :

^ + î ; > ^ + R ^ > 0 sur a;

On en déduit ùç. ^(U) d'après la propriété 5,9.

90. COROLLAIRE. - 5'; des u^ appartiennent à ^(U) et sont loca-
lement uniformément bornées intérieurement dans U, la fonction
u = Inf Uf est (fi-surmédiane dans U ; donc sa régularisée s.c.i. ù ap-

i
partient à ^(U).

91. PROPOSITION. —Soit ^ un pré faisceau maximal relatif à
(fi = {(a; , 3cj)}. On suppose que if est normal et (fi-séparant. Alors,
pour tout ouvert relativement compact a, et toute fonction^ continue
finie dans a, la fonction R^ est continue dans a et appartient à
^(a).

Démonstration. — R°. est (fi -surmédiane dans a, et localement
bornée inférieurement dans a. Sa régularisée s.c.i. R°. appartient à
^(a) (prop. 88) et majore <p dans a. Elle vaut donc R°; qui est ainsi
s.c.i. dans a.

Il reste à voir que R°p est s.c.s. dans a. Soient XQ G a, i<E^(a),
u > 0 sur a, u(Xo) < -h °°, u continue en XQ.

s! I^C^o) = + 00» t^O'o) est ^•^ en ^o •
Soient À > R^), /G 9(a\ f> ̂  /(^) < À.
On peut supposer / bornée au voisinage de XQ en la remplaçant

au besoin par une fonction de la forme Inf(/, nu) pour n suffisamment
grand. Soit v ce voisinage. Soit e > 0 tel que :

^XQ)<çu(Xo)^f(Xo)<\

Comme ^ est normal, il existe w G ^ï(a) w continue en XQ , tel que :
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<^o) < - ̂ o) < ^(^o) + A^))
II existe donc un voisinage de XQ , CDG(B, cJ C V, tel que l'on ait :

^(x) <- w(x)< eu(x) + /Oc), V x E cj

On a alors :

^p(x) < - w(x) < R^Oc), Vx G a;
La fonction

Inf(R^^ , eu + f) dans a;
g =

eu -\- f dans a\o?

est ^3-surmédiane dans a, (^ est en effet un faisceau) et on a :

^ ^ g dans a ,
donc (R < g dans a ,
d'où : ^°p^g <g dans a ,
c'est-à-dire :

K < R^/ dans ^ •
Or, on a :

Re^/^O^^o)^^)^

soit R^ < À au voisinage de XQ .

92. THEOREME. - Soit ^ un préfaisceau maximal relatif à une
base (fi = {(a? , ôco)}. Si ^ est normal et (fi-séparant,^' est régulier.

Démonstration. — On va d'abord montrer que pour tout ouvert
a relativement compact, il existe une fonction continue w G ^(a),
w < 0 sur a. Soit v G ^ï(a), v < 0 sur a, et soit ^ continue finie sur
a, (^ < v. La fonction R°p est la fonction w cherchée.

Soit maintenant v G ^ï(U), U ouvert. Soient K compact C U, et
(^ continue sur K, ^ < v sur K. Il existe un ouvert relativement
compact a, K C a C a C U, et une fonction ^ finie continue sur a,
vérifiant :

^ < V/ sur K et V/ < v sur a
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On a alors :
V/ < R^ < v sur a

II existe une fonction w continue sur a, w E ^(a), w < 0 sur a,
et e > 0 suffisamment petit pour que l'on ait :

(^ < R^ + ew sur K

et R^ + ew < i; sur K

Ce qui donne le résultat.

93. PROPOSITION. - Soit ^ un préfaisceau maximal relatif à
(fi = (a? , ôo;) . 0/î suppose que ^ est normal, et Ûi-séparant. Alors
toute fonction u localement bornée, s.c.i. etûi -médiane (Ûi -surmédiane
ainsi que — u) est continue. En particulier, pour tout ouvert a rela-
tivement compact tel que ^(d) sépare linéairement a, et pour toute
fonction i;G^"(a),î; finie continue sur a, la réduite R^ est continue
dans a.

Démonstration. — Soit cj GÛ3, o3 C U, on a évidemment :

u > R^ dans a?

Soit /G ^ï(a;), /> u sur ôcj : on a alors / — u > 0 sur ôo? ; on en
déduit que R^ — ^ > 0 sur a?. La fonction u = R^ est donc s.c.i.
et s.c.s. dans a?, c'est-à-dire continue dans (jj.

Si maintenant v est une fonction de ^ï(a), a relativement compact,
linéairement séparé par ^(a), et si v est finie continue dans a, la
fonction R3^ est < v < + °°, et > — oo (condition du balayage ren-
forcée due à la normalité). Elle est donc (B-médiane dans a, comme
elle est s.c.s. d'après la normalité de ^ï, elle est donc continue dans a.

94. LEMME. — On suppose que Î2 est à base dénombrable, que
^ est un pré faisceau maximal relatif à une base Si = { (a? , 3a?)}, que
^ est (fi-séparant. Soit a un ouvert relativement compact tel que
^ï(a) sépare linéairement a, et tel que R^ soit continue dans a
pour toute fonction v E ^(a), v continue sur a. Alors, pour toute
fonction v E §ï(a), on a l'égalité :

R^OC) = fvdp°, pour tout xCa .
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Démonstration. — La démonstration qui suit est la transcription
dans notre cadre d'une démonstration classique due à Brelot [7].

Il existe une suite croissante de fonctions v^ G ̂ (a), v^ continues
sur a, tendant vers v sur a.

Soient x G a, e > 0, /„ > ̂  sur Sa, /^ E ^(a), tels que :M ' " n "-" ""» ^M

^W- R^OcX^.2-^, V ^ E N

La fonction
w = = Sup R:: + S (/, - IÇ)

" ^ .>!

appartient à ^ï(a). On a :

^ > R^ + fn - R^ == ̂  dans a,\/n .
donc :

Lim w(y)> Lim /^(^) = ^(z) Vn, Vz G Sa .
^ — > - z e a ^ — ^ z e ô a

puis :
Lim w ( y ) > v ( z ) V z ^ ô a .

>' —>- ze 3o!

On en déduit l'inégalité :

w > R^ sur a

Au point x, on a :

w(x) <sup R^(JC) + e
n n

puis :

e étant arbitraire :

R^x) < sup R^Oc) + e
71 M

R^^XsupR90^)

L'inégalité inverse étant évidente, on a :

R^(x)=sup fv^dp°i= fvdp^= vdp^

(31) p^ est la mesure M -«->• R^°'(x) pour M continue £ ®i(a) (voir remarque 65).
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95. PROPOSITION. — Les hypothèses sont les mêmes que celles de
la proposition 93. On suppose de plus que Î2 est à base dénombrable.
Alors, si v appartient à ^(a), v localement bornée dans a, la fonction
R^ est finie continue dans a.

Démonstration. - R^ est localement bornée dans a d'après
l'hypothèse. D'après le lemme 94, c'est la borne supérieure d'une suite
croissante de fonctions médianes continues dans a : elle est donc
médiane s.c.i. donc continue dans a (proposition 93).

96. THEOREME. — On suppose Î2 à base dénombrable, soit ^ un
pré faisceau maximal relatif à une base (fi = {(a? , 3o?)}, (fi-séparant et
régulier. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) gï est normal.
b) pour tout cjGtfî, toute fonction v s.c.i. bornée, u E ^(o3), la

fonction R^ est continue dans a?.
c) i) pour toute famille filtrante croissante h^, localement uni-

formément bornée supérieurement, h, E ^(U) H (- ^(U)), U ouvert,
l'enveloppe supérieure h = sup h^ est dans ^(U) H(— ^(U)).

ii) il existe une base (° d'ouverts relativement compacts ô tels
que l'application x 'v-^ ) ^pdp^ soit continue dans S pour toute
fonction continue ^ sur 36.

d) i) toute famille localement uniformément bornée de fonctions
appartenant à ^ï(U) H (-^(\J))pour U ouvert, est équicontinue.

ii) même condition qu'en c) ii).

Démonstration. - On va faire la démonstration selon le schéma
suivant :

j>^<ï ^
a) => c):le i) résulte de la proposition 93. Enfin, pour chaque a?€(B
(tf3 par exemple) et pour toute fonction î;Ggï(c<5) v continue sur c5,
R^ est (fi -médiane s.c.i., donc continue : La fonction x ^-> j v d p ^
est ainsi continue dans a;. Comme toute fonction ^ continue sur 3 a?
est limite uniforme de différences de fonctions continues de ^(û3), il
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s'ensuit que la fonction x -v-^ (pdp^ est continue dans 0) par
convergence uniforme grâce au principe du minimum.

Il suffit donc de prendre (° = (fi.
c) =^ b) soit eu G (B, et soit v E ^ï(cj), f continue. Pour ô E (°, § C a?,
on a :

R86^ = R^ dans s (tronquage)Rl;
Soit ff l'ensemble filtrant décroissant des fonctions continues, f^ G^(c^),
f^ > v sur ôo?. On a :

R^=Inf/ ; . dans CD
donc : '

R^ = R0^ = Inf R^6 (lemme de Dini)
"U î J

donc R^ est continue dans ô d'après le i).
Il reste à voir qu'il en est de même si v est seulement s.c.i.

bornée. D'après le lemme 94, on a :

R8^ M == f ^ û^ = sup f i;, dp^ = sup R^ (x) x C a;•/ j j (

.̂ étant un ensemble filtrant croissant de fonctions continues de §ï(o;),
d'enveloppe supérieure v.

b) =^ a) évident.
d) =^ c) évident.
c) =^ d) soit H un ensemble localement uniformément borné dans
^(U) H (- ^(U)), U ouvert. Soit XQ ̂  U : on va montrer que H est
équicontinu dans un voisinage compact de XQ .

Soient § et §' G e,

XQ G §' C 0'' C § C § C U

Considérons les applications T et T' définies par :

T : ô(§) ————> e(ô')
^ ^————> f^dp^ (x G ô')

r : eçô1) ———> e(K)
^ v————> f^dp^ (xEK)

K C §', K voisinage compact de XQ.
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Pour toute suite ^ croissante bornée dans 6(5), la suite T(^)
converge uniformément sur ô' : d'après un théorème de Grothendieck,
[13,a], T est faiblement compacte. Il en est de même pour T\

Soit h^ une suite extraite de H. La suite h^ = T(/^) est donc
faiblement relativement compacte dans <S(§'). D'après le théorème de
Smulian [13,a], on peut en extraire une sous-suite .h^ qui converge
faiblement dans Q ( ô ' ) . Toujours d'après Grothendieck [13,a], la suite
T^(/^ ) = h^ converge dans <°(K), c'est-à-dire uniformément sur K.

Il résulte alors du théorème d'Ascoli que H est équicontinu sur
K(32).

Le ii) est évident.
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