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Introduction.

Les résultats les plus importants de la théorie classique du po-
tentiel ont été systématiquement axiomatisés donnant ainsi naissance
à diverses théories (locales). Pour éclairer sous un autre angle certains
aspects, des liaisons approfondies ont été faites avec la théorie des
probabilités, les équations aux dérivées partielles, etc.

De toutes ces axiomatiques, les plus connues sont :
Faxiomatique de M. Brelot [6]
Faxiomatique de H. Bauer [2]

et Faxiomatique de C. Constantinescu et A. Cornea [8].
Comme dans ce travail nous utiliserons souvent des résultats de

[2], nous donnons ci-après un aperçu de ses axiomes : Soient Î2 un
espace localement compact, à base dénombrable et 11 (resp. ^ç)
Fensemble des ouverts non vides (resp. des ouverts non vides relati-
vement compacts) de S2. A chaque ouvert U €E ^U est associé un espace
vectoriel 9€^ de fonctions réelles finies continues dans U, dites harmo-
niques dans U.

1 (de faisceau). — Toute fonction harmonique dans U est harmo-
nique dans tout ouvert partiel et toute fonction dans U qui est har-
monique dans un voisinage ouvert de chaque point de U est harmonique
dans U.

II. — Les ouverts réguliers forment une base pour la topologie
de Î2. (Un ouvert a? G ̂  avec 3 a; ^= 0 est dit régulier si : i) pour
tout /GC(9a;) il existe une seule fonction de C(cï) telle que sa res-
triction à co, notée H^, appartient à 9€^ et ii) f> 0 =^ H^ > 0).

III (de convergence). — Pour toute suite croissante (h^) de fonc-
tions harmoniques dans U G^, on a : sup h^(x) < °° sur un ensemble

n
dense de U =^ sup h^ G SÇy.

n

IV (de séparation). — Les fonctions hyperharmoniques séparent
fortement Î2 [pour je, y G Î2, x =^= y , il existe u, v hyperharmoniques
dans î2 telles que u(x) v ( y ) ¥= u(y) v(x)}. De plus, pour tout U E ̂  ,
il existe h € SÇy strictement positive.

Remarquons que l'axiome de convergence dans [6] est plus fort
permettant ainsi à cette théorie une plus grande richesse de résultats
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applicables aux équations elliptiques linéaires du second ordre, tandis
que les deux autres théories s'appliquent également à des équations
paraboliques linéaires du second ordre.

Ces axiomatiques, ayant été inspirées par les équations linéaires
du second ordre, ne s'appliquent pas à des équations simples d'ordre
plus élevé comme l'équation (classique) biharmonique A2^ = A(A^) = 0.

Considérons maintenant le problème de Riquier du cas classique
pour A 2^ = 0 : Soit a? un ouvert borné de R" avec frontière assez
bonne et /i , f^ G C(9o;). Trouver u dans cj tel que A2 u = 0 et u,
Au admettent sur 3 a? des limites égales respectivement aux fonctions
données /i , /2 .

S'il existe un couple (u^ , u^) dans G; tel que

Ai^ = — u^ , Ai^ = 0 (dans a?) (1)

et lim u.(x) = fÀy) sur ôa; (; = 1 , 2) ,
cj^x ->yG9w

on a alors trouvé la solution u = u^ du problème de Riquier (i).
On est donc amené à considérer les couples (u^ , u^) satisfaisant

(1). Remarquons que (^ , u^) sont compatibles dans le sens que si u^
est nul dans un ouvert alors u^ l'est aussi.

Dans ce travail nous allons développer une approche axiomatique
- au moyen de couples compatibles(2) - applicable à des équations du
type L^(L^ h) = 0 où Ly (/' = 1 , 2) est un opérateur différentiel linéaire
du second ordre elliptique ou parabolique (comme dans [10]).

Essayons maintenant de donner une esquisse de notre axioma-
tique : On se place dans un espace î2 localement compact, à base
dénombrable. Soit S^ une application U -> 3€(V) qui à chaque U G 'U
associe un ensemble 9€(V) de couples compatibles dans U formant un
sous-espace vectoriel de C(U) x C(U).

(1) Signalons que dans "Sur les fonctions polyharmoniques et le problème de
Riquier", Nagoya Math. J., 37, 1970, p. 81-90, M. Ito étudie le problème généralisé
(cas poly harmonique) pour a? ouvert borné de R" (n > 2) et /\ , f^ boréliennes
bornées sur ôa; en utilisant un balayage (avec des noyaux) itéré assez difficile.

(2) Cette approche est motivée par des considérations ayant trait à un "certain"
principe du minimum ainsi que par le souci de traiter aussi un problème aux limites
analogue au problème de Riquier du cas classique pour A 2 ^ = 0.
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Un o? € ̂  avec 9 G; ̂  0 est dit 96-régulier si
i) à tout (/i ,/2)E C(ôc^) x C(ôa?) on peut associer un seul

(h^, h^)e3€(oj) tel que :

lim /L(X) = /,(z) , Vz G 9^ , / = 1 , 2
a» 3jc ->z ' '

ii)(3) (A , A) > (0 . 0) =' ^i > 0 dans û;

/2 > 0 =» /?2 > 0 dans a? .

On aura donc, pour tout x E a;, une forme linéaire > 0 sur
C(ôo?) x C(3o;) et une forme linéaire > 0 sur C(9o?) ; la première
s'écrit comme somme de deux formes linéaires > 0 sur C(8o?) car
(A , /î) = (A . 0) + (0 ,A). D'où un unique système (X^ , ̂  ,^)
de mesures > 0 de Radon sur 9 oj tel que :

h,W=ff,d^^ff^d^ , h^x)=ff^d\^ .

AXIOME I. — ae est un faisceau sur Sî.
[Un couple (h^ , h^)G. 9€(U) est dit biharmonique dans U].

AXIOME II. — Les ouverts ^-réguliers forment une base pour la
topologie de Î2.

On dit que le couple (i^ , v^) estS^-hyperharmonique dans U si :
i) i^ ,v^ sont s.c.i. et > —°° dans U.

ii) v^(x)> f v^d^ -^fv^d^ , v^x) >f v^d\^

pour tout a? ouvert SC-régulier C c5 C U et tout x G a?.
Notons par :

^(U) == l'ensemble des couples 96-hyperharmoniques dans U,

9€^W)={v, : (î;i,0)ege*(U)} ,

9e?(U) ={1:2: 3 v, ;(i;i ,^)ege*(U)},
9e, (U) = ge,* (U) n [- ge; (U)] ( 7 = 1 , 2 ) .

(3) On utilisera pour les couples toujours l'ordre produit, c'est-à-dire pour
chaque / = 1 , 2 .
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AXIOME III. - a) Les fonctions de9€^W séparent fortement Sî
et de même les fonctions de 3€^(^î).

b) De plus, pour chaque U G ^ U ^ , il existe /^G3e^(U) et
u^ G^e^(U) strictement positives dans U.

AXIOME IV. — (de convergence), a) Pour toute suite croissante
^E^(U), U G U (n indice EN), on a : sup h^x) < oo sur un

n

ensemble dense de U =» sup /^ G 9€^ (U).
M

h) Pour toute suite croissante h^3€^(V), V^U, on a :
sup h^(x) < oo 51̂  i^ ensemble dense de U =^ sup /^ G ̂ (U).

M n

On dit alors que (Î2 ,36) est un espace biharmonique.
Notons que le choix de nos axiomes a été dicté par un certain

souci de simplicité et de facilité de vérification dans les applications
même si ainsi nous écartons quelques cas — éventuels — intéressants
(dans l'optique de [8] pour le cas harmonique) que l'affaiblissement
de certains de nos axiomes aurait permis d'inclure.

Remarquons enfin que, dans une toute autre direction, N. Boboc
et P. Mustata(4) donnent une axiomatique (polysurharmonique) de
caractère global (avec utilisation de cônes et d'opérateurs itérés).

Nous allons maintenant parcourir notre travail (qu'on a divisé en
douze parties).

Dans la première partie, outre les axiomes, on établit un principe
du minimum dans les espaces biharmoniques ; ensuite, on montre que
9Ci , 3€^ sont des faisceaux sur S2 (d'espaces vectoriels de fonctions
finies continues) et que le cône des fonctions 96. hyperharmoniques(5)
dans UGZl est identique à3^*(U) (/ = 1 , 2).

De plus, on démontre que (Î2 , 3€^), (Î2 ,3Ç^) sont deux espaces
harmoniques (associés à l'espace biharmonique (î2 , 96)).

(4) Considérations axiomatiques sur les fonctions poly-surharmoniques, Rev.
Roumaine Math. pur. appL, t. XVI (8), 1971, p. 1167-1184.

( s) Pour / = 1 , 2, on définit de façon habituelle les ouverts 5^-réguliers et
les fonctions v 3^-hyperharmoniques comme étant s.c.i. > — oo dans U et telles
que pour tout a? ̂ y-régulier C a? C U et toute/G C(à(jù) avec / < v sur ôo;, on a
dans cj, v > H^ (respectivement pour ̂ i , S€^).
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- Ce sont les particularités du cas elliptique (biharmonique)
ainsi que des inégalités de Harnack que nous examinons dans la
deuxième partie.

- En s'inspirant du cas harmonique, on consacre la troisième
partie aux couples à peu près96-hyperharmoniques et l'on établit des
propriétés analogues.

- Dans la quatrième partie, on définit la 96 -réduite et la 96 -
balayée d'un couple de fonctions.

- Dans la cinquième partie, on définit les couples 96-surharmo-
niques (^ , s^) dans un UG^l comme étant 96-hyperharmoniques tels
que ^ est finie sur un ensemble dense de U et l'on montre que
leur ensemble S(U) est un cône convexe ; de plus, on définit, le
96-potentiel (p^ , p ^ ) dans Î2 comme un élément de +S(î2) (c'est-à-dire,
Pi , ?2 > 0) tel que (pi , p ^ ) + (^ , u^) > (0 , 0) =^ (^ , u^) > (0 , 0)
pour tout (^i ,^)G96*(Î2).

Ensuite, on donne une décomposition de Riesz pour les (v^ , v^)
96-surharmoniques > (0 , 0). Enfin, on introduit l'axiome III' a) - plus
fort que III a) - à savoir : 'Tour chaque xEÎ2, il existe un 96-
potentiel (p^ , p ^ ) E C(Î2) x C(Î2) et tel que p^x) > 0, / = 1 , Ï et
l'on démontre un théorème d'approximation par les différences de 96-
potentiels.

- A la sixième partie, on traite le problème généralisé de Riquier
pour un œ G ̂  en étendant dans notre cadre la méthode Perron-
Wiener-Brelot et l'on démontre l'existence d'un (^ ,u^)C 9e(oj) avec
^/ > 0, / = 1 , 2. Ensuite, on montre que la ^-régularité d'un z G ôo?,
définie par la convergence vague respective de (X^,^ ,v^) -> (e^,e^,0),
équivaut (à la fois) à la 3të^ et ^-régulante (par exemple, A-régufarité
^ A2-régularité) ; même chose pour la négligeabilité.

- Dans la septième partie, on introduit un balayage sur un E C Î2
pour les couples (@i , 0^) = © de mesures > 0 à support compact ;
si l'on note par : ©E = (6^ ,6^) le couple balayé ; (^ , 0) = M ;
(0 , 6^) = N ; on a : Of = Mf, 0^ = M^ + N^, où M^ est égale à la
balayée de 6^ dans (Î2 , 9^) et N^ égale à la balayée de 0. dans
(ft,^).

Signalons un cas particulier intéressant : a; est un ouvert 96 -
régulier, x E CL?, (^ , ̂ ) = (e^ , e^) et E = C a; ;
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alors (e^ , 0)^ == (^ , ̂ ) et (0 , e^ = (0 , X^) .

La huitième partie examine plus en détail les mesures v^ et
établit des équivalences intéressantes à la condition "^ ̂  0, Vc^^e-
régulier, V^^o?" (ne découlant pas de nos axiomes ; voir 1.25 et
contrexemple dans la partie VIII) faisant intervenir les ensembles 3^-
absorbants et le principe connu du maximum pour les opérateurs dif-
férentiels du second ordre (voir, par exemple, [5], p. 279).

Dans la neuvième partie, on définit les ensembles H€ -absorbants
et l'on montre que : si c^E^, E C Ô O ) , A est S^i-absorbant et
X^(E) = 0 sur A, alors ^(E) = 0 sur A ; d'où l'équivalence, 3€-
absorbant ^ S^ et ^"^sorbant. On donne aussi quelques caracté-
risations des ensembles 3€ -absorbants et des inégalités du type
Harnack, d'où découlent certaines propriétés d'absolue continuité de
nos mesures À^, JLI^, v^ par rapport à x, y convenables dans un
a? ouvert 96-régulier.

La dixième partie associe à deux espaces harmoniques donnés
(Î2 , ̂ ), (Î2 , J^) des espaces biharmoniques (Î2 ,96) pour lesquels les
faisceaux 3^ , 9€^ coïncident respectivement avec ^ , ̂ .

Dans la onzième partie, oivdonne une caractérisation de couples
^e-hyperharmoniques au moyen d'opérateurs, dits Se-opérateurs (jouant
le rôle du laplacien du cas classique ; voir aussi p. 47-48). Puis, s'intéres-
sant aux fonctions î^i qui dans le cas classique satisfont Ai^ = — v^ avec
v^ hyperharmonique, on introduit et l'on caractérise (sous certaines
conditions) les fonctions hyperharmoniques pures d'ordre 2.

Finalement, dans la douzième partie, on donne des applications aux
solutions (classiques) de L^ h^ = — h^ , L^ h^ = 0 dans Sî = R^m > 2)
où L. ( / = 1 , 2) est un opérateur différentiel linéaire du second ordre
elliptique ou parabolique avec des conditions de régularité convenables
sur les coefficients et les h ^ , h^. On remarque que pour le faisceau^
de ces (h^ , h^) on a : (v^ , v^) 36 -surharmonique ^ L^ t^ < — i ^ ,
L^ v^ < 0. La validité de l'axiome III' a) est aussi examiné ; en parti-
culier, nous l'examinons pour les cas simples où L. (/ = 1 , 2) est soit
le laplacien soit l'opérateur de la chaleur.

Signalons, en terminant, que le choix du cas biharmonique a été
dicté seulement par le souci de ne pas alourdir cet exposé (le cas poly-
harmonique d'ordre > 2 pouvant être traité de façon analogue).
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Ces recherches sont loin d'épuiser le sujet. (Des questions relatives
à la polarité, l'effilement, etc., ainsi que l'approfondissement du cas
elliptique feront l'objet de nos prochaines préoccupations).

Je tiens à exprimer ma profonde reconnaissance à Monsieur le
Professeur M. Brelot à qui je dois essentiellement ma formation en
théorie du potentiel et dont les encouragements et le soutien constants
m'ont été si précieux pour affronter les difficultés que tout jeune
chercheur rencontre.

Je remercie beaucoup Madame R.M. Hervé d'avoir bien voulu
lire le manuscrit et de m'avoir fourni des remarques très utiles.

Mes vifs remerciements vont également à Monsieur J.M. Bony
pour tant de discussions très fructueuses et ses suggestions pendant la
préparation de ce travail.



AXIOMATIQUE DES FONCTIONS BIHARMONIQUES 43

PARTIE 1

AXIOMES, COUPLES BIHARMONIQUES ET
a^-HYPERHARMONIQUES

On se place dans un espace S2 localement compact à base dé-
nombrable et on désigne par ^U (resp. ^ç) l'ensemble des ouverts non
vides (resp. des ouverts non vides relativement compacts) de Î2. Soit
&(E) [resp. &ç(îi) ; êy(E)] l'espace produit formé des couples (u^ ,u^)
de fonctions numériques sur E C Î2 [resp. finies continues ; s.c.i. et
> —- oo ] muni de l'ordre produit (c'est-à-dire pour chaque 7 = 1 , 2) et
des opérations usuelles, addition et multiplication par un réel.

DEFINITION 1.1. — Soit une application ^ qui à tout U G ^Lt fait
correspondre ^(U) un ensemble de couples (u^ , u^) de fonctions nu-
mériques définies dans U.

On dit que g est un préfaisceau sur S2 si :
Ui CU^ =» Resty §W^)C§(\]^) [propriété de restriction].

On dit que ^ est un faisceau sur î2 si :
a) d est un préfaisceau sur S2,
b) pour toute famille (U,),çi, U^.G^, et pour tout couple

(u^ ,^)Gâ(U) avec U = U U, on a :

Restai , u^) G g(U,) pour tout i E 1 =^ (^ , î^) G g(U)

(propriété de recollement).

DEFINITION 1.2. - Un couple (u^ ,^)Gê(U), U E U ^r d/r
compatible dans U, ^/, po^r ro^r U'E^, U'C U, u^ = 0 dû^ U'
implique u^ = 0 rfûw.î U'.

Remarque 1.3. — Les solutions classiques (/^i , h^) de A/2^ == — /z^,
AA^ = 0 dans un ouvert de R'" (A = laplacien) nous donnent un
exemple de couples compatibles (faisceau de couples compatibles).
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De même, pour : L^ h^ = -/^ , L^ = 0 où L,(/ = 1 , 2 ) est
un opérateur linéaire du second ordre elliptique ou parabolique (sous
certaines conditions de régularité des h^ , h^ et des coefficients de L.).

Soit une application 36 : U -> 3€(V) qui à chaque U E U associe
un ensemble 36(11) de couples (ordonnés) compatibles dans U formant
un sous-espace vectoriel de âç(U).

DEFINITION 1.4. - Un co E ̂  ûiw ôco ^= 0 ^r AT ^-régulier si :
i) a ro^r (/i, f^) G &J9o;)o^ a^oc^ un seul(6) (h^, /^) G 9e(o?)

^/ ^i^ ;

.J1^72100^00 et ^pm^^)=/,(z),VzGao;

er
ii) (/i , /2) > (0 , 0) ^r 9o} ^ h^>0 dans ^ ,

/2 > 0 '̂* ôo; ==> h^ > 0 dans a?

Grâce à l'unicité, pour chaque x G a;, (/i , /^) "> /î/(•^),7 = 1 , 2 ,
est une forme linéaire positive (voir ii)) sur â^(ôo)).

Comme (/i , f^) = (^ , 0) + (0 ,f^), on aura quatre mesures
de Radon positives sur ôo;, dont Fune est nulle car pour tout
(/i , 0) E S^ôùj) on a ^^(x) =0 , Vx G a;, grâce à ii).

D'où, finalement, un unique système (X^ , ̂  , ̂ ) de mesures
> 0 de Radon sur ôo; et tel que, pour chaque x G a?,

h,(x)=ff,d^ +ff^d^ , h^x)=ff,d\^.

[En désignant (/i ,/^) =/, on pourrait dans la définition 1.4 utiliser
la notation (H^, H^) à la place de (/^ , /^) ce qu'on fera d'ailleurs
quand on étudiera le problème de Riquier. Notons que a; désignera
désormais un ouvert E ̂ j.

(6) Notons que, si on ne supposait pas l'unicité, on pourrait la déduire de la
double positivité ii). En effet,

(/i ,/2> = (° ' °) ==> h! > 0 et /?i < 0 => /îi = 0 dans a? , et
/2 = 0 => h^ > 0 et /?2 < 0 ^ /22 = 0 dans cj .

En fait, ici, on peut se passer de la condition ̂  > 0 sur ôo? ==^ h^ > 0 dans
a;" car grâce à la compatibilité des couples, h^ = 0 dans a; => /^ = 0 dans a?.
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PROPOSITION 1.5. — Soit o? 9€-régulier et z G ôcj. ^4tor5' ;

1) X^ -^ e^ vaguement quand x -> z , x ç=. ou .

2) JLI^ -^ e^ vaguement quand x -> z, x G co .

3) I I ̂  I I -> 0 quand x -> z, x G co F/a convergence vague en
découle).

4) il existe une constante M telle que pour tout x G a?,

I I X ^ I K M , H ^ I K M , | |^ | |<M.

Démonstration. — Grâce à la condition i) de la définition 1.4,
la partie 1) [resp. 2)1 se démontre facilement en considérant tous les
couples (0 , <^) G ê^(8o?)
[resp. tous les couples (/, 0)G ê^(9a?)].

3) D'après la définition 1.4, à (0 , 1) G &ç(ôo?) correspond
(h^ , h^) G 96(0;) avec lim h.(x) = 0 ; mais

X -> Z , XG.UJ

h,(x)=f \dv^ = H ^ l l ,
d'où le résultat.

4) Considérons le couple (1 , 1) G &^(àcj) et soit (h^ , h^)^9€(cû)
(h. > 0, / = 1 , 2) le couple lui correspondant. On aura donc

^ Oc) = / rf^ + /d^ , /z,(x) =fd\^.

Mais, par définition, h ^ , h^ sont des restrictions dans cj de deux
fonctions GC(cJ), donc elles sont bornées.

AXIOME I. - 9€ est un faisceau sur Î2.
Un couple (h^ , h^) G 9C(U), U G 'U, est dit biharmonique dans U.

AXIOME II. —Les ensembles SC-réguliers forment une base pour
la topoîogie de Î2.

THEOREME 1.6. - Soit U G U et (h^ ,h^)^C(\J) x C(U). Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

i) (h^ , h^) est biharmonique dans U.
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ii) h,(x)= f h^d^ +y\A^ , h^x) = f h^d\^ ,

p6W roi^ a? SC-régulier C a? C U ^ tout x G a;.

Démonstration. - Si (A^ .A^egeOJ), d'où (Ai , A^G 9e(<^), il
est clair (unicité) que ii) sera satisfait. Inversement, la restriction de
(AI , A^) à tout 0} 9e-régulier appartient à 9e(o?) et, grâce à l'axiome
II, (Ai , A 2) G 9e(U) car 9C est un faisceau (propriété de recollement).

DEFINITION 1.7. - On dit que le couple (v^ , v^) est HC-hyperhar-
monique dans U G 'U si :

1) (^,^)eg,(U)

et 2) v,(x)> fv^^-^fv^d^ , v^x)> f v^

pour tout œ HÇ-réguîier C c3 C U et tout x G a;.
(î;i ,î^) ^^ ̂  9€-hypoharmonique dans U ^ (— v^ , — v ^ ) est9€-
hyperharmonique dans U.

Soit 9€*(U) [resp. - ̂ (U)] l'ensemble des couples 9€-hyper-
harmoniques [resp. 96 -hypoharmoniques] dans U.

Pour tout U G U U -> 96* (U) définit un préfaisceau sur S2.

COROLLAIRE 1.8. — Po^r tout V EU on a :

9€W) == 9e* (U) n [- ge* (U)] .

THEOREME 1.9. — Les conditions suivantes sont équivalentes (pour
UEZl) :

i) (v, ,^)E9e*(U).

ii) (v^ ,t^)^ê,(U) et, pour tout cj 3€-régulier, c3 C U et tout
(/i ,/2)eâc(^c<;)' ̂  a

/A^+/A^<^iM
(/l ,/2) < (^1 ^2) sur à(Â} ^ (\/XCG}) .

ff^d^<v^x)
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Démonstration. — i) ^ ii). Evident car, sur 3o?, (v^ ,v^) > (/i ,/2).
ii) ^ i). — D'après des propriétés bien connues sur les intégrales supé-
rieures, on a :

fv,d^ 4-/.A—— ̂ f^^ [f^ + SW\ <v^

fv^d\^= sup ff^d\^<v,(x) .
^2^2

PROPOSITION 1.10. —

1) 96* (U) est un cône convexe inf-stable (pour l'ordre produit).
2) Si (1:1 ,t^)e ^ge*(U) [c'est-à-dire (^ ,^)G9e*(U) et^. > 0,

7 = 1 , 2], il en est de même pour (w^ , jîv^) où 00 > a > j3 > 0. De
même, (^ , v^) G 3Ç*(U) =» (oo , i^) ̂  96* (U). [Evidemment le couple
(oo,oo)ege*(U)].

3) Si(î;i ,î;2)^9e*(U) et^ > 0 dans U, alors (1:1 ,0)C9e*(U).
4) Si (^ ,^)^ est une suite croissante de couples de96*(U),

alors son enveloppe supérieure (v^ ,v^) = (s\xp v^ , sup v^)ç=.3e*(\J).
\ n n /

Démonstration. — Toutes ces propriétés se démontrent facilement.

Soient U G ^ U et les ensembles :

^ (U) = {h, : 3 /!, ; (h, , /^) <= 96(U)} ,

3<^(U)={^ : (^,0)096(11)},

iïC^U) = {^2 ^ 3 ̂ i ; (^i , ̂ 2)e ^(U)} ,

9eî(U)={i;i : (v, ,o)ege*(U)},
9e*(U)={i;, : 3^ ;(î;^ ,^)e?e*(U)}.

Il n'est pas difficile de voir que, pour tout UG^, U -> ^(U),
U -^9<^(U) définissent des faisceaux sur Î2, tandis que U -> X^CU),
U ^ 3^ (U), U -^ ^^(U), définissent des préfaisceaux sur Î2 ; de
plus, si à chaque premier élément d'un couple biharmonique dans U
on fait correspondre son deuxième élément (un seul, grâce à la compa-
tibilité), on a un opérateur linéaire et local 51 y : ^i(U) -> 3<^(U).
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En effet, 9C et 3€* étant des préfaisceaux sur î2, la propriété de
restriction est vérifiée pour toutes ces applications. La propriété de
recollement est évidente pour 3C ^ car 96 est un faisceau. Pour ^\ :
soit h^ définie sur U == U^ U U^ et h^ G ^(Ui), donc il existe h^
tel que (/!nu 9^^)^=: 96(U^), et aussi /î^y ^^(U^), c'est-à-dire il
exister tel que (/z i[ u ./z^e ^(U^.Mais (0 ,/^ -/^) eWJi H U^)
et, grâce à la compatibilité, h^ = /^ dans U^ H U^ (^= 0).

L'opérateur St^ est linéaire [grâce à la déf. de 9C (U), p. 44] et
local car, si U' C U, U' E 'U, le diagramme :

^oj) restj- ^on
3ïy ^ ^ 9t^ est commutatif.

^^y) ^^^2^)
On remarque enfin que 3<^ (U) C ̂  (U) et que, si Fon considère

l'exemple de 1.3, les h^ G ̂  (U) sont dans le cas classique les solutions
de A^i = 0.

PROPOSITION 1.11. — Soient UE^U ^ /^ ensembles :

96l (U) ={1:1 : s.c.i., > — o o ^a^ U et v^(x) > f v^ d^ ,

V G; ^-régulier, c JCU, V ^ E o ? } ,

^ (U) ={ î ;2 ^ s.c.i., >-oo ûte^ U et ^(x) > fv^d\^ ,

Va; ^-régulier, cj C U, V^c ^ <^} .

.4to^ 9e^(U) = ^(U) ^ 9e^(U) = ^(U).

Démonstration. — Si 14 E 9e^(U),on voit que v^ G 96^ (U) ; inver-
sement, si v^9€^(V) alors (14 , 0) E ge*(U)_et, par définition,
i;^ eS^OJ). Si 1:2 E 96^ (U), il est clair que ̂  G sê^11) » inversement,
si v^eSé^(V) alors (oo , ̂ ) eSe*(U) et, par définition, ̂  e ge^(U).

COROLLAIRE 1.12. - ̂ ozr a^e^u) = ̂ (U) n [- ̂ (U)]
et 962 (u) = ̂ ÎW n [~ ^(U)]. A/or5 ;

1) 3^ (U) = ̂ i (U), donc U -> a^i (U) A?/ïm'r ̂  faisceau sur Î2.

2)9e2(u) ^^2^)-
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Démonstration. —

1) h^ E3e^(U) implique que h^ est finie continue et

h , ( x ) = f h , d ^ ,

VCD ge-régulier C o5 C U, Vx G cj ; d'où (Ai , 0) G ge(U) (théorème
1.6) et, par définition, h^ E3<:i(U). Inversement, si h^ E3K:i(U) on a
(AI , 0)E ge(U) c'est-à-dire A ^ est finie continue dans U et

h,W=fh,d^,

pour tout a; 96-régulier C 03 C U et tout x G a?, d'où /^ G 36 ̂  (U). Le
reste s'ensuit du fait que SK^ est un faisceau.

2) Soit /^^^(U) ; alors h^ est finie continue dans U et
h2(x) = fh2d^. Vù;ge-régulier C c 5 C U , V ^ e a ? ; donc A^ G3^(U).

AXIOME III. - a) Pour x, y E Î2, x =^ y , il existe ^ , ̂  G S^^ (ïî)
er f ^ . W2 ̂ ^ÎW telles que :

s^(.x) t^(y)^s^y) t^x) ,

v^ (x) w^(y)^v^y) w^(x) .

b) Pour tout U G ̂  , il existe h^ G 96 ̂  (U) er ^3 G a^ (U) 5mc-
tement positives dans U.

Considérons maintenant une application (fi qui à tout x E Î2 fait
correspondre un système fondamental (B(x) de voisinages 9€-réguliers
de x.

DEFINITION 1.13. - On dit que (v^ , v^) est(fi-!î€-hyperharmonique
dans un U G ̂  ^ ;

1) (^ ,î;,)eê,(U)

^ 2) pour chaque x G U et tout œ G tfî(x), <j3 C\J, on a :

v,(x)> fv,d^ -^-f v^dv^ , v^x)> fv^d\^ .

On note par ^96* (U) l'ensemble des couples tfî-ffe-hyperharmoniques
dans UGll et on voit que 96* (U) C ^96* (U).
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Comme précédemment et de façon analogue, on définit :

^ÎW)={v, : (v, ,0)G^e*(U)},

^*(U) = { ^ : 3^ ; (^ ,t;,)G^*(U)} .

On montre facilement que : 3^*(U) C ̂ ^(U), / = 1 , 2.
De même, on peut établir une proposition analogue à 1.11, à

savoir :

^(U)=j v, :s .c . i . ,>-oodansU,

^i00 > fv,d^ , Vo;E^(x) , Û;CUJ ,
/ /

^^(U) = 1^2 : s.c.L, > -oo dans U,

v^(x) > f v^d\^ , VcoG((3(x) , uC\J

S'il existe .̂ e ̂ .(Î2), .̂ > 0 dans Î2 (/• = 1 , 2). alors à chaque
x £ a;, oj Se-régulier, on fait correspondre les mesures (uniques)

'';"=^(A•^• ^'^^^^
pour un UGZl , on note :

^Î/^/U) = — : s.c.L, >-oo dans U, ï— (x)> f v-d^ ,
i h^ h^

î;! . . ^i /» i>,
— : S.C.L, > -oo dans U, — (x) > / ^/2! h, ^ h,

V c^Se -régulier C c J C U . V x E o J ,

^2 ^2 /• ̂
— : S.C.L, > -oo dans U, — (x) > / -2- a/v ,
^2 h. J h. x

^Ï/h^W = — ^ S.C.L, > -oo dans U, -2- (x) > f^2-^^
fl ̂  h w Vï ^

»2 ^2

V oj g^e-régulier C ù 3 C U , V x ^ o ) | .

D'après ce qui précède, on définit de façon évidente les ensembles
^^(U), ^^(U).

Remarque 1.14. —
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1 ) V, (X) > f V, d^ ^ v- (X) > f1— d^

et v^x) > fv^d\^ ^ Î-L (x) >fv-d\^ ;
^2 ^2

d'où fdtl'y = 1 et fd\'^ = 1 pour tout eu 96 -régulier,

V ^ E o ; (car h^x) = f h^d^ et h^x) == fh^d\^\.

2)^/U)C^^(U) et ^^(U)C^^(U).

Nous voulons maintenant démontrer le principe du minimum pour les
fonctions i^ E ^^(U), i;^ ^ ̂ ^(U) avec U E 'U^.

A cet effet, on remarque que les propositions 1.3.2, 1.3.5, 1.3.6
et 1.3.7 de [2c] appliquées aux fonctions considérées se démontrent
de façon analogue ; d'où le principe du minimum désiré ; (le fait que
(Si est une base d'ouverts SC-réguliers ne change pas les raisonnements).

Notons enfin qu'on montre aussi (1.3.3 [2c]) que 3U =^ 0 pour
tout U G ̂  .

THEOREME 1.15 (principe biharmonique du minimum). — Pour
tout (v^ , v^) (îi-SÇrhyperharmonique dans un UGl l^ ,

lim inf v.(x) > 0 , Vz E 9U, / = 1 , 2 =^ (v. , v.) dans U.
x - > z , ^eu /

Démonstration. — Remarquons d'abord que v^ G ^9 (̂11) ; alors,
d'après ce qui précède, lim inf v^(x) > 0, V z G OU =^ v^ > 0 dans

x->z , xeu
U. Mais, grâce à la proposition 1.10.3), v^ G^ge^U) ; et

lim inf v. (x) > 0, V z G OU =» i;, > 0.
3c^z, jceu

D'où le résultat.

Remarque 1.16. - En fait, pour démontrer que v^ > 0 dans U,
on a besoin de : lim inf v^ (x) > 0 et lim inf v^ (x) > 0, V z G 9U ;

.v-^z^eu .3c->z,^eu
(voir aussi définition 1.4 ii)).
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PROPOSITION 1.17. - Les définitions 1.7 et 1.13 sont équiva-
lentes.

Démonstration. - On a déjà vu que 96* (U) C ^3€ * (U).
Réciproquement, soit oî^-régulier C cj C U et (/^ , f^) G ê^(ôo?)

avec .̂ < v^. sur Ôco, / = 1 , 2 ; on note

h^x)=I f.d^^f f^ ,^M=/A^ ,0c^) .

Le couple (î^ - /^ ,v^ - h^) est(B-9€-hyperharmonique dans a)
et, pour tout z G 9ûj, on a :

lim inf (v. - h.) (x) = lim inf v.(x) - f,(z) > vAz) - f.(z) > 0
x->-z,x(EV ' ' x->z,x^\3 i i l l

(/ = 1 , 2) .

D'après 1.15, (î;i , v^) > (h^h^) dans a? et, grâce à 1.9, (v^v^)
est Se-hyperharmonique dans U. Par conséquent, pour tout UG^,
se* (U) = ^*(U).

THEOREME 1.18. - 1) 3e* est un faisceau sur î2.
2) 3€* , 9e ̂  50^r ûteî faisceaux sur Î2.

Démonstration, - 1 ) Selon 1.17 la 9C -hyperharmonicité est de
caractère local ; par conséquent, la propriété de recollement est vérifiée.
(On a vu que 96* est un préfaisceau sur Î2).

2) On a déjà remarqué que 96* et 96* sont des préfaisceaux sur
i2. Soit maintenant (v^ , 0) dans U = U U, et (^ , 0)(y. G 9e*(U,) ;

alors (v^ ,0)G3€*(U) (car 96* est un faisceau) d'où z;iGSe*(U).
Ensuite, soit v^ dans U = U U, et v^ G^e^U,), V f ' G I ; donc

(oo , ̂ ) e ffe^U,) et,comme3e* est un faisceau,alors (oo , i;^) G 96* (U)
d'où ^G&e*(U).

COROLLAIRE 1.19. - 1) L'application U -» ffC^^) (voir IA2)
définit un faisceau sur Sî.

2) On définit le faisceau ̂  associé au pré faisceau 3C^ comme
suit : /^CS^U) si h^ est définie dans U et si, pour tout x G U,
il existe un voisinage U^ C U et u^ G3C^(U^) tels que h^ = u^ dans
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U^G^U). Alors pour tout U ell, ge^(U) =3<^(U) (c'est-à-dire, les
deux faisceaux 9€^ et 3Ï^ sont identiques).

Démonstration. — 1) Comme S^ est un faisceau (1.18), 9€^ est
aussi un faisceau sur Î2.

2) Soit d'abord /z^e3<^(U) ; alors, par définition, h^ est finie
continue dans U, /^lu' ^-^C'zWx) e^ comme 9€^ est un faisceau,
alors h^ç.3€^(V). Réciproquement, prenons une h^ç.9€^(V) ; soit
x G U et a? un voisinage 96-régulier (de x), cj C U ; alors pour
tout y ^ a?, ^2^) = / h^d\^ A (O,/^) sur ôo;, on associe

^i00 = / ^2^ ^2^) = / /^2ûfÀ^ où (u^u^^Wi^) ; donc
i<2 ^^C^^)- Mais, par construction, /z^ = ^2 dans a?. Par conséquent,
/^ea^aj).

Remarque 1.20. — 1) D'après leur définition, on aura

9e,*(U)=^;(U) , 7 = 1 , 2 .

2) Par construction, 5K^ est un faisceau d'espaces vectoriels de
fonctions finies continues et SK^U) C ̂ (U), V U GZl.

PROPOSITION 1.21. - Soient (v^ , v^) G 9e*(î2), (^i , u^) G ge*^),
U e ̂  er lim inf u.(x) > v.(y\ V y e 3U, 7 = 1 ,2 .

;c-^,jceu / /

inf(^.Cy) ,^.(x)) , x G U
0^ ^05^ Wj(x) = ( 7 = 1 , 2 ) .

^.(x) , x G C U

Alors (Wi ,W2)G9e*(î2) .

Démonstration. — (raisonnement analogue à celui de [2c], 1.3.10).
Pour tout x GÎ2, w.(x) > —°° ; de plus, w^ , w^ sont s.c.i. dans Î2.
D'autre part, à cause de 1.17, il suffit de vérifier les inégalités

w,(x)> fw,d^ + fw^dv^ , w^x)>f w^d\^ ,

pour un système de voisinages a? G (fi(x).
C'est immédiat pour x G U et pour x G C U on le voit facilement

grâce à Wy < Vj .
5
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Maintenant, nous définissons de façon habituelle les ouverts ré-
guliers par rapport aux faisceaux 96^ , 9€^ ainsi que les fonctions
3^-hyperharmoniques et 9^-hyperharmoniques.

Signalons aussi que nous continuerons à utiliser les notations
jn^ et X^ respectivement pour les mesures (harmoniques) par rapport
a v\^ i et c/c^ .

LEMME 1.22. - Si eu est 9€-régulier, il est aussi ^-régulier et
9€ ̂ -régulier.

Démonstration. — i) Soit /GC(ôo;) ; à (/,0) correspond un
seul (Ai , 0) avec lim h^(x) = /(z), Vz G ôo;, et/> 0 implique

x ->z, jcGo»
AI > 0 dans (x; (définition 1.4). Il existe donc un seul h^ G ^(o?),
avec les propriétés requises, et par conséquent a? est 9€^ -régulier.

ii) Considérons le couple (0 , /) ; on lui associe un seul
(AI .A^G 3€(o}) avec lim h^(x) = 0, lim h^(x) =/(z),

x —>• z, x £ a» x—>z,xç=:(jj

V z G ô a ? , et de plus f> 0 ^ h^> 0 dans G; (définition 1.4 ii)).
Mais, par définition, A^G3<^(a?) ; on voit donc qu'à /GC(ÔCA;)
correspond un seul h^ G9<^(û;) [on peut dire que co est ^-régulier,
c'est-à-dire par rapport au préfaisceau SC^I- Ensuite, grâce à 1.12.2),
h^ G 3€^(o}) ;soit qu'à/G C(9cj) correspond aussi un autre h\ G9e^(a;)
avec lim A^(x) ==/(z), Vz G ôo? ; d'après le principe du minimum

X-^-ZfXÇ=UJ

pour les fonctions de ^(U), U G ^ , on aura h^ = h\ dans a? [et
aussi /> 0 =^ h^ > 0 dans a;] ; donc a? est aussi 9^-régulier.

THEOREME 1.23. — Pour tout U G U il y a identité entre le cône
des fonctions ye^-hyperharmoniques [resp. 96 ̂ -hyperharmoniques]
dans U et 96? (U) [resp. 36^(11)].

(Alors, puisque 3e?, 3^ sont des faisceaux, les 9^- et g^'
hyperharmoniques forment des faisceaux et on peut parler des fais-
ceaux identiques).

Démonstration. - On désigne par ^?(U) [resp. ^(U)] le cône
des fonctions 9€^ -hyperharmoniques [resp. S^-hyperharmoniques]
dans U. On montrera que ^*(U) = 96? (U), / = 1 , 2.
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Grâce au lemme 1.22 et à la proposition 1.11, il est facile de
voir que

/?;(U)cge?(U) ( / = i , 2 ) .
Il nous reste à démontrer les inclusions dans l'autre sens.

Soit une application (fî qui à chaque x E Î2 fait correspondre un
système fondamental (fi(x) de voisinages S^ -réguliers de x ; d'où
(lemme 1.22) Ûi(x) est un système fondamental de voisinages 9^- et
^-réguliers.

Considérons maintenant 14 G ̂ (U) = ^3 (̂11) (remarque 1.20),
a? un 36l -régulier et /i < v^ sur ôco avec /i E C(ôo?) ; alors v^ — h^,
où /2i est la solution du problème de Dirichlet (par rapport à S^i),
appartient à ^SC^o;) ; donc, grâce au principe du minimum pour les
fonctions de ^9e^(U), UE^, on aura : v^ > h^ dans a? et par
conséquent v^ G ^(U). D'où le résultat. [Même raisonnement dans le
cas d'un ^eg^O;)].

COROLLAIRE 1.24. - On pose ^.(U) = ^*(U) H [- J??(U)]. ^l/o^
^(U) = 3̂ . (U), V U E ^ U , ^0^2 ûpp^/fe SC^-harmoniques dans U to
éléments de 96. (U), / = 1 ,2 .

PROPOSITION 1.25. - 1) 57 a; ^r SC^-régulier [resp. SC^-régulier],
alors, pour tout x e a?, TJLI^ ^= 0 [^^. TX^ ^= 0] (T désignant le
support).

2) 57 û; est 3Ç,-régulier, alors, pour tout x d'un ouvert dense
de œ, Tv^ ^ 0.

Démonstration. — 1 ) Soit U G ̂  tel que a? C cj C U ; grâce à
l'axiome III b) et 1.24, on a le résultat.

2) Considérons un couple (0 ,/)^ê^(9a?) avec /> 0 ; on lui
associe un seul (h^ ,/z^)G9e(a;) avec

h,(x) == ffdv^ > 0 , h^x) =/ fd\^ > 0 .

Il n'y a aucun ouvert de a? où Ai (^) = 0 ; sinon, la compatibilité va
entraîner aussi h^(x) = 0 dans le même ouvert, ce qui contredira le
fait que h^(x) > 0, \/ x £ eu. De plus, l'ensemble

{jcEûj : /^MX^E^ .
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PROPOSITION 1.26. — Considérons les co ouverts ^-réguliers con-
tenant un point x € SI (ordonnés par inclusion) et soit ̂  le filtre des
sections. Alors

1) fd^—^ 1 , ^ —^ ç^ vaguement.
vj x x

2) { d\^—> 1 , À^—> e^ vaguement.
~ 9X 9X

3) /dv^——> 0 , v^—> 0 vaguement.v 9x 9x

Démonstration. - Grâce à l'axiome III b), 1) et 2) se démontrent
facilement (voir [2c], p. 47 ou [6c], p. 64). Remarquons que 1)
[resp. 2)] reste vraie si l'on remplace les co 3€-réguliers par des 3^-
réguliers [resp. SC^-TégulïeTs] (voir 1.22 et 1.24).

3) Soit UG^ tel que x G U ; grâce à l'axiome III b), il existe
/^Gg^(U), h^ > 0 dans U ; ensuite, selon 1.19.2), il existe un
voisinage (E Zl) U^ C U et (^ , u^) G 96(1^) avec ̂  = h^ dans U^,
donc 1/2 > 0 dans U^ . Soit 0 < e < ^^(x) ; alors pour tout a? 9€-
régulier, x G a ; C o 3 C { ^ e U ^ : | ^2(^) ~ ^i^) 1 < e} on aura :

0 < (u^(x) - e) f dv^ < f u^dv^ < (u^(x) + e) f dv^ .

D'autre part,

fu^dv^ = u^(x) - fu^d^-^ 0 à cause de 1) ;

par conséquent, jdv^ -^ 0 (la convergence vague en découle).

PROPOSITION 1.27. - Si (1:1 , v^) E ge*(U), U E U et v^ = 0 dans
V C U, alors v^<0 dans U'(G ^U).

En particulier, si, de plus, v^ > 0 dans U', alors v^ = 0 dans U'
[c'est-à-dire, c'est un couple compatible].

Démonstration. — Sinon, soit XQ G U1 où V^(XQ) > 0. Alors, grâce
à la semi-continuité inférieure, il existe un voisinage Vy C U' où v^ > 0
et pour tout voisinage (de x^) 9€ -régulier co C a? C V^ on aura :
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^i 00 > / ^i ̂  + J\ d^ d'où y* v^ dv^ < 0, V x G GJ. Mais, grâce
à 1.25. 2), il existe y G a? tel que T^ ^=0 ; par conséquent,

j ' v ^ d v y > 0 car 1:3 > 0 sur ôcj .

Contradiction !
Le cas particulier découle immédiatement.

AXIOME IV. - a) Pour toute suite croissante (h^) de fonctions
^-harmoniques dans un U G ^ U on a : sup hn(x)< + oo sur un

w G N

ensemble dense de U =» sup /^ E 9^(U).
yî

b) Pour toute suite croissante (h^) de fonctions ^-harmoniques
dans un UE 'U on a : sup h^Çx) < + oo 5Kr un ensemble dense de

w e N
u ^ sup^ege^(U).w

DEFINITION 1.28. - On dit que (Î2 , 3€) est un espace biharmo-
nique si les axiomes I, II, III, IV ci-dessus sont satisfaits.

THEOREME 1.29. - Les (Î2 ,3^), (Î2 ,9^) définissent deux es-
paces harmoniques (de H. Bauer).

Démonstration. - D'abord 9€^ , 9€^ sont des faisceaux (sur Î2)
de sous-espaces vectoriels de fonctions finies continues (voir corol-
laires 1.12.1) et 1,19.1)). Ensuite, grâce à l'axiome II et au lemme 1.22,
on a une base d'ouverts ̂  -réguliers [et 3€^-Tég\x}ieTs]. Enfin, de nos
axiomes III et IV découlent immédiatement les axiomes III et IV
correspondants.

THEOREME 1.30. — Soit une suite croissante de couples biharmo-
niques (h^, h^) dans un U E U (n indice E N) et (h^ , h^) son enve-
loppe supérieure. Si h^(x) < + oo sur un ensemble dense de U (d'où
h^(x) < + oo sur un ensemble dense de W(7), alors (h^ , h^) est bihar-
monique dans U.

(7) Sinon, grâce à Fégalité 1) de la démonstration et à 1.25.2), on aboutit à
une contradiction.
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Démonstration. - h\ G^(U) C SC^V) (corollaire 1.12.2)) ; on
aura alors, grâce à l'axiome IV b), que /^ea^U). Soit cj 36-
régulier C cj C U. Comme (h^, /^)E3e(U) on a, grâce à 1.6, pour
tout x G a? :

AÏ(JC)= f^d^^-fh^d^ ,

h^(x)= fh^d\^ ;

1) ^(x)== fh,d^+fh,d^ ,
d'où :

2) h^x)= fh^dX^ .

/^ étant finie continue dans U, j h^dv^ est finie continue et bornée
dansco.Eneffet.au couple (0,/z ̂ ) sur ô co, correspond (^ ,u^)G:3e(cj)
où i^(x) = J h^dv^, u^x) = j h^d\^ ; par ailleurs, /^ est bornée
sur a? et || ̂  || < M, Vx Œ cj, où M est une constante (1.5.4)).

Ensuite, h^ est s.c.i. et > — o o dans U.

On aura alors, grâce à 1) et l'hypothèse, que f h^d^ est finie
sur un ensemble dense de a?.

Comme (Î2 , 3^) est un espace harmonique, j h^d^ est 361-
harmonique dans a?, donc finie continue dans a? ([2c], 1.1.8) ; alors,
à cause de 1), h^ est finie continue dans cj [et ceci est vrai dans
tout a? 36-régulier C c5 C U] ce qui implique h^ E C(U) (axiome II).

Alors le couple (/^ ,^)EC(U) x C(U) et vérifie 1) et 2) pour
tout a? 36-régulier C a? C U. Par conséquent, d'après 1.6,

(^,A,)G3e(U) .

[Notons que, en prenant le théorème 1.30 comme axiome de
convergence (plus faible), une grande partie de nos résultats - ceux
qui lui font appel pour leur démontration — restent encore vrais],

LEMME 1.31. - Soit S un ensemble (^0) filtrant croissant de
couples biharmoniques dans un U G ^ U et (h^ ,h^) = sup S.



AXIOMATIQUE DES FONCTIONS BIHARMONIQUES 59

Si h^(x) < + oo sur un ensemble dense de U, alors (h^ , h^) est
biharmonique dans U.

Démonstration. — D'après un lemme de Choquet ([6c], p. 3), il
existe un ensemble dénombrable SQ C S tel que pour tout couple
dp , ^) de fonctions s.c.s. dans U,(<^ , V/) > sup SQ => (^ , V/) > sup S.

Par ailleurs, comme S est filtrant croissant, on peut prendre
comme SQ une suite croissante (ordre produit toujours).

En effet, considérons F = { / : ( / , ^ ) e S } ,
G = = { g : ( / , g )€=S} .

D'après le lemme de Choquet, il existe FQ C F et GQ C G :

FO ={/i, /2,/3-.- : (^^,)^S},

GO={^,^ ,^- . - . '' 0^)^s},
tels que si \p est s.c.s. avec <p > sup FQ on a ^ > sup F et si V/ est s.c.s.
avec \p > sup Go alors V/ > sup G.

Prenons la suite : DQ == ((/i ,^),(/; ,^),(/2,^)»(^2 ^2) - • •)
et écrivons pour simplifier, DQ = (d,),eN •

Soit maintenant un couple (<p , V/) de fonctions s.c.s. tel que

((^>, \1/) > sup DQ ; alors
^ > sup FQ

d'où
^ > sup GQ

<^ > sup F
donc («^ , V/) > sup S

^ > sup G

On construira maintenant une suite croissante SQ telle que si
(^ , V/) > sup SQ , on a (<^ , V/) > sup S.

Soit alors û^ = û^ ; comme S est filtrant croissant il existe un
élément de S, noté a^, tel que a^ > sup (a^ ,d^) ; pour la même
raison il existe a^ G S tel que ^3 > sup (û^ , ̂ 3) et ainsi de suite.

La suite SQ = (û,),^^ es^ ^a suite désirée, car, par construction, elle
est croissante et a, > d, pour tout i E N ; on aura donc sup SQ > sup Dg
et ensuite si (<p , V/) > sup SQ alors dp , V/) > sup D^ et, grâce à ce qui
précède, (<^ , V/) > sup S.

Grâce au théorème 1.30, sup SQ = (^i , u^) est biharmonique
dans U. Maintenant, prenons (^, V/) = (u^ , ̂ 3). On aura alors
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(^i , u^) > sup S = (h^ , h^) ; d'autre part, SQ C S =^ sup SQ < sup S.
Par conséquent,

(^i , ^ 2 ) = = (^i ^^^^(U) .

LEMME 1.32. - Soit cj un ouvert Se-régulier et (/^ , f^) un couple
de fonctions s.c.i. bornées sur 9o?. Alors, le couple

(h,(x),h^x)) = (ff,d^ + ff^ , ff^)

est biharmonique dans a? et borné [c'est-à-dire, h^ , h^ sont bornées
dans G}].

Démonstration. - Par hypothèse fy (/ = 1 , 2) sont bornées sur
ôo? ; alors, grâce à la proposition 1.5.(4), (/^ ,/^) est borné dans a;.
Pour (/^ ./^^^(S^), il existe une suite croissante

(<^ï , ̂ ) G ^(ÔG;) avec /;. = sup ̂  (/ == 1 , 2) .
?1

Par conséquent,

ï [/ ̂  ̂ ^ + / ̂  ̂ ] = su^ / ̂  ̂ ^ + ^P /^^ d^ =

= /A^+ ff,d^=h,(x) .

s^p/^rf^ = J7^ = ̂ (x) .

Alors, comme (/Zi , h^) est borné dans œ, il s'ensuit, grâce à 1.30,
que (h^ ,h^) est biharmonique dans a;.

THEOREME 1.33 (Formes équivalentes de 1.30). - Soit QL une
base d'ouverts ^-réguliers de Sî. Alors, avec les axiomes 1 et II, on
peut montrer que 1.30 est équivalent à :

1) Pour tout o;G (2 et tout (/^ ./^G ê(ôa;), 5^

^)=/*/i^+ /*/A"

^r A?/Ïm(? po^r ro^r x ^ ( ^ et finie sur un ensemble dense de a?, alors

/ ^c

(AI ,/^), où ^M == fi^. est biharmonique dans cj.
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2) Pour tout o? E QL et tout (/^ ,/^) e ê(9a?) r^/ ̂ ^ po^r tout
x G G;, /* /^ + /* A^, / A^ 4- ̂  /^ ̂ r définies,

si f^ est y^-intégrable et f^ est v^-intégrable pour tout x d'un ensemble
dense de G;, alors f^ est fi^-intégrable et f^ est v^ et \^-intégrable

pour tout X^Q} et le couple ( f / i r f^+ f A^» f fi^}
est biharmonique dans a?.

Démonstration. — Des raisonnements analogues à ceux de ([2c],
p. 14-16) appliqués au couple (/^ ,/^) nous donnent ces équivalences
en utilisant les lemmes 1.32 et 1.31.

COROLLAIRE 1.34. - Soit G} !S€-régulier et (/i,^) un COUPle

de fonctions numériques bornées intérieurement sur ôcj. Alors :

(v, (x), ̂  (x)) = ( /* A ̂  + / * î^ , / * f^) est

l'enveloppe supérieure d'une suite croissante de couples biharmo-
niques, bornés dans a? donc (v^ , v^) €ïe*(cû).

Démonstration. — On pose ./•" = inf(7î, f.), j = 1 , 2, et n G N ;
on a ainsi une suite croissante de couples (/^ ,/^) bornés et on passe
à l'enveloppe supérieure dans les intégrales. D'autre part, selon 1.33,
(/*/Tûf^+ f^f^d^, y^/^À^^Oc),/^)) sontbihar-
moniques bornés dans a?.

D'après 1.10.4), (^ ,^)E ^(oO car (h^ , ̂ ) / (v^ ,v^.
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PARTIE II

ESPACES BIHARMONIQUES ELLIPTIQUES

DEFINITION 2.1. — Un espace biharmonique (Î2 ,96) ^r ûfzY e/Ap-
tique en x E Î2 ^, po^r ^w système fondamental QL(x) de voisinages
^-réguliers de x, on a :

T^ = où; , TÂ^ = ôo? , T^ == ôo; (V G; G (S£(jc)) .

Si cette propriété est vraie pour tout x G Î2, l'espace (Î2 , ^fê) est dit
elliptique. (T désigne le support).

Pour la définition de l'ellipticité d'un espace harmonique voir
[2c] p. 37. Remarquons que, comme les ouverts 96-réguliers sont S^i-
et Se^-Tégûliers (1.22), les espaces (Î2 ,96l) et (Î2 ^^) sont harmo-
niques elliptiques lorsque (Î2 ,36) est elliptique.

PROPOSITION 2.2. — Soient (î2 , 96) 1̂  espace biharmonique ellip-
tique, Î2 connexe et (u^ , ̂ 2)e +^:e*(î2).

Alors, on aura l'une des trois situations ci-après :

1) u^ > 0 , u^ > 0 ;

2) ̂  > 0 , ^ 2 = 0 ;

3) u^ = 0 , ^2 = ° •

Démonstration.—/^ cause de l'hypothèse, (^ , 0)€ +3e*(î2)
c'est-à-dire M^ e^^^n). Mais, grâce à 1.5.4 [2c](8), on a : u^ > 0
ou u^ == 0 et u^ > 0 ou ^2 = 0 dans Î2. Des quatre possibilités qu'on
peut avoir, u^ = 0 et i^ > 0 est à rejeter, car, (u^ , t^) étant compa-
tible, u^ = 0 s^ u^ = 0 dans Î2.

Maintenant, rappelons que, (S2 ,96,) (/ = 1 , 2) étant des espaces
harmoniques (1.29), on aura que î2 est localement connexe (1.1.10
[2c]) et que les composantes connexes d'un ensemble 96 y-régulier
sont des ensembles SC.-réguliers, j = 1 ,2 , (1.3.4 [2c]).

(8) Soit u une fonction hyperharmonique > 0 sur un espace harmonique
elliptique et connexe î2. Si u s'annule en un point, alors u(x) = 0 pour tout
;cGÎ2.



AXIOMATIQUE DES FONCTIONS BIHARMONIQUES 63

De même, avec un raisonnement analogue adapté à notre cadre
(voir aussi la définition 1.4), on aura dans un espace biharmonique le :

LEMME 2.3. — Les composantes connexes d'un ensembles-
régulier sont des ensembles SC-réguliers.

Remarquons que, grâce à l'axiome II et au lemme précédent, on
aura une base de î2 composée de domaines SC-réguliers.

LEMME 2.4. — Si (Î2 , 9€) est un espace biharmonique elliptique
et co un ouvert ^-régulier, alors, pour tout x G cj, Tï^ ^ 0.

Démonstration. — Soient (0 ,/)Gâ^(ôa;) avec f> 0 et

(u^x) , u^(x)) -(/W - fW)

le couple biharmonique correspondant. Considérons un point XQ G cj
et ô la composante connexe de a? contenant XQ ; comme u^ > 0 dans
ô (1.25), alors, grâce à la proposition 2.2, on aura aussi u^ > 0 dans
6 ; d'où T^ ^ 0."o

PROPOSITION 2.5. — Si (S2 , 9€.) sont elliptiques (/ = 1 , 2), alors,
pour tout a? ^-régulier connexe et tout x G a?, OM aura Tî^ = ôa?.

Démonstration. - Sinon, soit XQ G cj tel que T^ ^= 9a? ; comme
Tï/^ C ôa?, on considère un ouvert (non vide) j3 C j8 C a = 8a?\T^ et
fe COcj) égale à 1 sur j8 et à 0 sur T^ . Alors au couple (0 ,/) G ^(ôco)
correspond le couple biharmonique

(u,(x) , u^x)) = (/W , /W) > (0 , 0) , (x G a;) .

MaisTX^ = ÔCD (1.5.3 [2c])(9) ,doncu^ >OcaTU^e 3^ (a;). D'autre
part, U^(XQ) = 0 et, comme u^ G^^e^cx;), alors u^ = 0 dans cj
(1.5.4 [2cD ce qui entraînera, à cause de la compatibilité des couples
biharmoniques, u^ = 0 dans a?. D'où contradiction et le résultat.

(9) Si X est un espace harmonique elliptique, alors, pour tout domaine régulier
V et tout x G V, on a T^ = ôV.
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THEOREME 2.6. — Si les espaces harmoniques (Î2 , 96^) e^ (Î2 , 3€^)
sont elliptiques, il en sera de même pour l'espace biharmonique (Î2 , 96)
et réciproquement.

Démonstration. - Soit x E Î2 et (ï(x) un système fondamental
de voisinages (de x) 96 -réguliers connexes, donc aussi S^- et 962-
réguliers (1.22). Mais, grâce à 1.5.3 [2c](9), TJLI^ = ôo;, TX^ = ôo;
pour tout o;G a0c) ; par ailleurs (2.5), T^ = Qco.

Réciproquement : par hypothèse, pour un système fondamental
de voisinages a? 96-réguliers (de x) [donc 96^ -réguliers et 96^ -réguliers]
on aura, TJLI^ = ôo;, TÀ^ == où;, Ti/^ == ôo; ; d'où le résultat.

Remarque 2.7. — On pourra donc formuler la proposition 2.5
comme suit : Si (Î2 , 96) est un espace biharmonique elliptique, alors,
pour tout domaine œ 96 -régulier et tout x G a?, on a T^ = Sœ.

On sait ([2c], p. 40) que, si un espace harmonique est elliptique,
l'axiome de convergence de M. Brelot est vérifié.

La réciproque est aussi vraie - si SI est localement connexe, loca-
lement compact, à base dénombrable — en remplaçant l'axiome de
convergence de Bauer par l'axiome de convergence de Brelot.

En remplaçant les a) et b) de notre axiome (de convergence) IV
par les axiomes de convergence de M. Brelot respectifs a)g, b)g, on
aura :

THEOREME 2.8. - Si (S2 , 96) est un espace biharmonique ellip-
tique, alors l'axiome IV a)g, b)^ est vérifié.

Inversement : l'espace (Î2 , 96) - où Sî est localement connexe,
localement compact, à base dénombrable - muni des axiomes I, I I ,
I I I et IV a)fi , b)g est biharmonique elliptique.

Démonstration. — Les espaces harmoniques (Î2,9e^), (Sî , SC^)
étant elliptiques (2.6), on a le résultat d'après ce qui précède.

Inversement : d'abord, notre axiome IV a), b) est vérifié. En
effet, on peut supposer l'ouvert considéré U connexe (Sî est, par hypo-
thèse, localement connexe) et on achève grâce à IV a)g, b)g. Par
conséquent, (Î2 ,96) est un espace biharmonique. De plus, il est ellip-
tique car IV a)^, b)^ implique l'ellipticité des (Î2 , 3^) et (Î2 ,963) ;
d'où l'ellipticité de (Î2 ,96) (théorème 2.6).
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THEOREME 2.9. - Soient (Î2 ,96) un espace biharmonique ellip-
tique et une suite croissante de couples biharmoniques (h^ , h^) dans
un domaine 6 C Î2 avec enveloppe supérieure (h^ , /^). Alors, on aura
l'une des trois possibilités :

1) (h,,h^^9€(ô)

2) (Ai , h^) = (+ oo , + oo)

3) h, = + o o , ^E^(Ô).

Démonstration. - D'abord, on se ramène au cas où (h^ ,/^)>(0,0).
Supposons qu'il existe x^ ,x^ G § tels que AïO^) < + oo, h^(x^) <+oo.
D'après le théorème 2.6, les espaces harmoniques (î2 , 96^), (^2 , S^)
sont elliptiques. On fait le même raisonnement que dans le théorème
1.30 en tenant compte du fait que h^ G !î€^(6), h^ est 9e^-surharmo-
nique dans 8 et que j h^ dp.^ G ̂ (o;) pour tout a? 3€ -régulier
C c5 C ô ([6c] p. 70-71 et th. 1) ; d'où 1).

S'il existe x ^ , x^ G § avec h^(x^) = + °°, h^(x^) = + °°, alors
(/^ , h^) = (4- oo ^ + oo). En effet, comme (Î2 , ̂ e^) est un espace har-
monique elliptique, on a h^ = + °° dans § et, grâce à

h,(x)= fh,d^^fh,dv^ + J ^M

(Va? Se -régulier C a; C S, x G a?), on a h^ = + oo dans § (2.7). D'où
2).

S'il existe x^ , ̂  ̂  ô avec ^i(^i) = + °°, h^(x^) < + oo, alors
AI = + °° dans ô et h^ G ̂ (ô). En effet, (Î2 ,962) étant harmonique
elliptique, h^ E ̂ (S) ; d'autre part, pour un domaine a; 3€-régulier
C c5 C §, a? 3 jc^ , on a :

h,(x) = fh,d^ + fh^ , (xE G,) ;

grâce à ([6c], th. 1), f h^d^ = + oo, VxOoo , et,

comme h^ G ̂ ^(ô), on a h^ = + oo dans ô ([6c], th. 2).
Il nous reste une dernière éventualité : il existe x^ , x^ G 6 avec

Ai (^)<+oo^(^)= +00.

D'abord, comme (Sî , SÇ,^) est un espace harmonique elliptique,
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h^ = + oo dans 6 ; alors pour a? 96 -régulier C û ; C S , a ; 3 x ^ , o n aura,
grâce à

^00 = / h,d^ + / h,d^ ,

^i(^i) = + °°. Donc cette situation n'est pas à retenir.

Remarque 2.10. - Dans le théorème précédent, il suffit d'avoir,
pour un x G §, h^(x) < 4- oo [resp. h^(x) = + oo] pour conclure que
(h, , /^) G 9e(S) [resp. (Ai , /^) = (oo , ̂ )].

PROPOSITION 2.11. -Soient (Î2 ,3e) ̂  espace biharmonique el-
liptique, <jù un domaine 3€-régulier et (f^ ,f^)^ ê(3o;) tel que, pour

tout xEcj , f*f,d^ + /*/2^ Gt / A^ + / fi^ sont
définies.

Si /i est ^-intégrable et f^ est v^intégrable, alors f^ est ^~
intégrabîe et f^ est v^- et \^intégrable pour tout x G ou ; de plus,
dans ce cas, le couple (ff,d^ + ff^, f f^) est bihar-
monique dans cj. En particulier :

COROLLAIRE 2.12. - Si f^ est v^ -intégrable, alors elle est aussi
\^ -intégrable (XQ G a?).

Démonstration. — C'est le même raisonnement que dans 1.33 en
tenant compte du théorème et remarque précédents ainsi que de la
proposition 2.2.

En ce qui concerne le corollaire, on applique la proposition 2.11
au couple (0 , f^) G S(ôcû).

THEOREME 2.13 (Inégalités de Harnack). - Soient (Î2 ,96) un
espace biharmonique elliptique, un domaine G} C Î2, K compact
C co, XQ E a;. Alors, pour tout (u^ , u^) G ^H€(cû), on a :

1) Sup u,(x) <a[u,(x^ + u^)] ,

2) Sup ^(x)<^(jco) ,
x Çz. K

où a = a(K ,^o), j3 = j3(K ,jCo) 50A2r des constantes.
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Démonstration. - Si 1) n'était pas vraie, on formerait une suite
(^ , ̂ ) E +ge(co) telle que sup u\ > n3 (u^x^) 4- u^x^)) où

K

^(•^o) > ° ê^^ à la proposition 2.2. Alors le couple

(h,(x),h,(x))=(Y , "w , y____W___\v lv " 2 V 7' ^ n2(^(xo)+^(xo)) L n^u^) + u^)))

serait biharmonique dans w car A^x,,), h^Çx^) sont finies (th. 2.9) ;
u"i(x)

donc - —-————— serait bornée sur K indépendamment de n,
" ("ï(^o) + ^(Xy))

ce qui contredit
uWsup —————-——————ï> n

x^K ^(^(Xo)+^(^))

L'inégalité 2) est vérifiée car u^^ ̂ ^) et (Î2 , g^) est un
espace harmonique elliptique ([2c], p. 40).

[Notre raisonnement est inspiré du cas analogue dans un espace
harmonique ; voir, par exemple, p. 15 de [7]].
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PARTIE III

COUPLES A PEU PRES 36-HYPERHARMONIQUES

DEFINITION 3.1. — Soient OL une base d'ouverts ̂ -réguliers de S2,
Veu et (y^ ,^)Gê(U).

On dit que le couple (v^ , v^) est QL-à peu près !f€-hyperharmo-
nique dans U si :

1) v^ , v^ sont localement bornées intérieurement dans U.

2) v, (x) > -/\rf^ + /\A^, v^x) > f\^

pour tout (jù €= QL, îjù C U et tout x Ç=. a?.
Si OL est le système de tous les ouverts 96-réguliers, (i^ , v^) est

dit à peu près SC-hyperharmonique dans U.
Il est évident que tout couple ^C-hyperharmonique est à peu près

Se-hyperharmonique. Réciproquement :

PROPOSITION 3.2. — La régularisée inférieure (v^ , î^X10) d'un
couple (v^ , i^) OL-à peu près 9€-hyperharmonique dans U € ^U est un
couple ïK-hyperharmonique dans U et pour tout x 6: U :

v,(x) = sup f Fv,d^ + f^A^I =
c^e<9L L J

xG(^ CcJCU

= Hm [/%i^ +/*^2^| .

v^(x) = sup I j ^2^ | = lim | y v^d\^ \ ,
a;e<a L \ 9x Y. J

xea>Cc>jcu

^ étant le filtre des sections de la base de filtre des G}^ QL, contenant
x (œC U).

(10) v,{x) = lim inf v,(y\ j = 1 , 2.
y ->x
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Démonstration. — Comme v ^ , v^ sont localement bornées infé-
rieurement, alors v^ (x) > — oo, v^(x) > — oo, \f x G U.

A cause de f^ < 1:1 , v^ < ̂  , 3.1 et 1.34, on voit que (v^ , v^)
est 3^ -hyper harmonique dans U et que

v,(x)> sup | f \^+ f\A^1 '
o;ea L" </ J
jcGcj

Î)2(X)> SU? f*^2ûrÀÏ; . (û5CU).
a;e<a
A;G CJ

Remarquons maintenant que si a, j3E (ïet j c G a C a C j S C j S
CU alors, en utilisant 1.34, on montre (de façon analogue au cas
harmonique) que :

/\ûf^ + ̂  v^ < /\rf^ + f\^

f^,d\^f\,d^ ;

d'où la vérité de notre affirmation.
On aura alors, grâce au théorème de la limite monotone, que la

borne supérieure est égale à la limite suivant ̂ . Ensuite, comme v ^ ,
v^ sont s.c.L, pour 7^(7 = 1 , 2 ) réels tels que Vy(x) > 7̂ . il existe un
voisinage ô (de x) où i^ > 7^ et v^ > 7^ . Alors, pour a? E QL, cï C ô,
a?3x,

/*^i^ + /* ^2^? > 7i / ̂  + 72 / ̂  .

/^2^>72/^.

Mais,(1.26),/rf^—^ 1, f d\^—^ 1, f d^—^ 0 ;
v ^X t/ ^.ï t/ ^x

d'où le résultat.
Les propriétés suivantes sont aisément vérifiées (d'après les pro-

priétés des intégrales supérieures) :
1) Si (i^ , v^) est (ï-à peu près 9e-hyperharmonique, il en est de

même pour (Xi^ , Àî^) où À G R^ .
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2) Si (^ ,^), (^1 ,^2) sont deux couples (S£-à peu près 3€-
hyperharmoniques, il en est de même pour (u^ ,u^) + (v^ ,v^).

3) Si (v^ , v^\ est une suite croissante de couples QL-à. peu près
96-hyperharmoniques, alors /sup v\ , sup v^\ l'est aussi ; (n indice G N).

V n n /

4) Si (v\ ,t^),ei est une famille de couples ff-à peu près 96-
hyperharmoniques localement uniformément bornées inférieurement,
alors

(mfv\ , mî v\\

l'est aussi.

Pour les cas ci-dessus, on a des propriétés correspondantes con-
cernant les régularisées inférieures (qu'on montre facilement en utilisant
la proposition 3.2) :

1') (Xi;i ,\v^) = (\v^ ,\v^) .

2') (^ ,^) + (^ ,^) == (t^^) 4- (I^TÎ;)

où (^^ ,u^) désigne le couple (u^ , ù^).

3') /sup t;ï , sup v^\ = /sup ̂  , sup i^\ .
\ " " 7 \ n n )

4') / inf^ , infî/^ est la plus grande minorante 9e-hyperharmo-

nique de la famille (v\ ,v\\^.

DEFINITION 3.3. - Un ensemble E C i2 est dit g^-, ge^-, 96-
négligeable si pour tout cj ensemble 3^-, SS^-, ^-régulier et tout
x E a?, OM û respectivement :

^(E) = 0 , X^(E) = 0 , j^(E) = À^(E) = ^(E) = 0 .

LEMME 3.4. - Si E ^r 30 ̂ négligeable, alors ^(E) = 0, Vco 96-
rêgulier, V^Go; ; ûf^ p/^, si E C ôo; (a? ^-régulier) est tel que
^(E) = 0, VjcEco, û&w X^(E) = 0, Vxeû;.

Démonstration. - On se ramène toujours à E C ôo;. Par hypo-
thèse, X^(E) == 0 pour tout a) S^-régulier (donc pour tout co 96-
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régulier (1.22)) et tout x G eu. Soit le couple (0,XE)(1 1) sur la fron-
tière d'un G) 9^-régulier. Considérons

u,(x) = f\^ , u^x) = f\^ = 0 ;

grâce à 1.33, (u^ , ̂ ) G 9e(o;). D'autre part, comme (0 , \^) < (0 , 1)
sur ôcj, on a : 0 < u^ < .̂ dans a; (/ = 1 , 2) avec

v,(x)= fd^ ,v^x)=fd\^

[(v^ ,v^ est le couple biharmonique associé à (0,1)]. Mais, selon 1.5.3),
lim v^(x) = 0 d'où lim u.(x) = 0. Donc

<^3x->zG9uj ^^x-> zeBo»

lim u.(x) = 0 ,
w3x->zG.9w

] =^ 1 , 2, et, à cause de l'unicité, i^ (x) = 0, V^c G a;. Réciproquement :
^i0') = 0, V^GG; , implique, grâce à la compatibilité, î^OO^O»
V x E c j .

Une conséquence immédiate est le :

THEOREME 3.5. - Soit où SC-régulier et E C ôco. .4/0^ ;

À^(E) =0, VJC G co ^ ^(E) =0, Vx G o;.

Remarque 3.6. - Si (Sî .S^) est un espace biharmonique ellip-
tique et a? un domaine 9e-régulier, alors, on a :

X^(E)=0 ^ ^(E)=0 (^GG;) .

En effet, dans (î2 , SCi) et (S2 ,3^) l'axiome de convergence de
M. Brelot est vérifié (2.8). Donc X^ (E) = 0 implique À^(E) = 0,
\fx G où ; ensuite, grâce à 3.5, on a aussi ^(E) = 0, Vx E a;. Inver-
sement, au couple (0 , \^) E ê(ôcj), on associe le couple biharmonique
(u,(x),u^x))=(f*^dv^, /*XE^) avec ^(jCo) = 0. D'où,
grâce à 2.2, u^(x) = 0, V^-Ea?.

COROLLAIRE 3.7. - A* E est à la fois ̂  et ^-négligeable, alors
il est aussi Sç-négligeable.

(n ) XE désigne la fonction caractéristique de E.
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Démonstration. — Par hypothèse, ̂ (E) = 0 pour tout œ ouvert
3€^ -régulier, VxGo; et X^(E) = 0 pour tout cj ouvert S^-régulier,
V;c € G} ; donc, pour tout œ ouvert 9€-régulier et tout x E co (1.22).
On conclut grâce au lemme 3.4.

Remarquons que dans 3.7 on a l'équivalence si l'on considère la
négligeabilité de E par rapport à une base d'ouverts 96-réguliers.

PROPOSITION 3.8. - Si (v^ , v^) et (u^ , u^) sont des couples QL-à
peu près 9€-hyperharmoniques, on a :

v^(x) < u^(x) a^.-p.p. ( / = 1 , 2 ) ^ (î;i , v^) < (u^ , u^) .

Démonstration. - En effet, A = {x G Î2 : i^ (x) > u^ (x)} est 96^-
négligeable c'est-à-dire ^(A) = 0, Va; ^-régulier (donc Va?
Se-régulier (1.22)), \/x E a? ; de même, B = {x G Î2 : v^x) > u^(x)}
est ge^-^g^^^' d'où (L22) ^(fi) ::= 0' ̂  3^-régulier, VxEa5 .
Mais, d'après le lemme 3.4, ^(B) = 0, V a) 9€ -régulier, V^-eo;.
D'où finalement, pour tout ou 3€ -régulier et tout xêci),

{\M + /* ̂ ï < /^l^? + /* ̂ 2^

f v^ < fu^ .

On achève la démonstration en appliquant la proposition 3.2.
Remarquons qu'il nous suffisait de supposer

t»i(x) < u^(x) ^-p.p. pour tout <jj 3€ -régulier, Vx E a; et

^M ^u^(x) X^-p.p. pour tout a? 96 -régulier, V x G a ? .

PROPOSITION 3.9. — S i E C Î2 ^r SQ-négligeable, alors CE ^r
rf^/î^ dans Î2.

Démonstration. — Comme tout œ 9€ -régulier est 9€ .-régulier
(1.22), alors E est ge^-négligeable pour tout G} ^.-régulier d'une base
(pour la topologie) de Î2 (/ = 1 , 2). On se ramène donc au cas har-
monique et on sait ([2c], p. 49 ou [6c], p. 79-80) que notre affirmation
est vraie.
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PARTIE IV

3^-REDUITE ET 36-BALAYEE

DEFINITION 4.1. - Soit $ = (<^ ,<^)E ^ê(î2) ^ E C t2. 0^ dé-
finit la ÎK-réduite de 4> comme suit :

( î , ^2)E = (^ . ̂  = (î  "i . in^2)

où (^i .^^^(îî) : (^i ,^2)^ ( î ^2) ̂ r E-
Comme on a déjà vu (propriété 4, p. 70), la SC-réduite est à

peu près Se-hyperharmonique et sa régularisée inférieure

0^2 )E = (^f - ^2) »
dite 3€-balayée, est Se-hyperharmonique dans Î2 (3.2).

Si Fon remplace (^?i ,^) par (v^ , 1^2) E +9e*^(î2), on aura :

(0 , 0) < (^ , v^f < (t;i , I^^Ë < (^i , ^2) dans "

et (i;i ,î;2)E = (^i ^2) sur E ^

de plus, si E est ouvert, on démontre, comme dans le cas d'un espace
harmonique ([2c], p. 50-51), que

(î T^ =(^i ̂ Ë •

PROPOSITION 4.2. — Soient (v^ , v^) E 3€*(SÎ) et co ^-régulier.
Alors le couple (w^ , w^), défini comme suit,

vld^ + f V2dv^ » ;ceoJj fv.d^^fv^ ,
100 = J J

\ V,Wv^(x) , xECo?

j v^d\^ , x Œ a?

v^(x) , xECa?
w^(x) =

est Se-hyperharmonique dans Sî.
Si, de plus, (i;i , v^) > (0 ,0), alors on aura :
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(W, , W,) = (t», , t^)0" = (t̂ 7t̂ )Cu' .

Démonstration. - D'abord, (Wi , w;) < (i;, , ̂ ). D'après 1.34,
("'I ,w-i)^çg€*(u). On peut maintenant appliquer la proposition
1.21 car lim inf w^(x) > v^(z), Vz G ôu>, j = 1 ,2 .

Soit maintenant (1:1 , î ) G ̂ ?e*(î2). Comme (Wi , w^e ̂ *(î2)
et (Wi , w,) = (i,̂  , t,,) sur C w, on a : (v, , v^ < (w, , w,). Pour
tout (Mi ,y2)£^9e*(î2) avec («i ,«,)> (^ , ̂ ) sur Cu,

("i. "2) > (Wi , w,) ,
d'où (v^ , v^f^ > (wi , w^) ; par conséquent,

(Vi , v^ > (w, , w^) = (w, , w,) = (w, , w,) .

D'où finalement l'égalité cherchée.

Remarque 4.3. - On voit facilement que : $^ == ae2RE ^ et,
pour les couples (sp, , 0) = $, ̂  = ^R^ (Voir 1.23) ; [R désigne la
réduite dans un espace harmonique],
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PARTIE V

COUPLES 96-SURHARMONIQUES ET ^-POTENTIELS

DEFINITION 5.1. - Un couple (s^ ,^)€ 96* (U), où UG^, est
dit 9€-surharmonique (dans \î) si s^ est finie sur un ensemble dense de
U. (D'où s^ < oo sur un ensemble dense de U ; voir note (7)).

On note par S(U) l'ensemble des couples ̂ C-surharmoniques dans
U. Soit (Si la base de Î2 formée de tous les ouverts 96-réguliers (axiome
II). D'après 1.22, (fi est formée d'ouverts g^.-réguliers (/ = 1 , 2).

PROPOSITION 5.2. -Pour tout (.s-i , ̂ )^ 3Ç*(SÎ), les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) ( s ^ , s^) est 9€-surharmonique.
ii) s^ est y^-intégrable, s^ est \^-intégrable pour tout eu G OS et

tout x G co.
iii) s. est (fi-SCj'-p.p. finie (c.à.d. 9e.-p.p- finie par rapport à (fi),

i = l , 2.

Démonstration. — i) =» ii). Comme

fs,d^ + fs^ < s,(x) , / ^ûfÀ^ < s^x) et

5y est finie sur 7^ ensemble dense de a? (/ = 1 ,2), alors ^i est ^i^-
intégrable et s^ est ^-intégrable sur 7^ et aussi 5^ est X^-intégrable
sur 7^.

D'après 1.33, leur intégrabilité respective s'étend à tout xGcx;

[et (A^+/^rf^ , fs,d^)çH€(œ)] .

ii) =^ iii). — Puisque s^ est ^-intégrable et s^ est X^-intégrable,
alors s^ est j^-p.p. finie et s^ est X^-p.p. finie. Pour A. = • y . 1 (+ oo),
j = 1 , 2, on a :

^ (Ai )=0 , ^(A^) = 0 , Vû;Etf3 , V x G c j .

Donc 5y est (fi -3€.-p.p. finie, / = 1 ,2 .
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iii) =^ i). — A. est tfâ-^-négligeable et, par conséquent ([2c],
p. 49), C A .̂ est dense dans Î2 (/ = 1 ,2).

COROLLAIRE 5.3. - S(Î2) ê5r UM côm? convexe.

Démonstration. - Soient C^ , s^), (^, ̂ ) G S(î2) et A. = •y,"1 (+ oo),
B .̂ = ^(-t-oo) (/ = 1 , 2 ) . Alors, grâce à la proposition 5.2, A^., B .̂
sont ûî -3 .̂ -négligeables ; d'où Dy = Ay U By est ̂ -^-négligeable, donc
CDy est dense dans S2. Par conséquent, (s^ 4- r^ ,^ 4- r2)^S(î2).
On voit aussi facilement que (a^ ,a^)G ^(îî), a E R ^ .

PROPOSITION 5.4. — Si (v^ ,î;^)E§(î2), alors le couple (w^ , w^)
de 4.2 [relatif à (v^ , î;^)] est SC-surharmonique dans Î2 ^^ biharmonique
dans a?.

Démonstration. — On a d'abord,

(Wi .w^X^i ,^) et (w, ,w^)E9e*(î2)

(prop. 4.2) ; d'où (Wi .w^ES^).
On conclut grâce à la partie i) =^ ii) de la démonstration de la

proposition 5.2.

DEFINITION 5.5. — Un ensemble ^C S(Î2) s'appelle SC-saturé si :
i) ^ est filtrant décroissant.

ii) il existe une base QL d'ouverts 9€-réguliers telle que si

s= (s^s^^§,

alors (Wi , w^) E ^, ^ojE QL (voir 4.2, 5.4). 0^ notera par la suite ce
(w^w^par (W^5,W^).

THEOREME 5.6. — So it (^1,^3) l'enveloppe inférieure d'un en-
semble, ^= 0, 9€-saturé §C S(Î2). Si g^(x) > — oo sur un ensemble
dense de Î2, alors (g^ , g^) E ̂ (iî).

Démonstration (raisonnement inspiré de celui de [2c], p. 54). —
En effet, (g^ ,^) = inf (W^5 ,^s) ; (s,, ^)E ,̂ Va; G a, et on
voit que {(W^5 ,WÎ^) : (^^ , ̂ )E ^} est filtrant décroissant. Par
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ailleurs, comme pour chaque a; E QL, (W^5 , W;^)^ e ge(a;), alors,
grâce à 1.31, (^ , g^io; e ̂ (^ d'où (^ , ̂ ^ ^C")-

En adaptant les raisonnements de ([2c], p. 54-55) à notre cadre,
on démontre les corollaires suivants, 5.7 et 5.8.

COROLLAIRE 5.7. - Pour tout (i^ , v^)E +S(Î2) et tout E C Î2,
sa SC-balayée sur E est SC-surharmonique dans Î2 et biharmonique
dans CE. De plus, Ç^^f = (v^ , v^f sur CE.

COROLLAIRE 5.8. - Soit % un ensemble non vide de -9e*(î2)
contenant au moins un couple 9€-sousharmonique et ayant un majorant
SC-surharmonique.

Alors, de tous les majorants SC-hyperharmoniques de %, il existe
un plus petit, biharmonique dans SI.

DEFINITION 5.9. - On appelle 3^-potentiel dans Sî un

(Pi,^)^^)

si, pour tout (u^ ,u^)ç. 96* (Î2), on a :

(Pi , Pz) + (^i , u^) > (0 , 0) ^ (u^ , u^) > (0 ,0) .

PROPOSITION 5.10. - 1) La somme de deux ^-potentiels est un
SC-potentiel.

2) Tout (î^ ,v^)E ^9Ç*(SÎ) minorant un 3€-potentiel est un9€-
potentiel.

Démonstration. - 1) Soient les 9€ -potentiels, dans Sî,(^ ,p^),
(^i , Q2\ et (^i , u^) E 9e*(î2). Alors p, + q^ + u^ > 0, / = 1 , 2, ou
p/ + ^/ + ui) > ° ^ ^/ + uj ^ ° car (^1 » ^2) est un Se-potentiel et,
finalement, Uj > 0 car (q^ , q^) est un ïe-potentiel.

2) Soit (u,, u^) E 9e*(î2) et (v^ , 1:2) + (u, , u^) > (0 , 0) ; par
conséquent, py 4- .̂ > 0 car p, > t;y (/' = 1 ,2) et enfin u^ > 0 car
(Pi , ^2) est un 9€ -potentiel.

PROPOSITION 5.11 (Un principe du minimum). - Soit

(u,,u^eg^(V) , uezi ,
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satisfaisant aux conditions :

1) liminf uÂx) > 0, V z G ô U ,
j c -^z .^eu /

2) // ex/^ ̂  9€-potentiel,dans Î2, (p^, p^) avec

(^,^)+ (Pi,^)>(0,0)

ûto^ U, / = 1 ,2.
^tor^ (^^ ,^2)^ (0,0).

Démonstration. — On raisonne de façon analogue au cas harmo-
nique (en utilisant 1.21).

Considérons maintenant les cônes convexes :

%^= S^(Î2) des ge-potentiels dans î2,

çg^i ^ çg^i^) des Sêi-potentiels dans Sî,

%^2 == S;^2^) des Se^potentiels dans Î2.

PROPOSITION 5.12. —

1)^1 - { P i : ( p , , 0 ) G % ^ } .

2) S^2 D {p2 : 3 pi ; (pi , p ^ ) G %"} noté %2 .

Démonstration. - 1) Si p^ C ̂  alors (pi ,0)E^S(Î2) grâce à
1.22. Soit (Ui ^2)e9e*(î2) et (pi , 0) 4- (u^ , ^3) > (0 , 0) ; mais,
comme ^ ̂  0, (^i ,0)ege*(î2) [ou ^ege^(î2)] et (1.23) ^i est
9^1-hyperharmonique > 0 car pi est un ^-potentiel. Par conséquent,
( P i , 0 ) E ® .

Inversement, si (p^ , 0)e çg^, p^ G ̂ (Î2) donc (1.23) p^ est
9€^ -surharmonique > 0 dans î2. Soit M^ une fonction 9^-hyperhar-
monique dans Î2 avec p^ + u^ > 0. Mais, (1.23), (u^ , 0) C ̂ (K) et,
par définition,

(Pi , 0) + (^i , 0) > (0 , 0) ^ (^i , 0) > (0 , 0) .

D'où.piE^1.
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2) Soit ?2 e ̂ 2 • Alors ^2 ^9e?(SÎ) et (1.23) ̂  est a^-surhar-
monique > 0 dans Î2. Soit i^ une fonction SÏ^'hyperharmonique dans
S2 et ?2 + ^2 > °- Mais. 0-23),

^E^(Î2) et (+°o,^)ege*(î2) ;

par définition,

(Pi, P2)-h(+oo ,^)>(0,0) ^ (+oo^)>(o,0) .

D'où,p^E%^2.

COROLLAIRE 5.13. - Si (pi, p^)e <sx alors Pie %ael et PiE %5e2 •

Démonstration. — On va démontrer que (pi , 0)€ Q;̂ . En effet,
soit (MI , u^) G S^*^) avec (j9i , 0) + (^ , ̂ ) > (0 , 0) ; mais
(Pi , P^) + (^i ' ^2) > (0 , 0) [car (pi , p^) > (Pi , 0)] d'où,

(^ , ̂ 2) > (0 ,0)

car (pi ,^2) ost un 9e-potentiel dans Î2. On a le résultat, grâce à 1)
de la proposition précédente. La seconde affirmation découle immé-
diatement de 2), prop. 5.12.

Remarque 5.14. — Des relations analogues à 1) et 2) de la propo-
sition 5.12 peuvent évidemment être établies si l'on remplace les
cônes des potentiels par les cônes des surharmoniques (S,8?i , ̂ ).

THEOREME 5.15. — Tout (v^ , v^)ç. +S(î2) a une décomposition
unique (de F. Riesz),

(^i ,î^) = (Pi ^ P i ) + (^i * U2)
avec (pi , p ^ ) un 9€-potentiel dans Sî et (u^, u^) la plus grande mino-
rante biharmonique de (v^ ,v^) dans î2.

Démonstration (raisonnement inspiré de celui de [4], p. 58-9). —
i) Unicité. — Soit la décomposition (v^ , v^) = (p^ , p ^ ) + (u^, u^)

avec (pi ,p^) un 96-potentiel dans S2 et (u^ , u^) un couple biharmo-
nique dans Î2. Si ( A i , h^) E 9e(S2) et (h^ , ̂ ) ̂  (î;! ? ^2)» on aura :

v^. - h^ = p, + (̂ . - /îp > 0 ^ Uy > h^ ( / = 1 , 2 ) .
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D'où, (^i , u^) est la plus grande minorante biharmonique (et l'unicité).
ii) Existence. - On désigne par % le plus petit ensemble 96 -

saturé contenant (v^ , v^) et (^ , ̂ ) = inf %.

Alors, (u, , ̂ ) = inf (t, , r^ où (t, , ̂ ) E % et œ E a (base
d'ouverts 9C-réguliers associée à notre ensemble 3^-saturé) ; grâce au
théorème 5.6, (u^ ,^) est biharmonique dans Î2. Soit maintenant
(^i , s^) G 9e*(î2) tel que (^ , ̂ ) 4- (s^ , ̂ ) > (0 , 0).

On note par^={(^ ,^)G ^*(Î2) : (^ , t\) + (^ ,^)> (0 , 0)}.
On voit que % C cê'. Ensuite, on remarque que,

(o) : (u,, u^) + (s,, s^) = i n f % + (s,, s^) > (inf t\, inf r;) +(^ ,^)

= (inf(r'i 4- ^ ) , inf(^ + ^)) > (0 , 0)

avec (r'i, ^)e %\

On désigne par (^ , p^) = (^i . ̂ 2) - (^i » ^2) ; on montrera que
c'est un 9€-potentiel dans î2. D'abord, (pi , ^3) E +S(Î2) ; prenons
ensuite (^ , ^) G 3e* (t2) tel que (p , , p^) + (^ , ^) > (0 , 0) ou
(^i , ^2) - (^i * ^2) 4' (^1 » ^2) > (0 » 0). On pose

(Wi , w^) = (^ - ^i , ^ - ^3) E g^*^) .

Mais si l'on remplace (^ , s^) par (w^ , w^), on a, grâce à (o) :
(u^ , u^) + (wi , w^) > (0 , 0) ; d'où,

(u^ , ^2) + (^i » ^) - (^i » ^2) > (0 , 0)

ou (^ , t^) > (0 , 0). Par conséquent (définition 5.9), (p^ , p^)G %^.

COROLLAIRE 5.16. - Soit un couple (p^ , ̂ )e +S(Î2). ^l/o^, on
û fe^ équivalences :

0 (Pi » P2)e%^ ^ 5Û P^ grande minorante biharmonique est
égale à (0 , 0).

2) ( p , , p^) e %ae ^ P, ^ ̂ / ( 7 = 1 , 2).

Démonstration. - 1) Si ( p ^ , p ^ ) G %^ alors

( P i , P 2 ) - ( ^ 1 , ^ 2 ) ^ ( 0 , 0 ) ,

où (^i , u^) est sa partie biharmonique (proposition précédente), d'où
(- u^ , - ̂ ) > (0 , 0) et par conséquent (u^ , ^3) = (0 , 0).
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Inversement : de (^ , u^) + (^ , p^) > (0 ,0), où (^ , i^) E 9e* (Î2),
on a, - (^ , u^) < (p^ , p^) d'où - (^ , î^) < (0 ,0) car sa plus
grande minorante 3C-hypoharmonique est égale à (0,0).

2) Si (p^p^C^ alors, selon 5.13, p,e%^' (/ = 1 , 2 ) .
Inversement : Soit (h^ , /^)e .^(n) et A, <p, (/ = 1 ,2). De

/^ < ^2 » on a ^2 = ° car ^2 est un ̂ 2 -potentiel ; donc h^ E ̂ ^ (î2).
De même, /^ <p^ implique h^ = 0. D'où le résultat.

Introduisons maintenant un nouvel axiome :

AXIOME III'. — a). Pour chaque x G Î2, il existe un 96 -potentiel
( P i , ̂ ^cfW 0 '̂ continu dans W et tel que pj(x) > O,/ = 1 , 2.

b) Comme dans l'axiome I I I b).

THEOREME 5.17. — Dû^ ^ espace biharmonique (îi,^), /^
conditions suivantes sont équivalentes :

i) Axiome IlF a).
ii) Po^r ^o^r je G î2 ^r ro^r voisinage ^-régulier cj de x, il existe

un SC-potentiel (p^ , p^) fini continu dans Î2 tel que :

PiW > I P^ + fpi^ , p^x) > fp^ .

iii) Pour x, y E Î2, x ^= ^, // ^^rê deux ^-potentiels (p^ , p^)»
(^i » ^2) /m^ continus dans S2 ^& <7^^ ;

P/W q j ( y ) ^ p ^ y ) q^x), f= 1 , 2 .

iv) Po^r x, ^ G Î2, ^ ^= y , il existe (^ , s^) et ( t ^ , ^)E +^(^)
finis continus tels que :

Sf(x) t^y) ̂  s^y) t^x), 7 = 1 , 2 .

v) Pour tout x E S2 et tout voisinage 9€-régulier eu de x, il existe
(s^ , ^)G +S(S2) fini continu tel que :

s,(x) > fs,d^ +/ s,d^ , s,(x) >fs,d\^ .

Démonstration. - i) =» ii). Soient un x E Î2, û; un voisinage fl^-
régulier de x et ^ e T^ (T^ ^ 0, 1.25 et 1.22). On construit faci-
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lement un Se -potentiel P = (p,, p^ fini continu dans Sî et p. > 0
sur{^}U9^ (/= l ,2). /

^ Considérons le système QL dès ensembles y; ̂ -réguliers tels que
lun au moins des points x. y n'appartient pas à w, (donc QL est une
base de Î2). L'ensemble

' /-» r/ Ct*/i , . . . Co»
^={(Pi.p2) " ;"<=N,^, . . . ,c^,ea}

est 9e-saturé ̂  d'où inf § est biharmonique (5.6) et égale à (0 , 0) car
(Pi'Pî)^^ (5.16).

Soit n le plus petit entier tel que pour cj, , . . . , <y G <SK,

^W=P?" l•••••c""(x)<p,(.)

[et^P^--"^"]

((P^--^,?^--^).^ ^,....c^

On aura donc ^ € ̂  ; d'où, ou

(1) <ll(x)<Pl(x) et < î i ( y ) = p ^ y ) ;

et alors r, (x) = p, (^) et /•,(^)<^(^) (2)

avec /-i =p^l•••••c"n-l L ^pC"i,...,c^_i-i

Remarquons que (<?, , <y,), (r, , /,) sont des ^-potentiels finis
continus dans î2.

Examinons le cas (1) : on a q^(x) > 0. Sinon, comme

Qi(x)>fq^+fq^ ,

on aura q^(y) = Q ; impossible car q^y) = p ^ ( y ) > o.
On pourra donc (en multipliant (<?i, <?,) par un a > 1) trouver

un 3€-potentiel (q[, q\) dans Î2 tel que

Pi(^)=<?;W et P i ( y ) < q [ ( y ) .

Soit (<?^ , q'^ = (inf (p, , q\ ), inf (p, , ̂ )) ; c'est un ̂ -potentiel
fini continu dans Î2. Evidemment :

^'(yX^y) et <7;'(^)=<7^(x) .
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Grâce alors à la continuité des q^, q\, il existe un voisinage dey
tel que q^ <q\ là-dedans.

Mais q[\x) = q\ (x) > f q\d^ + / q\dv^ > f q^d^ -^-f q^

et q2W>fq'^ .

Dans le cas (2), on trouve immédiatement un 9€ -potentiel [à savoir
(^ , ̂ )] satisfaisant à la première inégalité strictement. Considérons
maintenant un point z e TX^ (^ 0, 1.25, 1.22) et effectuons, pour les
points x (le même) et z, la même chose sur l'indice 2. On prend le
plus petit entier m tel que :

w,(x) = P;"1 • • • • • '"-(x) < p,(x) [w, = P?"1 • • • • •CMW] .

Alors, on aura, ou :

(3) w^(x) < p^(x) et w^(z) = p ^ ( z ) ; ou w^(z) < p^z) ,

d'où ^ W == Pi (x) e! ^2 (z) < ^2 (z) (4)
c<* ; , , . . . , cc^ , r C o » , , . . . , Co»... ,1

avec f 2 = p 2 [^i = PI I .

Si Fon a le cas (3), en raisonnant comme dans le cas (1), on trouve
un 3S-potentiel ( s [ , s^) dans Î2 tel que :

s^(x) > f s^d^ + / sW . ^(x) > fs^ .

Si Fon a Féventualité (4), grâce à la continuité de u^ et p^\\
existe voisinage de z sur lequel u^ < p^ ; d'où,

u,(x)> fu,d^ +/^^ .

^2M = ^2^) > fP2^ > f ̂ \^ .

On peut donc trouver un (^ , t^ç.^ satisfaisant strictement
aux deux inégalités et fini continu.

ii) ==» iii). — Soit (jù 9^-régulier tel que x E a?, y E C a;. Il suffit
alors de prendre (^ , ̂ ) = (Pi ^2)°^, où (pi ,^) est un 9S-
potentiel fini continu dans Î2 satisfaisant aux inégalités de ii) et
Pf(Y)>0 ( 7 = 1 2).
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iii) => iv). - Evident.

iv) ^ v). - Soit a; un voisinage ^e-régulier de x et y G T^.
Grâce à : ̂  (x) ̂  (^) ̂  ̂  00 ^ (x), on a ̂  (x) > 0 (et aussi t, (x) > 0).
Sinon, ^ (j0 = 0 ce qui est impossible à cause de la séparation.

Alors, on peut trouver deux couples (s^ , s^\ (^ , t^) 96-surhar-
moniques positifs finis continus et tels que (en multipliant au besoin
par un a. > 0 convenable) :

s^ (x) = t, (x) et s, (y) < ̂  (y) .

Comme dans le cas (2), on trouve (s\, s\) E +S(Î2), et fini
continu, avec :

s[(x) >fs[ d^ + / s\d^ , s,(x) > fs,d\^ .

A cause de : s^(x) t ^ ( y ) ̂  s ^ ( y ) t^(x), on trouve de la même
façon un couple (.// , s^) € ^ §(Î2) tel que :

,'/ (x)> fs'^ d^ + / ,,' d^ , ,;' (x) > f s', d\^ .

Alors (s[ + s^ ,s^ + s^) G +^(Î2) est fini continu et satisfait aux
deux inégalités strictes. ,

v) =» ii). — Grâce à la décomposition d'un couple (^ , s^) G +S(Î2),
(5.15), on aura :

Pi (x) = s, (x) - ̂  (x) > f (s, - u,)d^ -h / (̂  - u^) dv^ =

=/^i^+/PA" ,

p^x) = s^x) - u^x) > /(^ - u^d\^ =f p^d\^ .

ii) ^ i). - C'est évident.
On voit donc (théorème 5.17) que l'axiome III' entraîne l'axiome

III. D'où la définition suivante :

DEFINITION 5.18. - On dit que (Î2 ,9e) est un espace biharmo-
nique fort si les axiomes /, //, ///' et IV sont satisfaits.

Dorénavant, on se placera dans un tel espace.
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Remarque 5.19. — Grâce à III' a) et 5.13, les espaces (Î2 , 9^)
et (S2 ,3^2), (1.29), sont des espaces harmoniques forts.

Soit %ç le cône des îfe-potentiels finis continus dans Î2,
(D = ̂  - %^ (l'espace vectoriel qu'il engendre) et ^(îi) = ê^ l'en-
semble des couples de fonctions finies continues dans Î2 et à support
compact.

THEOREME 5.20 (théorème d'approximation). -Soit (/i, f^) G ̂
[c.â.d. (/i , f^) > (0 , 0)] avec supports compacts respectifs K ^ , K^ et
U un voisinage de K = K^ U K^. .4/ws (/i , /a) P^ ér^ approché uni-
formément par des éléments de (0 Fi ^.g^ do^r to supports se trouvent
dans U.

Démonstration. — Nous voulons utiliser le théorème de Stone sur
les compacts. Remarquons d'abord que si

(PI^)-^!^)^!^)^® -
alors on a aussi (d\, d^) E S) où

ûÇ. = max (py - ̂  , 0) = pj - min (py, çp ,
7 = 1 , 2 .

Soit x , y G . S î , x = ^ y , o j \ x n voisinage ^C-régulier de x , y CE cj et
un (P l ,P2) e ^c comme dans le ii) du théorème 5.17. Prenons le
Se-potentiel (q^ , q^^^c défini comme suit :

Qi(z) =

q^) =

{ p . d ^ ^ f p ^ , zEa;

Pi 00 , ^^^

^p,^ , ze^

P^(Z) , Z ^ G }

Le couple (pi , p^) - (îi , q^) = (^ , r^ e ® n êfc et r/(x) > °»
'/(>') == 0 pour / = 1 , 2. De même, on peut construire un autre couple
(^i , s^) G ÛD H ̂  tel que 5,(x) == 0, ^.(j^) > 0 pour 7 = 1 , 2. Par
conséquent, pour a, j8 réels quelconques et î?, 0, réels convenables, le
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couple (di , d^) = (17̂  + Os^ , 17̂  4- 0^) E (0 H S^ peut satisfaire une
des situations ci-après :

d,(x)=a , rf iGO=^

d^(x)=a , ^00=/3

di0c)=a , d^y)=P

d,(y)=a , d2(x)=/3 .

Soit x = ^ € ex;, a? 96-régulier, et 034 , ^3) comme ci-dessus. En
écrivant : (^ , r^) = (pi -^1,^2- ^2) = O^i - <h » 0) + (0 .^2 - ^2)
et (pi - ^ i , 0 ) = Oi , r^), (0 ,p2 - ^2) == (l;! ^2)» on a : (r! » ^)»
(1;̂  ,^)e® nê^, ri Oc) ̂  0, ^(x) = 0 et v^(x) = 0,1:2 (x) ¥= 0 (voir
5.13).

Donc, pour a, (3 réels quelconques et î?, 0 réels convenables, on
aura : d^(x) = a, d^(x) = j3 avec

(̂  ̂ ) = ( î + 0î;i ,7^ + ev^ed)^^ .
Considérons maintenant un compact A de Î2 et (<^i , <^) ̂  ê^,(A) ;

on se ramène à une <p G C(A x I) où 1 est l'espace discret { 1 , 2 } avec
(P.(^) = <p((jc ^ / ) )^ / = 1 ^ 2 . Par conséquent, d'après les considérations
précédentes, le théorème de Stone peut être appliqué.

Soit U' e U^ , K C U' C Û' C U. Selon le théorème de Stone, il
existe ( /^/^EO&n^ tel que l / / - / , l < e sur U' pour c > 0
donné (/ = 1 , 2). Soit de plus (^ , g^^^ÇSî) avec

g, > sup f;(y) 4- e sur K, (/ = 1 ,2) ,
/ K

g. < 0 dans C U' et g^ < — e sur C U' H S où S = supp /i' U supp f[.
Grâce de nouveau au théorème de Stone, il existe ( g [ , g\) E CD H ê^
tel que _

\glf-gf\<€ sur U ' U S .

Soit .̂ == max (0 , min ( f / , g'y)), / = 1 , 2. Alors V/y > 0, avec
supports C U' et (V/i , V/^) E On ^8^ ; de plus, | V/y - /, 1 < e dans
Î2 (7 = 1 ,2).
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PARTIE VI

PROBLEME DE RIQUIER

Soit a; E ̂  et / = (/i , f^) G S>(Qcû). On note

^tf ={(v, ,^)^9e*(^) : liminf v,(x) > f.(y\>-oo,
w 3x ->yçbw ' '

v^eao; , / = 1 , 2 } .
H^ = (H^7, H^) = (mfv, , infî;,) où (^ , ̂ ) ̂  ̂ t/ .

On définit ̂ '/ en passant à (- /i , - f^) = — / et à (- ̂  , - ̂  )
dans ̂ '/ et H^ t / = sup ̂ tf = -H^-^.

On a les propriétés suivantes :

1) H^-^H^ .

2) Pour tout À G R^, H^'^ = À H^ .

3) S i /<^ => H^^^H^'^ et H^^^H^'^ .

4) H^^ < H^^ + H^ .

[lorsque (/i + ̂  ,/2 + ̂ ) est défini sur ôœ et H^^ + H°'^ défini
dans a?].

PROPOSITION 6.1. -Si f= (/i ,/2) ^r /û restriction sur ôœ de

V = (^ , ̂ ) ̂  +9e*(î2), alors (H^ , H^^) = (V^ , V^)
rfû^5 C^.

Démonstration, — Un raisonnement analogue au cas harmonique
adapté à notre cadre (on utilisera 1.21 et la définition 4.1) nous donne
le résultat.

DEFINITION 6.2. - Le couple (/^ ,f^)^ §(8o?) est dit ^-résolutif
si H^ = H^ fini dans œ. On pose alors H^ = H^ = H^.

THEOREME 6.3. - Tout couple (f^ ^^^(ôa?) est ^-résolutif
et (H^'^ , H^'-^) e^ biharmonique dans cj E ̂  .
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Démonstration. - On procède par étapes en montrant d'abord
que toutp=(p,,p^)e^est ̂ résolutif et queCH^^H^-^e 3€(w) ;
ensuite, grâce au théorème d'approximation (5.20), on conclut.

1) A cause des propositions 6.1 et 5.7, (H^ , H ^ ' " ) e 9€(u) •
de plus (pi^) S ̂ •p d'où p, > H^ (7 = 1 , 2) dans o;. Alors
^lmJ>^ H/t'•p^) < lim sup p,(x) = p,(y), \/y e ô^,/ = l , 2, et

H^<H^ ( / = 1 , 2 ) ;

par conséquent, (p, , ̂ ) est 36-résolutif.
Aussi pour / = (/, , ̂ ), g = (^ , ̂ ) ïe-résolutifs G ̂ (ô^)

on a : H"./+y = pj",/ + ^u),y

H"^ =ÀH"• / ( X G R ) ;

donc tout couple d = (d^ , d^ £ ûD = % .̂ - çg^, est 9e -résolutif et
(H^.H^ege^).

2) Maintenant, grâce à 5.20, pour tout e > 0 il existe un
(rfi , d^) G (Q tel que

d, - e < f, ^ dj + e

d'où H,"-4 - eH,"-1 < H^-^ < H^ < H^-4 + eH^-1

où 1 = ( l ,1) et / = 1 ,2 .

^ Comme H,"-1 sont bornés, (/i , /,) est 3€ -résolutif ; d'autre part,
(H^'^H^'-^) peut être approché uniformément dans ^ par des
(HÏ^ , H^) e 3e(o,), d'où (HÏ^ , H^) e ae(^).

3) Remarquons enfin que,

^ = ("Pi , ̂ 2)E 8>(^) , (<Pi , ^2) > (0 , 0) sur ôo;

=> H^'^ > 0 dans a;, et ̂  > 0 sur 80; => H^'^ > 0 dans o>.
Donc, pour chaque x G. co, H^'^x) sont des formes linéaires posi-

tives sur &^(Qu) et l'on aura trois mesures de Radon > 0 sur
ôco(^,^,i^) telles que :

Hr• /W=//l<^+//Aa> , H^M=//,^.

En raisonnant de façon analogue, on étend dans notre cadre le
résultat correspondant du cas harmonique, à savoir :
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PROPOSITION 6.4. -Soit f" = (/i",/^) une suite croissante de
couples € ê(ôco) [w ^ce G N] të& ^«e

(H^/^H^^ege^), v « .
_(^ SUD ^ n

^Itors H, ' " " = sup H^ , /• = 1 , 2 .
M

THEOREME 6.5. - /W tout f= (/, ,/2)Gê(9^), ow a :

^W-ff^+ff^ , ^(x)=ff^,

lorsque H^'^x) < + oo ^ V x £ c o .

Démonstration. - Si (/, ,^)e §,0o>), il existe une suite crois-
sante (^ , ̂ ) = ̂  e g^Oo,) telle que (/i , /,) = fsup ̂  , sup <^ \.

\ n n I

Grâce au théorème 6.3, on a, pour tout x G a» :

H^"0:) = f^d^+f^d^ , î î ^ ' ^ ( x ) = f^W ;

d'autre part, (6.4),

H^(x) = sup H^-^"(x) , Vx S c^ , /• = 1 , 2 .
^2

Par conséquent, pour tout x E a;,

H^(x) == sû p /^d^ + supf^d^ = /*Arf^ + /*/^ ;

de même, H^^Cx) = ff^dX^ .

Soient maintenant /= (/^ ,/2)e &(9<A;) ,

^= {^= (^ ,^)^^(^) : (^i,^)XA,/2) sur ÔG;},
et x G a?.

Comme, par hypothèse, H^ < + oo dans a;, il existe

(u^u^ç^^ tel que ^ i ( x ) < + o o .

Considérons les fonctions ^.(z) = lim inf u.(x), Vzeôcj ,
cj3.)c->ze9a?
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/'= 1 ,2. Alors, (V/i ,^^e<Sf et (MI .M,)€^^ .

On aura donc :

/*<M^+/sl'M^<"lOO<+oo ;

d'où / *^i ̂  , / * ̂ 2^? sont finies.
Comme :

f'fi^^f^^ , /*/^</^^,

/ * /• *

alors /i d^ + J /^ A^ a toujours un sens (finie ou - oo) et cela
pour tout x E oj.

On pourra alors écrire, pour tout x G <j,

/*A^ + /*/2^ = i^f [/ ̂ ,^ + / ̂ ^ ] =

=mfH^^(x)>îi^l^x)^

et /"^^ = inf / ̂ ^ = inf H^Oc) > ̂ ^(jc) .

On va démontrer maintenant les inégalités dans l'autre sens. En
procédant comme ci-dessus pour (u^,u^) quelconque G ̂ 'f, on aura
un (^i ,V / , )€^ et (t<i,u,)e^'* ; d'où

f*f,d^ + y"1'/̂  < / ̂ i^ + / ^2^? = Hr^(x) < «i(x)

et r^ < / V'2^ = H^Oc) < ^,(x)

pour tout x E a?.

Ces inégalités étant vraies pour tout (î^ , î^E^^, on a :

/*A^+/*^^<H^/(x) , /^^^H^'^V^Co;).

D'où le résultat.

COROLLAIRE 6.6 (théorème de résolutivité). - Un couple
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/= (/i ^ A ) ^ ê(9c*;) est 3Ç,-résolutif si et seulement si, pour tout
x G eu, /i ^r y^-intégrable et f^ est v^-intégrable.

Démonstration. - On applique le théorème 6.5 aux couples
(/ i , / î) et (-/i ,-/,).

Remarque 6.7. —

1) On peut montrer, pour c^e^ et /= (/^ J^)e&(9o}), les
parties 1) et 2) de 1.33 (en raisonnant exactement de la même façon).

2) On voit donc que, si / = (/i ,f^)^ S(aco) est 3€ -résolutif,
(H^.H^ese^).

3) Comme on peut trouver (pi , ^3) G % .̂ (donc bornés sur a?)
tel que pi > 1, p^ > 1 sur ôa?, alors il existe une constante M telle
que pour tout x E ̂  :

I I ^ I K M , I I ^ I K M , I I À ^ I K M .

[(1 , 1)0^(30;) ; voir alors le théorème 6.3].
4) On peut montrer le théorème 6.5 avec une hypothèse plus

faible,à savoir :
/•* /.*

J f\ d^ ^j fi^ est définie pour tout x G a; .

COROLLAIRE 6.8. - Si v = (i^ ,i^)E ̂ (ft), û/cw, po^r tout
(jù G ̂  ^r tout x G a;, OM a :

v,(x)>fv,d^+fv^ ,

v^(x)> fv^ .

En effet, (rest^ 1:1 , rest^ v^)ç: ̂ frest^v ; ensuite, on applique
le théorème 6.5 vu la remarque 6.7. 4).

THEOREME 6.9. - Dans tout coG^ il existe (u^ , u^)ç. 3€(cû)
avec u. > 0 dans co, / = 1 ,2.

Démonstration. - Soit o?o G ̂  , 0:0 D cJ.
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D'après l'axiome III b), il existe h^ G 9e^(o?o), w^S^^o)
strictement positives. Considérons le couple /= (0 , w^) 6: ê^(ôo?) ;
alors, (voir 6.3), (H^ , H^e 9e(co) et H^Qc) > 0,

H^OC) = J* w^rfx^ > o , vx e a;.

Mais (/^ , 0) € ^(o?). Par conséquent, le couple

(u, , u^) = (h, , 0) 4- (H^^ , H^) G 9€(^)

et My > 0 dans a?, / = 1 ,2.

DEFINITION 6.10. - Un point z G 80? (co G ̂ ^ ^r A7 a^i, S^ ,
SC-régulier si pour x -> z, xÇ. (jù, on a respectivement la convergence
vague des mesures :

^ -> ^ ; ̂  -^ ^ ; (̂  . ̂  . ̂ ) ^ (^ » ̂  - °)(12)-

LEMME 6.11. — Si ̂  -> e^ vaguement pour x -> z, x G a?, û/or^
^ -> 0 vaguement.

Démonstration. — On remarque d'abord que, pour tout x E a?,
11X^11, ||̂ ||, ||̂ || sont bornées uniformément (6.7.3)). Pour tout
P = (Pi ' Pi) e %c ' on a» ê^^ à 6-3' (V A: € a;),

p,(x) > H^^M == H^^(x) = fp,d^ + /P2^ .

p,(x) > H^^M = H^'^x) -f?^ .

Par conséquent, ^i(x) — j Pi dy^ > J Pidv^Ç^ 0) et comme,
par hypothèse, le premier membre tend vers zéro, alors

f p ^ ^ O

quand x -^ z, je G a? ; le théorème d'approximation (5.20) nous
permet maintenant d'achever la démonstration.

(n) De façon équivalente, on a, respectivement, pour tout <^£ C(ôo?) et tout
/==( / ! , A) € ê,(ôo;) : lim ^H^OC) = ^(z) ; lim ^H^W = <^(z) ;

0»3X-^Z r W ^ X - ^ Z

lim H^ /W=/;.(z) , / = 1 , 2 .
a» ̂ x->z ' '



AXIOMATIQUE DES FONCTIONS BIHARMONIQUES 93

THEOREME 6.12. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) z est 96 -régulier.

ii) z est S^i^-régulier et 3€^-régulier.

Démonstration. — i) =» ii). Evident.
ii) =» i). On conclut immédiatement grâce au lemme précédent.

Remarque 6.13. — La justification de définir la 9€^ et 3€^-
régularité moyennant les mesures ̂  et À^ repose sur le fait que y^
est la mesure harmonique dans l'espace harmonique (S2 ,3€^) et X^ la
mesure harmonique dans (Î2 , S^).

En effet, pour tous les /= (/i ,0)Eê(ôa;), H^ = ^H^et,

pour / = ( / i , /2) G ^(9^), on a toujours, H^ = ^H^ (voir 1.23).

DEFINITION 6.14. - Soit E C 3co(G; G 11̂ ). E ^r AT ge^ , 36^
^-négligeable (pour oj) si, pour tout x E co, 0/2 û respectivement :

^r^oo = o ; ̂ ir^oo = o ; "ir^cc) = o [= œ, Q)] .
(Les indices 3€^ , 9€^ » 9^ se rapportent aux faisceaux correspondants).

LEMME 6.15. - Soit œ E U et f> 0 et bornée sur ôo;. Alors la
/»*

fonction x -> J fdv^ est un 3€ ^-potentiel dans cj.

Démonstration. — Considérons le couple (0 ,/) G ê(ôo;) ; d'après
6.7.1) et 6.7.3), le couple (/*W , /*W) E +^(^), d'où

/.*
J /d^ est une fonction 3^ -surharmonique > 0 dans G;.

Soit maintenant a?o G ^, a?o D GJ. Grâce à 6.9, on peut
trouver (^ , i^)G ^(c^o), .̂ > 0 (/ = 1 ,2), et ^ >/ sur ôcj (en
multipliant au besoin (u^ , u ^ ) par un X > 0 convenable).

On aura donc, (6.8),

u,(x) - fu,d^ = fu,d^ > f fdv^ > 0

Mais u^(x) - j u^d^ = p^(x) est un ^-potentiel dans a?.

D'où le résultat.
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PROPOSITION 6.16. - Soit (jù G U, et f> 0 et bornée sur 9oj. Si
* /»*/ /rfX^ =0 , V x G a?, ator5' J /A/^ = 0 dans a; ; ̂ r inversement.

Démonstration. — Considérons le couple F = (0 ,/)G+S(ôa?).
Le couple (H^ , H^) G ^3e(û;) et comme H^Oc) = / /dÀ^ == 0
dans a?, alors H^^ G^S^^G;). En prenant, maintenant, comme dans
la démonstration de 6.15 un (u^ , u^)G. ̂ (a^), CJCOÎQG^ avec
M. > 0, et u^ > f sur ôo?, on a :

p,(x) = /M^^ > /*^^ > 0 ;
/.*

par conséquent, J fdv^ = 0 dans G;, car piO:) est un SC^-potentiel

/ ^
dans co et fdv^ est 96 ̂ -harmonique > 0.

La réciproque est vraie à cause de la compatibilité des couples
biharmoniques.

COROLLAIRE 6.17. - Soit E C 80;, c^ell^. Si X^(E) = 0 po^r
tout x G a?, ûtor^ ï^(E) =0 , Vx G c*; ; ^^ inversement.

Démonstration. — On applique la proposition 6.16, en prenant
/== XE-

Remarque 6.18. — Au cas où (î2 ̂ ^ est un espace harmonique
elliptique si Â^ (E) = 0 pour un JCç E co connexe, alors ï^(E)=0;
et inversement (voir 2.2).

COROLLAIRE 6.19. — Soit V un voisinage de E. Si X^(E) = 0 sur
V H a; û/or^ ^(E) =0, V x G a?.

Démonstration. — On considère <^ = (0 , Xn)^ ^(^a?)- Alors le
couple

(v,(x) ,^(x)) = (H^(x), H^Oc)) = (/*XE^ . /* XE^)

appartient à +96(0?) et, ([2c1, 4.2.4),

H^^(^) = ^H^Oc) = 'e2H^(x) dans o;'
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XE sur ôo?
où où = oAV , F =

H^ sur ôù/nûj

d'où F = 0 sur ôc*/ et, par conséquent,

H^Qc) = ^00 = 0 dans o/ .

On a alors i^OO = 0, \/x G co et, (6.17), ^(E) =0, Vx E cxj.

THEOREME 6.20. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) E est !S€-négligeable.

il) E est g^ ^r ^-négligeable.
(voir 6.14).
Démonstration. — La partie i) =^ ii) est immédiate grâce à 6.5.
ii) =^ i). — Le théorème 6.5 et le corollaire 6.17 nous donnent

le résultat.

Remarque 6.21. — La 9€ -régularité ainsi que Fétude des ensembles
3€ -négligeables se ramènent donc à l'étude correspondante dans les
espaces harmoniques associés.
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