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Introduction.

Les résultats les plus importants de la théorie classique du po-
tentiel ont été systématiquement axiomatisés donnant ainsi naissance
a diverses théories (locales). Pour éclairer sous un autre angle certains
aspects, des liaisons approfondies ont été faites avec la théorie des
probabilités, les équations aux dérivées partielles, etc.

De toutes ces axiomatiques, les plus connues sont :

I’axiomatique de M. Brelot [6]
I’axiomatique de H. Bauer [2]
et laxiomatique de C. Constantinescu et A. Cornea [8].

Comme dans ce travail nous utiliserons souvent des résultats de
[2], nous donnons ci-aprés un apergu de ses axiomes : Soient £ un
espace localement compact, 4 base dénombrable et U (resp. U,)
I’ensemble des ouverts non vides (resp. des ouverts non vides relati-
vement compacts) de £2. A chaque ouvert U € U est associé un espace
vectoriel € de fonctions réelles finies continues dans U, dites harmo-
niques dans U.

I (de faisceau). — Toute fonction harmonique dans U est harmo-
nique dans tout ouvert partiel et toute fonction dans U qui est har-
monique dans un voisinage ouvert de chaque point de U est harmonique
dans U.

II. — Les ouverts réguliers forment une base pour la topologie
de Q. (Un ouvert w € U, avec dw # ¢ est dit régulier si : i) pour
tout f € C(0w) il existe une seule fonction de C(w) telle que sa res-
triction 4 w, notée Hy’, appartient & ¥, et ii) f=> 0 = HZ > 0).

III (de convergence). — Pour toute suite croissante (%,) de fonc-
tions harmoniques dans U €U, on a : sup 4, (x) < o sur un ensemble
n

dense de U = sup &, € §e,.
n

w

IV (de séparation). — Les fonctions hyperharmoniques séparent
fortement §2 [pour x, y €82, x # y, il existe u, v hyperharmoniques
dans  telles que u(x) v(y) # u(y) v(x)]. De plus, pourtout U € U,
il existe & € J; strictement positive.

Remarquons que I'axiome de convergence dans [6] est plus fort
permettant ainsi a cette théorie une plus grande richesse de résultats
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applicables aux équations elliptiques linéaires du second ordre, tandis
que les deux autres théories s’appliquent également 4 des équations
paraboliques linéaires du second ordre.

Ces axiomatiques, ayant été inspirées par les équations linéaires
du second ordre, ne s’appliquent pas 4 des équations simples d’ordre
plus élevé comme I’équation (classique) biharmonique A%u = A(Au) = 0.

Considérons maintenant le probléme de Riquier du cas classique
pour A%u = 0 : Soit w un ouvert borné de R” avec frontiére assez
bonne et f,, f, € C(0w). Trouver u dans w tel que A*u =0 et u,
Au admettent sur 0w des limites égales respectivement aux fonctions
données f, , f,.

S’il existe un couple (u,, u,) dans w tel que
Au, =—u, , Au,=0 (dans w) N

et lim ui(x) = fi(y) sur dw (G=1,2),

wiAXx > yE W

on a alors trouvé la solution ¥ = u, du probléme de Riquier(?).

On est donc amené a considérer les couples (u, , u,) satisfaisant
(1). Remarquons que (u, , u,) sont compatibles dans le sens que si u,
est nul dans un ouvert alors u, I’est aussi.

Dans ce travail nous allons développer une approche axiomatique
— au moyen de couples compatibles(?) — applicable a des équations du
type L,(L, k) =0 ou LGg=1, 2) est un opérateur différentiel linéaire
du second ordre elliptique ou parabolique (comme dans [10]).

Essayons maintenant de donner une esquisse de notre axioma-
tique : On se place dans un espace §2 localement compact, 4 base
dénombrable. Soit ¥€ une application U - J€(U) qui a chaque U€ U
associe un ensemble €(U) de couples compatibles dans U formant un
sous-espace vectoriel de C(U) x C(U).

(') Signalons que dans “Sur les fonctions polyharmoniques et le probléme de
Riquier”, Nagoya Math. J., 37, 1970, p. 81-90, M. Ito étudie le probléme généralisé
(cas polyharmonique) pour w ouvert borné de R” (n > 2) et f,, f, boréliennes
bornées sur dw en utilisant un balayage (avec des noyaux) itéré assez difficile.

(?) Cetteapproche est motivée par des considérations ayant trait a un “certain”
principe du minimum ainsi que par le souci de traiter aussi un probléme aux limites
analogue au probléme de Riquier du cas classique pour A%u = 0.
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Un we& U, avec dw #* ¢ est dit J€-régulier si
i) a tout (f;,f,)€C(0w) x C(dw) on peut associer un seul
(hy, h,) € F(w) tel que :

lim hi(x)=fi(z),Vz€6w,j=1,2

w3Xx—>z
i (f,,f,)=(0,0)=h, >0 dans w
f, 2 0 =h,20 dansw.
On aura donc, pour tout x € w, une forme linéaire = 0 sur
C(0w) x C(0w) et une forme linéaire = 0 sur C(dw) ; la premiére
s’écrit comme somme de deux formes linéaires = 0 sur C(dw) car

(fy,f))=(f,,0)+(0,f,). Dou un unique systtme Ay, u% ,vY)
de mesures =2 0 de Radon sur dw tel que :

me) = [ fidee + [ e, o= [ Lo

AXIOME 1. — 8€ est un faisceau sur 2.
(Un couple (h,, h,) € 3(U) est dit biharmonique dans U].

AXIOME Il. — Les ouverts 3€-réguliers forment une base pour la
topologie de S.

On dit que le couple (v, ,v,) est J&-hyperharmonique dans U si :

i) v, ,v, sont s.c.i. et > —oo dans U.
i) 0,002 [o,due + [ 0,82, 0,00 [ 0,0

pour tout w ouvert Jerégulier C w C U et tout x € w.
Notons par :

3€* (U) = ’ensemble des couples €-hyperharmoniques dans U,
gt (U) ={v, : (v, ,0) € ¥* )},

F3U) ={v, : v, ; (v, ,v,) €EF*U)},

ge,(U) =gef(U)N[—8; W] (i=1,2).

(®) On utilisera pour les couples toujours ’ordre produit, c’est-d-dire pour
chaque j =1,2.
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AXIOME III. — a) Les fonctions de ¥} () séparent fortement 2
et de méme les fonctions de 35 (S2).

b) De plus, pour chaque UE€U,, il existe h, €3, (U) et
u, € 8, (U) strictement positives dans U.

AXIOME IV. — (de convergence). a) Pour toute suite croissante
Wi €& (U), UEU, (n indice EN), on a : sup hj(x) <o sur un
n

ensemble dense de U = sup h} € 3¢, (V).
n

b) Pour toute suite croissante h, € ¥,(U), UEU, on a
sup h'z' (x) < oo sur un ensemble dense de U = sup h; e ¥, ).
n n

On dit alors que (£2 ,5€) est un espace biharmonique.

Notons que le choix de nos axiomes a été dicté par un certain
souci de simplicité et de facilité de vérification dans les applications
méme si ainsi nous écartons quelques cas — éventuels — intéressants
(dans T'optique de [8] pour le cas harmonique) que I'affaiblissement
de certains de nos axiomes aurait permis d’inclure.

Remarquons enfin que, dans une toute autre direction, N. Boboc
et P. Mustat’é(“) donnent une axiomatique (polysurharmonique) de
caractére global (avec utilisation de cOnes et d’opérateurs itérés).

Nous allons maintenant parcourir notre travail (qu’on a divisé en
douze parties).

Dans la premiére partie, outre les axiomes, on établit un principe
du minimum dans les espaces biharmoniques ; ensuite, on montre que
¥, , 8, sont des faisceaux sur § (d’espaces vectoriels de fonctions
finies continues) et que le cone des fonctions Hei-hyperharmoniques(s)
dans U €U est identique a 961* U G=1,2).

De plus, on démontre que (2 , #,), (£ ,4¢,) sont deux espaces
harmoniques (associés a 1’espace biharmonique (2 , #€)).

(*) Considérations axiomatiques sur les fonctions poly-surharmoniques, Rev.
Roumaine Math. pur. appl., t. XVI (8), 1971, p. 1167-1184. :

(®) Pour j = 1,2, on définit de facon habituelle les ouverts 9€,--réguliers et
les fonctions v & ;-hyperharmoniques comme étant s.c.i. > — oo dans U et telles
que pour tout wgei-régulier C @ CU et toute f € C(0w) avec f < v sur dw, on a
dans w, v > H}" (respectivement pour 3¢, , ¥€,).
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— Ce sont les particularités du cas elliptique (biharmonique)
ainsi que des inégalités de Harnack que nous examinons dans la
deuxiéme partie.

— En s’inspirant du cas harmonique, on consacre la troisiéme
partie aux couples a peu prés J€-hyperharmoniques et ’on établit des
propriétés analogues.

— Dans la quatriéme partie, on définit la € -réduite et la € -
balayée d’un couple de fonctions.

— Dans la cinquiéme partie, on définit les couples € -surharmo-
niques (s, , s,) dans un U € U comme étant J&-hyperharmoniques tels
que s, est finie sur un ensemble dense de U et 'on montre que
leur ensemble S(U) est un cone convexe ; de plus, on définit, le
F-potentiel (p, , p,) dans  comme un élément de , () (c’est-a-dire,
p,,p, = 0)telque(p, ,p,) + (U, ,uy)=(0,0) = (u, ,uy) 2(0,0)
pour tout (u, ,u,) € ¥*(Q).

Ensuite, on donne une décomposition de Riesz pour les (v, ,v,)
d€-surharmoniques = (0, 0). Enfin, on introduit 'axiome III' a) — plus
fort que III a) — & savoir : “Pour chaque x € , il existe un ¥€ -
potentiel (p, ,p,) € C(2) x C(82) et tel que p,-(x) >0,j=1,2" et
Pon démontre un théoréme d’approximation par les différences de J€-
potentiels.

— A la sixiéme partie, on traite le probléme généralisé de Riquier
pour un w € U, en étendant dans notre cadre la méthode Perron-
Wiener-Brelot et I'on démontre 'existence d’un (u, , u,) € #(w) avec
u; > 0,j =1, 2. Ensuite, on montre que la #e-régularité d’'unz € dw,
définie par la convergence vague respective de (A;’,us,v%) = (¢,,€,,0),
équivaut (2 la fois) a la J€, et 38, -régularité (par exemple, A-régularité
A Az-régularité) ; méme chose pour la négligeabilité.

— Dans la septiéme partie, on introduit un balayage surun E C 2 .
pour les couples (0, ,0,) = © de mesures = 0 4 support compact ;
si on note par : ©F = (Of,G)';) le couple balayé ; (6, ,0) =M ;
(0,0,)=N;ona :@l:“= Mf,@f = Mf + Ng, ou M‘:‘ est égale a la
balayée de 0, dans (2, 4€,) et N5 égale a la balayée de 0, dans
2, 3,).

Signalons un cas particulier intéressant : w est un ouvert ¥€ -
régulier, x Ew, (6, ,0,) = (e, ,e,) et E=Cw ;
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alors (e, ,00°“ = (u¥,v¥) et (0,€,)°“ =(0,7Y).

La huitiéme partie examine plus en détail les mesures v et
établit des équivalences intéressantes a la condition ‘“v¥ # 0, Vwde-
régulier, Vx € w” (ne découlant pas de nos axiomes ; voir 1.25 et
contrexemple dans la partie VIII) faisant intervenir les ensembles €, -
absorbants et le principe connu du maximum pour les opérateurs dif-
férentiels du second ordre (voir, par exemple, [5], p. 279).

Dans la neuviéme partie, on définit les ensembles J€-absorbants
et 'on montre que : si w€E€U,, ECow, A est €, -absorbant et
)\;’ (E) =0 sur A, alors v?(E) =0 sur A ; d’ou I’équivalence, ¥€-
absorbant < J€, et J€,-absorbant. On donne aussi quelques caracté-
risations des ensembles J€-absorbants et des inégalités du type
Harnack, d’ou découlent certaines propriétés d’absolue continuité de
nos mesures A“, u¥, v“ par rapport & x, y convenables dans un
w ouvert Je-régulier.

La dixiéme partie associe a deux espaces harmoniques donnés
2, £)), (82, £,) des espaces biharmoniques (£2 , J€) pour lesquels les
faisceaux 3¢, , #€, coincident respectivement avec £, , £,.

Dans la onziéme partie, onvdonne une caractérisation de couples
Je -hyperharmoniques au moyen d’opérateurs, dits Je-opérateurs (jouant
le role du laplacien du cas classique ; voir aussi p. 47-48). Puis, s’intéres-
sant aux fonctions v, qui dans le cas classique satisfont Av, =—wv, avec
v, hyperharmonique, on introduit et I’on caractérise (sous certaines
conditions) les fonctions hyperharmoniques pures d’ordre 2.

Finalement, dans la douziéme partie, on donne des applications aux
solutions (classiques) de L, h; = —h,, L, h, = 0 dans Q = R™(m = 2)
ou Lj (j = 1, 2) est un opérateur différentiel linéaire du second ordre
elliptique ou parabolique avec des conditions de régularité convenables
sur les coefficients et les 4, , #,. On remarque que pour le faisceau €
de ces (h, ,h,) on a : (v, ,v,) J-surharmonique ® L, v, < —v,,
L,v, < 0. La validité de I'axiome III' a) est aussi examiné ; en parti-
culier, nous T’examinons pour les cas simples ol L, (j=1,2) est soit
le laplacien soit I'opérateur de la chaleur.

Signalons, en terminant, que le choix du cas biharmonique a été
dicté seulement par le souci de ne pas alourdir cet exposé (le cas poly-
harmonique d’ordre > 2 pouvant étre traité de fagon analogue).
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Ces recherches sont loin d’épuiser le sujet. (Des questions relatives
a la polarité, I'effilement, etc., ainsi que I'approfondissement du cas
elliptique feront I’objet de nos prochaines préoccupations).

Je tiens 4 exprimer ma profonde reconnaissance a Monsieur le
Professeur M. Brelot a qui je dois essentiellement ma formation en
théorie du potentiel et dont les encouragements et le soutien constants
m’ont été si précieux pour affronter les difficultés que tout jeune
chercheur rencontre.

Je remercie beaucoup Madame R.M. Hervé d’avoir bien voulu
lire le manuscrit et de m’avoir fourni des remarques trés utiles.

Mes vifs remerciements vont également a Monsieur J.M. Bony
pour tant de discussions trés fructueuses et ses suggestions pendant la
préparation de ce travail.
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PARTIE I

AXIOMES, COUPLES BIHARMONIQUES ET
J¢-HYPERHARMONIQUES

On se place dans un espace §2 localement compact 4 base dé-
nombrable et on désigne par U (resp. U,) ’ensemble des ouverts non
vides (resp. des ouverts non vides relativement compacts) de $2. Soit
&(E) [resp. 8,(E) ; & (E)] I'espace produit formé des couples (u, , u,)
de fonctions numériques sur E C £ [resp. finies continues ; s.c.i. et
> —oo] muni de I’ordre produit (c’est-a-dire pour chaque j = 1, 2) et
des opérations usuelles, addition et multiplication par un réel.

DEFINITION 1.1. — Soit une application § qui d tout U € U fait
correspondre §(U) un ensemble de couples (u, ,u,) de fonctions nu-
mériques définies dans U.

On dit que § est un préfaisceau sur 2 si :

U,Ccuy, = Restul §(U,) C§(U,) [propriété de restriction].
On dit que § est un faisceau sur 2 si :

a) §est un préfaisceau sur £2,

b) pour toute famille (U;);c, U; €U, et pour tout couple

(u, ,u,)€8&lU) avec U= ’LEJI U, ona:
i

Restui(u1 ,uy,) € §(U;)  pour tout i€l = (u, ,u,)€ gU)
(propriété de recollement).
DEFINITION 1.2. — Un couple (u, ,u,)€&U), UEU, est dit

compatible dans U, si, pour tout U'€U, U'CU, u, = Q dans U’
implique u, = 0 dans U'.

Remarque 1.3. — Les solutions classiques (7, , h,) de Ak, =—h,,
Ah, = 0 dans un ouvert de R™ (A = laplacien) nous donnent un
exemple de couples compatibles (faisceau de couples compatibles).
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De méme, pour : Lihy =—h,, Lyh, =000 L;(j=1,2)est
un opérateur linéaire du second ordre elliptique ou parabolique (sous
certaines conditions de régularité des 4, , h, et des coefficients de L)).

Soit une application 3¢ : U - ¥€(U) qui a chaque U € U associe
un ensemble #(U) de couples (ordonnés) compatibles dans U formant
un sous-espace vectoriel de &,(U).

DEFINITION 1.4. — Un w € U, avec dw # ¢ est dit Je-régulier si :
i) d tout (f,, f,) € 8,(0w) on associe un seul(®) (h,, h,) € & (w)
tel que :

11m hl(x) =fi(z) et lim h2(x) =f,(2), Vz€dw

x>z, x—>z,xE

et
ii) (f,,f,)=2(0,0) sur 0w = h, =20 dans w,
[z =

Grice a l'unicité, pour chaque x € w, (f, , f,) — hi(x),j =1,2,
est une forme linéaire positive (voir ii)) sur &, (0w).

0 sur 0w = h 0 dans w .

2

Comme (f,,f;)=(f;,0)+(0,f,), on aura quatre mesures
de Radon positives sur 0w, dont I'une est nulle car pour tout
(f,,0€8,(0w) on a hy(x) =0, Vx € w, grice a ii).

D’ou, finalement, un unique systéme (A, u&,v%) de mesures
2 0 de Radon sur dw et tel que, pour chaque x € w,

ne = [ fidee + [ fae  ne= [ o

[En désignant (f ,f,) = f, on pourrait dans la définition 1.4 utiliser
la notation (H‘l"’f , H‘,"'f) a la place de (h, , h,) ce qu’on fera d’ailleurs
quand on étudiera le probléme de Riquier. Notons que w désignera
désormais un ouvert € U, ].

(%) Notons que, si on ne supposait pas I'unicité, on pourrait la déduire de la
double positivité ii). En effet,

(fi,£,)=(0,0) = h,
=0 = h,

0 et h, <O0=h =0 dans w, et
0 et h,<0=h,=0 dans w.

VvV Vv

En fait, ici, on peut se passer de la condition “f, = 0 sur 0w = h, = 0 dans

w” car griace a la compatibilité des couples, #; = 0 dans w = h, = 0 dans w.



AXIOMATIQUE DES FONCTIONS BIHARMONIQUES 45

PROPOSITION 1.5. — Soit w de-régulier et z € dw. Alors :

1) \) — €, vaguement quand x > z, xE w .

2) w > €, vaguement quand x ~> z, x € w .

) NIvell > 0 quand x - z, x €Ew (la convergence vague en
découle).

4) il existe une constante M telle que pour tout x € w,

INI<M , llglll<M P ll<M.

Démonstration. — Griace a la condition i) de la définition 1.4,
la partie 1) [resp. 2)] se démontre facilement en considérant tous les
couples (0,9)€8,(0w)

[resp. tous les couples (f,0) € &, (0w)].

3) D’aprés la définition 1.4, a (0,1)€ &_,(dw) correspond
(h, , h,) € F(w) avec lim h;(x) = 0 ; mais

x>z, XxXEw

ne = [1ave =12,
d’ou le résultat.

4) Considérons le couple (1, 1) € 8 (0w) et soit (h, , h,) € F(w)
(h; 20,j=1, 2) le couple lui correspondant. On aura donc

me = fdw+ fae |, mew=[ag.

Mais, par définition, &, , h, sont des restrictions dans w de deux
fonctions € C(w), donc elles sont bornées.

AXIOME 1. — Y€ est un faisceau sur 2.
Un couple (h, , h,) € 5(U), U € U, est dit biharmonique dans U.

AXIOME II. — Les ensembles 3€-réguliers forment une base pour
la topologie de K.

THEOREME 1.6. — Soit U€ U et (h, , h,) € CU) x C(U). Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

i) (h, , h,) est biharmonique dans U.
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i) n o) = [ hdpe + [ e, ny00 = [h,d

pour tout w Ye-régulier C @ CU et tout x € w.

Démonstration. — Si (h, , h,) € §e(U), d’ou (h, , h,) € J(w), il
est clair (unicité) que ii) sera satisfait. Inversement, la restriction de
(hy , hy) a tout w Ye-régulier appartient a Je(w) et, grice a I'axiome
I, (h, , h,) € 8(U) car ¥€ est un faisceau (propriété de recollement).

DEFINITION 1.7. — On dit que le couple (v, ,v,) est §-hyperhar-
monique dans U€E U si :

D (v, ,v,) € &;(U)
et 20,0 [o,du + [o,d08, 0,00 [v,ang

pour tout w Je-régulier C w CU et tout x € w.

(v, ,v,) est dit 3-hypoharmonique dans U si (—v,,—v,) est -
hyperharmonique dans U.

Soit #e*(U) [resp. — J€*(U)] I’ensemble des couples FC-hyper-
harmoniques [resp. 8€ -hypoharmoniques] dans U.

Pour tout UE U, U - ¥e*(U) définit un préfaisceau sur 2.
COROLLAIRE 1.8. — Pour tout UEU on a :

¥e(U) = 3e*(U) N [— ge*(U)] .

THEOREME 1.9. — Les conditions suivantes sont équivalentes (pour
vueu) :

D (v, ,v,) €Fe* V).

ii) (v, ,v,) € &;(U) et, pour tout w Y€-régulier, w C U et tout
(f, ., f,)E&, (dw), on a

[raue + [ fave <v,00)
(f1,f2)<(vlsv2) sur ow = (VXGQJ)

[ N <v,0
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Démonstration. — i) = ii). Evident car, sur 0w, (v, ,v,) 2 (f} , ).
il) = i). — D’aprés des propriétés bien connues sur les intégrales supé-
rieures, on a :

v, du® + | v,dv® = sup [ f,du® + | f. dv“’] <v,(x),
f 1 X f 2 x (fl'f2)<(vl"’2) f 1 X f2 x 1

[o,axe = sup [ f,d\ <o,

fy<vy

ProrosiTioN 1.10. —

1) ye*(U) est un cone convexe inf-stable (pour I'ordre produit).

2) Si (v, ,v,) € ,8*(U) [c’est-a-dire (v, ,v,) € F&*(U) et v; >0,
j=1,2], il en est de méme pour (aw, ,Pv,) ol = a == 0. De
méme, (v, ,v,) € F&*(U) = (% ,v,) € §€*(U). [Evidemment le couple
(0, ) €3e*(U)).

3) Si (v, ,v,) €5*(U) et v, = 0 dans U, alors (v, , 0) € §&* (V).

4) Si (v} ,v%), est une suite croissante de couples de ge *(U),
alors son enveloppe supérieure (v, ,v,) = (sup v, sup ug)ez;e* ).
n n

Démonstration. — Toutes ces propriétés se démontrent facilement.

Soient U€ U et les ensembles :
g,(U)={h, : 3n, ;(h, ,h) € ZWN)},
K, U) =1{h, : (h,,0) € 8N)},
K,(U) ={h, : 31, ;(h, ,h,) €EHWU)},
et (U) ={v, : (v, ,0)E J*)},
F;U) ={v, : v, ; (v, ,v,) EF*(U)}.

Il n’est pas difficile de voir que, pour tout Ue U, U - &, (U),
U - &K, (U) définissent des faisceaux sur £2, tandis que U = K, (U),
U > 3} (U), U ~» 83 (U), définissent des préfaisceaux sur Q ; de
plus, si & chaque premier élément d’un couple biharmonique dans U
on fait correspondre son deuxiéme élément (un seul, grice a la compa-
tibilité), on a un opérateur linéaire et local I, : &, (U) - &K, (V).



48 E.P. SMYRNELIS

En effet, € et 8€* étant des préfaisceaux sur §2, la propriété de
restriction est vérifiée pour toutes ces applications. La propriété de
recollement est évidente pour JC; car ¥€ est un faisceau. Pour & :
soit &, définie sur U =U, UU, et h”U1 € &, (U,), donc il existe A,
tel que (hyy ,h,) € 3(U,), et aussi hyy, € F;(Uy), Cest-d-dire il
existe h, tel que (v, ,hy) € 38(U,). Mais (0, h, — hy) €3(U, N U,)
et, grice 4 la compatibilité, h, = h, dans U, NU, (& ¢).

L’opérateur 9(; est linéaire [grice a la déf. de d€ (U), p. 44] et
local car, si U'C U, U'€ 4, le diagramme :

rest 1

F U - F,U)
I, { Ny est commutatif.
K,U) "3 x,U)

On remarque enfin que K, (U) C &, (U) et que, si 'on considére
I'exemple de 1.3, les #; € &, (U) sont dans le cas classique les solutions
de A%h, = 0.

ProPoSITION 1.11. — Soient U €U et les ensembles :

#,(U) ={v, : sci, > dans U et v,0> [v,du?,

VY w Je-régulier, @ CU, ¥V x € w},

géz(U) ={v, :s.ci, >— dans U et v,(x)=> fvzd)\;" ,
YV w Je-régulier, @ CU, VX E w}.
Alors 3€¥(U) = 36, (U) et 3eX(U) = 3, (V).
Démonstratiog. — Siv, € Se’f(U), on voit que v, € SEI(U) ; inver-

sement, si v, € ¥, (U) alors (v, ,0) € ¥*(U)_et, par définition,
v, ERT (V). Siv, €FJ(U),il est clair que v, € I, (U) ; inversement,

si v, € 8€,(U) alors (,v,) €J*(U) et, par définition, v, €53 (V).
CoROLLAIRE 1.12. — Soit 3¢, (U) = 3T (U) N [— &eT (V)]
et e, (U) = %X (U) N [— gt (U)). Alors :

1) 3, (U) = K, (U), donc U > 8, (U) définit un faisceau sur .
2) #¢,(U) DK, (U).
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Démonstration. —

1) hy €3¢, (U) implique que %, est finie continue et
) = [ hydue

Vw J-régulier CwCU, Vx€w ;dou(h ,0)€d(U) (théoréme
1.6) et, par définition, 2, €I, (U). Inversement, si 4, €K (U) on a
(h, ,0) € F(U) c’est-a-dire ~, est finie continue dans U et

) = [ hydue

pour tout w J-régulier C w C U et tout x € w, d’ott #, €F, (U). Le
reste s’ensuit du fait que JC, est un faisceau.
2) Soit h, €K,(U) ; alors h, est finie continue dans U et

hy ()= [hyd\?, ¥ wde-régulier C&CU, V x € w ; donc h, €58,(U).
AXIOME III. — a) Pour x, y EQ, x # y, il existe s, , t, € IF ()
et v,, w, €FI(Q) telles que :
5;) ;) Fs5,(»¥) t,x),
v,(x) w,(¥) Fv,(y) w,(x) .

b) Pour tout UE€ U,, il existe h, € I, (U) et u, €3, (U) stric-
tement positives dans U.

Considérons maintenant une application 03 qui a tout x € £ fait
correspondre un systéme fondamental 63 (x) de voisinages €-réguliers
de x.

DEFINITION 1.13. — On dit que (v, , v,) est B-FC-hyperharmonique
dans un UeU si :

1 (v, ,v,)€8,(U)
et 2) pour chaque x €U et tout w € B(x), wCU, on a :
0,0 > [o,due + [v,d2, 0,0 > [,

On note par ®¥e* (U) 'ensemble des couples B-YC-hyperharmoniques
dans UE U et on voit que J*(U) C ®5e*(U).
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Comme précédemment et de facon analogue, on définit :
®ge¥(U) ={v, : (v, ,0)E®HR*(U)},
®get(U) ={v, : v, ; (v, ,v,) ECHR*(U)} .

On montre facilement que : &€ *(U) C ‘”36;“(U), i=1,2.

De méme, on peut établir une proposition analogue a 1.11,a
savoir :

®5es (U) =§ v, :s.c.i., > —oo dans U,
00> [v,due, VoEBX) , acug ,
®gex (U) =i v, ¢ 8.C.i., > — oo dans U,

0,0 > [0, , VwEBKX) , GCU

S’il existe h; € 3€i(Q), hi >0 dans £ (j = 1, 2), alors a chaque
x € w, w Je-régulier, on fait correspondre les mesures (uniques)

1 1
'w — h w , 7\14.0 — h )\w :
I“x hl(x) ( ll‘lx) X hz(x) ( 2 x)

pour un U€U, on note :

ge * (U)=§ 21 i, > —oo dans U, =% (x)>fv—ldp"*’
l/hl hl . . edey ’ hl hl x b
V wd-régulier Cw CU , Vwa; R
U,y . Uy U, ,
53, (U) =i T seis >~ dans U, 5L (0> fzdx;’ ,

V w F-régulier Cw CU , Vxewi

D’aprés ce qui précéde, on définit de facon évidente les ensembles
gey, (1), 288, (U).

Remarque 1.14. —
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w vl vl 'w
Dv,x)= | v,duy T (x) = h— duy
1 1

Uy Uy ),
et vz(x)>fv2d7\‘;’©h—2(x)>f-}zd)\,’;";

d’ot fdu'x“’ =1 et fd)\;" =1 pour tout w J-régulier,

Vx€w (car h ()= [ hdue et hz(x)thzd)\,‘:’).
2) 3, (U) C %Y, (U) et 85, (U)C %%}, (U).

Nous voulons maintenant démontrer le principe du minimum pour les
fonctions v, € ®ge¥(U), v, € ®*#e% (U) avec U U, .

A cet effet, on remarque que les propositions 1.3.2, 1.3.5, 1.3.6
et 1.3.7 de [2c] appliquées aux fonctions considérées se démontrent
de fagon analogue ; d’ou le principe du minimum désiré ; (le fait que
@3 est une base d’ouverts Je-réguliers ne change pas les raisonnements).

Notons enfin qu’on montre aussi (1.3.3 [2c]) que 0U # ¢ pour
tout UeU,.

THEOREME 1.15 (principe biharmonique du minimum). — Pour
tout (v, ,v,) B-F-hyperharmonique dans un UeU

lim inf v].(x)>0 ,VzeoU,j=1,2 = (v, ,v,) dans U.

x—>z,xeU

Démonstration. — Remarquons d’abord que v, € “ae; (U) ; alors,

d’aprés ce qui précede, liminf wv,(x) = 0,Vz€dU = v, = 0 dans
x—>z,x€U

U. Mais, grice i la proposition 1.10.3), v, € ®#e}(U) ; et
liminf v,(x)20, Vz€oU = v, 2 0.

x—>z,x€U

D’ou le résultat.

Remarque 1.16. — En fait, pour démontrer que v, = 0 dans U,

onabesoinde: liminf v, (x)=0et liminf v,(x)=>0, Vz€0U ;
x—>z,x€U x>z, x€U

(voir aussi définition 1.4 ii)).
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PROPOSITION 1.17. — Les définitions 1.7 et 1.13 sont équiva-
lentes.

Démonstration. — On a déja vu que d€*(U) C ®5e* (U).

Réciproquement, soit w #-régulier C w CUet (f,, f,) € 8, (dw)

avecfl.<vl. sur dw, j = 1,2 ; on note

me = [ fiawe + [ fave  nw= e, xcw .

Le couple (v, — k, ,v, — h,) est@ -J€-hyperharmonique dans w
et, pour tout z € 0w, on a :

lim inf (vj - hi) (x)= lim infU v,.(x) —fi(z) = vl.(z) — fl.(z) =20

x—>z,x€U x—>z,xE

G=1,2).

D’apreés 1.15, (v, ,v,) = (h, h,) dans w et, grice a 1.9, (v,,v,)
est J€-hyperharmonique dans U. Par conséquent, pour tout U& U,
ge* (U) = *ge* (V).

THEOREME 1.18. — 1) ¥€* est un faisceau sur S.

2) 86y, €% sont des faisceaux sur .

Démonstration. — 1) Selon 1.17 la € -hyperharmonicité est de
caractére local ; par conséquent, la propriété de recollement est vérifiée.
(On a vu que J€* est un préfaisceau sur £2).

2) On a déja remarqué que J€; et € sont des préfaisceaux sur
2. Soit maintenant (v, , 0) dans U = .LEJI U; et (v, 0)|Ui € 3e*(U,) ;
1

s

alors (v, ,0) € ¥€*(U) (car J€* est un faisceau) d’ol v, € ¥ (U).
Ensuite, soit v, dans U = Y U; et 2y € %3 (U,), Vi€l ; donc
i i

(0 ,v,) €E¥€*(U,) et,comme JE* est un faisceau,alors (o, v,) € &* (U)
d’ott v, € %% (U).

COROLLAIRE 1.19. — 1) L’application U - 3,(U) (voir 1.12)
définit un faisceau sur .

2) On définit le faisceau K, associé au préfaisceau K, comme
suit : h, €K, (U) si h, est définie dans U et si, pour tout x € U,
il existe un voisinage U, C U et u, €K,(U.) tels que h, = u, dans
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U;(G‘U.). Alors pour tout veu, g ,U) =3€2(U) (c’est-a-dire, les
deux faisceaux 3€, et K , sont identiques).

Démonstration. — 1) Comme d€3 est un faisceau (1.18), J€, est
aussi un faisceau sur 2.

2) Soit d’abord 4, 63_62 (U) ; alors, par définition, &, est finie
continue dans U, h2|U; €4€,(U.) et, comme ¥€, est un faisceau,
alors h, € §€,(U). Réciproquement, prenons une k, € €,(U) ; soit
x €U et w un voisinage Je-régulier (de x), w CU ; alors pour

tout y € w, h,(y) = fhzd)\;’. A (0,h,) sur dw, on associe

u,(y) = f hydvy, u,(y) = f hzd)\;’, ou (u, ,u,)EY(w) ; donc
u, €K ,(w). Mais, par construction, #, = u, dans w. Par conséquent,

h, €K, (U).

Remarque 1.20. — 1) D’aprés leur définition, on aura
gt ) =) , j=1,2.

2) Par construction, J, est un faisceau d’espaces vectoriels de
fonctions finies continues et JK,(U) C K, (U), v UEU.

PROPOSITION 1.21. — Soient (v, ,v,) € 9¢*(R), (u, , u,) € #&*(U),
UeUer liminf w;(x)=v;(y),Vye€dlU,j=1,2
x—=>y,xeU
inf(uj(x) s vj(x)) , x€U
On pose w]-(x) = G=1,2).
v].(x) ,XxECU

Alors (w, ,w,) EF*Q) .
Démonstration. — (raisonnement analogue a celui de [2c], 1.3.10).

Pour tout x € 2, w,.(x) > —oo ; de plus, w, , w, sont s.c.i. dans £2.
D’autre part, a cause de 1.17, il suffit de vérifier les inégalités

w,0)> [w,due + [w,d¥ , w,0> [w,d\e

pour un systéme de voisinages w € @B3(x).

C’est immédiat pour x € U et pour x € CU on le voit facilement

griace a w; < v; .
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Maintenant, nous définissons de fagon habituelle les ouverts ré-
guliers par rapport aux faisceaux ¥€, , &, ainsi que les fonctions
3, -hyperharmoniques et J€,-hyperharmoniques.

Signalons aussi que nous continuerons a utiliser les notations
pe et N\’ respectivement pour les mesures (harmoniques) par rapport
age, etde,.

LEMME 1.22. — Si w est d€-régulier, il est aussi I -régulier et
€ ,-régulier.

Démonstration. — i) Soit f€C(0w) ; a (f,0) correspond un
seul (h, , 0) avec lim h,(x) = f(z), VzE€ 3w, et f 2 0 implique

x>z, xXEw
h, 2 0 dans w (définition 1.4). Il existe donc un seul z; € &, (w),
avec les propriétés requises, et par conséquent w est J€ -régulier.

ii) Considérons le couple (0, f) ; on lui associe un seul
(h, , h,) € F(w) avec lim h,(x) =0, lim h,(x) =f(z),

X >z, XEw X —=>2Z,XEwW
VzEOJw, et de plus =0 = h, >0 dans w (définition 1.4 ii)).
Mais, par définition, h, €K ,(w) ; on voit donc qu’a f € C(0w)
correspond un seul z, € K,(w) [on peut dire que w est &K,-régulier,
c’est-a-dire par rapport au préfaisceau K ,]. Ensuite, grace a 1.12.2),
h, € ¥, (w) ;soit qu’d f € C(dw) correspond aussi un autre z; € J€,(w)

avec lim  hy(x)=f(z),Vz € dw ;d’aprés le principe du minimum
x>z, XEW

pour les fonctions de €5 (U), UEU,, on aura h, = h, dans w [et
aussi f2 0 = h, = 0 dans w] ; donc w est aussi J€,-régulier.

THEOREME 1.23. — Pour tout U € U, il y a identité entre le cOone
des fonctions Y€,-hyperharmoniques [resp. B€ ,-hyperharmoniques]
dans U et 37 (U) [resp. 33 (U)].

(Alors, puisque ¥}, J€5 sont des faisceaux, les J€,- et ¥e,-
hyperharmoniques forment des faisceaux et on peut parler des fais-
ceaux identiques).

Démonstration. — On désigne par £7(U) [resp. £5(U)] le cone
des fonctions ¥€,-hyperharfironiques ([resp. J€,-hyperharmoniques]
dans U. On montrera que £ (U) =8¢ (U), j=1,2.
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Griace au lemme 1.22 et a la proposition 1.11, il est facile de
voir que
E;‘(U)Cge;.“(U) G=1,2).

Il nous reste & démontrer les inclusions dans ’autre sens.

Soit une application @3 qui & chaque x € Q fait correspondre un
systéme fondamental @3 (x) de voisinages J€-réguliers de x ; d’ou
(lemme 1.22) ®B(x) est un systéeme fondamental de voisinages €, - et
3e,-réguliers.

Considérons maintenant v, € ¥} (U) = ®5e} (U) (remarque 1.20),
w un #,-régulier et f; < v, sur dw avec f; EC(0w) ; alors v, — h,,
ou h, est la solution du probléme de Dirichlet (par rapport a J€,),
appartient a ‘836’1" (w) ; donc, grace au principe du minimum pour les
fonctions de ®#F(U), UEU,, on aura : v, = h, dans w et par
conséquent v, € £§(U). D’ou le résultat. [Méme raisonnement dans le
cas d’un v, € ge3 (U)].

COROLLAIRE 1.24. — On pose £;(U) = L‘?]* un[— f?,* (U)]. Alors
£,U) = 3,;(U), VUEU, et on appelle Jd€-harmoniques dans U les
éléments de Zei(U), j=1,2.

PROPOSITION 1.25. — 1) Si w est 3&,-régulier [resp. 8€,-régulier],
alors, pour tout x € w, TuY # ¢ [resp. TN # ¢ (T désignant le
support).

2) Si w estye-régulier, alors, pour tout x d’un ouvert dense
de w, Tvy # ¢.

Démonstration. — 1) Soit U€U, tel que w Cw CU ; grace a
P’axiome III b) et 1.24, on a le résultat.

2) Considérons un couple (0,f)€&_,(0w) avec >0 ; on lui
associe un seul (k, , h,) € J€(w) avec

e = [fave=0 , neo=[fae>o.

Il n’y a aucun ouvert de w ou 4, (x) = 0 ; sinon, la compatibilité va
entrainer aussi h,(x) = 0 dans le méme ouvert, ce qui contredira le
fait que h,(x) > 0, V x € w. De plus, 'ensemble

{(x€Ew:h x)>0te, .
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PROPOSITION 1.26. — Considérons les « ouverts 8€ -réguliers con-
tenant un point x € Q (ordonnés par inclusion) et soit & le filtre des
sections. Alors

1) f dug > 1, pe > €, vaguement.

2) f d)\;"-;: 1, A7 -T; €, vaguement.

3) fdv;’——> 0 , vY— 0 vaguement.
’x ’x

Démonstration. — Grice a ’axiome III b), 1) et 2) se démontrent
facilement (voir [2c], p.47 ou [6¢c], p. 64). Remarquons que 1)
[resp. 2)] reste vraie si 'on remplace les w J€-réguliers par des J€,-
réguliers [resp. J€,-réguliers] (voir 1.22 et 1.24).

3) Soit U€U, tel que x €U ; grice a 'axiome III b), il existe
h,€3,(U), h, >0 dans U ; ensuite, selon 1.19.2), il existe un
voisinage (EW) U, CU et (u, ,u,) € J(U,) avec u, = h, dans U,
donc u, > 0 dans U;. Soit 0 < e <u,(x) ; alors pour tout w ¥€-
régulier, x Ew Cw C{y €U, : |lu,(¥) — u,(x)| <€} on aura :

0<(u,(x) — e)fdv;" < fuzdv;" < (uy(x) + e)fdv;’ .
D’autre part,

[uydvg = u, () - fuldy;"—,: 0 a cause de 1) ;
par conséquent, f dvy —— 0 (la convergence vague en découle).
x

ProposITION 1.27. — Si (v, ,v,) € 3¢*(U), UE U, et v, = 0dans
U' C U, alors v, < 0 dans U'(EU).

En particulier, si, de plus, v, = 0 dans U’, alors v, = 0 dans U’
[c’est-a-dire, c’est un couple compatible].

Démonstration. — Sinon, soit x, € U’ ol v, (x,) > 0. Alors, grice
a la semi-continuité inférieure, il existe un voisinage °va CU ouv,>0
et pour tout voisinage (de x,) #€-régulier w C w C va on aura :
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v, (x) = fvldy;" + fvz avy d’ot‘lfv2 dvy < 0, V x € w. Mais, grice
a 1.25.2), il existe y € w tel que TV‘;,’ # ¢ ; par conséquent,

fvzdv;,">0 car v,>0 sur odw.

Contradiction !

Le cas particulier découle immédiatement.

AXIOME IV. — a) Pour toute suite croissante (h'}) de fonctions
¥€,-harmoniques dans un UEWU on a : sup h}(x) <+ o sur un
neN

ensemble dense de U = sup h} € 3¢, (U).
n

b) Pour toute suite croissante (h}) de fonctions 3€,-harmoniques
dans un UE U on a : sup hg(x) < + oo sur un ensemble dense de
neN

U = sup k) € 3¢, (V).
n

DEFINITION 1.28. — On dit que (), ¥9¢) est un espace biharmo-
nique si les axiomes 1, 11, IIl1, IV ci-dessus sont satisfaits.

THEOREME 1.29. — Les (82,8€,), (2 ,8€,) définissent deux es-
paces harmoniques (de H. Bauer).

Démonstration. — D’abord 8€, , €, sont des faisceaux (sur £2)
de sous-espaces vectoriels de fonctions finies continues (voir corol-
laires 1.12.1) et 1.19.1)). Ensuite, grace a ’axiome II et au lemme 1.22,
on a une base d’ouverts J€,-réguliers [et J€,-réguliers]. Enfin, de nos
axiomes III et IV découlent immédiatement les axiomes III et IV
correspondants.

THEOREME 1.30. — Soit une suite croissante de couples biharmo-
niques (h'} , ) dans un UE€ U (n indice €N) et (h, ,h,) son enve-
loppe supérieure. Si h,(x) < + o sur un ensemble dense de U (d’ou
h,(x) <+ oo sur un ensemble dense de U)("), alors (h,, h,) est bihar-
monique dans U.

(7) Sinon, grace a I’égalité 1) de la démonstration et 4 1.25.2), on aboutit a
une contradiction.
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Démonstration. — b €K, (U) C 3, (U) (corollaire 1.12.2)) ; on
aura alors, grice & l'axiome IV b), que &, € #,(U). Soit w Je-
régulier C w CU. Comme (A7, h3) € ¥(U) on a, grice a 1.6, pour
tout x € w :

Wi = [Hrdue + [ niave
W) = [ ;

D e = [ e+ [ hyave
d’ou :
) @ = hdag.

h, étant finie continue dans U, f h,dvy est finie continue et bornée
dans w. En effet, au couple (0, 4,) sur 0w, correspond (u, , u,) € ¥ (w)
ou u,(x) = fhzdv;"’, uy(x) = fhzdl;" ; par ailleurs, h, est bornée
sur w et [[vY | <M, Vx € w, o M est une constante (1.5.4)).

Ensuite, h, est s.c.i. et > —oo dans U.

On aura alors, grice 4 1) et I’hypothése, que f h,duy est finie

sur un ensemble dense de w.

Comme (£2, J€,) est un espace harmonique, f h,du? est € ,-

harmonique dans w, donc finie continue dans w ([2c], 1.1.8) ; alors,
a cause de 1), h, est finie continue dans w [et ceci est vrai dans
tout w Je-régulier C w C U] ce qui implique #, € C(U) (axiome II).

Alors le couple (h, ,h,) € C(U) x C(U) et vérifie 1) et 2) pour
tout w Je-régulier C w C U. Par conséquent, d’aprés 1.6,

(h, , h,) € 5&U) .

[Notons que, en prenant le théoréme 1.30 comme axiome de
convergence (plus faible), une grande partie de nos résultats — ceux
qui lui font appel pour leur démontration — restent encore vrais].

LEMME 1.31. — Soit S un ensemble (#+ ¢) filtrant croissant de
couples biharmoniques dans un UE€U et (h, ,h,) = sup S.
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Si hy(x) < + o sur un ensemble dense de U, alors (h, , h,) est
biharmonique dans U.

Démonstration. — D’aprés un lemme de Choquet ([6c], p. 3), il
existe un ensemble dénombrable S, C S tel que pour tout couple
(p, ¥) de fonctions s.c.s. dans U,(p, ) = sup S; = (¢, ¥) = sup S.

Par ailleurs, comme S est filtrant croissant, on peut prendre
comme S, une suite croissante (ordre produit toujours).
En effet, considérons F ={f : (f,g) €S},
G={g:(f,8)€ES}.

D’aprés le lemme de Choquet, il existe Fy CF et G, CG :
Fo ={f1’f2’f3"", : (j; ,g,‘)es}’
G, ={g1,85.85,...,: (ff,gDES},

tels que si p est s.c.s. avec ¢ = sup Fj ona g = sup F etsi Y ests.c.s.
avec ¥ = sup G, alors Y = sup G.

Prenons la suite : Dy = ((f, ,£,),(f) ,81),(f;,8,),(f; ,85),...)
et écrivons pour simplifier, D, = (d;);cn -

Soit maintenant un couple (¢ , ¥) de fonctions s.c.s. tel que

v=2sup F, ¢=sup F
(¢, ¥) = sup D, ; alors d’ou donc (p,¥y)=>sup S .
¥ 2 sup G, VY 2 sup G

On construira maintenant une suite croissante S, telle que si
(p,y)=sup Sy,ona (p,y)=supS.

Soit alors @, =d,; ; comme S est filtrant croissant il existe un
élément de S, noté a,, tel que a, = sup (a, ,d,) ; pour la méme
raison il existe a; € S tel que a; = sup (a, ,d;) et ainsi de suite.

La suite S, = (g;);c st la suite désirée, car, par construction, elle
est croissante et @, = d,; pour tout i € N ; on aura donc sup S, 2 sup D,

et ensuite si (p, Y) = sup S, alors (¢, ¥) = sup D, et, grice 4 ce qui
précéde, (¢, ¥) = sup S.

Grice au théoréme 1.30, sup S, = (u, ,u,) est biharmonique
dans U. Maintenant, prenons (¢, V¥) = (4, ,u,). On aura alors
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(u, ,uy) = sup S = (h, , h,) ; d’autre part,S; CS = sup S, < sup S.
Par conséquent,
(hy ,hy) = (u, ,u,) € 5e(U) .

LEMME 1.32. — Soit w un ouvert Y€-régulier et (f, , f,) un couple
de fonctions s.c.i. bornées sur dw. Alors, le couple

() a0 = ([ fraug + [ryave , [ fany)

est biharmonique dans w et borné [c’est-a-dire, h,, h, sont bornées
dans w].

Démonstration. — Par hypothése f, (j =1,2) sont bornées sur
0w ; alors, grice a la proposition 1.5.(4), (h, , h,) est borné dans w.
Pour (f, , f,) €8&;(0w), il existe une suite croissante

(o] ,95) € 8,(0w) avec fl = sup cp,'-' G=1,2.
n
Par conséquent,
sup [ [ rauy + [ pane] = sup [ oraus + sup [opavy =
= [riawe + [ 8 = .
sup [ = [fae =n,e .

Alors, comme (h, , h,) est borné dans w, il s’ensuit, grice a 1.30,
que (h, , h,) est biharmonique dans w.

THEOREME 1.33 (Formes équivalentes de 1.30). — Soit X une
base d’ouverts 3 -réguliers de . Alors, avec les axiomes 1 et 11, on
peut montrer que 1.30 est équivalent a :

1) Pour tout w € & et tout (f, ,f,) € &EOw), si
* *
noy = [ fidue + [ fdve

est définie pour tout x € w et finie sur un ensemble dense de w, alors
*
(hy , hy), ou h,(x) = f A d}\;", est biharmonique dans .
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2) Pour tout w <€ A et tout (f, ,f,) € &(0w) tel que, pour tout
cw, [ faue + [T rave due + [ f,dv sont défini
x € w, fidus fLodvy, /;fl [The j; f,dve sont définies,
si f, est uY-intégrable et f, est v-intégrable pour tout x d’un ensemble
dense de w, alors f, est u,-intégrable et f, est v¥’ et N -intégrable
pour tout x € w et le couple (ff1 du? + f f,dv¥, f fza')\:’)

est biharmonique dans w.

Démonstration. — Des raisonnements analogues a ceux de ([2c],

p. 14-16) appliqués au couple (f, ,f,) nous donnent ces équivalences
en utilisant les lemmes 1.32 et 1.31.

COROLLAIRE 1.34. — Soit w Y€ -régulier et (f,,f,) un couple
de fonctions numériques bornées inférieurement sur dw. Alors :

* * *
@), 0,00 =( [ faw + [T e, [T L) e
lenveloppe supérieure d’une suite croissante de couples biharmo-
niques, bornés dans w donc (v, ,v,) € 3*(w).

Démonstration. — On pose fj" = inf(n ,f,.), j=1,2,etn€N ;
on a ainsi une suite croissante de couples ( fl" s fz" ) bornés et on passe
a Penveloppe supérieure dans les intégrales. D’autre part, selon 1.33,

* *
( [ rrae + [ frave, | ¥ f{'d)\;")= (1" (x) , W(x)) sont bihar-
moniques bornés dans w.
D’aprés 1.10.4), (v, ,v,) € ¥ (w) car (h] , h}) 7 (v, ,v,).
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PARTIE II

ESPACES BIHARMONIQUES ELLIPTIQUES

DEFINITION 2.1. — Un espace biharmonique (2 , 3€) est dit ellip-

tique en x € Q si, pour un systéme fondamental A (x) de voisinages
de-réguliers de x, on a :

Tuy = 8w , TAY = 0w , Tv? = dw (VwE A(Kx)) .

Si cette propriété est vraie pour tout x € 2, I’espace (2, ¥€) est dit
elliptique. (T désigne le support).

Pour la définition de Pellipticité d’un espace harmonique voir
[2c] p. 37. Remarquons que, comme les ouverts J€-réguliers sont J€,-
et Je ,-réguliers (1.22), les espaces (2 ,9€,) et (22 ,3€,) sont harmo-
niques elliptiques lorsque (2 ,9€) est elliptique.

PROPOSITION 2.2. — Soient (S2 , 3€) un espace biharmonique ellip-
tique, 2 connexe et (u, ,u,) € J*(Q).

Alors, on aura l'une des trois situations ci-apreés :
Du, >0 , u,>0;

Du >0 , u,=0;

Nu, =0 , u,=0.

Démonstration. — A cause de I’hypothése, (u,,0)€E , J*(2)
Cest-d-dire u, € , J€f (L2). Mais, grice a 1.5.4 [2c](®), ona : u; >0
ouu, =0 etu,>0ouu, =0 dans £2. Des quatre possibilités qu’on
peut avoir, u, = 0 et u, > 0 est a rejeter, car, (u, ,u,) étant compa-
tible, u, =0 = u, = 0 dans 2.

Maintenant, rappelons que, (£, 56,.) (j = 1, 2) étant des espaces
harmoniques (1.29), on aura que § est localement connexe (1.1.10
[2¢]) et que les composantes connexes d’un ensemble J€ j-régulier
sont des ensembles J€;-réguliers, j = 1,2, (1.3.4 [2c)).

(®) Soit u une fonction hyperharmonique = 0 sur un espace harmonique

elliptique et connexe 2. Si u s’annule en un point, alors u#(x) = 0 pour tout
x €N,
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De méme, avec un raisonnement analogue adapté a notre cadre
(voir aussi la définition 1.4), on aura dans un espace biharmonique le :

LEMME 2.3. — Les composantes connexes d'un ensemble 3@ -
régulier sont des ensembles 3€-réguliers.

Remarquons que, grice a I’axiome II et au lemme précédent, on
aura une base de §2 composée de domaines Je-réguliers.

LEMME 2.4. — Si (2, 38) est un espace biharmonique elliptique
et w un ouvert §-régulier, alors, pour tout x € w, Tvy # ¢.

Démonstration. — Soient (0,f) € SC(aw) avec f>0 et

(1, (%), uy(x)) =(fde,‘:’ ; ffdk;")

le couple biharmonique correspondant. Considérons un point x, € w
et 6 la composante connexe de w contenant x, ; comme u, > 0 dans
6 (1.25), alors, grice a la proposition 2.2, on aura aussi 4, > 0 dans
6 ; d’ou Tv;"o * .

ProrosITION 2.5. — Si (2 , &;) sont elliptiques (j = 1, 2), alors,
pour tout w Ye-régulier connexe et tout x € w, on aura TvY = dw.

Démonstration. — Sinon, soit x, € w tel que Tv?0 # 0w ; comme
Tv;;’o C dw, on considére un ouvert (non vide) § C E Ca= aw\Tv;"o et
fEC(ow)égaleal sur BetaOsur Tv;*’o. Alors au couple (0,f) € §,(dw)

correspond le couple biharmonique

@), uy ) =( [ vy, [fdS)>0,0), xEw) .

Mais TAY = 9w (1.5.3 [2¢])(®) ; donc u, > 0 car u, € ¥, (w). D’autre
part, u,(x,) =0 et, comme u, € ¥ (w), alors u;, =0 dans w
(1.5.4 [2c]) ce qui entrainera, & cause de la compatibilité des couples
biharmoniques, u, = 0 dans w. D’ol contradiction et le résultat.

(®) Si X est un espace harmonique elliptique, alors, pour tout domaine régulier
V et tout xEV, on a Tu! = aV.
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THEOREME 2.6. — Si les espaces harmoniques (S ,3€,) et (2, 3€,)
sont elliptiques, il en sera de méme pour 'espace biharmonique (S , 3€)
et réciproquement.

Démonstration. — Soit x €2 et @(x) un systéme fondamental
de voisinages (de x) J€-réguliers connexes, donc aussi J€- et J€,-
réguliers (1.22). Mais, grace a 1.5.3 [2¢](®), Ty = 9w, TAY = dw
pour tout w € @ (x) ; par ailleurs (2.5), TvY = dw.

Réciproquement : par hypothése, pour un systéme fondamental
de voisinages w ge€-réguliers (de x) [donc J€, réguliers et J&,-réguliers]
on aura, TuY = 0w, TAY = 0w, TvY = 0w ; d’o le résultat.

Remarque 2.7. — On pourra donc formuler la proposition 2.5
comme suit : Si (§2, J€) est un espace biharmonique elliptique, alors,
pour tout domaine w Je-régulier et tout x € w, on a Ty = dw.

On sait ([2c], p. 40) que, si un espace harmonique est elliptique,
Paxiome de convergence de M. Brelot est vérifié.

La réciproque est aussi vraie — si §2 est localement connexe, loca-
lement compact, a base dénombrable — en remplacant I’axiome de
convergence de Bauer par I’axiome de convergence de Brelot.

En remplagant les a) et b) de notre axiome (de convergence) IV
par les axiomes de convergence de M. Brelot respectifs a)g, b)g, on
aura :

THEOREME 2.8. — Si (2, 3€) est un espace biharmonique ellip-
tique, alors l'axiome IV a)g, b)g est vérifié.

Inversement : l'espace (S, 3€) — ou S) est localement connexe,
localement compact, a base dénombrable — muni des axiomes I, 11,
IIl et IV a)g, b)y est biharmonique elliptique.

Démonstration. — Les espaces harmoniques (22 ,8€,), (22, 3,)
étant elliptiques (2.6), on a le résultat d’aprés ce qui précéde.

Inversement : d’abord, notre axiome IV a), b) est vérifié. En
effet, on peut supposer I'ouvert considéré U connexe (§2 est, par hypo-
thése, localement connexe) et on achéve grice a IV a)g, b)g. Par
conséquent, (£2 ,5€) est un espace biharmonique. De plus, il est ellip-
tique car IV a)g, b)y implique Pellipticité des (2, 8€,) et (82 ,8€,) ;
d’ou Pellipticité de (£2 , ¥e) (théoréme 2.6).
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THEOREME 2.9. — Soient (§2,3Q) un espace biharmonique ellip-
tique et une suite croissante de couples biharmoniques (hY , h’) dans
un domaine & C S avec enveloppe supérieure (h, , h,). Alors, on aura
l'une des trois possibilités :

1) (hy, h,) €5(6)
2) (hy, hy) = (+ o, + )
3) hy =+ oo, h, € ¥,(5).

Démonstration. — D’abord, on se raméne au cas ou (4] ,43)=(0,0).
Supposons qu’il existe x; , x, € & tels que &, (x,) <+ o0, h,(x,) <+oo,
D’aprés le théoréme 2.6, les espaces harmoniques (£2 , #8,), (&2, ¥€,)
sont elliptiques. On fait le méme raisonnement que dans le théoréme
1.30 en tenant compte du fait que h, € 3,(8), #, est J€,-surharmo-

nique dans & et que f h,duy € 3, (w) pour tout w e -régulier
CwCs ([6¢] p. 70-71 et th. 1) ; d’ou 1).

S’il existe x,, x, €6 avec h,(x;) = + o, h,(x,) = + oo, alors
(hy, hy) = (+ %, + o). En effet, comme (§2 ,J€,) est un espace har-
monique elliptique, on a h, = + o dans § et, grice a

ne) = [ hydee + [ hydve

(Vw Je-régulier Cw C§, x € w), onah, =+ o dans 6 (2.7). D’ou
2).

S’il existe x,, x, €8 avec h;(x;) = + oo, h,(x,) < + oo, alors
h, = + o dans § et h, € §€,(8). En effet, (2 ,5€,) étant harmonique
elliptique, h, € 3€,(6) ; d’autre part, pour un domaine w J@-régulier
CwCd, wdx,,0na:

he) = [ hdue + [ hdv®, (x€w) ;

grice 4 ([6¢], th. 1), fhldu;" =+ o0, VxE w, et,

comme h, € ¥} (8), on a h; =+ o dans § ([6¢], th. 2).

Il nous reste une derniére éventualité : il existe x, , x, € § avec
hy(x)) <+ oo, hy(x,) =+ oo,

D’abord, comme (£2 , 8€,) est un espace harmonique elliptique,
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h, =+ e dans § ; alors pour w J€-régulier C w C §, w Dx, , on aura,
grace a

hy(x) = fhldy;’ + fhzdv;’ ,

hy(x,) = + °o. Donc cette situation n’est pas a retenir.

Remarque 2.10. — Dans le théoréme précédent, il suffit d’avoir,
pour un x € §, A, (x) < + oo [resp. h,(x) = + ] pour conclure que
(hy , hy) €8C(E) [resp. (hy ,h,) = (o0, )]

PROPOSITION 2.11. — Soient (2 ,8€) un espace biharmonique el-

liptique, w un domaine Je-régulier et (f,, f,) € &(0w) tel que, pour
* w * w w W

tout x € w, f fidue + f fdvy et j; fidu? + ‘/; frdv? sont

définies.

Si f, est u;"o-intégrable et f, est V;"o-intégrable, alors f, est u¥-
intégrable et f, est v- et R;"-intégrable pour tout x € w , de plus,
dans ce cas, le couple (ff1 duy + ff2 vy, ffzdx:’) est bihar-
monique dans w. En particulier :

COROLLAIRE 2.12. — Si f, est v;"o-intégrable, alors elle est aussi
)\w

xo-intégrable (xo € w).

Démonstration. — C’est le méme raisonnement que dans 1.33 en
tenant compte du théoréme et remarque précédents ainsi que de la
proposition 2.2.

En ce qui concerne le corollaire, on applique la proposition 2.11
au couple (0, f,) € &(0w).

THEOREME 2.13 (Inégalités de Harnack). — Soient (2 ,3€) un

espace biharmonique elliptique, un domaine w C 8, K compact
Cw, x, € w. Alors, pour tout (u, ,u,) € ,H(w), ona :

1) Sgﬁ u,(x) < afu, (xg) + uy(xy)] ,
<
2) 523 U, (x) < Buy(xy) ,

ou o= a(K,x,), B=B(K,x,) sont des constantes.
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Démonstration. — Si 1) n’était pas vraie, on formerait une suite
W}, u}) € ,Je(w) telle que sup u? > n®Wi(xy) + uj(xy)) ou
K

U (xq) > 0 grace d la proposition 2.2. Alors le couple

u?(x) us(x) )

R (xg) + 4l(xy)) = nP(u(xg) + u(xy))

(hy (), () = (3

serait biharmonique dans w car A, (x,), A, (x,) sont finies (th. 2.9) ;
ui(x)

n2 Ul (xy) + ul(xy))
ce qui contredit

donc serait bornée sur K indépendamment de n,

u'y (x)
sup 2(yn n
x€EK N (ul(xo) + u2(x0))

L’inégalité 2) est vérifiée car u, € ,¥€,(w) et (2, 5¢,) est un
espace harmonique elliptique ([2c], p. 40).

[Notre raisonnement est inspiré du cas analogue dans un espace
harmonique ; voir, par exemple, p. 15 de [7]].
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PARTIE III

COUPLES A PEU PRES 3 -HYPERHARMONIQUES

DEFINITION 3.1. — Soient & une base d’ouverts J€-réguliers de 2,
velud et (v, ,v,) €E(U).

On dit que le couple (v, ,v,) est A-d peu prés d-hyperharmo-
nique dans U si :

1) v, , v, sont localement bornées inférieurement dans U.
* * *
2) v, (x) = f v, due + f v,dVY, v,(x) = f v,d\y

pour tout wE X, w CU et tout x € w.

Si @ est le systéme de tous les ouverts J€-réguliers, (v, , v,) est
dit @ peu prés 9e-hyperharmonique dans U.

Il est évident que tout couple Je-hyperharmonique est & peu prés
Ye-hyperharmonique. Réciproquement :

PROPOSITION 3.2. — La régularisée inférieure (9, ,9,)(*°) d’un
couple (v, ,v,) A4 peu prés J-hyperharmonique dans U € U est un
couple € -hyperharmonique dans U et pour tout x €U :

* *
0,(x) = sup [f v, du? + f vzdv;"] =

wEK
xXEwCwWCU

. * *
= 11’m [f v,du? +f vzdv;"] ,

x

* *

0, (x) = asl =1t ae |,

v2(x) ‘j'él'; [f L) x] ;? [f U7y ]
x€EwCwCU

g, étant le filtre des sections de la base de filtre des w € &, contenant
x (w CU).

() 9;(x) = lim inf v;(»),j = 1,2.
y—=>x
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Démonstration. — Comme v, , v, sont localement bornées infé-
rieurement, alors 9, (x) > — o0, #,(x) > — o, ¥x € U.

A cause de 9, <wv,, 9, <v,, 3.1 et 1.34, on voit que (9, ,D,)
est Je-hyperharmonique dans U et que

* *
b, (x) =2 jlé]:t [f v, du? +f vzdv;"] ,
XEw

*
5,00> sup [ 0,d\ , (GCU).
weEeEa
XEw

Remarquons maintenant que si @, € L et xEaCaCRCP
CU alors, en utilisant 1.34, on montre (de fagon analogue au cas
harmonique) que :

[oid + [Toah< [Toduz+ [To,an
STo,ad < [T,

d’ou la vérité de notre affirmation.

On aura alors, grice au théoréme de la limite monotone, que la
borne supérieure est égale a la limite suivant &_ . Ensuite, comme 7, ,
v, sont s.c.i., pour v;(j =1, 2) réels tels que (%) > v; il existe un
voisinage & (de x) ou v, > v, et v, >y,. Alors, pour w € X, W C 4,

wDx,
* *
[Toiaue + [T v, =y, [dug 4, [ oy,

[Ty, [axe.

w120, 5 1, [ @52 1, a2 0.
x x

d’ou le résultat.

Les propriétés suivantes sont aisément vérifiées (d’aprés les pro-
priétés des intégrales supérieures) :

1) Si (v, ,v,) est X-d peu prés F-hyperharmonique, il en est de
méme pour (Av, ,Av,) ou AER,.
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2) Si (u,,u,), (v, ,v,) sont deux couples @-a peu pres Je-
hyperharmoniques, il en est de méme pour (u, ,u,) + (v, ,v,).
3) Si (v],v}), est une suite croissante de couples &X-a peu pres
ge-hyperharmoniques, alors (sup v}, sup v'z') I’est aussi ; (n indice € N).
n n

4) Si (v} ,1v%),e; est une famille de couples @-d peu prés J€-
hyperharmoniques localement uniformément bornées inférieurement,
alors

P P
(11_1f vy , inf vz)
1 ]
I’est aussi.

Pour les cas ci-dessus, on a des propriétés correspondantes con-
cernant les régularisées inférieures (qu’on montre facilement en utilisant
la proposition 3.2) :

1) (o, , No,) = (B, , AD,)
/\ —~—— —~——
2" (uy ,uy) + vy ,0,) = (uy ,u,) + (v, ,0y)
. /\ .. . .
ou (u, ,u,) désigne le couple (a, ,u,).
, /\ S S
3" (sup v? , sup v',‘)= (sup v? , sup v? )
n n n n
4" (iqf v’; , inf v‘z) est la plus grande minorante J€-hyperharmo-
1 1
nique de la famille (v} , v});c;.

DEFINITION 3.3. — Un ensemble EC S est dit ¥€,-, ¥¢,-, ¥€-
négligeable si pour tout w ensemble ¥,-, B ,-, Je-régulier et tout
X € w, on a respectivement :

WE(E) =0, AP(E) = 0 , u¢'(E) = A’ (B) = vy (E) = 0.
LEMME 3.4. — Si E est 3@ ,-négligeable, alors vy’ (E) = 0, V w J@-

régulier, Vx € w ; de plus, si ECow (w J€-régulier) est tel que
v2(E) =0, VxEw, alors \J(E) =0, Vx € w.

Démonstration. — On se raméne toujours & E C dw. Par hypo-
thése, A\;'(E) = 0 pour tout w ¥€,-régulier (donc pour tout w Je-
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régulier (1.22)) et tout x € w. Soit le couple (0, xg)(*!) sur la fron-
tiére d’un w JC-régulier. Considérons

* *
Uy (x) = f XedVy , Uy (x) = f Xgd\ =0 ;

grice a 1.33, (u, , u,) € 3€(w). D’autre part, comme (0, xg) < (0, 1)
sur dw, on a : 0<ui<u, dans w (j=1,2) avec

v, (x) =fdv;" , Uy(x) =fd7\;"

[(v, ,v,) est le couple biharmonique associé a (0, 1)]. Mais, selon 1.5.3),

lim v,(x) = 0 d’ou lim u,(x) = 0. Donc
WX > z€EWW wWIXx > zEW
lim uj(x) =0,

wWOX >2EIW

j=1,2,et,a cause de I'unicité, u, (x) = 0, Vx € w. Réciproquement :
u,(x) =0, Vx € w, implique, grice a la compatibilité, u,(x) = 0,
V x € w. ’

Une conséquence immédiate est le :

THEOREME 3.5. — Soit w Je-régulier et E C dw. Alors :

N(E)=0, Vx€Ew <« vWE)=0, VxEw.

Remarque 3.6. — Si (§2 ,89€) est un espace biharmonique ellip-
tique et w un domaine ¥C-régulier, alors, on a :

WE)=0* 2 (B)=0 (x€w).

En effet, dans (2, #€,) et (2 ,8€,) I'axiome de convergence de
M. Brelot est vérifié (2.8). Donc k;’o(E) = 0 implique )\;"(E) =0,
V x € w ; ensuite, grice & 3.5, on a aussi ¥Y’(E) = 0, V x € w. Inver-
sement, au couple (0, xg) € &(dw), on associe le couple biharmonique

* *
(U, (x) ,uy(x)) = (f Xgdv?, f xEd)\;") avec u,(x,) = 0. D’ou,
grace 4 2.2, u,(x) =0, Vx € w.

COROLLAIRE 3.7. — Si E est d la fois 3€, et §€,-négligeable, alors
il est aussi ye-négligeable.

(') xg désigne la fonction caractéristique de E.
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Démonstration. — Par hypothése, u2’(E) = 0 pour tout w ouvert
Je, régulier, Vx € w et A\(E) = 0 pour tout w ouvert J€,-régulier,
V x € w ; donc, pour tout w ouvert J€-régulier et tout x € w (1.22).
On conclut grice au lemme 3.4.

Remarquons que dans 3.7 on a I’équivalence si ’on considére la
négligeabilité de E par rapport 4 une base d’ouverts Je-réguliers.

ProrositioN 3.8. — Si (v, ,v,) et (u,, u,) sont des couples A
peu prés Je-hyperharmoniques, on a :

N P
v;(X)<u(x) Fppp. (G=1,2)= (v,,0) <y ,u,).

Démonstration. — En effet, A ={x €Q : v, (x) > u,(x)} est #,-
négligeable c’est-a-dire uy’(A) = 0, Vw I -régulier (donc Vw
¥e-régulier (1.22)), Vx € w ; de méme,B ={x €Q : v,(x) > u,(x)}
est J€ ,-négligeable, d’ou (1.22) A\;’(B) = 0, V w J-régulier, V x € w.
Mais, d’aprés le lemme 3.4, v¥(B) = 0, V w 8€-régulier, Vx € w.
D’ou finalement, pour tout w J€-régulier et tout x € w,

* * * *
f v,du? +f vzdv;’<f uldu‘;’+f u,dvy

[Toag < [Tuang .
On achéve la démonstration en appliquant la proposition 3.2.
Remarquons qu’il nous suffisait de supposer
v, () Su;(x) pL-p.p. pour tout w Je-régulier, Vx € w et
V,(x) Suy(x)  AJ-p.p. pour tout w J€-régulier, Vx € w .

PROPOSITION 3.9. — Si ECQ est Ye-négligeable, alors CE est
dense dans 2.

Démonstration. — Comme tout w J€-régulier est 3€I--régulier
(1.22), alors E est € ,--négligeable pour tout w 9€j-régulier d’une base
(pour la topologie) de £ (j = 1,2). On se raméne donc au cas har-
monique et on sait ([2¢], p. 49 ou [6¢], p. 79-80) que notre affirmation
est vraie.
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PARTIE IV

J¢-REDUITE ET J€-BALAYEE

DEFINITION 4.1. — Soit ® = (¢, ,9,) € ,&(2) et EC Q. On dé-
finit la 3@-réduite de ® comme suit :

(9, ,9,)F = (@7, @) = (infu, , infu,)

ou (u; ,uy) € ¥ (Q) : (u, ,u,) = (¢, ,p,) sur E.

Comme on a déja vu (propriété 4, p. 70), la Je-réduite est a
peu prés Je-hyperharmonique et sa régularisée inférieure

@ o)) = (@F,5)
dite J€-balayée, est J€-hyperharmonique dans £ (3.2).
Si 'on remplace (¢, ,9,) par (v, ,v,) € ,5*(), on aura :
0,0) < (vl/\,vz)E < (@,,v,)* <@,,v,) dans
et (v, ,v2)E = (v, ,v,) surE;

de plus, si E est ouvert, on démontre, comme dans le cas d’un espace
harmonique ([2¢], p. 50-51), que

—~ e
(Ul yU) = (Ul ,1)2) .

PROPOSITION 4.2. — Soient (v, ,v,) € J&* () et w Ie-régulier.
Alors le couple (w, ,w,), défini comme suit,

v,du® + | v,dv¥ , x€w
w,(x)= 3\[1 X f 2%"x

v, (x) , X€ECw
fv2d)\;" , X€w
w,(x) =
v, (x) , x€ECw

est J€-hyperharmonique dans £2.

Si, de plus, (v, ,v,) = (0, 0), alors on aura :
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- Cw_ (7 C
(wy ,wy) = (v ,0,)7 = (v, ,v,)"%.

Démonstration. — D’abord, (w, ,w,) < (v, ,v,). D’aprés 1.34,
(w, ,wy), € ¥¢*(w). On peut maintenant appliquer la proposition
1.21 car lim inf w; (x) = v,.(z), VzEow,j=1,2.

X —=>2,XE W

' Soit maintenant (v, ,v,) € , 5€* (). Comme (w, , w,) € ,5*()
et (w, ,w,) = (v, ,v,) sur Cw, ona: (v, ,vz)c“’ < (w, , w,). Pour
tout (u, ,u,) € ,J*(Q) avec (4, ,u,) = (v, ,v,) sur Cw,

(u,,uy) 2 (w, ,w,) ,

d’ol (v, , v2)c°" = (w, , w,) ; par conséquent,

—_ Cw —T . .
W, ,0,)°" 2 (w; ,w,) = (W, ,0,) = (w, ,w,) .

D’ou finalement 1’égalité cherchée.

i
Remarque 4.3. — On voit facilement que : <I>f = 2R§‘2, et,
-4
pour les couples (p, ,0) = @, & = 'Ry (Voir 1.23) ; [R désigne la

réduite dans un espace harmoniquel].
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PARTIE V

COUPLES 3¢-SURHARMONIQUES ET 3-POTENTIELS

DEFINITION 5.1. — Un couple (s, ,s,) € 3¢*(U), ou UEU, est
dit 8€-surharmonique (dans U) si s, est finie surun ensemble dense de
U. (D’ou 5, < o0 sur un ensemble dense de U ; voir note (7)).

On note par $(U) I’ensemble des couples J8-surharmoniques dans
U. Soit B la base de 2 formée de tous les ouverts e-réguliers (axiome
II). D’aprés 1.22, @3 est formée d’ouverts c’r'el.-réguliers Gg=1,2).

PROPOSITION 5.2. — Pour tout (s, ,s,) € 8€* (), les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) (s, , s,) est I -surharmonique.

ii) s, est pY-intégrable, s, est )\;"-intégrable pour tout w € @3 et
tout x € w.

iii) 5; est 03-8€;-p.p. finie (c.d.d. 3€;-p.p. finie par rapport a B3),
i=1,2.

Démonstration. — i) = ii). Comme

fsldu;" + fszdvf<sl(x) , fs2d)\:’<s2(x) et

5; est finie sur 'y}*’ ensemble dense de w (j = 1,2), alors s, est uZ-

intégrable et s, est v¥-intégrable sur 7y et aussi s, est A;-intégrable
sur v5 .

D’aprés 1.33, leur intégrabilité respective s’étend a tout x € w

[et ([sidue+ [s,a0 | [s,an2)edew] .

ii) = iii). — Puisque s, est u%-intégrable et s, est A -intégrable,
alors s, est u¥-p.p. finie et s, est A\;’-p.p. finie. Pour A= sl.‘1 (+ ),
j=1,2,0na:

pCAD=0 , AA)=0 , VwEB , VxEw.

Donc s; est 63-9€i-p.p. finie, j = 1, 2.
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i) = i). — A; est @-Zq-négligeable et, par conséquent ([2c],
p. 49), CA; est dense dans 2 (j =1, 2).

COROLLAIRE 5.3. — 8(§2) est un cOne convexe,

Démonstration. — Soient (s, , 5,), (£, , £,) € S(R) et A; =571 (+ ),
B; = 7' (+%) (j = 1,2). Alors, grice 4 la proposition 5.2, A;, B,
sont (3-3€;-négligeables ; d’ou D; = A; U B; est@-gei-négligeable, donc
CD; est dense dans Q. Par conséquent, (s, + ¢, ,5, +£,) € 8(Q).
On voit aussi facilement que (as, ,as,) € $(R2), « ER,.

ProrosITION 5.4. — Si (v, ,v,) ES(R), alors le couple (w, , w,)
de 4.2 [relatif d (v, , v,)] est F-surharmonique dans S et biharmonique
dans w.

Démonstration. — On a d’abord,
(w, ,w,) < (v, ,v,) et (w,,w,)€EI*Q)

(prop. 4.2) ; d’ol (w, ,w,) € S(Q).

On conclut grice a la partie i) = ii) de la démonstration de la
proposition 5.2.

DEFINITION 5.5. — Un ensemble § C $(2) s’appelle 3C-saturé si :
i) gest filtrant décroissant.

ii) il existe une base & d’ouverts §€-réguliers telle que si
s=0(s,,5)€G,

alors (w,, w,)€ 8, Yw € & (voir 4.2, 5.4). On notera par la suite ce
(w, , wy) par (Wi's, W3's).

THEOREME 5.6. — Soit (g, , &,) l'enveloppe inférieure d’un en-
semble, # ¢, Je-saturé GC S(). Si g,(x) > — o sur un ensemble
dense de 2, alors (g, , g,) € H(Q).

Démonstration (raisonnement inspiré de celui de [2c], p. 54). —
En effet, (g, ,8,) = inf (WYs ,W3's) ; (s;,5,)€ES VwEX, et on
voit que {(W{'s,W35s) : (s;,s,) € Glest filtrant décroissant. Par
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ailleurs, comme pour chaque w€ &, (Wi's, W's)|,, € §e(w), alors,
grace 4 1.31, (g,, &,), € ¥ (w), d’ou (g, , g,) € F(Q).

En adaptant les raisonnements de ([2c], p. 54-55) 4 notre cadre,
on démontre les corollaires suivants, 5.7 et 5.8.

COROLLAIRE 5.7. — Pour tout (v,,v,)€ ,S(2) et tout ECQ,
sa YC-balayée sur E est Y€-surharmonique dans S et biharmonique

—_ —_— E _ E —
dans CE. De plus, (v, ,v,)” = (v, ,v,)" sur CE.

COROLLAIRE 5.8. — Soit ® un ensemble non vide de -3e*(Q2)
contenant au moins un couple 3€-sousharmonique et ayant un majorant
de-surharmonique.

Alors, de tous les majorants 8€-hyperharmoniques de 8, il existe
un plus petit, biharmonique dans .

DEFINITION 5.9. — On appelle 3€-potentiel dans S un

(py, D) €,8()
si, pour tout (u, ,u,) € 9*(R), on a :

Py, Py) + (uy,uy)=2(0,0) = (u,,uy) 2(0,0) .

PROPOSITION 5.10. — 1) La somme de deux 8€-potentiels est un
Je-potentiel.

2) Tout (v, ,v,) €, €*(2) minorant un € -potentiel est un 3¢ -
potentiel.

Démonstration. — 1) Soient les J€-potentiels, dans 2, (p, , p,),
(1.92), et (uy, u)€5*(Q). Alors p; +q; +u;20,j=1,2, ou
p; +@q; + u,.) =0 = q; tu; = 0 car (p,, p,) est un J-potentiel et,
finalement, u; = 0 car (q,, q,) est un J&potentiel.

2) Soit (u,, u,) € 9#*(Q) et (v, ,v,) + (u, ,u;) = (0,0) ; par
conséquent, p; + u; 20 car p; Zv; (j=1,2) et enfin u; =2 0 car
(p, , p,) est un F-potentiel.

PROPOSITION 5.11 (Un principe du minimum). — Soit

(U, , u,) €5*(U) , UEU ,
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satisfaisant aux conditions :

1) lim inf ui(x)> 0, VzeoU,

x->z,x€U
2) Il existe un 3C-potentiel,dans 2, (p,.p,) avec
(U, ,u)) +(p,,p,)=(0,0)

dans U, j=1,2.
Alors (u, ,u,) = (0,0).

Démonstration. — On raisonne de fagon analogue au cas harmo-
nique (en utilisant 1.21).

Considérons maintenant les cones convexes :

2% = @*(Q) des Je-potentiels dans £,

@ = 2*1(Q) des ¥€, -potentiels dans 2,

2

2% = €*2(Q) des ¥€ ,-potentiels dans 2.

PROPOSITION 5.12. —
D2 ={p, : (p, ,00€E %),

2) %2 > {p, :3p, ;(p,,.Py)E 2%} noté Ry

Démonstration. — 1) Si p, € €' alors (p, ,0) € ,8() grice
1.22. Soit (u,, u,) € 8*(Q) et (p, ,0) + (u,, u,) = (0,0) ; mais,
comme u, = 0, (4, ,0) € F&*(Q) [ou u, € & ()] et (1.23) u, est
g€, -hyperharmonique = 0 car p, est un J,-potentiel. Par conséquent,
(p,,00e .

Inversement, si (p,,0) € R*, p, € 5§ () donc (1.23) p, est
¥€,-surharmonique = 0 dans . Soit #, une fonction 3€,-hyperhar-
monique dans & avec p, + u, = 0. Mais, (1.23), (u, , 0) € J*(Q) et,
par définition,

(»,,0) + (u,,00=(0,0) = (#,,0)=(0,0) .

Do, p, €&™!
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2) Soit p, €, . Alors p, €43 (2) et (1.23) p, est J€,-surhar-
monique > 0 dans . Soit #, une fonction d€,-hyperharmonique dans
Q et p, + u, = 0. Mais, (1.23),

u, €I () et (+o,u,) EF*Q) ;
par définition,
(py,py) +(+oo,u,)=2(0,0) = (+0,u,)=>(0,0).

D’od, p, ER*?,
COROLLAIRE 5.13. — Si (p,, p,) € ®% alors p, € R%1 ot P, € @2,

Démonstration. — On va démontrer que (p, ,0) € 2% En effet,
soit (u, , u,) € 4€*() avec (p,,0) + (u,,u,) > (0,0) ; mais
(Py,py) *+ (uy,uy) = (0,0) [car (p,, p,) = (p,.,0)] d’ou,

(4, uy)=(0,0)

car (p, ,p,) est un F-potentiel dans 2. On a le résultat, grace a 1)
de la proposition précédente. La seconde affirmation découle immé-
diatement de 2), prop. 5.12.

Remarque 5.14. — Des relations analogues a 1) et 2) de la propo-
sition 5.12 peuvent évidemment étre établies si 'on remplace les
cones des potentiels par les cones des surharmoniques (8,8, , $,).

THEOREME 5.15. — Tout (v,,v,) € ,8() a une décomposition
unique (de F. Riesz),

W, ,0,) =Py, py) + (4, uy)
avec (p,, p,) un I-potentiel dans S et (u, , u,) la plus grande mino-
rante biharmonique de (v, ,v,) dans S2.

Démonstration (raisonnement inspiré de celui de [4], p. 58-9). —

i) Unicité. — Soit la décomposition (v, ,v,) = (p,, p,) + (U, , u,)
avec (p, , p,) un¥-potentiel dans & et (¥,, u,) un couple biharmo-
nique dans . Si (h,, h,) € () et (h,, h,) < (v, ,v,), on aura :

y—h=p @ —h)Z0=>u>h (=1,2).
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D’ou, (u, ,u,) est la plus grande minorante biharmonique (et I'unicité).

ii) Existence. — On désigne par G le plus petit ensemble J€ -
saturé contenant (v, ,v,) et (4, ,u,) = inf 6.

Alors, (u, ,u,) = inf (¢, ,£,)°“ ob (¢, ,,) EB et wE A (base
d’ouverts d€-réguliers associée i notre ensemble JC-saturé) ; grice au
théoréme 5.6, (v, ,u,) est biharmonique dans . Soit maintenant
(s, ,5,) € F*(Q) tel que (v, ,v,) + (s, ,5,) = (0,0).

On note par ® ={(t] ,1,) € . F&*(Q): (¢ ,1;) + (s, ,5,) = (0, 0)}.
On voit que ¥ C ®'. Ensuite, on remarque que,

(©) : (uy, uy) + (s;,8,) =inf ¥ + (s;, 5,) = (inf 7} , inf £3) +(s,,5,)
= (nf (£, +5,), inf (£, + 5,)) > (0, 0)
avec (£}, 1€ ®'.

On désigne par (p, , p,) = (v, ,v,) — (¥, , u,) ; on montrera que
c’est un ¥€-potentiel dans Q. D’abord, (p,, p,) € ,8(2) ; prenons
ensuite (¢,,?,) € J*(Q) tel que (p,,p,) + (¢,,1,)=(0,0) ou
vy ,vy) — (U, uy) +(¢,,t,) = (0,0). On pose

(wy ,wy)) = (8, —u,,t, —u,) EF*) .

Mais si I'on remplace (s,,s,) par (w,,w,), on a, grice a (O) :
Uy, uy) + (w, ,wy)=(0,0) ; d’ou,

(uy, u)) + (8, 1) — (uy,uy) =(0,0)
ou (t,, t,) = (0, 0). Par conséquent (définition 5.9), (p,, p,) € B*.

COROLLAIRE 5.16. — Soit un couple (p, , p,) € ,8(). Alors, on
a les équivalences :

D (p,,p,)E R* & sa plus grande minorante biharmonique est
égale a (0, 0).

2) (0, P)ER* @ pe® (j=1,2).

Démonstration. — 1) Si (p, , p,) € % alors

Py, Py) — (uy,uy)2(0,0),

ol (u,, u,) est sa partie biharmonique (proposition précédente), d’ou
(—u, ,—u,)=>(0,0) et par conséquent (u,, u,) = (0,0).
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Inversement : de (#, , u,) +(p,,P,)=(0,0),0u(u, , u,) € F* (Q),
on a, —(u,,uy) <(p,,p,) dou —(u,,u,)<(0,0) car sa plus
grande minorante € -hypoharmonique est égale a (0, Q).

2) Si (p,, p,) €2 alors, selon 5.13, p,€2™ (j=1,2).

Inversement : Soit (h, , h,) € ,FC(2) et h,. <pi (G=1,2). De
hy <p,,onah, =0 car p, est un J,-potentiel ; donc h, € , 58, ().
De méme, 2, < p, implique 2, = 0. D’ou le résultat.

Introduisons maintenant un nouvel axiome :

AXIOME III'. — a). Pour chaque x € Q, il existe un 38 -potentiel
(py,P,) €EE&.() (fini continu dans S2) et tel que pj(x)>0,j=1,2.

b) Comme dans l'axiome III b).

THEOREME 5.17. — Dans un espace biharmonique (2 ,8€), les
conditions suivantes sont équivalentes :

i) Axiome III' a).

ii) Pour tout x € § et tout voisinage de-régulier w de x, il existe
un I-potentiel (p,, p,) fini continu dans S tel que :

pl(x)>fp1dp;’ +fp2dv;“’ , pz(x)>fp2d)\;".

iii) Pour x, y €Q, x # y, il existe deux 3-potentiels (p,, p,),
(4, ., q,) finis continus dans S tels que :

pi(x) ;M) Fp;(y) q;(x), j=1,2.

iv) Pour x, yEQ, x #y, il existe (s;,s,) et (t,,1,) € 8(Q)
finis continus tels que :

5;0) 4;(») #F5;(y) ;(x), j=1,2.

v) Pour tout x € S et tout voisinage §e-régulier w de x, il existe
(s, , 8,) € . 8(R) fini continu tel que :

sl(x)>fs1dyx‘*’ +f s,dve sz(x)>fszd)\;" .

Démonstration. — i) = ii). Soient un x € §2, w un voisinage J¢-
régulier de x et y € Tu? (Tuy # ¢, 1.25 et 1.22). On construit faci-
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lement un 5€-potentiél P = (p,, p,) fini continu dans et p; >0
sur{x}Uow (j=1,2).

Considérons le systéme @ des ensembles w; J-réguliers tels que
'un au moins des points x, y n’appartient pas & w; (donc & est une
base de £2). L’ensemble

S ={(p, . p) "

est J€-saturé ; d’ou inf § est biharmonique (5.6) et égale a (0, 0) car
(P, , P;) € 2% (5.16).

Soit n le plus petit entier tel que pour w, ,...,w,€ a,

.,Cw
",nEN,w,,...,w, €A}

.

4,00 =Py Sy < p ()

Cwp,...,Cw

[et g, =P, "1

Cwy;,...,Cw Cwy,...,C Cwy,...,Cw
((Pl 1 n ,P2 1 wn) — (pl ,p2) 1 n) .

On aura donc x € w,, ; d’ou, ou

(1) ql(x)<pl(x) et ql(y)zpl(y) ;
et alors rx)=p,x) et r»M<p, 2)

Remarquons que (q,, q,), (r,, r,) sont des J-potentiels finis
continus dans 2.

Examinons le cas (1) : on a g,(x) > 0. Sinon, comme
0> [qdue + [ gy,

on aura ¢,(y) = 0 ; impossible car ¢,(y) = p,(y) > 0.

On pourra donc (en multipliant (g, , ¢,) par un a > 1) trouver
un Je-potentiel (q] , g,) dans & tel que

p,(x)=q',(_x) et p,M<q,(») .

Soit (q7 , q3) = (inf (p,, q), inf (P, , q3)) ; C’est un e-potentiel
fini continu dans . Evidemment :

G M <qy(y) et q;(x)=q,x).



AXIOMATIQUE DES FONCTIONS BIHARMONIQUES 83

Grice alors i la continuité des g}, 4 , il existe un voisinage de y
tel que g} < ¢ la-dedans.

Mais ¢/ (0) = ¢, (0 > [ qiaue + [ ayave > [ qlaue + [ qyave

et q'{(x)?fq;'d)\;" .

Dans le cas (2), on trouve immédiatement un J€-potentiel [a savoir
(ry , r,)] satisfaisant & la premiére inégalité strictement. Considérons
maintenant un point z € T7\;" (# 0, 1.25, 1.22) et effectuons,pour les
points x (le méme) et z, la méme chose sur I'indice 2. On prend le
plus petit entier m tel que :

wy(x) = B3 M) < ey [y = B ]
Alors, on aura, ou :
3 Wy (x) <p(x) et w,(2) = p,y(2) ;0u w,(2) <p,(2),
d’ou uy(x) =p,(x) et u,(z) <p,() 4
Cwy,..., Cwpy_y [u1 _ Cwy,..-, Cwm_l] .

avec u, =P,

Si I’on a le cas (3), en raisonnant comme dans le cas(1),ontrouve
un J€-potentiel (s}, s3) dans § tel que :

s> [svdue + [siave . s700 > [siang

Si Pon a Péventualité (4), grice 4 la continuité de u, et p,,il
existe voisinage de z sur lequel u, <p, ; d’ou,

ul(x)>fu1dp;’ +fu2dvf,

u,(x) = p,(x) = fpzdk;" >fu2d7\;" .

On peut donc trouver un (¢, , t,) € €% satisfaisant strictement
aux deux inégalités et fini continu.

i) = iii). — Soit w Je-régulier tel que x € w, y € C w. 11 suffit
alors de prendre (q,,q,) = (p, ,0,)%%, ot (p,,p,) est un Je-
potentiel fini continu dans §2 satisfaisant aux inégalités de ii) et
p(MN>0 (=1 2).
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iii) = iv). — Evident.

iv) = v). — Soit w un voisinage Fe-régulier de x et y € Tu?.
Gracead : s;(x) t,(¥) #s,(¥) t;(x),0onas, (x) > 0 (et aussi £, (x) > 0).
Sinon, s, () = 0 ce qui est impossible & cause de la séparation.

Alors, on peut trouver deux couples (s, , s,), (¢, , t,) g€-surhar-
moniques positifs finis continus et tels que (en multipliant au besoin
par un o > 0 convenable) :

;) =1,0x) et s5;)<t,().

Comme dans le cas (2), on trouve (s} ,s;) € ,8(R), et fini
continu, avec :

s;(x)>fs'ldp;’ +fs’2dv§;’, s'z(x)>fs'2d)\;*’.
A cause de : s,(x) t,(¥) # 5,(») £,(x), on trouve de la méme
fagon un couple (s} ,s3) €, 8(R2) tel que :
sy (x) = fs'l'du;’ + fs'z'dv;’, sy (x) > fs'z'd)\;“’ .

Alors (s; + sy, 55 +53) € ,8(Q) est fini continu et satisfait aux
deux inégalités strictes. )

v) = ii). — Grice a la décomposition d’un couple (s, , 5,) € , S(2),
(5.15), on aura :

p,(x) =s,(x) — ul(x)>f(s1 —uy)duy + f(s2 —u,)dvy =
= [pydue + [ pyave

P, (%) = 5,(x) — uy(x) > f(sz — u,)d\y =f p,d\y .

ii) = i). — C’est évident.
On voit donc (théoréme 5.17) que 'axiome III' entraine I'axiome
III. D’ou la définition suivante :

DEFINITION 5.18. — On dit que (S2,3€) est un espace biharmo-
nique fort si les axiomes I, II, III' et IV sont satisfaits.

Dorénavant, on se placera dans un tel espace.
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Remarque 5.19. — Grace a III' a) et 5.13, les espaces (2, 3e,)
et (2 ,3€,), (1.29), sont des espaces harmoniques forts.

Soit %, le cone des ¥e-potentiels finis continus dans $2,
® =<, — R, (Iespace vectoriel qu’il engendre) et &%) = & ren-
semble des couples de fonctions finies continues dans §2 et & support
compact.

THEOREME 5.20 (théoréme d’approximation). —Soit (f, , f,) € +<‘5"
[cad. (f,,f,) = (0,0)] avec supports compacts respectifs K, , K, et
U un voisinage de K = K, UK, . Alors (f, , f,) peut étre approché uni-
formément par des éléments de ® N ,8* dont les supports se trouvent
dans U,

Démonstration. — Nous voulons utiliser le théoréme de Stone sur
les compacts. Remarquons d’abord que si

(p,.Py)) —@,,49,)=WU,,d,))ED,
alors on a aussi (d; , d3}) € @ ou

d; = max(p; — q;,0) = p; — min(p;, q;) ,
j=1,2.
Soit x, y €, x # y, w un voisinage Je-régulier de x , y & w et
un (p,, p,) €%, comme dans le ii) du théoréme 5.17. Prenons le
Je-potentiel (q, , q,) €%, défini comme suit :

fpldu;"+fp2dv;" , ZEW
q,(2) = ,
p,(2) , 2@ w

fpzdk;" , Z€Ew
qz(z) = .
p,z) , z¢w

Le couple (p,,p,) — (@, ,4,) = (r,, 1)) EDNE* et r,(x) >0,
r (y) = 0 pourj = 1,2. De méme, on peut construire un autre couple
(s,,5,)EDNE" tel que 5;(x) =0, 5;(¥)>0 pour j=1,2. Par
conséquent, pour «, § réels quelconques et 7, 8, réels convenables, le
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couple (d, , d,) = (r; + 0s, ,1r, + 0s,) € @ N & peut satisfaire une
des situations ci-aprés :

dix)=a , di(y)=8
d,x)=a , d,(y)=8
dix)=a , d,(y) =8
diy)=a , d,(x)=8.

Soit x = y € w, w J-régulier, et (g, , q,) comme ci-dessus. En
écrivant : (ry , 7)) =(Py — 4y, P2 —42) =Py — 4, ,0) +(0,p, — q,)
et (pl - q, ,0) = (t1 s tz), © s Py — qz) = (vl ,Uz), on a : (tl , tz)’
(v, ,v,)€ED N &k, t,(x)#0,2,(x) =0et v, (x) =0, v,(x) # 0 (voir
5.13).

Donc, pour «a, (8 réels quelconques et i, § réels convenables, on
aura : d,(x) = «, d,(x) = B avec

d,,d,) = (nt, + 0v, ,nt, + 0v,)EDNE"

Considérons maintenant un compact A de Q et (¢, ,9,) € &,(A) ;
on se raméne a4 une ¢ € C(A x I) ou I est ’espace discret {1 , 2} avec
cp,(x) = ((x,)), i = 1,2. Par conséquent, d’aprés les considérations
précédentes, le théoréme de Stone peut étre appliqué.

Soit U'€4l,, KCU' ' CU’'CU. Selon le théoréme de Stone, il
existe (fy,f,) EMN&" tel que |f/—f;1<e sur U’ pour € >0
donné (j = 1,2). Soit de plus (g, , g,) € 8*(Q) avec

g >sup ff(») +e sur K, (j=1,2),
K

g <0dans CU et gy <—e sur CU'NS ol S = supp f, U supp f, .
Griace de nouveau au théoréme de Stone, il existe (g; ,g'z) eDn &k
tel que

lgj —g1<e sur U'US.

Soit ¥; = max (0, min(f;,g})), j =1,2. Alors y; >0, avec

supports C U’ et (Y, ,¥,) €PN & ; de plus, lY; — f;1 <€ dans
Q3G=1,2).
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PARTIE VI

PROBLEME DE RIQUIER

Soit wEU, et f=(f,, [,) € &Ow). On note

Bl ={(v; ,v,) EF*(w) : liminf v,(x) > f;(y),>— oo,

wIAx > yEIw
Vy€ow,j=1,2}.
A = (HOS  HYT) = (infv, ,infv,) ob (v, ,v,) € DL .

On définit \Il,“c"fen passanta (—f,, —f,) = —feta(—v, ,—v,)
dans &% et H/ = sup ¥/ = —H“ 7,

On a les propriétés suivantes :

1) B/ <HY/ .

2) Pour tout AER,, H*'M = HY/ .

3) Si f<g = H*f <H“?® et H*/ <H“? .

4) BT <HeS 4+ JeS
[lorsque (f, + &, ,f, + &,) est défini sur dw et H>/ + H**# défini
dans w).

PRroOPOSITION 6.1. — Si f= (f,, f,) est la restriction sur 0w de

V= (v, ,0,) €,9*(Q), dalors (H HY )=V, vi¥)

dans w.

Démonstration. — Un raisonnement analogue au cas harmonique
adapté a notre cadre (on utilisera 1.21 et la définition 4.1) nous donne
le résultat.

DEFINITION 6.2. — Le couple (f, , f,) € &(dw) est dit §e-résolutif
si H*7 = H**' fini dans w. On pose alors H*'/ = H*f = H*1,

THEOREME 6.3. — Tout couple (f,, f,) €&_,(0w) est Fe-résolutif
et (HY''  HS'T) est biharmonique dans w € U, .
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Démonstration. — On procéde par étapes en montrant d’abord
que toutp =(p, , p,) €%, est F-résolutif et que (Hy'? ,Hy"P) € ¥ (w) ;
ensuite, grice au théoréme d’approximation (5.20), on conclut.

1) A cause des propositions 6.1 et 5.7, (HY"? , HY'?) € #(w) ;
de plus (p,,p,) € ®%'P dou p; = H? (j=1,2) dans w. Alors

lim sup  H”"P(x) < lim sup p;(x) = p;(»), Vy €dw,j = 1,2, et
‘WIX>YyEIW x>y

ITI;‘"” <H? (G=1,2);
par conséquent, (p,, p,) est I -résolutif.
Aussi pour f = (f,, f,), g = (&, , &) F-résolutifs € & (dw)
ona: H®:7*8 = ¥/ + H*'¢ |
H M = AHe T (A ER) ;

donc tout couple d =d, ,d,)ED =, — R, est J -résolutif et
HY,Hy ) € Je(w).

2) Maintenant, grice a 5.20, pour tout € > 0 il existe un
d,,d,) €D tel que

d —e<f<d +e
dou  HP? — el ' <H <H? <H? + eHO!
ot 1=(1,1) et j=1,2.

Comme ﬁl‘."" sont bornés, (f, , f,) est F-résolutif ; d’autre part,
(H®''~,HS*") peut étre approché uniformément dans w par des
HY 4, HY 9 €8e(w), d’od (HY , HY") € Je(w).

3) Remarquons enfin que,
¢ =(p;,9) €EEQwW),(p,,p,) = (0,0) surdw

= H¥'? > 0 dans w, et 9, = 0 sur dw = HY'¥ > 0 dans w.

Donc, pour chaque x € w, H]‘-‘"f (x) sont des formes linéaires posi-
tives sur &,(0w) et 'on aura trois mesures de Radon =0 sur
dw(\Y , ue ,v¥) telles que :

H‘l"'f(x)=ff,du;" +f fave , HY (x) = ffzd)\;".

En raisonnant de fagon analogue, on étend dans notre cadre le
résultat correspondant du cas harmonique, & savoir :
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PRroOPOSITION 6.4. — Soit f" = (f]', f;) une suite croissante de
couples € &(0w) [n indice € N] tels que

H " HS T e ge(w) , Yn .

—w, sup f,
.’n n

Alors i

=sup H*/" | j=1,2.
n

THEOREME 6.5. — Pour tout f= (f,,f,)€&(0w), on a :
— * * _ *
A= [ fiawe + [Crae | By im= [ o,
lorsque ITI‘l"’f(x) <+ | Vx€Ew.

Démonstration. — Si (f;, f,) € &,(0w), il existe une suite crois-
sante (¢ ,¢%) = ¢" € ,(dw) telle que (f, , f,) = (sup o7, sup 7 )
n n

Grace au théoréme 6.3, on a, pour tout x € w :
n n
HYY" ) = [due + [ e, HY 0 = [eiane;
d’autre part, (6.4),

Ho/(x) =sup H*"(x) , Vx€w , j=1,2.
n
Par conséquent, pour tout x € w,
—_— * 3
/() = sup [ dus + sup [ gdve = ["fiaug + [
n n

— *

de méme, HY (x) = f fLd\] .

Soient maintenant f = (f, , f,) € 8(dw) ,
V={y=,,V,)E80w::W,,¥,)=(f,,f,) su w}l,

et x €< w.
Comme, par hypothése, HY*/ < + o dans w, il existe
(u,,u,€ ®2 7 tel que U, (x) < + oo,

Considérons les fonctions w,-(z) = lim inf u,.(x), VzEow,
WX >ZEIW
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j=1,2. Alors, (¥, ,¥,)EV et (u,,u,)Ed? .
On aura donc :
* *
[ vdee + [, <uy () <+ oo
% *
d’ob S viawe , [T y,ave sont finies.
Comme :
* * * %
[ rawe < [Tvaue , [Trhae< [Ty,

* *
alors f fidu? + f f, dv¢ a toujours un sens (finie ou — ) et cela
pour tout x € w.

On pourra alors écrire, pour tout x € w,
* *
[T hawg + [Triave = inf [[vidue + [y,a00 ] =
= inf H® Y (x) > HY  (x)
w
* _— —_
et [ g = lgff VydNg = inf By Y () > Y (o)

On va démontrer maintenant les inégalités dans I’autre sens. En
procédant comme ci-dessus pour (u, , 4,) quelconque € lii3nd ' on aura
un (Y, ,V,)EWV et (u,,u,)E ®LY . d’ou

* * —
[Trawe + ["rave < [v,du0 + [ 9 a00 = B2V 0 <u,(0)
* —_—
et [T < [ y,de = B2 () <u,y ()

pour tout x € w.

Ces inégalités étant vraies pour tout (u,, u,) € <I>‘5’¢'f, ona:
* ¥k —_— * —
[Traue+ [T rhave <B ) L [ Ld8 <HYmWxEw).
D’oll le résultat.

COROLLAIRE 6.6 (théoréme de résolutivité). — Un couple
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f=(f,,f,) €E&(dw) est J -résolutif si et seulement si, pour tout
X € w, f; est uL-intégrable et f, est vy-intégrable.

Démonstration. — On applique le théoréme 6.5 aux couples

(fl ,fg) et (_f1 ,—‘fz)-

Remarque 6.7. —

1) On peut montrer, pour w €U, et f = (f, ,f,) € 8(0w), les
parties 1) et 2) de 1.33 (en raisonnant exactement de la méme fagon).

)g) On fvoit donc que, si f=(f,,f,) €&w) est I -résolutif,
HY'7 ,HY) € (w).

3) Comme on peut trouver (p,, p,) € %, (donc bornés sur w)
tel que p, > 1, p, > 1 sur 0w, alors il existe une constante M telle
que pour tout x€U, :

g l<M , Jp2ll<M , INI<M

[(1,1)€8,(dw) ; voir alors le théoréme 6.3].

4) On peut montrer le théoréme 6.5 avec une hypothése plus
faible,a savoir :

* *
f fidu? +f fodvy  est définie pour tout x Ew .

COROLLAIRE 6.8. — Si v = (v, ,v,) € #*(Q), alors, pour tout
wEU, et tout xEw, on a :

0,0 > [ v,du + [ v,
vz(x)>fv2d)\;" .

En effet, (rest,, v, , rest,, v2)€ ®y "Mw? ; ensuite, on applique
le théoréme 6.5 vu la remarque 6.7. 4).

THEOREME 6.9. — Dans tout w €U, il existe (u,,u,) € de(w)
avec “i>0 dans w, j=1,2.

Démonstration. — Soit wy € U, , wy D w.
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D’aprés P'axiome III b), il existe h; € 3 (w,), w, € H,(w,)
strictement positives. Considérons le couple f = (0,w,) € §, (0w) ;
alors, (voir 6.3), (HY"/ , HY /)€ se(w) et HY /(x) = 0,

H () = [ 0,02 >0, Vx€ow.
Mais (h, , 0) € #€(w). Par conséquent, le couple

Uy, up) = (h, ,0) + (HY'  HY M) ese(w)

et ul->0dansw,j=l,2.

DEFINITION 6.10. — Un point z€ 0w (wE€U,) est dit 3, ,3,,
ge-régulier si pour x = z, x € w, on a respectivement la convergence
vague des mesures :

PO > €, s AL 26, 5 AL, ue ) > (6, , €, ,0)(*).

LEMME 6.11. — Si u¥ - €, vaguement pour x = z, x € w, alors
vy = 0 vaguement.

Démonstration. — On remarque d’abord que, pour tout x € w,
AN, e ll, 1v@ |l sont bornées uniformément (6.7.3)). Pour tout
p=(p,,P)ER,, on a, grace a 6.3, (Vx € w),

P, () > A P() = HOP () = [ pyaus + [p,av
Py (x) > HYP(x) = HY P (x) = [ p,d\® .

Par conséquent, p, (x) — fpl duy = fp2 dv? (= 0) et comme,
par hypothése, le premier membre tend vers zéro, alors

fpzdv;" -0

quand x @ z, Xx€w ; le théoréme d’approximation (5.20) nous
permet maintenant d’achever la démonstration.

(12) De fagon équivalente, on a, respectivement, pour toxg @ € C(0w) et tout
f=(f; [)€8(Bw) : lim “T'HYX) =¢@; lm HYx) =e@) ;
w3 x—->2 w3x

>z

lim H*'(x)=f@) ,i=1,2.

wIXx—>2Z
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THEOREME 6.12. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) z est 3@-régulier.

ii) z est I -régulier et 38 ,-régulier.

Démonstration. — i) = ii). Evident.

ii) = i). On conclut immédiatement grice au lemme précédent.

Remarque 6.13. — La justification de définir la 3€, et 3 ,-
régularité moyennant les mesures p& et A’ repose sur le fait que ug’

est la mesure harmonique dans I’espace harmonique (£ ,3€,) et A\ la
mesure harmonique dans (2 , 3,).

En effet, pour tous les f= (f,,0) € &(dw), ﬁ‘l‘”f = “lﬁ}‘: et,
: gw,f — Xrrw :
pour f = (f,, f,) € (dw), on a toujours, HY"/ = Hf2 (voir 1.23).

DEFINITION 6.14. — Soit ECdw(w€WU). E est dit 32, ¥,,
dC-négligeable (pour w) si, pour tout x € w, on a respectivement :

H By = 0 3 2HY B (x) = 0 ; “HY B E(x) = 0 [= (0, 0)] .

(Les indices 3¢, , €, , € se rapportent aux faisceaux correspondants).

LEMME 6.15. — Soit w €U, et f= 0 et bornée sur dw. Alors la

"
fonction x - f fdv® est un 3 -potentiel dans w.
Démonstration. — Considérons le couple (0, f) € &(0w) ; d’aprés
* *
67.1) et 6.1.3), le couple ([ jave, [ fdNy) € (@), doi
*
f fdvy est une fonction 3, -surharmonique = 0 dans w.

Soit maintenant wy,€ U,, w,D w. Grice a 6.9, on peut
trouver (4, , u,) € ¥ (w,), u; >0 (@(G=1,2), et uy=f sur 0w (en
multipliant au besoin (#,, u,) par un A > 0 convenable).

On aura donc, (6.8),
] *
uy0) = [uaue = [u,ave > [ ave >0

Mais u, (x) —fu,dux = py(x) est un I -potentiel dans w.

D’ou le résultat.
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PROPOSITION 6.16. — Soit w € U, et f= 0 et bornée sur dw. Si
f faxy = O V x € w, alors f fadvy = 0dans w ; et inversement.

Démonstration. — Considérons le couple F = (0, f )E &(0w).
Le couple (HY oF ,HY Fy e , ¥e(w) et comme H“”F(x) f faxy =0

dans w, alors H‘l‘J F €,,%, (w). En prenant, maintenant, comme dans
la démonstration de 6.15 un (u,, u,) € F(w,), @ Cwy €U, avec
u,>0, et u, = f sur 0w, on a :

*
p) = [uave > [ fve >0 ;

*
par conséquent, f fdv? = 0 dans w, car p,(x) est un d€, -potentiel
*
dans w et f fdvy est 3 -harmonique = 0.

La réciproque est vraie 4 cause de la compatibilité des couples
biharmoniques.

COROLLAIRE 6.17. — Soit EC 3w, w€WU,. Si XJ(E) =0 pour
tout x € w, alors v (E) = 0, Vx € w ; et inversement.

Démonstration. — On applique la proposition 6.16, en prenant
f= XE -

Remarque 6.18. — Au cas ou (£2 ,3€,) est un espace harmonique‘
elliptique si )\;"O(E) = 0 pour un x, € w connexe, alors v,‘;;(E)=O;

et inversement (voir 2.2).

COROLLAIRE 6.19. — Soit ¥ un voisinage de E. Si \;’(E) = 0 sur
¥ N w alors v*(E) = 0, V x € w.

Démonstration. — On considére ¢ = (0, xg) € 8(0w). Alors le
couple

_ _ *
(0, (x),v,(x)) = (H ¢ (x) , HY* (x)) =(f*xgdv,‘:’ S xs‘”\f)
appartient a4 € (w) et, ([2¢], 4.2.4),

HY Y (x) = xzﬁ;’E(x) = aCZITI‘;:"(X) dans '
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Xg Sur 0w

ol wW=w\¥ , F=1{ _ ;
HY?Y sur dw' Nw

d’oit F = 0 sur dw’ et, par conséquent,
HYY(x) =v,(x) =0 dans '

On a alors v,(x) =0, VxE w et, (6.17), vY(E) =0, Vx € w.

THEOREME 6.20. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) E est #€-négligeable.

ii) E est g€, et 9@,-négligeable.

(voir 6.14).

Démonstration. — La partie i) = ii) est immédiate grice 4 6.5.
ii) = i). — Le théoréme 6.5 et le corollaire 6.17 nous donnent

le résultat.

Remarque 6.21. — La 3€-régularité ainsi que I’étude des ensembles
Je-négligeables se raménent donc a I'étude correspondante dans les
espaces harmoniques associés.
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