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RACINES DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES

par Pierre LENGYEL

Soit / une application de classe C°° d'un ouvert Î2 de R'1 dans C ;
supposons qu'en chaque point x de î2, la série de Taylor de / est la
puissance ^leme d'une série formelle. Alors, avec ces seules hypo-
thèses, / n'admet pas toujours (même localement) une racine ^leme

de classe C°°. Par exemple, dans [1]. G. Glaeser donne un exemple
d'application de R dans R, strictement positive en dehors de l'ori-
gine et plate à l'origine, n'admettant pas de racine carrée de classe
C2 au voisinage de 0. Un autre exemple est fourni par la fonction de

deux variables réelles : y2 + e x . Visiblement, les conditions for-
i

melles sont satisfaites en tout point de R2 et pourtant y2 + e x n'est
pas, au voisinage de l'origine, le carré d'une fonction de classe C1

(d'après le théorème des fonctions implicites ordinaire). On a cepen-
dant le résultat suivant dû à G. Glaeser ([1] ou [2]) : si/est une appli-
cation de classe C2 de ^2 dans R^ 2-plate sur l'ensemble de ses zéros,
alors sa racine carrée est de classe C1 sur Î2.

Dans le § 2, nous considérons des fonctions positives, de classe
(7 dans l'ouvert ^2, p-plate sur l'ensemble de leurs zéros ; nous don-
nons des conditions suffisantes pour que / admette une racine avec
une certaine classe de différentiabilité. Les conditions envisagées sont
des conditions de régularité, liées à l'inégalité de -fcojasiewicz (ceci
est développé dans le § 1). Dans le § 3, nous considérons une appli-
cation / de S2 dans C, de classe C°° et plate en aucun point de Î2.
Module certaines inégalités analogues à celles utilisées par Hôrmander
[3], et l'existence d'une racine ^leme formelle en chaque point de î2,
/ admet localement une racine ^leme de classe C°°.
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1. Inégalités de -kojasiewicz.

Nous allons établir tout d'abord des résultats dont nous nous
servirons par la suite. Le point générique x de R" aura pour coor-
données x^ , . .. , x^ relativement à une base orthonormée (^,. . . , e^) ;
H^ désignera l'espace des polynômes homogènes sur R" de degré
q à coefficients réels ; si A est une partie de R", on pose

I | P | I A == sup |P(;c)| et ||P ||= sup |P(x)|.
x ( E A l l x | | < l

Enfin, si A est une demi-droite issue de l'origine de R" et si 0 < 6 < —,

on notera 6^ Q le cône plein ensemble des x de la boule unité de R"
tels que l'angle de Ox et A soit majoré par 0.

LEMME 1.1. — // existe une constante C > 0, telle que, pour tout
polynôme P de H^ ^, tout A et tout 0,

I I P I I ^ Q >C . 6^ . ||P||.

Preuve. — L'image de l'ensemble

F = {x G R" ; x, > 0 , ; = 1, . . . , n ; x^ + • • • + x^ < 1}

par l'application linéaire U^ définie par :

Vff(e^) = 6?i ; U^C^-) = cos 6 e^ + sin 0 e,

si i> 2 est contenue dans <°ox 0- Soit 0^ une transformation li-
néaire orthogonale de R" appliquant le demi-axe Ox^ sur A ; 0^
transforme (ÎQ^ Q en (â^ 0 et alors

l | P | l c ^ ^ > I I P ° O ^ o U J I p > C | | P o O ^ o Uj|

où C est une constante > 0. Comme pour tout P et tout A,

| |Po Oj| = ||P||,

il suffit donc d'établir le résultat suivant : (1) il existe une cons-
tante C > 0 telle que pour tout P et tout 0.

| |Po U J I > C . ̂ . ||P||.
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Si x = 0:2,. . . , ̂ ), tout polynôme P s'écrit sous la forme

W= S P,0c')^-1

! =0

où P,CX/) est un polynôme homogène de degré ; en x ' .

Si Q(x) = P o U,(;c) = ^ Q,(;Q JCÎ-1 , QOc) =
i =o

<7

== ^ sin' 6 P,(JC') (;c^ + cos 6 (^ + • • . + x^-1

» = o

= i sin1 0 P,(x') f q '̂ xr7 (cos 0 (x, + • . . + ̂ ,)y-1

1 = 0 / = ï

et ainsi :

Q,0c') = S C^rf sin1 6 P,(x') [cos 0 (x^ + • • • + ^.)]/~1.
1=0

On en déduit l'existence d'une constante C' > 0 telle que

sin7 0||P,|| <||Q,|| +C ' ^ sin^ ||P,||.
1=0

Puis, par récurrence sur /, l'existence d'une constante C" > 0
telle que :

sin^HPJKC" f ||Q,||.
1 = 0

En particulier :

sin^ É IIP; I I <^ + 1)C" f ||Q,||,
/=0 ,=0

d'où le résultat.
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LEMME 1.2. - 5o^ <p M/îe fonction numérique, définie et de classe
Cp sur l'intervalle [0, 1]. Posons, pour tout q = 0, . . . , p ,

M = sup \^q\t)\.
' ^(o,i]

^4/or5 ;

M, < 2 (^2 ^Y M^ [sup (M^, p ! Mo)]^.

Preuve. - Ce résultat est démontré dans [4].

Soit / une fonction numérique, définie et de classe Cp sur un
ouvert Î2 de R". La dérivée ^ième de/en un point x de Î2 s'identifie
à un élément de H^ et avec cette identification, A désignant une
partie de R",

11/^WIlA = SUp l/^ (JC) (^)| , H/^OOII = SUP 1/^QC) . (̂ )|.
/ î^A 11 / î lK l

Si p > 0 et ^EÎ2 ; soit <°l^p le cône de sommet x, translaté de
l'homothétique p. <°^ ̂  du cône (3^ 0. Enfin, pour toute partie B deî2,
soit I I / ^ H B - sup I I /^MII .

X O D

LEMME 1.3. — Avec les notations précédentes, il existe une cons-
tante C > 0, ne dépendant que de n et p telle que pour tout entier
q, 0 < q < p, tout x ^ Sî et tout f de classe C^ dans Î2 :

ll/^ M II <^ ll/ll;;^ . [sup(^ ||/|̂  , ||/<^|^ )1 Ï.
u ^,6,P L P A ,0 ,p A ^ . p ' J

si^ ^ <°1.0,p, posons pour r G [0, 1],^(0 ==/((1 - r) x + ry).

^^(^ = /((?) ((1 - r) je + ty) . (y - x)'1 ;

d'où ^((^/^OOO. -x^

et ainsi :

sup l^ (0)1= ll/^Cjc)!!, .p^ ; sup 1^(01 < H/ll^ ;
>' ' ^^,0 ^y y A , 0 , R

supl^œiKH/^H^ .p^ ;
t ' y A , 0 , p
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d'après les inégalités précédentes et (1.2) appliqué à ^ o n a :

II^WIIe^ . P-< 2 (^ . y 11/H^ ^sup^ ! ||/1|^ ^ ^ , ll̂ l'̂ jp

et l'on conclut en appliquant (1.1).
Soit S(Î2) l'anneau des fonctions numériques /, définies et de

classe C°° dans Î2, V^(/) l'ensemble des points de fc-platitude de/,
c'est-à-dire l'ensemble des points où / et ses k premières dérivées
s'annulent, V^(/) l'ensemble des points de platitude de /, c'est-à-
dire l'ensemble des points où / et toutes ses dérivées s'annulent.

PROPOSITION 1.4. - 57 / est dans ê(î2), les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) Toute fonction g ^ ê(î2), plate sur V^C/) est divisible par f
dans & (Î2).

2) Pour tout compact K C Î2, il existe des constantes C > 0,
a > 0 telles que pour tout x G K, \f(x) \ > Cd (x , V^/))0 (i.e. f vé-
rifie une inégalité de -f^ojasiewicz par rapport à l'ensemble de ses
zéros).

3) V^(/) = 0 ; en outre, la condition suivante est satisfaite :
( 3 ' ) Pour tout compact K C ^2, il existe des constantes C > 0, a > 1
et pour tout x E K — Vo(/) une boule B (x , p^) avec

p^Q/Qc.VoCO)'

^ que pour tout x C B(x , p^) ; |/(x)| > _ | /(^')|.

4) V^(/) = (f) ; en outre, la condition suivante est satisfaite :
( 4 ' ) Pour tout compact K C Î2, // existe des constantes

Ci , C^ , €3 > 0 et a^ > 0 , a^ > 1 , 03 > 0

et pour tout x ^ K — Vo(/) i^ cône ô^ 0 p ûv^c

0^ > Ci d(x , VoW)^ , p^ > C^ rf(^ , Vo(/))"2

r^fo ^^^ ;

pour tout x G ô^,^ , |/(x) | > €3 \f(x) \ d(x, V^3.
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1 ^ 2. cf. [5], chap. V, proposition 4.3.

2 =^ 3. Des inégalités

\f(x') | < |/(x) | + |/0c) - /(x') 1 < |/(jc) | + AûfQc, x')

où A est une constante > 0 dépendant de K, il vient si

p^ = ̂  d(x , Vo(/)r : |/(x') | < 2 |/(x) |.

En outre, la condition 2 implique que V^(/) = 0, ce qui n'est pas
trivial, malgré les apparences ; cf. [5], appendice.

3 ^ 4. évident.

4 =» 2. La condition (2) étant de nature locale, il suffit de dé-
montrer l'inégalité (2) au voisinage d'un point XQ de Î2. Comme
V^(/) = 0, il existe un voisinage compact K de XQ dans Î2, un réel
j3i > 0 et un entier q tels que pour tout x G K , II/^OOII > j3p Si
l'on pose p = q + 1, il existe une constante ft^> Q telle que pour
toilt Y Ç- V. Il f^\\

'"7 S .̂p, < ̂  les <°^.p, étant les cônes
associés par l'hypothèse (4') au compact K.

On a, d'après l'hypothèse (4') :

C3 11/11^ d(x , V.œ)'3 < |/0c) | , 6, > C, d(x , VoCO)'1 ,
A fi nA^^

p^C.riOc.VoCO)^.

La condition (2) résulte alors de (1.3) appliqué au cône <°^ Q p y
et des cinq inégalités précédentes.

Nous utiliserons au paragraphe suivant des inégalités analogues
à celles de (4'). On dira qu'une fonction numérique / de classe Çf
dans un ouvert î2 de R" vérifie une "condition de -tojasiewcz faible^
s'il existe trois constantes c^ > 0, c^ > 1, c^ > 0 pour lesquelles
elle vérifie la condition : -fe(c^ , c^ ,0^3) : // existe trois constantes
Ci > 0, C^ > 0, €3 > 0 telles que pour tout x G Î2 \ VçC/) // existe
un cône (°î . - av^c

JC ' -JC '^^

e^>C,d(x, V^/))"1 , p^ > C, d(x , V^/))"2

/efa ^ue pour tout x' de Q^ g ,
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1 /WI>C3 \f(x)\d(x^^f))a\

D'après la proposition précédente, la fonction / vérifie une iné-
galité de -fcojasiewicz par rapport à l'ensemble de ses zéros, si et seule-
ment si V^(/) = 0 et /vérifie une "condition de-Cojasiewicz faible".

2. Racines d'une fonction de classe Cp, p-plate sur
l'ensemble de ses zéros.

THEOREME 2.1. — Soit f une fonction positive de classe Cp dans
un ouvert Î2 de R", p-plate sur l'ensemble non vide Vç(/) de ses zéros ;
on suppose qu'il existe trois constantes c^ > 0, c^ > 1, 03 > 0 pour
lesquelles f vérifie la condition -fc (û:i , a^ , 03).

Alors, pour tout a G ]0, 1[, f est de classe C^ et k-plate sur

Vo(/), où k = | ——;———;—— 1^1. ({x} désigne la partie entière
[[^ + ^ + 0 3 ] J

de x).

Nous utiliserons les deux lemmes suivants :

LEMME 2.2. — Si E , F , G sont trois espaces de Banach, f une
application de classe C? au voisinage d'un point x G E dans F, g une
application de classe Cp au voisinage de f(x) dans G, alors g o / est
une application de classe C? au voisinage de x dans G et Von a pour
0 < q <p :

ll^o/)<^0c)||< ^ ll^aW)!!
f c = l

^ q\ /ii/^m"'1 /H/^OOII^
n.̂ .."̂  m,\m,\...m^ l! î • • • Y q ! I

w^+2w^+. . .+qm^=<?

Preuve. — Des développements limités à l'ordre p et / et g res-
pectivement en x et f(x), on en déduit pour 0 < q < p :
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——(é^/ )^)^ , . . . ,^ ] -

1 - S ^)(/M)(2/(I1)(X)(/Z !1),...-/< Ï^)^^^^^^
A:=l /c! ' l+-+'fc=<7 <^! ^! /

1<1,.<Ç

d'où (g o //^(x) [/2i,. . . , /zj =

q 1
^ ^» 2d S g^ f(x))\f(i^(x)(h h ^ 1

fc-1 K ' i i+ . . .+^=<y 1 < / < A : 0 J ^ } } V ^ } { < ' l a \ î ' ' ï n a } ) y ' " i

Kif<q l < a { < . . . < a ^ < q 1

a^a^ pour (u, i)i(vj)

et aussi :
IK^0/)07^)^,...,^)!! <
C l .
S ̂  Z , ^' , II^Ax) H H/0^^) H . . . ll/^Cx)!! \\h j|... ll/zll

^ = 1 A '- ï i+ . . .+^=ç ^ • • • • l k • q

1 < ̂  < q

Mais de l'égalité I ~Tq—— ̂ (il) ̂  I I • • • ll^0^ (Jc) I I =
»"( +... +ifc=<? ^ • • • • ^k •

l < i y < < ?

s 7ï7^—^A' ,——,1l/" Mil"'1 • • • ll/^ M II"1"
mi+...^,=fc(1') 1 . • • (<? ' ) ^...W,!

w ^ +2w^ +...+<jwi^=qr

on déduit le résultat.

LEMME 2.3. — 5'î / est une application de classe Cp au voisinage
d^un point x d*un espace de Banach dans R^, alors pour tout a G ]0 , 1 [,
/ot est de classe Cp au voisinage de x et l'on a pour 0 < q < p :

ll^^ll^T——r S
•7W mo+...+n,,=<»

mj+2m^+...+(yOT-<î

-̂̂ ^^ )̂".«rMr....ii/-u>r.
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Preuve. - II suffit d'appliquer 2.2 à g : x -> je".

Preuve de 2.1. — Soit XQ G V^C/), U un voisinage de ;CQ dans Î2,
M == sup II/^C^) I I et des entiers 0 < q < k < p . Il existe une cons-

• yeu
tante C^ > 0 ne dépendant que dé n et p (1.3 et les hypothèses de 2.1 )
telle que pour tout x c U \ Vg (/)

||^)|K——c^))1-1——
^V^/))01^30-^

(,,p(—^<ï_^,ll^)ll )̂
\ Vpfcp ^/ xr /.•\\ "2^ '"3 ex / /

^ 2 ^ 3 ^ ^ » ^^^ ^^jc'^

II existe donc une constante C^ > 0 ne dépendant que de n et p
telle que :

i-î ^
IIV^) I I < C^ (/(x)) fc . M^ ^(x , Vo(/))'

où r = (inf (p - k, p - o^ k - 03)) , - (a^ q -h 03 ( 1 - ^)) .
fC /C

En appliquant (2.3) à <p = /a, il existe une constante €3 > 0
telle que :

-î q

\\^\x) II < €3 (/Oc))' fc . M^ri(x , Vo(/)r ;

où s = (inf (p - k, p - oi^k - 03) - (a^k 4- 03 (k - 1))) -
fC

q
Si l'on prend 5 > 0 et a — — > 0,

fc

a > ^, p - k > ̂  fc + ̂  (k - 1) et
K

p — a^ k — 03 > a^ fe + 03 (k — 1),

ou encore
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q^[ka} et k < finf (——— p ——— , p + ̂  )" |=
[ ^+^+03^ + 03 + 1 / J

~[a ,+a , +03^
dx] désigne la partie entière de x),
^q (x) tend vers 0 lorsque x tend vers ^o.

Il suffit alors d'appliquer le lemme d'Hestenes (cf. [5], p. 80),
pour déduire le résultat.

COROLLAIRE 2.4. — Soit f une application de classe C°° d'un ou-
vert Î2 de R" dans R4, plate sur l'ensemble non vide de ses zéros VQ (/ ),
vérifiant une condition de tojasiewicz faible -fc(c^ , c^ ,03) ; alors,
pour tout a G ]0 , 1[, f est de classe C°° sur S2.

COROLLAIRE 2.5. — Soit f une application de classe C^ (resp. C00)
ûf'MAz ouvert Î2 ûfe R dans R^ p-plate (resp. plate) sur l'ensemble non
vide de ses zéros, au voisinage desquels elle est monotone ; alors,
pour tout a G ]0 , 1[ , f01 est de classe C1^' (resp. C00).

Preuve. — II suffit de prendre c^ = ^3 = 0 û^ = 1.

COROLLAIRE 2.6. — 5'o/r / une application de classe Cp d'un
ouvert Sï de R" dans R+ p-plate sur l'ensemble non vide de ses zé-
ros Vo(/). On suppose qu'il existe deux constantes A > 0, B > 0 telles
que pour tout x G Î2 \ Vo(/) et tout x ' E B (x, p^), où

p^ > A d(x , Vo(/)) , /(x) > B /(^').

^tor^ pour tout a E ]0, 1[ , /a ^r ̂  cto^^ C^01.

PROPOSITION 2.7. - Po^r ro^^ ^r^r p, tout fermé X de R" et
tout ouvert î2 le contenant, il existe une application positive f de
classe C^ sur Î2, vérifiant une condition de fojasiewicz faible
-fc(0 , 1 , 0) et telle que V^f) = V^(/) = X.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 2.8. — Pour tout compact X de R", tout ouvert ^2 conte-
nant X et tout voisinage V de X ^C/K daw Î2, z7 existe une application
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de classe Cp /, strictement positive sur V — X, égale à 1 sur î2 — V
telle que :

0 < / < 1 , V , ( / ) = V ^ ( / ) = X ,

/ vérifie une condition t (0 , 1 , 0).

Preuve. - Soit U^ = .x ^ R" ; d (x , X) < — . On peut se ra-

mener au cas où ^2 = R" , V 3 UQ. Soit / une application de classe
C00 égale à 1 sur R" — U , nulle sur U +3, telle que

0 < / ^ < 1 et V < ; > 0 , H/^ll <q2^

où C .̂ est une constante indépendante de q. Il suffit de prendre :

. 1 y ^ - V ____/=- L ^rn ou a= ^ ^- .̂
û q>0 L q<0 L

On remarque de plus qu'il existe deux constantes A > 0, B > 0,
indépendantes de X, telles que f(x) > A sup f (x ' ) où

d ( x ' , x) < B d (x , X).

Preuve de 2.7. — Soit ^ une partition de l'unité C°° de Î2 subor-
donnée à un recouvrement localement fini de î2 par des ouverts rela-
tivement compacts V .̂ tel que tout x possède un voisinage rencontrant
au plus n + 1 V.. Soit X .̂ = X H supp <^.. D'après 2.8, il exister de
classe C^ strictement positive sur Vy — Xy égale à 1 sur n \ Vy, telle
que 0 <ff < 1, Vo(^.) = Vp(f,) = X, et ^ vérifie une condition
t(0 , 1 , 0) : f^x) > A sup y,.(j) où d(x ^ y ) < B d(x , Xy.) A et B
étant deux constantes > 0, indépendantes de /'.

Il suffit alors de prendre / == Fï f,.
i>o /

Exemple 2.9. — Soit ^ l'application de classe C°° dans R à va-
i

leurs dans R+ définie par : <^(jc) = e l~x pour \x \ < 1 et 0 pour

\x | > 1. Posons (^O-) = —^ ^(2^(A2 4- 1) je - (2^z + 1)) nulle
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en dehors de ^ = ——— , - Un > 1) et de classe C°° dans R. Posons

^ 00 = S, ^ (x), définie, positive sur R, plate en les points -, n > 1.
n>i n

Sur !„ , ̂ (x) = ^-(2^ + 1))^ <^° (2^ + l);c - {In + 1)) et

donc ^w (x) tend vers 0 lorsque x tend vers 0. Ainsi, V/ est de classe
C00, plate en ses zéros et vérifie une condition de -fcojasiewicz faible
t. (0, 1 , 0) tout en n'étant pas monotone à l'origine.

3. Racines d'une fonction C°° plate en aucun point.

Soit / une application de classe C°° d'un ouvert ^2 de R" dans C,
plate en aucun point et vérifiant une inégalité de tofasiewicz par
rapport à l'ensemble non vide V^ de ses zéros : Pour tout compact
K C Î2, il existe deux constantes C > 0 et a > 0 telles que

V x E K : l/OOI^CrfO^Vo)^

On suppose que f possède en tout point x £ V^ une racine p1^
formelle c'est-à-dire un jet ^Qc) == (<^;0'))^i>o tel ̂  :

f ï ..M^N S D'/W^.
Ll^>o k\\ ^ k\

Les fermés emboîtés V ^ = { x G Î 2 | / et ses k premières dérivées
s'annulent en x}, vérifient alors : \fx > 1 , V(r-i)p = ̂ rp-i et v = 0-
So i tW,= V(,_^-V^.

On suppose en outre que pour tout entier r > 1, il existe des
constantes a^ > 0, C^ > 0, telles que

\/x G W, H/^Oc) I I > C, d(x , V^)^ .

(On convient que ûf (;c , 0) = 0).

THEOREME. — Av^c fe? hypothèses précédentes, f possède au voi-
sinage de tout point de Î2 une racine p161"6 de classe C°°.

Preuve. — Nous renvoyons le lecteur à [6].
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