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RACINES P'̂  DE FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES :
PASSAGE DU LOCAL AU GLOBAL

par Jean-Claude TOUGERON

Nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu'une fonction complexe C°° sur une variété X, qui admet locale-
ment une racine p^ C°°, soit globalement puissance p6^ de fonction
C00.

Soit X une variété différentiable paracompacte de classe C00. On
désigne par & le faisceau sur X des germes de fonctions C°° à valeurs
dans C ; par à* le sous-faisceau de S formé par les germes inversibles,
Le. \/x G X, 8>*(x) ={^eg(x) ; ̂ )(x) ̂  0} ; par ê* le préfaisceau
sur X des fractions différent tables défini comme suit : si U est un
ouvert de X,

8^(U) = {^/V/ ; ̂  , ^ ^ g(U) et V x E U, T^ ̂  0, T^ ^ 0} ;

par 8^ le faisceau associé à S^. Les faisceaux ê* et 8^ sont des
faisceaux de groupes abéliens multiplicatifs. Enfin, on note ê ^ 1 la
puissance p^ de &^(V x G X , S^Oc) est le sous-groupe de &^ ( x )
formé par les ̂  où ^ G &# (x)) ; on pose :

G^(X) = coker(H°(X,^) ^ H^X,^1^)) ;

G;(X) = coker (H°(X , &*) ^ H°(X , S*)),

où dans les deux cas, p désigne l'application qui, à tout élément,
associe sa puissance p®"1®.

LEMME 1. - Soit Y un fermé de X et soit ^ Gê(Y) telle que
\/ y G Y, 7 y ^ ^ 0. Alors, il existe ^ e &(X) telle que

V x E X , T^ ̂  0,

^ ^/te ^71^^ ^p induise le germe <^.
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Preuve. - Soit ^ G § (X) telle que ^ induise le germe <p. Il
existe un voisinage ouvert U de Y, tel que, V;c G 0, on ait T <p' ^ 0.
Soit e une fonction C°° sur X à valeurs dans [ 0 , 1 ] telle que e = 0
au voisinage de Y et e = 1 sur X - U.

D'après le théorème de transversalité, l'ensemble des applica-
tions <^' E &(X) telles que ^p" soit transverse sur {0} est dense dans
â(X) pour la topologieJÏne [1]. Choisissons ^" suffisamment voisin
de </?' pour que, Vx G U, on ait : T^ (<^ 4- e(^" - ̂ )) ^ o.

Posons ( p = ( ^ 4 - e(<p" — <^) ; on a <p = ^' au voisinage de Y,
donc ^ induit le germe ^ En outre, sp = <//' sur X - U et donc,
Vx G X, on a T^ <p ^= 0.

LEMME 2. — ^4 m: les notations précédentes :

1) &^ est un faisceau, i.e. & # ^ & # .

2) Le faisceau &^ est mou.

3) Tout élément de ê1^ (X) est de la forme fl^ , où

/, ^ C ê (X) ; V x E X, T^ / ̂  0, T ^ g ^ 0,

^r / ^r localement la puissance p^ d'une fonction C°°.

Preuve. —

1) Soit U un ouvert de X ; soit (U,),^i un recouvrement ou-
vert de U et pour chaque / G I, soit ^-/^, G ê^(U,), tels que
^•/^i = ^ P i ' l ^ i ' sur U, 0 U,». Il existe un recouvrement ouvert loca-
lement fini (Vp^j plus fin que le recouvrement précédent et une
partition C°° de l'unité (e/),ej subordonnée à ce recouvrement. Pour
chaque indice 7 ^ J, choisissons un indice /(/) G I tel que V. C H/.).
D'après le lemme 1, il existe f^ Eê^(U) tel que y,/^. = i^/\i^
au voisinage de supp e et g = 1 sur U - V .

La somme localement finie ^ e, -̂ - s'écrit, après réduction au
/•(EJ ^/

même dénominateur, sous la forme f/g, où g désigne le produit lo-
calement fini n ^.. Visiblement, V f ' E I , la restriction de f/g à H

est égale à ^/V/,. Il en résulte que l'application canonique (évidemment
injective) Ê^(U) -^ ê^(U) est surjective, et donc un isomorphisme.
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2) Soit Y un fermé de X. D'après (1), une section de &^ sur Y
est de la forme <^ où ^ G ê (Y), V/ G ê(Y) et

V^ e Y, T^ ̂  0, T^ V/ ^ 0.

D'après le lemme 1, une telle section se prolonge en une section de
ê^ sur X : le faisceau S^ est donc mou.

3) La preuve est analogue à celle de (1) et laissée au lecteur.

PROPOSITION 3. — On a un diagramme commutatif de morphismes
canoniques de groupes abéliens :

0 -> G;(X) -> Gp(X) -> G^(X)/G;(X) -^ 0
V/*^ ^ V / j t

0 -> H^X , Z) ®z Z/p -^ H^X , Z / p ) -^ H^X , Z)p ^0

Les lignes de ce diagramme sont exactes et les flèches verticales
sont des isomorphismesf*).

Preuve. — On a une suite exacte :

0 ^ Zip -> 8^ ^ ê^1 ^ 0

D'après 2.2., on en déduit une suite exacte :

H°(x,^) ^ H°(X,ê^l) -> H^X.Z/p) -> H 1 ( X , ^ ) = 0 .

D'où un isomorphisme canonique :

Gp(X) ^ H^X^Z/p ) (3.1)

De même, on a une suite exacte :

0 ^ Z / p -^ê* ^ &* -^ 0

d'où une suite exacte :

0 -^ G;(X) -> H^X.Z/p) -^ H^X,^*^ -> 0 (3.2)

Enfin, on a une suite exacte :

0 ^ Z ^ ê ex^ ê* -^ 0

(*) Si G est un groupe abélien additif, on pose : G — {x e G ; p x == O}.
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où exp désigne l'application exponentielle. D'où :

coker^X.ê)-^^ H°(X,ê*)) ^ H^X.Z)

et en tensorisant par Z / p :

G^(X) - H°(X , à*) ̂  Z/p - H1 (X , Z) ̂  Z/p (3.3)

En outre, d'après la même suite exacte :

H^X.ê^H^X.Z) (3.4)

La proposition résulte de (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4).

COROLLAIRE 4. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) H^X.Z^ = 0.

2) Toute fonction /G S(X) telle que, Vx G X , T^ /^ 0, ^
r^//^ ^^ / 5oz"r localement puissance p€me d'une fonction C°°, ^r de
la forme ^ . gP où ^p G 8(X), ^ G ê(X), ^r Vx G X, ^p(x) ̂  0 </.e.
/ est, à un facteur C°° inversible près, globalement puissance p^6

d'une fonction C00).

Preuve. — Immédiate, d'après la proposition 3 et 2.3.

COROLLAIRE 5. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) H^X.Z/p) = 0

2) Toute fonction /G8(X) telle que, Vjc G X, T^/^0, é?r
^//^ <7Ke / 50^ localement puissance p6^ d'une fonction C00, est de
la forme ^p, où g G & (X), (te. f est globalement puissance p6^ d'une
fonction C°°).

Preuve. — Immédiate, d'après la proposition 3 et 2.3.

Nous nous proposons désormais d'expliciter l'homomorphisme V/.
Précisons d'abord quelques notations.

Le cercle S1 étant paramétré par l'angle 0, i.e. par l'application
[0,2 TT] 3 6 -^ e16 G S1, une application C00 de S1 dans C s'identifie
à une application C°° a : [0,2 TT] -> C telle que,

V ^ z G N , 0^(0) = a^ (27r).
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Supposons que o n'est plate en aucun point de [0,27r], et soit ^(a)
le plus petit entier n tel que a^ÇO) ̂  0. On pose :

1 r271 o'(0)
^W- ï ^) et v(a)=—J Im———d0.

6^2n[ 27rJO a^

Si a est à valeurs dans C \{0}, il est bien connu que v(o) est un entier
(c'est le degré de l'application a : S1 -> C \ {0}). Plus généralement,
on a le résultat élémentaire suivant :

LEMME 6. — Si l'application a n'est plate en aucun point de

[0,2 îr], l'intégrale (généralisée) v(a) existe et v(a) + — ^(a) est un

entier.

Preuve. - Soit { @ i , . . . . 6^ l'ensemble des zéros de a ; nous
supposerons, ce qui n'est pas restrictif, que 0 < Q ^ < . . . < 0 < 27r.
Posons ïJiQ.Ça) = n^ pour / = 1,. . . , q, et plongeons [0,2îr] dans C.
Si rf > 0 est assez petit, il existe pour i = 1, . . . , q, une fonction
continue inversible ^.(z) sur le disque {z ^ C ; \z — ô,| < 7?}, telle
que la fonction /,(z) = (z — Q^f1. ^,(z) induise sur l'intervalle
[6^ — T? , 0, + î?] la fonction a.

Si e < T?, soit 7,(e) le demi-cercle centré en 0p de rayon e, et
situé dans le demi-plan {z ^ C ; Im z < 0}. Enfin, soit I(e) le complé-
mentaire dans [0,27r] de la réunion des intervalles [0, — 77 , 0, -h 17],
/ = 1,. .. , q. Pour e > 0 assez petit, la somme :

' F / T afw ^ ^ V r T ^(z) ,7 1— / Im —— d6 + > / Im —— dz \
27rpl(e) 0(6) ^ ̂ -(e) /;.(Z) J

est le degré d'une application continue de S1 dans S1 ; c'est un entier
qui varie continûment avec e et donc indépendant de e. Cette somme
s'écrit :

1 r T ^^^^ ! ^ r T ^(z)^— / Im ——— d6 -h —— + — >, / Im ——— dz
27T ^I(e) 0(0) 2 27T ̂  <\(c) Ç, (z)

En outre :
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1 /• 0 (0)
lim — / Im ——— d6 = v (a)
€-0 27^ JI(e) a(0)

1 <? r ^-(z)lim ~~ II y Im ——— dz = 0, d'où le résultat.
e-O 27T ̂  ^(e) ^.(z)

Soit /€ &(X) telle que, V^ X, T^/^0 et telle que / soit
localement puissance peme d'une fonction C°° ; soit [/] sa classe dans
Gp(X). D'après (2.3), tout élément de Gp(X) est de cette forme. Si
r est une application C°° de S1 dans X, plate en aucun point de S1,
notons [r] G H^ (X , Zip) sa classe d'homologie. L'application / étant
donnée, on peut déformer r sans modifier la classe d'homologie en
sorte que /o r ne soit plate en aucun point de S1. D'après le lemme 6,

l'expression v(f o r) + — /x( /o r) est alors définie et c'est un entier.

Supposons désormais p premier ; alors

H1 (X , Zip) ̂  Hom,, (H, (X , Z / p ) , Zip).L . I P
L'homomorphisme i// sera donc complètement déterminé par la pro-
position suivante :

PROPOSITION 7. — Avec les hypothèses et notations précédentes^
on a :

<V/([/D , M > = ^ ( / o T) +^(/o r)mod. p.

Preuve. - Considérons d'abord le cas X = S1 ; r = 1 ^ Si / est
inversible, Le. /G ê* (S1), on vérifie immédiatement que : s

<^* ([/]), 1^>=^( / ) mod.p

Si / est quelconque, d'après le corollaire 4, / = ^ . gP où

^e8*(S1) et ^Gê(S1) .

Ainsi :

< ^ ([/]) , 1^ > = < V/* (H) , 1^ > = ̂ ) mod. p =

^(/) - P v(g) mod. p = v(f) + ̂ (^) mod. p =

( ^ j. yi(n
v(f) + ——— mod. p.
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Considérons le cas général. Soit §^ le sous-faisceau de ë^ tel que, pour
tout ouvert U de X :

â^(U) = {<^/V/ ^ ë^(U) ; <p o r et V/ o r ne sont plates en aucun
poinFde r'^U)}

et soit &[p} le faisceau puissance ^ème de 8^. Posons :

G_(X) = coker {H°(X , â^) ^ H°(X , S^1)}.<^<jr /^
On a un diagramme commutatif où les lignes sont exactes :

0—————^Z/p————^ 8^——p——^S^' —————^-0M 1 11 T f

0—————^Z/p —————»- S^——p-——^ê^1 —————^0

D'où un diagramme commutatif d'isomorphismes, le faisceau S^
étant mou (vérification analogue à 2.2) :

G^(X)————^H^Z/p)

1 , V
G^(X)—————^H^X.Z/p)

En outre, l'application r définit un morphisme r* des faisceaux
Z/p , 8^ , ê^1 sur X dans les faisceaux Z/p , &^ , S^1 sur S1, respec-
tivement. On en déduit un diagramme commutatif :

G^(X)———^—^(X.Z/p)

~1'-, . , ,1"Gp(S1)————^H^S^Z/p)

La commutativité du premier diagramme permet d'identifier
C î , ( X ) à G ^ ( X ) ; d'après la commutativité du second et la première
partie de cette démonstration :

< ^ ° T* ([/]) , l - i > = < ^ (I/o T]) , l . l > =
0 b

v (/ ° î") "h ~ ̂ (f ° T) mod p =
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<T*(^ ([/])), l,i > =

< ^ ([/]), M >,c.q.f.d.

COROLLAIRE 8. - Soit f G ê (X) r^/te ^e / ̂  w/r p/ûre ̂  aucun
point de X ̂  telle que f soit localement puissance peme d'une fonction
C00. 5œr (ï,),ei ^^ famille d'application C00 ûte S1 rfa^ X re/fe que les
[r,] engendrent H^X , Z/p) er ^/fc ^ê, V î ^ I, / o r̂ . ̂  soit plate
en aucun point de S1. Îto ,̂ / est globalement puissance p^6 de fonc-

tion C00 si et seulement, V i € I, /W^r v(f o .̂) 4- — ^(/o r^)^

divisible par p.

En particulier, si p == 2 ^r 5/ / ̂ r û valeurs dans R+, M/Z^ co/îri;-
'̂o^ nécessaire et suffisante pour que f admette globalement une ra-

cine carrée C°° est que pour tout i E I, le nombre de 6 E [0,27r[ tels
Que ^Q (/ o Tf) ne soit pas divisible par 4, est un nombre pair.
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