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LE PROBLEME DE LTNVERSION
DTN THÉORÈME DE BREMERMAN

ET SES APPLICATIONS
A LA TRANSFORMATION BIHOLOMORPHE

par Ivan-Pierre RAMADANOV

Introduction.

On étudie ici la possibilité d'inverser un théorème de Bremerman
[7] concernant la fonction-noyau de Bergman [1] du produit cartésien
de deux domaines et les applications qui en découlent dans quelques
questions de la représentation biholomorphe. Ce théorème de Bre-
merman est le suivant :

THEOREME. - 5'; B et D sont deux domaines bornés dans C" et
C" respectivement et si G == B x D, alors

K^(z , w, f, u) = Ke(z , D K^CVV , ̂ )

pour tout z et ^ de B et pour tout w et a? de D et où K est la fonction-
noyau de Bergman du domaine correspondant.

La possibilité d'inverser ce théorème est envisagée de différentes
manières. Dans le § 1 on introduit une classe spéciale de domaineis
dans l'espace Cn^m des variables complexes Z i , . . . , z^ , H^, . . . , w^ ,
la classe (S), ainsi que différentes fonctions "correctives". D'une ma-
nière générale, si G est un domaine borné dans C""^ et si B est sa pro-
jection dans C", on peut considérer le rapport :

-iNc(z, w) = K c ( z , w , z , w ) [ K ^ ( z , z ) ]

Les fonctions "correctives" Oç et 7ç sont introduites de telle
manière qu'elles expriment la "différence" entre Nç et les fonctions-
noyaux qui peuvent être considérées dans des domaines de C^ liés
évidemment à G. Une place plus spéciale est attribuée à la fonction
ôç, dont l'introduction est soumise à d'autres considérations.
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Sous certaines conditions concernant les fonctions "correctives"
-et les domaines envisagés, on obtient quelques propositions qui per-
mettent de conclure que ces domaines sont identiques à des produits
cartésiens. Dans le § 3 on étudie le comportement des fonctions
"correctives" par rapport à certaines transformations biholomorphes.

En utilisant les résultats obtenus, on étudie alors la question
des conditions suffisantes pour qu'un domaine de classe (S) soit
isomorphe (transformé par une application biholomorphe) à un poly-
cylindre. La réponse finale est obtenue pour le cas de domaines de
Hartogs dans C2 au § 4.

Enfin, le § 5 a pour but d'éclaircir définitivement les causes
exactes de l'impossibilité d'inverser le théorème de Bremerman dans
le cas général en étudiant d'une manière plus précise la métrique de
Bergman des domaines de classe (S).

Certains des résultats de cet article ont été annoncés dans deux
notes aux Comptes Rendus de l'Académie Bulgare des Sciences.

*
* *

1. Domaines de classe (S). Fonctions correctives.

Notations, — Soit C" l'espace des variables complexes Z i , z^, - • • ^yp
dont les points sont notés par z == ( z^ , . .. ,z,,). De même, soit
C"1 = {w = (n^ ,. .. , w^), w^ G C , k = 1 , 2 , . . . , m}. On considère
l'espace C""^ = C" x C", dont les points sont interprétés comme des
couples (z , w) , z €= C" , w G C". On introduit les projections natu-
relles TT, ,/ = 1, 2 , TTi (z , w) = z , TT^Z , w) = w de C"^ dans C" et
cm

Soit G un domaine borné dans l'espace C" +w contenant l'origine
(0 , 0) Ç=. C"^"1. L'ensemble TT^(G) est borné, ouvert, connexe et
contient 0 G C". Le domaine B = 7r,(G) est appelé base de G. No-
tons SQ = G H TT^O) et S^ = ^(G H Ti-Y^z)) pour z de B, c'est-à-
dire S^ = {w E C^ : 3 (z , w) G G , z = TT, (z , w) , w = TT^Z , w)} et
nous les appellerons respectivement fibre de G au-dessus de 0 et fibre
de G au-dessus de z. Dans le cas général, les fibres S^ sont des en-
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semblés bornés et ouverts, mais elles peuvent ne pas être connexes.
Pour cette raison, on introduit :

DEFINITION 1.1. — Le domaine borné G dans C"^, contenant
l'origine (0 , 0) € c"^ est appelé domaine de classe (S) et est noté
par G E (S), si, pour chaque point z de B, la fibre correspondante S^
est un domaine dans C^, contenant l'origine 0 G C".

Ainsi, en plus de la connexité des fibres S^, les conditions requises
impliquent le fait que B est un sous-ensemble de G.

Exemples. — A) Soit n = m = 1.
a) tous les domaines complets de Reinhardt et les domaines de

Hartogs, dont les fibres contiennent l'origine du plan w, sont de
classe (S).

b) les domaines de Reinhardt de la forme

Rp = { | z l 2 + M2/^ 1} , p > 0 , [ 5 ] ,

peuvent être envisagés comme domaines de classe (S), de base |z| < 1
et de fibre M < (1 - Izl2)^2. On peut alors définir

Ro = {\z\ < 1 , H < 1} = U.

c) il n'est pas exclu que (S) contienne des domaines "inhabituels",
tels que :

L = { | z | < R i JwKpj u {R, ̂  I z K R ^ , IwKp^},

où 0 < Ri < R^ , 0 < ?2 < p i .

B) n ̂  1 , m ̂  1. Tous les exemples de A) peuvent être modifiés et
représenter des domaines de classe (S).

Soit G G (S). L'ensemble R = TT^G) est un domaine borné dans
C W , O G R e t R = U S-. Alors

zŒB

G C B x R , S, C R, (1.1)

pour tout z de B.
Soit G un domaine borné dans C1'̂  et B = T^(G).
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DEFINITION 1.2. — Notons par N^ la fonction définie par

N^(z , w) = K^(z , w , z , w) [K^z)]-1. (1.2)

// est évident que Nç : G -> R+.

DEFINITION 1.3. - Soit G E (S). Par âç on désigne la fonction

, . K G < Z , W , 2 " , W)
O^G (z » w) = ^ , -M^ ,———, (1.3)K B ( Z , Z ) K R ( W , w)

appelée aussi fonction corrective commune.
De (1.1) et de la propriété de monotonie de la fonction-noyau

de Bergman [l], on trouve

Kç (z , w , 7, w) ^ KgxR (z , w , z", w).

En appliquant le théorème de Bremerman pour B x R, il résulte que

^ ( z ^ ) ^ l (1.4)

où l'égalité est vérifiée seulement si G = B x R. Notons que de (1.2)
et (1.3), on obtient

N^(z , w) = aç(z , w) KR(W , iv). (1.5)

DEFINITION 1.4. — Soit G E (S). Notons par 7ç /û fonction

( \ K G ^ > ^ ^ > ^) ., „
7 G ( Z » w) = ^ ,-M^——;———— , (L6)

Kg (z , z) Kg (w , w)

^^ appelons la : fonction corrective par fibres. Cette définition est
correcte car si (z , w) £ G, alors z e: B et w G S^. Ainsi 7ç : G ^ R+.

De (1.1), on obtient Kg (w, w) ^ K^(w, H») pour chaque w
de S^. En outre, l'égalité est vérifiée seulement si S^ = R. De (1.6) et
(1.3), il vient :

T G ^ - ^ ^ ^ G ^ ^ ) d-7)

pour chaque w E S^ et z G B, donc pour chaque (z, w) E G, et
l'égalité en (z^ , H^) est vérifiée seulement si S^ = R.

On emploiera assez fréquemment les restrictions de a et 7 sur
la base B de G : ajg = Oç(z , 0) et 7^ == TG^ ' °)-
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Notons enfin que :

N ^ C z , w) = 7ç(z, w) Kg (w, w). (1.8)

DEFINITION 1.5. — On dit que G est un domaine de classe (S*)
si G G (S) et vérifie la condition supplémentaire :

(*) Kg(z , 0) ̂  0 po^r tout z G B é?r Kg (w , 0) =^= 0 po^- ro^r
(z, w) G G.

DEFINITION 1.6. - 5bzr G G (S*). Notons par 5ç te fonction :

. / , K G ( Z , W , O , O )
^"•""'K^.aK^.g) (••'))

qu'on appellera fonction corrective triangulaire. C'est une application
de la forme § : G -> C.

PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS CORRECTIVES

I. Soit G G (S). D'après (1.2), Nç est analytique en Xy , y^ , Ujç , ̂  ,
1 ^ 7 ^ ^ , 1 ^ ^ S m, où Zy = ^y 4- (^ , Wfc = Kfc + Wfc. En prenant
le logarithme, il vient :

In KG = /M Ne + ^ Kg (1.10)

d'où on conclut que In Nç admet des dérivées en z ^ , . . . , z^ ,z\,. . .,'Zy, ,
^i,. . . , w^ , Wp . . . , w^ de second degré. Si on note w/ = z^+/ ,
/ = 1, 2,. . . , m et si a? = (a^,. . . , ̂ ^) G C"^, alors la forme

n+m y jy. •hj

H ( ^ N G , ^ , O ; ) = = s . .-G^^ (1.11)
/ , f c = l

 dz/ "^
existe. En choisissant a? = rfz, on obtient, après un rapide calcul et
en prenant compte de la définition de la métrique de Bergman [ 1 ] :

âS^ = dS2^ + H(ln Nç , û?z , û?z). (1.12)

Nous reviendrons sur cette observation au § 5.

II. Soit G G (S). La fonction corrective commune OQ est aussi
analytique en x^ , y^ , u^ , i^ et vérifie (1.4). Si G est un poly cylindre
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dans CnJ^m, ou même un produit cartésien de B C C" et R C C" alors
" G = l .

III. Quelques propriétés de 7e :

i) quand z = Zy est fixé dans B, JQ (Zg , w) est analytique en
u,ç, v^. Si l'on fixe w = Wg dans SQ, rien ne nous garantit que WQ
appartiendra à toutes les fibres S^ quand z varie dans B (voir l'exemple
A.c). On peut cependant considérer JQ\Q = ' Y Q ( Z , O ) qui est bien
définie dans B.

ii) calculons 7 dans certains cas :

a) si G = U = { ) z | < 1 , |w|< 1}, alors 7y = 1,

b) si G = P = {|z|2 + M2 < 1}, alors

2 ( 1 - |z|2)
^•^l-l^-M2- (L13)

Notons alors que jp\^ = 2 et que 2 = V (B x So)/V(P) où V désigne
le volume du domaine envisagé. Les domaines P , B et SQ sont mini-
maux dans le sens de Bergman [l], [9].

c) soit G = R . D'après [5], on calcule Kç, Kg et Kg et il vient:

(p+ 1)Q-Izl2)^^- 1) M2

^ =————(1- lz l^ -M 2————- (L14)

Tî^ - P + 1. (1.15)

iii) soit G G (S) tel qu'il existe z^ G B avec S^ D S^ pour tout
z G B, z ^ Zi . On dit alors que G admet une fibre maximale S^ au-
dessus de z^ . L'inclusion G C B x S^ nous donne

^G = KfixS- = K^Kg
z! z\

et donc J ^ ( z ^ , w) ̂  1 pour tout w G S^ . Si G admet une fibre
strictement maximale (S^ D S^ , S^ ^= S^), on a 7^ (z^ , w) > 1 pour
tout w G S^ . 1

Par analogie, on peut considérer des domaines G qui admettent
au-dessus de z^ G B une fibre minimale S^ et on aura 7^ (z^ , w) ̂  1 ,
w G S, . 2

^
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iv) soit G G (S). Introduisons la fonction :

p ( z ) = K R ( 0 , 0 ) [ K s ^ ( 0 , 0 ) ] - 1 . (1.16)

Evidemment 0 < p(z) ^ 1 ; l'égalité au point ZQ implique S^ = R
et inversement, si S^ = R ,p(Zo) = 1. Grâce à p(z), on obtient une
liaison entre ttç et 7^ :

7 c ( ^ , 0 ) = p ( z ) a ç ( z , 0 ) (1.17)

IV. Soit G E (S*). Quand z = z^ est fixé dans B, ôç(Zo , w) est
une fonction holomorphe de w dans S^ . Notons aussi que §y = 1.

2. Le théorème de Bremerman et quelques inverses
pour les domaines de classe (S).

Grâce aux fonctions correctives introduites au § 1, on peut for-
muler le théorème de Bremerman [7] ainsi : si G E (S) et S^ = R pour
chaque z de B, alors a^ = jç = ôç = 1.

On va étudier le problème suivant : si G est un domaine de (S)
dans C^ tel que âç == 1 (7^ = 1 , 6^ == 1), résulte-t-il que G est
identique au produit cartésien de sa base B et de sa fibre zéro S^ ?

En ce qui concerne le cas Oç = 1, la réponse est positive et
élémentaire. Elle résulte de la remarque suivant (1.4). Notons donc :

PROPOSITION 2.1. - Si G G (S) et si âç = 1 au point (ZQ , w^) e G,
alors G = B x R.

DEFINITION 2.1 - On dit que G est un domaine de classe (S , A)
ou que G est un domaine dont les fibres sont ^comparables", si
G G (S) et G vérifie la condition

A) pour tout couple (z^ ,z^) e B x B , z ^ ^ z^ on a ou bien
821 :) ^S' ou bien sz == sz ' ou bien s^ c ^ • // est f^116 de

voir que les exemples cités au § 1 sont tous des domaines de (S , A).

LEMME 1. - Si G E (S , A), alors pour tout couple (z^z^) € BxB,
les inégalités p(z^) ^ p(z2) impliquent S^ Çr S^ .

> A D 2
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La démonstration est obtenue en raisonnant par l'absurde et en
appliquant la propriété de monotonie des fonctions de Bergman.

Posons M = sup p(z), m = inf p(z). Evidemment 0 ̂  m ̂  M = 1.
Soit 7ç (z , 0) = 1. Si B contient un point z^, tel que p(Zo) = M = 1,
suivant (1.17), il vient 7G(zo ' ̂  = ̂ ^o , 0) = 1 et d'après la pro-
position 2.1, on a G = B x R. Si pour tout z G B , p ( z ) < M = 1,
alors :

a) ou bien m n'est pas assumé dans B,

b) ou bien m est assumé dans B.

Examinons le second cas. On trouve d'abord m ̂  0. Ainsi
0 < m < 1 et il existe un point $ G B, tel que

0<pa)=m^p(z )< 1.

Du lemme 1, on a Sç C S^ c R et ainsi G admet une fibre stricte-
ment minimale au-dessus de \ et donc Tç^, 0) < 1, ce qui est en
contradiction avec la supposition Tels = 1- Enonçons alors :

PROPOSITION 2.2. — Si G G (S , A) et 7ç(z , 0) = 1, alors ou bien
G == B x R, ou bien ni M ni m ne sont assumés dans B.

L'étude des domaines de (S , A) nous mène à considérer le cas
des domaines de Reinhardt complets. On a alors :

THEOREME 2.3. - Soit G un domaine complet de Reinhardt
borné dans C2 ,G = {|z| < 1 , |w| < g(\z\)}, et soit 7ç(z ,0) == l.Gest
alors produit cartésien des disques B : |z| < 1 et SQ : \w\ < g(0).

Démonstration. — Le fait que G soit complet implique la décrois-
sance monotone de ^(|z|) dans l'intervalle [0 , 1). La valeur maximale
de g(\z\) sera donc atteinte au point zéro. SQ : \w\ < g(0) est alors
une fibre maximale coïncidant avec R = TT^(G). Grâce à (1.17), on
trouve 7ç(0 , 0) = aç(0 , 0) et on applique la proposition 2.1 avec
So= R.

Remarque. — En général, si G € (S) (ou même (S , A)) et si
Jo(z ,0) = l, il ne s'en suit pas toujours que G = B x S^. Nous
donnerons au § 3 un exemple d'un domaine de Hartogs de (S , A)
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pour lequel 7ç = 1, mais G ^= B x SQ. Notons ici que certaines affir-
mations concernant l'existence de tels domaines peuvent être obte-
nues de (1.17). En effet, on peut avoir 7^(2 , 0) = 1 sans pour au-
tant exclure p(z) < 1 , Oç(z , 0) > 1. Au contraire même, ces iné-
galités impliquent (1.1) avec des inclusions strictes.

Prenons maintenant la fonction corrective triangulaire §Q :
f

THEOREME 2.4. - Si G E (S* , A) et ÔJg = SçÇz , 0) = const,
alors G = B x SQ et const = 1.

Démonstration. — La condition SG|B = c es^ équivalente à

K s / 0 , a ) = K G ( z , 0 , z , 0 ) [ c K B ( z , 0 ) ] - 1 . (2.1)

A droite on a une fonction holomorphe de z, [l], qui assume des va-
leurs réelles positives : Kg (0 , 0) > 0. Donc cette fonction est cons-
tante. La partie gauche de (2.1) ne dépend pas de z :

K ^ ( 0 , 0 ) = K ^ ( 0 , 0 ) ,

et puisque G vérifie la condition (A), d'après le lemme 1, on obtient
S^ = SQ et ainsi G = B x SQ, d'où évidemment on conclut aussi
c = 1.

Notons que la condition 6ç|g = c est de beaucoup plus exigeante
quelle = L

3. Transformations biholomorphes et fonctions correctives.

Soit G un domaine de classe (S) dans l'espace C"4^1 des variables
complexes (z , w) = (z i, . . . , z^ , w), de base B C C" et de fibres S^
dans C.

Désignons par %c l'ensemble des isomorphismes (transformations
biholomorphes) T de G sur T(G), qui ont la forme :

( ? =^(z),
T = (3.1)

\ o?= V/(z , w),

où <^ = ((^p . . . , <^) est un isomorphisme de la base B à Jacobien
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3^
3(\p) T^= 0 , V/(z , w) est holomorphe dans G , — ̂  0 dans G et

ôw
^(z,0) =0.

Prenons un domaine fixé G E (S) dans C"^ et soit TG%ç.
Notons G* = T(G). On obtient facilement :

LEMME 3.1. — Si G est un domaine de classe (S) dans C^1 de
base B et de fibres S^, et si T G %Q, alors G* = T(G) est un domaine
de la forme

G* = U {? x S*} (3.2)
?ee* '

de base B = <^(B) ^ rf^ /fér^ S^. S^ ^r l'image de S^-i^ ^ par fa
transformation conforme ^((p""1^) » w)-

•»* _ ^/"Tt\ „.* -J-. ^•••L-^^ C* O*

?() " ^ \ÏQ)

Remarquons que G* peut ne pas être borné. Cependant, G* sera
un domaine de "type borné" [7], c'est-à-dire tel que sa fonction-noyau
est bien définie.

Soient G G (S), T G ̂ ç. En utilisant l'invariance des fonctions-
noyaux par rapport aux transformations biholomorphes [ 1 ], on trouve :

THEOREME 3.2. - Si G est un domaine de classe (S) dans C^1,
de base B et de fibres S^ et T G 'Sç, alors pour tout (z , w) E G,
l'égalité

TG^' w) == TG^?^) (3-3)

^ vérifiée, c'est-à-dire que la fonction corrective par fibres est inva-
riable par rapport aux isomorphismes de ^c.

En remarquant que l'ensemble { (z , w) ^ G : w = 0} est trans-
formé en {(? , a?) C G* : a; = 0}, il vient :

TG^O-TG^O). (3.4)

D'autre part :

Kc(z, w , 0 , 0 ) =

^/
ôw

=Kc,.(?,û;,?o. 0)^)|, — )̂|, — (3.5)
(z,w) ulv 1(0.0)
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où ?o =^(0),

( 3 . 6 )K^z ,0) = K^ (?,?o)^(sP)lz^)lo-

^^ av/ (3.7)K s ( w , 0 ) = K s ; ( ù . , 0 ) — —2 s dw| (z,w) ôw\ (2,0)

Posons :

8V/ ay/ (3.8)A(T)=
ôw|(o,o)J [ 3w |(2.o)^

THEOREME 3.3. - 57 G E (S*) et T E ^ç ûi^c <^(0) = 0, û/or5

ÔG(^W)= 5^(?,<^)A(T) (3.9)

po^r chaque (z , w) € G.

Soit ̂  l'ensemble des isomorphismes T de ^ç qui vérifient les
conditions <^(0) = 0 et A(T) = 1. Evidemment 0 ̂ ^^ C %ç.

COROLLAIRE. - Si G e (S*) ^r T E %^, ator^ po^r ro^^ (z , w) E G
simultanément seront vérifiées

5G(^w)=5G-(?^ ) . 7G(^^)=7G*(?^). (3.10)

Remarque. — Soit G un domaine de (S*) dans C2 de base simple-
ment connexe B. Notons par <^(z) la fonction qui réalise la transfor-
mation conforme de B sur |?| < 1 avec <^(0) = 0 et soit

T = {? = <^(z) , a? = w}.

Ainsi T E^^ , G* = T(G) aura pour base le disque |?| < 1 et ses
fibres S^ seront les mêmes que G. En outre 7c = TG* » Sç = Sç*.
Donc, si G satisfait les conditions mentionnées plus haut, sans causer
de restrictions sur la généralité, on peut envisager la base de G comme
un disque unité.

A la fin du § 2 nous avons affirmé l'existence de domaines dont
7 = 1 , mais qui ne sont pas des produits cartésiens. Voici un exemple :

Exemple. — Soit

G = (z , w) G C2 : |z| < 1 , |w| < exp [ - (z +-z)[ .
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C'est un domaine de (S) dans C2. Posons T = { ? = z . co = e~2 w}.
De rapides vérifications nous prouvent que T G %^ (mais pas à%* !)
On vérifie que T est injective. Ensuite, on voit facilement que G* C U
et il n'est pas difficile d'obtenir alors G* = U. En appliquant le théo-
rème 3.2 pour T~1 G %y et compte tenu de 7^ = 1, il vient 7^= 1.
Ainsi G E (S), 7ç = 1 mais G ^ B x S^.

Les raisonnements utilisés dans la construction de cet exemple
peuvent être légèrement généralisés pour prouver la proposition sui-
vante qui s'avérera être un outil appréciable au § 4.

THEOREME 3.4. — Soit G un domaine complet de Hartogs dans
C2, G = {|z| < 1 , |w| < h(z)} où h est bornée, h : B -> R+ et sup-
posons qu'il existe une fonction 6 (z), holomorphe dans B , Q(z) ̂  0,
telle que \6 (z)| = h(z) pour z e B = {|z | < 1}. Alors G est isomorphe
à U = { | ? | < 1 , |o;| < 1}.

Démonstration. - Soit T = {? = z . a; = [0]~1 w}. C'est une trans-
formation holomorphe de Jacobien non nul et qui est injective : si
(?1 , ^?i) = (?2 . ^2)' alors ?1 = ?2 et CL)! == ^2» dïoù

Z , = Z 2 , 6 ( Z , ) = 0(Z2)

et donc w^ = H^. Soit G* = T(G) ; tout d'abord G* C U et si
(?o » ^o) e u» en prenant z^ = ?o , w^ = 0 (^) oj^, on trouve Izo l < 1
et

| W o l = l^(?o)l l^ol = l^o)N^ol=^o)l^ol<^o).
c'est-à-dire (z^ , Wy) G G.

Dans le même ordre d'idées, prouvons :

THEOREME 3.5. - Soit G un domaine de classe (S*) dans C1^1

de base B C C1 et soient ses fibres S^ simplement connexes. Soit
enfin S^Çz , w) = 1. G est alors isomorphe û V = B x U , U = {|w| < 1}.

Démonstration. — Prenons

T = {? = z , o; = f'M^ ̂  , 0) ̂ }, (3.11)

où Mg (Ç , 0) est la fonction-minimale de S^ par rapport à 0, [1].
Il est bien connu que
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M^(Ç , 0) = KS/$ , 0) [K^(0 ,0)]-1. (3.12)

Compte tenu de la condition 6(3 (z , w) = 1 = ôc(z , 0), on obtient
que Mg (Ç , 0) est une fonction holomorphe de z dans B quand { est
fixé. De rapides vérifications prouvent que T E ̂ ^ La fonction

G; = f Mg (Ç , 0) rfÇ transforme S, sur M < R. = R-, où
vQ ~Z - & z

R, ^[TrK^O.O)]-172

et 0 -^ 0, [7]. Ainsi G* est un domaine de Hartogs, G* = {B , M < R .̂}.
D'après le corollaire ÔG*(? » ^) = 1-

II suffit maintenant de voir que G* est de classe (S* , A) dans
C^1 et d'appliquer le théorème 2.4, suivant lequel G* = B x {M < R^.

Enfin, prenons T' = {!;' = ? , a/ = Ro1 cj}. Cette dernière trans-
formation est un isomorphisme de G* sur V = B x {|o/| < 1}.

Remarque. — Pour les domaines de classe (S*), la condition
oc, = 1 entraîne 7^ = 1 : puisque G est isomorphe à G* et 7^ = 1,
d'après le théorème 3.2, on trouve 7ç = 1. L'inverse s'avère faux :

prenons l'exemple G = i | z | < l , | w | < exp | — (z -h z)| | .L'isomor-

phisme T de ^c, qui n'est pas de "6^, transforme G sur U et ainsi
7G = 1. Si l'on suppose que 6^ = 1, alors d'après le théorème 2.4,
il s'en suivrait que G = U ce qui est impossible.

4. Domaines de Hartogs et transformations biholomorphes.

Dans ce paragraphe G sera un domaine de Hartogs de C2,

G = { B , M<R(z)} ,

où B C C et R : B -> R+ est une fonction bornée.
Nous voudrions répondre ici à la question suivante : sous quelles

conditions un domaine de Hartogs de C2 est-il isomorphe au bicy-
lindre U = { | ^ | < l , | a ? | < l } ? Supposons en outre que l'isomor-
phisme recherché soit de classe %^.
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THEOREME 4.1. - Soit G = { B , M < R(z)}et 6^(z , 0) une fonc-
tion antiholomorphe de z dans B avec ôç(z , 0) =^= 0. Alors G est iso-
morphe û V = B x U , U = = {M < 1}.

Démonstration. — On construit

• T = { ? = = z , û; = ^(z ,w)} (4.1)

où V/ (z , w) = h (z)w et A (z) est choisie de telle manière que :

/ 2 ( z ) = A ( 0 ) [ Ô G ( z , 0 ) ] - 1 . (4.2)

Donc h (z) est holomorphe dans B et ainsi

^ege(G), v / (z ,0 )= o ,-^-=/z(z) ̂  o,
ôvv

c'est-à-dire que T G %Q. En outre :

A(T )=ÔG(Z ,0). (4.3)

L'image de G par T est de base B et de fibres S^ qui sont de nouveau
des disques de centre zéro car ^ (z , w) = h (z) w est une homothétie
combinée d'une rotation de |w|<R(z). Suivant le théorème 3.3
ôç(z , 0) = ôç«(? , 0) A(T) et, compte tenu de (4.3), on trouve
SG*(? » 0) = 1- Appliquons à G* le théorème 2.4 et ainsi

G* = B x S^ = B x{ | o ; | <R^}.

THEOREME 4.2. - Soit G = { B , |w| < R(z)} où B est simplement
connexe et soit — In R(z) harmonique dans B. Alors G est isomorphe
à V = B x U.

Démonstration. — a) R(z) = R(x , y ) est définie dans le domaine
simplement connexe B et prend ses valeurs dans (0 , + °°). Notons
u(z) = — In R(z). Il existe une fonction /(z), holomorphe dans B,
/(z) =^= 0, telle que l/(z)| = R~l(z). En effet, soit v(z) la conjuguée
harmonique de u(z) et posons/(z) = exp g(z) oùg(z) = u(z) + iv(z).
b) considérons T = { ^ = z , cj =/(z)w}. Avec les mêmes raison-
nements utilisés dans la démonstration du théorème 3.4, on prouve
que T est holomorphe, injective et que T(G) = B x U = V.
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Remarque. — Le domaine du théorème 4.2 satisfait une condi-
tion de pseudo-convexité un peu spéciale : — In R(z) est harmonique.
Notons aussi que le théorème 4.2 nous donne un moyen de construire
les isomorphismes de classe %Q de G sur V pour le cas où G satisfait
à cette condition de pseudo-convexité "harmonique". Ainsi par exemple,
si G = U, il est clair que u(z) = 0 et donc f(z) = 1 et T = identité.
Si G est le domaine de l'exemple du § 3,

u (z) = - x , v(z) = - y , /(z) = e~2

et alors T = {? = z , cj = e~2 w}.

THEOREME 4.3. - Soit G = {|z| < 1 , |w|< R(z)}. Les conditions :

i) 6ç(z , 0) antiholomorphe et 1=- 0 dans |z| < 1,

ii) — In R(z) harmonique dans |z| < 1, sont équivalentes.

Démonstration. — (i) =^ (ii). Calculons Kç(z , 0 , 0 , 0 ) . En no-
tant B : |z| < 1 et S^ : |w| < R(z), on a K^z , 0) = 7r-1,

K^(0,0)==[irR\z)r\[9].

Donc KG(Z , 0, 0 , 0) = ôç(z , 0) [îr2 R^z)]"1 d'où il résulte que Kç,
à2

qui est holomorphe dans B, ne s'annule pas. Ainsi——=: In | Kp | = 0 et
ôz 3 z

a2
d'autre part •"——In lô-Cz , 0)1 = 0. En tenant compte de

ôz dz
y y a2 i

7Lln\K^=——— ^ | 6 J + 2 — — In
ôz ôz " ôz ôz " ôzôz RCz) '

il suit que — In R(z) est harmonique.
(ii) =^ (i) : on applique la transformation du théorème 4.2,

T = { ? = z , co =/(z)w} où
|/(z)|=[R(z)]-1.

Alors ôc(z , 0) = ôy(? , 0) A(T) (théorème 3.3) et

A(T)=7TO)[7(I)]-1

pour le cas considéré. En outre 6y = 1 et ainsi

8G^,0)=/(0)[/(z)]-i

Ceci prouve (i).
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II est possible cTéclaircir le problème de l'équivalence avec le bi-
cylindre des domaines de Hartogs complets et bornés dans C2 grâce
au :

THEOREME 4.4. - Si G = {B , |w| < R(z)} est un domaine complet
de Hartogs dans C2 et si B est simplement connexe, il existe un iso-
morphisme T E ̂  de G sur (7= {|?| < 1 , M < 1} si et seulement
si — In R (z) est harmonique.

Démonstration. - Quand - In R(z) est harmonique, on applique
le théorème 4.2. Supposons qu'il existe

T G ̂  , T = {? = <p(z) , a; = î// (z . w)}

telle que T(G) = U. Alors

^WK ç ( z , 0 , z , 0 ) = K u ( ? , 0 , r , 0 ) |<Az)|
9w (z,o)

d'où, compte tenu de 7y = 1 (et alors dans ce cas, grâce au théorème
3.2, 7ç = 1), on obtient

Ks(z , z) Kg ( 0 , 0 ) = KB, (? , ?) l^(z)|2 î- ^ 2
Z fT Î\\A) lÎT | 3^1(2,0) '

i | a ^ roù B* : |?| < 1. Il vient K. ( 0 , 0 ) = = - —
z TT | ÔVV (2,0)

1 J_ (^ 2

7T R2(z) 7T ÔW (2,0)

et ainsi

y î _ a2 |^/|2
ôzôz 'z R(z) ~ ôzôz^ —

La dernière égalité est satisfaite puisque

ôzôz R(z) ôz ôz |8w|(2,o)

ôV/
ôw (z.O)en z dans B.

qui peut s'écrire

= 0.

est holomorphe
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5. La métrique de Bergman des domaines de classe (S).

Dans ce paragraphe considérons un domaine G de classe (S) dans
C2 de base B et de fibres S^. Au § 1, nous avons obtenu (1.12) que
nous écrirons ici :

dS^ = dSi + H (In Nç , dz , dz\ dw , dw) (5.1)

où

TT a ' /^Nç , . , yin^ , ,,H = ————G ldz|2 + ———— dz dw +
dz dz dz dw

+^^+Ç"N^.(s.a
dz ôw dw dw

Compte tenu de (1.5), il vient :

dS^ = dS^ + riS^ + H (In Oç , dz , dz , rfw , dw). (5.3)

Ainsi l'élément de métrique de Bergman dS^ de G s'exprime à l'aide
des éléments dS^ et dS^ (R = ^(G)).

Soit G G (S) dans C2 et 7e = L En appliquant (1.8) et (5.1),
on obtient

dS^ = dS^ + H (/n Kg , dz , dz, dw . dw) (5.4)

d'où il vient dS^,o = dS2 et

^|^=o=^ +-^—/^^Ks,(w,w)|w=o|dz|2 (5.5)
w-o dz dz

qui montre que la restriction de la métrique de Bergman de G sur B
ne coïncide pas avec la métrique de la base dS^. Rien ne nous assure
que le second terme de la somme à droite de (5.5) est égal à zéro.

Dans le cas particulier où G est un domaine de Hartogs,

G = {B , |w|<R(z)},

de rapides calculs effectués sur Kg (w, w) donnent

a2 a2
— — — f r z K s (w ,w) |w=o = - 2 — — f r î R ( z ) .
âz 3z z ôz 8z
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Formulons ce résultat ainsi :

THEOREME 5.1. - Soit G = {B , M < R(z)} un domaine de Har-
togs dans C2, tel que 7ç(z, w) = 1. Alors

y _
ÔZÔZ- n R(Z)

dS^|B - dS2 == 2 ———i /^ —— \dz\2. (5.6)

On voit que pour inverser le théorème de Bremerman même dans
ce cas précis, en plus de 7ç = 1, il faut nous assurer que

32 1
â z ô z ^ R(z) '" °

Ceci confirme le théorème 4.2. On trouve alors que G est isomorphe
au bicylindre U = {|?| < 1 , M < 1}.

Une autre confirmation du théorème 5.1 peut être obtenue en
prenant l'exemple A.b. du § 1, G = Rp = {|z|2 + M2^ < 1}. On
trouve

a2 1 _ p
3z3z n R\z) (1 -|z|2)2

et — In R(z) est harmonique seulement si p = 0. On a alors Rç = U.
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