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COURBES ANALYTIQUES
SUR UN GERME D'ESPACE

ANALYTIQUE ET APPLICATIONS
par Jean-Claude TOUGERON

Si X désigne le germe en 0 d'une sous-variété algébrique
de C^ on note j^x l'anneau des germes de fonctions algé-
briques sur X; d?x l'anneau des germes de fonctions holo-
morphes sur X; (Px le complété de j^x pour la topologie
mx-adique, mx désignant l'idéal maximal de ja/x; ^x l'idéal
maximal de (Px; ^x l'idéal maximal de ^x- Les anneaux
•^x? ^x? ^x seront toujours munis de leurs topologies : mx-
adique, mx-adique, T^x-adique, respectivement. Si Y est un
second germe de variété algébrique et si f: X -> Y est un
morphisme algébrique, on note /** : .S/Y -> <^x ; f* : ̂ y -^ ^x ;
f* : Ô-s -> ^xî l65 homomorphismes de C-algèbres déduits
de /*.
f

Cela posé, nous démontrons d'abord le résultat suivant,
bien connu lorsque le morphisme f* est fini :

THÉORÈME (A). — Si X est un germe analytiquement irré-
ductible, l'application induite par f* : 0^ —^ f*{(5ï) est ouverte (l).

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses du théorème précédent :
(1) I I existe une application : N 9 q —> e[q) e N telle que,

pour tout q :
f*{mï) ^ m^ n ̂ ((Py)

(2) Ker^ ^ker/^y.

(1) Le théorème est encore vrai si l'on suppose simplement que X est réduit.
Cela se déduit très facilement du cas irréductible.
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(3) L'application f* : <Py ~> f*(^) est ouverte et f*{êï) est
fermé dans ^x.

Preuve. — La condition (1) équivaut au théorème (A).
Soit Ç e ker f* ; soit ^ e d?y tel que Ç — ^ e m^. Alors

/^(Sç) e ̂ (î) et donc, d'après (1), il existe ^ e kerjf* tel que
Çç — ^ e mï ; ainsi : S — Sç ^ ^y? en supposant e(q) ^ ç,
ce qui n'est pas restrictif. Ceci démontre l'inclusion

ker^* <= kerf11.^,
d'où l'égalité (2).

(3) se démontre de manière analogue (on peut aussi le démon-
trer directement de manière très élémentaire, en utilisant
simplement le fait que <?x et (Py sont des algèbres com-
plètes).

D'après (3), l'adhérence de f*{^y) dans 0^ est égale à
^*(^y) n fi?x. Notre second résultat est alors le suivant :

THÉORÈME (B). — Supposons X analytiquement irréductible.
Si le germe (V ensemble analytique Y' associé à l'idéal ker f*
de C?Y est régulier^ on a l'égalité :

^(^) H ^x = f^y)
i.e. f*{C)^) est fermé dans 0^.

Signalons enfin que les résultats précédents sont faux en
géométrie analytique. On sait en effet (voir [3]) qu'il existe
des germes d'applications analytiques f: (G", 0) —- (C^ 0)
tels que ker f* = 0 et ker f* ^ 0.

La démonstration utilise quelques résultats simples concer-
nant les courbes analytiques sur un germe d'espace analy-
tique.

1. Courbes analytiques sur un germe d'espace analytique.

Soit y^q le sous-espace de R[^i , . . . , rcJ formé des
polynômes de degré ^ ç. L'espace B/1 étant muni de la
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norme l|;r|| == sup |^|, on pose, si P e ̂  - et A est
l<i<a "

un sous-ensemble de la boule B (0, —) de R71 :

11 P|| = sup IP(^)|
11^ I-

llP|lA=SUp|P(^)|
œeA

LEMME 1.1. — I I existe une constante C^ > 0, indépendante
de q, telle que pour tout P e ̂  et tout sous-ensemble A de

/ 1 \ __
B ^ 0, -^ J, Za mesure de Lebesgue de A étant supposée non

nulle :

|[P|| < ^ - I I P I l A
(mes A)"7

Preuve. — On peut supposer A fermé. Procédons par récur-
rence sur n. Si n = 1, il existe des points XQ < x^ < • • . < x

[ l l lappartenant à A <= —_,-[- 1 tels que, Vi,

, , . mes A
P» -- ^+il ^ ———•

On a l'identité :

P{X)= ip^)n^^1-
i=o f^i V^i ^

d'où:

IIPII ^ IIPIIAT-151———^ .. i .,(mes A)^ ̂  i ! q — i \
= IIPJA W ^ W iipi,

(mesA)^ q\ ^ (mes A)^ 1 1 1 1 A -

Supposons le résultat démontré jusqu'à l'ordre n — 1

et démontrons-le pour n. Pour tout x^ G ("— -~-, + -^-T
solt A.̂  l'ensemble des points de A dont la première coor-
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donnée est x^. A^ étant muni de sa mesure {n — l)-dimen-

mes A.]

sionnelle, l'ensemble

( r i 1 ^B == j^ e — y, + -^ ; mes A^ ^
2 7 ' 2J -1 ' 2

. mes A , . , ,, , ,-, , . .a une mesure ^ —-— (car sinon, on aurait d après rubmi :
À

A r A j i r A j mes A i mes A\A == ( mes A^ ̂  + ( mes A^ rf^ < —.— + —,— .
JB JCB A L /

mes

Posons P^ = P(a;i, .) 6 ̂ -i.g.
D'après l'hypothèse de récurrence, si x^ e B :

/On-lp \g
IIP II < x ^n-l) il pu

II1-1" ^ (inesA)^-^'"1^

Puisque mes B ^ —^—» en appliquant le cas n == 1 :
.Z

H pu < (^ (s^c.-i)9 ,,p|, ^ /
"Fli ^ (mes A)^ • (mes A)(-^ " ± " A 5 c•q• î•d• /

Soient R[[^i, . . ., ^]] == ^rR l'anneau des séries formelles;
R{a;i, . . ., ̂ } == ^R l'anneau des séries convergentes. Iden-
tifions l'espace projectif P^_^(R) à l'ensemble des droites
de R" issues de l'origine.

PROPOSITION 1.2. — Soit 9 e ̂ R et soit A un sous-ensem-
ble mesurable et de mesure non nulle de P^_i(R).

(1) 5i 9 est analytique sur toute droite appartenant à A,
i.e. ^{a-it, . . ., a^t) e R{t} pour tout a == (a^, . . ., aj e A,
aîors 9 e (RP.

(2) 5i 9 e^î [L-plate sur toute droite appartenant à A, alors
9 esî [L-plate.

00

Preuve. — (1) Posons 9 == S 9ç, où 9^ désigne la forme
q=0

homogène de degré q de 9. Par hypothèse, la fonction

f^a) = s u p t / | 9 g ( , . — - ) prend des valeurs finies sur A. Il
ieN V 1 Vll61!!/

en résulte qu'il existe un sous-ensemble A' de A mesurable
et de mesure non nulle et un p > 0, tels que l'on ait unifor-
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mément sur A', f(a) <S 2p. Soit A" l'ensemble de mesure
ra-dimensionnelle non nulle, intersection du cône de A'

( 1 \avec la boule B 0,yl ; on a: ||<pj|A. < pi. D'après 1.1:

11^11 < ( ^-P Y.
\(mes A")'"/

D'après une inégalité classique (cf. [2], page 12, l'inégalité
(10) est encore valable pour plusieurs variables), si

y?^) = S 'Ve":
|o|=î

Kl ̂ ^Kll ^ W 9,11

La série 9 est donc convergente.
(2) La preuve de (2) est immédiate et laissée au lecteur./
Bien entendu, le résultat précédent est vrai a fortiori dans le

cas complexe. Plus précisément, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 1.3. — Soit 9 e ̂  == C[[z^ . . ., zj] et soit
A un sous-ensemble mesurable, et de mesure non nulle de
Pn-l(C).

1) Si (p est analytique sur toute droite appartenant à A,
i.e. y(a^, . . ., a^t) e C{(} pour tout a = (o^, . . ., aj e A,
alors: 9 G ̂  == C{z^ . ..,^}.

2) Si 9 est \L-plate sur toute droite appartenant à A, alors
9 est \L-plate.

Soit Ht) ={W, . . ., ^(t)) e C{t}\ Ç(0) = 0, un germe de
courbe analytique à l'origine de C^2). Désignons par ^v(^)
l'ensemble des courbes Ç'(() telles que Ç(() — ^ ' ( t } soit
v-plate à l'origine. On a le résultat suivant :

LEMME 1.4. — Avec les notations précédentes :
1) Si 9 6 ̂  est analytique sur chaque courbe ^ ' ( t ) e ^\(Ç),

alors 9 est analytique.
2) II existe une application N 9 (JL -> e{^) e N (eM^ que si

96^ 65( e{[L)-plate sur chaque courbe Ç'^) e %^(Ç),9 est^-plate.

(2) Dans cet article, un germe de courbe analytique à l'origine de O* sera toujours
un germe d'application analytique: (C, 0) -> (0, 0).
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Preuve. — On peut supposer que Ç est égale à son jet
d'ordre v à l'origine. Si Ç == 0, la proposition résulte immé-
diatement de 1.3. Si Ç ^ 0, on peut, par un changement
linéaire de coordonnées, supposer que ^ ^ 0, pour

i == 1, . . ., n.

Considérons alors le germe d'application analytique f:
(^ . . .̂ ) ̂  (̂ +1 + ̂  . . . ^ ^_,(z^ + ̂ ), ^(zj)

Visiblement, si 73 est le germe de droite

(i—>-(ai(, . . .,a,_i(, î),

fo 73 appartient à ^v(Ç).
(1) Si 9 est analytique sur chaque courbe Ç'(() e ^v(Ç),

9 o /* est analytique sur chaque droite 73 et, d'après 1.3. 1),
9 o f e 0^ Le morphisme f étant fidèlement plat et fini
(vérification immédiate), 9 e ^n(3)-

(2) Le morphisme f étant plat et fini, il existe, d'après le
théorème d'Artin-Rees, une application N 9 \L —> e{\L) e N
telle que l'hypothèse <p o ^ est e((Ji)-plate entraîne que 9 est
(i-plate. Si 9 est e(pi)-plate sur chaque courbe ^(t) e ^v(Ç),
9 o f est e((Ji.)-plate sur chaque droite 73; d'après 1.3. 2),
9 0 ^ est e((JL)-plate, d'où le résultat./

1.5. — On se propose d'étendre le résultat précédent, le
germe régulier (G", 0) étant remplacé par un germe irréduc-
tible d'espace analytique X. Soient (?x l'anneau des germes
de fonctions holomorphes sur X; (Px son complété pour la
topologie mx-adique (mx : idéal maximal de ^x)- Soit n
la dimension de ^x-

On peut réaliser X comme germe d'espace analytique à
l'origine de CN == C" X C1^"71, les conditions suivantes étant
satisfaites (cf. [4], page 49) :

(1.5.1) Si n désigne la projection X -> (G", 0), l'homo-

(3) Si B est un anneau fidèlement plat sur A par une injection i : A —>• B, et
si M, N sont des A-modules, N c M, on a :

N == M n fN ® B\
V A /

On applique ce résultat à A == ̂ ; B == 0^ i = f; N = 0^ M ==^n.
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morphisme II* : ^ = C{^ , . . ., zj -> 6?x == — est injectif
et fini. 45

(1.5.2) Si p est la dimension du corps des fractions de ^x
sur le corps des fractions de 0^ le polynôme minimal de
_ p
z^+i est un polynôme distingué : P(Z) = IP + ^ ci^~\ à

/ P \ 1=1
coefficients a. e ̂  ( donc z^+i + ^ a,z^ e s? )

\ 1=1 /
(1.5.3) Si A est le discriminant de ce polynôme, A ^ 0,

et:
A.(Px c= ^+ ̂ .^+i+ • • • + ̂ . î

- p-1 -
En particulier, A.z^. = ^ a^+i, pour / == 2, . . ., N — n,
les Oy e 6?^. i==o

Enfin, le complété (Px de 0^ est intègre; les résultats
précédents subsistent en remplaçant é?x par ^x? ^n Par

^ ; en particulier (Px est de type fini sur ^\ et :

A A c ^n + ^n^n+1 + • • • + ̂ n . ̂ î.

Soit 73(() un germe de courbe analytique à l'origine de C",
tel que A( •/](()) ^ 0. D'après ce qui précède et le théorème
de Puiseux (voir [4], lemme 8.1, chap. III), la courbe t][t)
se relève en des courbes dans X, analytiques en (l/p! :

^),...,^)

(donc n o ^(() = ^(t)). Si Fon pose ^(() = (^(t) . . . . ^(()),
les Çi+i(<), . . ., ^+i(<) sont les zéros du polynôme

^ + S ̂ (^z"-,
i=i

et donc vérifient l'identité :

n (^+i(<) - ^+i(<))2 == A(^(<)).
KJ

Considérons une courbe analytique Ç(() dans X. Si À
et v sont des entiers > 1, désignons par ^(Ç) l'ensemble
des courbes Ç'(t) dans X analytiques en (l/x telles que
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^(t) •— Ç(() soit v-plate à l'origine (cela signifie que

ç^) - w
est Xv-plate à l'origine, i.e. les tronqués à l'ordre Xv des
germes d'applications analytiques

Ç^) et W : (C, 0) -> X sont égaux).

La démonstration du résultat principal nécessite deux
lemmes préliminaires.

LEMME 1.6. — Soit ^{t) une courbe analytique dans X;
posons TÎ = II o Ç. Si A(7î(()) ^ 0, d tou( entier v S? 1,
on peut associer un entier VQ ^ 1, teZ gué :

n^W) => ^(vï)
i.e. chaque courbe de ^v/"^) ^ référé en une courbe de ^(Ç).

Preuve. — Posons A(T}(()) === aî  + a2(vl+l + ..., avec
a^ ^ 0. On sait que Sn+i(() est l'une des racines du polynôme

p
distingué : îf + S ^(^K^)^1. Il existe donc un entier

i=:l
^o ^ v + v! vérifiant la condition suivante: si ^ ' { t ) e ^(vî),

p
il existe Çn+i(<) racine du polynôme Zp + S ^('^(^Z1^

i==l
telle que ^+i(<) — Çn+i(() soit v + Vi-plate à rorigine. Soit
S' == (Si? .. .? SN) la courbe de X relevant ^{t) et corres-
pondant à cette racine. D'après 1.5.3), pour / == 2, . . . , N — n,
on a :

AÇ^^).^^)-?^^^)^^1

1=0

WW.^W^^a^'W^t)1

1=0

Or, A(ir](()) — A^^t)), de même que la différence des
seconds membres des égalités précédentes, sont v + ^i-plates
à l'origine. Puisque

A(Y)(<)) = ̂  + ..., A^)) == a^< + ...,

la différence Çn+/t) — Sn+/^) est v-plate à l'origine. Ainsi,
la courbe Ç'(() appartient à ^(Ç), c.q.f.d./
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LEMME 1.7. — II existe une application N 9 p. -> e'[\L) e N
vérifiant la propriété suivante : si deux éléments f e 0^ g e Q^
sont tels que f.g soit e'{\L)-plate à Vorigine, alors f [ou g)
est [L-plate à l^origine.

Preuve. — Posons d?x = ̂ N/^, et soit 91, . . ., 9^ un sys-
tème de générateurs de l'idéal ^R. Considérons l'équation
implicite :

q
2/r2/2 = 2 2/^2.9^).

j=i

On sait (voir [1]) qu'il existe une application

N 9 (A ->• ^((A) e N

telle que toute solution formelle y(z) de cette équation,
module m6'^1 (m : idéal maximal de Oy) puisse être
approchée à l'ordre [L par une solution analytique. En consé-
quence, si f.g est ^((JL) -plate à l'origine, il existe f e 0^
g ' G ^x? tels que f . g ' = 0, et f — f ^ g — g ' sont (A-plates
à l'origine. Si par exemple, f == 0, on en déduit que f est
(A-plate à l'origine, c.q.f.d./

PROPOSITION 1.8. — Soit ^{t) une courbe analytique dans
X; posons T] = II o Ç et supposons que A(T](()) 7^ 0. 77
existe une application N 9 (JL -> e((Ji) e N tefZe çuô, 51 <p e 0^
est e(^)-plate sur chaque courbe î , ' ( t } e ^'(S), aîor^ y ^(
(Ji-p^a(e.

Preu^. — D'après 1.6, n^'(Ç) ^ ^^7]). D'après 1.4.2,
il existe une application N 9 (A -> e"[\L} e N telle que, si
^ e 3F\ est e"(^) -plate sur chaque courbe ^(t) e ^v/7]),
4/ est (A-plate.

Soit 9 e ^x, et supposons qu'il existe ^i, . . ., ̂  e ̂
f

telles que <p5 + S ^i9^""1 80^ ^"(^e")5-1 (pi)-plate à l'origine
1=1

de X et 9 e^^e'e")^ ((Ji)-plate sur chaque courbe

^{t) e ^(Ç).

Montrons alors par récurrence sur 5, que 9 est (JL-plate à
l'origine de X (La fonction e1 est celle fournie par le lemme
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1.7; d'autre part, on suppose que les fonctions e' et e" sont
croissantes, ce qui n'est pas restrictif).

C'est vrai pour s == 1. Si s > 1, on voit que 4^ es^
(^"^(^-plate à l'origine de C\ D'après 1.7, ou <p est

s—l

^(^"^((JQ-plate à l'origine de X, ou <p'-1 + ^ +.?'~1"1

1=1
est ^"(^"^"^(^-plate. Dans le 1er cas, le résultat est démon-
tré; dans le second, on applique l'hypothèse de récurrence.

Ceci démontre la proposition, car tout 9 e Ô^ vérifie une
équation de dépendance intégrale :

s

9" + S ^9'~i = O? avec s ^ p et ^, e ̂ ./
1=1

L'analogue de la proposition précédente, la platitude étant
remplacée par l'analyticité, serait le résultat suivant :

CONJECTURE 1.9. — Le germe irréductible d'espace analytique
X vérifie la condition suivante :

C(X) Soit Ç(() une courbe analytique dans X; posons
r\ == II o Ç et supposons que A (•/)(()) ^ 0. Alors, si 9 e d?x
est analytique sur chaque courbe Ç'(() e ^ç'(Ç), 9 est analy-
tique, i.e. 9 e ^x-

D'après 1.4. 1), ceci est vrai lorsque X est régulier. On a
aussi le résultat suivant, facile à vérifier: soit f: X --> Y un
morphisme analytique entre germes irréductibles; si

f* : 0^ -> 0^

est injectif et fini et si X vérifie 1.9, Y le vérifie également.
Signalons enfin qu'il suffirait de démontrer 1.9, lorsque X est
un germe irréductible d'hypersurface à l'origine de C^1.
On peut démontrer le résultat suivant, plus faible :

PROPOSITION 1.10. — Soit 9 6(Px; si 9 est analytique sur
chaque courbe analytique dans X, 9 est analytique, i.e. 9 e <?x.

Preuve. — Soit 9 e ^x; d'après 1.5, il existe a^, . . ., âp e ̂
telles que :

A.9= S ̂ ÏÏ.
i==l



COURBES ANALYTIQUES SUR UN GERME D'ESPACE 127

Soit T](() une courbe analytique dans (G", 0) telle que
A(7î(()) + 0. Soient S1 ((),..., ^{t) les courbes dans X qui
relèvent •/]((). Par hypothèse, pour / == 1, . . ., p :

î ^(Wn+l(^-1 = ^{t)
i=l

est analytique.
Résolvant ce système et remarquant que le carré de son

déterminant est A(Y](()) ^ 0, on vérifie que

^i(^)), ...,^(73^))

sont analytiques. D'après 1.3.1) ai, . . ., a? sont analytiques.
Ainsi, A . ( p e { P x ; l'anneau ^x étant fidèlement plat sur
^x, ? e û?x, c.q.f.d./

2. Preuves de (A) et (B).

2.1. — Soit /*: X —> Y un morphisme algébrique entre
germes de variétés algébriques et supposons X analytique-
ment irréductible. Nous démontrons (A) et, parallèlement,
le résultat suivant :

THÉORÈME (B7). — Supposons X analytiquement irréduc-
tible. Si le germe (^ensemble analytique Y' associé à Vidéal
ker f* de 0^ vérifie la condition C(Y7), on a Végalité :

^y)n^x=r(^)-
Le théorème (B') entraîne (B), car tout germe régulier

Y7 vérifie C(Y'), d'après 1.4.1. Visiblement, on peut suppo-
ser que rhomomorphisme /** : j3/y —> js/x ^st injectif. Soient
[*^x]? [^y] les corps de fractions de cE/x et «^Y respective-
ment.

LEMME 2.2. — Soit p le degré de transcendance de [^x]
sur [j^y]. Alors, f = n o g, où g : X -> Y X (CP, 0) == V
e5( un germe ^application algébrique tel que g* soit injectée
^ [^x] une extension algébrique finie de [^/v] ;

n : Y X (C^ 0) -^ Y

îa projection évidente.
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Preuve. — Soient Ç i , . . . , Ç p e m x tels que S i , . . . , Ç p
soient algébriquement indépendants sur [^/y] et [^x] soit
une extension algébrique finie de [j^y[Çi, . . ., Çp]]. Il suffit
de prendre pour j^v le localisé de cfi/y[Çi, .. ., Sp] par
rapport à l'idéal maximal engendré par my et Ci, . . ., ^p./

Soit q la dimension de [.a/x] sur [j^v]. Le corps [*a/x]
est engendré, en tant qu'algèbre sur [^v]? par un élément
6 e [^/x]- Visiblement, quitte à multiplier 6 par un élément
de ^/v\{0}, on peut supposer que 6 6 j^x? ou mieux que
6 e mx, et que son polynôme minimal :

P(Z) = V + S a,Z^
1=1

a ses coefficients a, e js/y Soit 61, . . ., 6,. une famille d'élé-
ments de mx telle que tout élément de j^x soit de la forme
<p(l + ^)~~1 où 9 et SP sont des polynômes en Oi, . . ., 9p
à coefficients dans js/y? ^ € mx. Il existe des polynômes

p-i
Qy(Z) == ^ ^yZ1, à coefficients a,y 6 .c/v et S e j2/v? S ^ 0,

i==0
tels que, pour j' = 1, . . ., r :

p-i
S. 6^=== S ^91.

1=0

LEMME 2.3. — Soit Ç(() un germe de courbe analytique dans
X et posons: r^(t) === g o Ç(^). Supposons que S('ÎQ(()) 5^ 0.
Afors, ^ em5(6 Mn entier v > 1, ^ gué pour ^ou< entier À ^ 1,
tou^ô courbe dans V: T/(() e ^("y}) 5e refé^ {par g) en une

courbe analytique en (x t î l dans X.

Preuve. — Par hypothèse :

e(^))7 + S ̂ (^e^))7'1 == 0 et pour / = 1, . .., r:
1=1

^^^.e/ç^^Ï^^t))^^^)'.
i==0

Puisque S{^{t)) + 0,

S(^)) - a,^ + a^ + • • • ,
avec a^ 7^ 0, Vi entier ^ 0.
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Choisissons v > vi assez grand de telle sorte que, si

^) 6 ̂ ),

il existe 6(() analytique en t^- telle que :

w + i '̂(W)»- = o'=iet 9(Ç(<)) — 6(() soit vrplate.

Définissons Q^t), . . ., (),(() par les identités :

SWW.Q^^^a^'WQW
(=0

Visiblement, S(v/(()) = â "' + . . . ; puisque

S1"./^))^^))'
i=o

est vi-plate^à l'origme (car Q^{t)) est 0-plate), il en est de

même de S ^(^))9W; ainsi, pour / = 1, . . . , r, 6/()
est 0-plate. ^

L'homomorphisme T/* : j^v -^ C^ ^ se prolonge de
manière unique en un homomorphisme

ç'*: ^v[e]s-^[ci^j]
tel que ^*{Q) == 6(() (^v[9]s désigne Fanneau des poly-
nômes en 6 à coefficients de la forme (p/S^, y e j^y, 5 entier).
Cet homomorphisme Ç'* induit un homomorphisme Ç7* :

^v[9i, .. ., 9,] -> CJ^J tel que, pour / = = = l , . . . , r :

s'w-w;
enfin, ce dernier se prolonge de manière unique en un homo-

morphisme, noté encore Ç'* : ̂  -> C^t^^ La courbe Ç'
ainsi obtenue relève ^ / , c.q.f.d./

2.4. Preuves de (A) ^ (B'). —Soit T le germe d'ensemble
analytique irréductible associé à l'idéal kerf*. Rappelons tout
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d'abord qu'il existe A e (Py»\{0} et un entier X ^ 1 tels que,
si y(^) est une courbe analytique dans Y', vérifiant
A(ï(^0:

(1) II existe une application N 9 p. -> e[\L) e N telle que
si 9 e <Py, est e(pi)-plate sur chaque courbe Y^(() e ^(ï),
alors 9 est (i-plate (d'après 1.8).

Et sous les hypothèses de (B'), i.e. Y' vérifie (^(Y) :
(2) Si 9 G (Py, est analytique sur chaque courbe ^ ' { t ) e ^(y)?

9 e (PY'.

Le germe d'application f se factorise de la manière sui-
vante :

X———»-Y x (CP, 0) = V

où f et i sont analytiques, TT et g algébriques. Ceci
rappelé, il existe une courbe analytique Ç(() dans X telle
que, si l'on pose y(() = f o ^(() et 7î(() == g o Ç((), on ait
A(y(()) ^ 0 et S(T^)) ^ 0 (sinon, (A o f). (S o g) serait
nul sur toute courbe analytique dans X, donc nul. Il en résul-
terait que A == 0, car f ' * est injective; ou S == 0, car g*
-îst injective, ce qui est absurde).

D'après 2.3, il existe un entier v tel que toute courbe
^(t) e ^(y) (qui se relève de manière évidente en une courbe
r ^ ' { t ) e ^("y])) se relève par f en une courbe analytique dans

X, en ̂ .

Preuve de (A). — Si 9 e 0^, est telle que ^(y) == y ° f
est X . ç ! e((Ji)-plate, 9 o f est e(pi)-plate sur chaque courbe

en t ^ ' 9 ' ; donc 9 est e(pi)-plate sur toute courbe

ï'^e^ï);

d'après (1), y est (i-plate.
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Preuve de (B7). — Si c e Ô^ est telle que f*^) = 9 o f
est analytique, alors 9 est analytique sur chaque courbe
y^e ^(y);^ d'après (2), 9 e ̂ ..

Pour terminer, signalons quelques problèmes :
(1) Démontrer (A) lorsque X n'est pas réduit, ou plus

généralement :
— démontrer le résultat suivant : Soit f : X ->• Y un mor-

phisme algébrique entre germes de variétés algébriques;
soient Mx (resp. My) un module de type fini sur j^x (resp.
^/i) ^t 9 : MY -> Mx un homomorphisme au-dessus de
f* : J^Y -> ^/x- L'application induite par 9 : My -> <p(Mï)
est ouverte.

(2) Démontrer les résultats précédents dans le cas analy-
tique, sous certaines hypothèses raisonnables sur le mor-
phisme analytique /*.

(3) Démontrer la conjecture 1.9 (au moins pour un germe
de variété algébrique). Ceci entraînerait (B) sous la seule
hypothèse que X est réduit. On peut aussi envisager des
extensions du théorème (B) analogues aux extensions (1)
et (2) du théorème (A).
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