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COURBES ANALYTIQUES
SUR UN GERME D’ESPACE
ANALYTIQUE ET APPLICATIONS

par Jean-Claude TOUGERON

Si X désigne le germe en O d’une sous-variété algébrique
de CY on note &x 'anneau des germes de fonctions algé-
briques sur X; 0y l'anneau des germes de fonctions holo-
morphes sur X; 0x le complété de «/x pour la topologie
mx-adique, my désignant I'idéal maximal de o/x; mx 1'idéal
maximal de 0x; myx l'idéal maximal de 6@x. Les anneaux
Ax, Ox, Oy seront toujours munis de leurs topologies: my-
adique, mx-adique, Mmx-adique, respectivement. Si Y est un
second germe de variété algébrique et si f: X - Y est un
morphisme algébrique, on note f*: oy — ox; f*: 0y - 0Ox;
f *:0y - 0x, les homomorphismes de C-algébres déduits
de f.

Cela posé, nous démontrons d’abord le résultat suivant,
bien connu lorsque le morphisme f* est fini:

TutoriME (A). — St X est un germe analytiquement irré-
ductible, application induite par f*: 0y — *(0y) est ouverte (1).

CororrAaIRE. — Sous les hypothéses du théoréme précédent :
(1) Il existe une application: N> q — e(q) e N telle que,

pour tout q: _
fr(mg) = i@ O f*(04)
(2) Ker f* = kerf"'.@y.

(Y} Le théoréme est encore vrai si 'on suppose simplement que X est réduit.
Cela se déduit trés facilement du cas irréductible.

9
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(3) L’application f*: 0y — f*(0y) est ouverte et f*(0y) est
fermé dans 0.

Preuve. — La condition (1) équivaut au théoréme (A).

Soit £ € ker f"‘; soit &, € Oy tel que & — &, € m{?. Alors
f*(&,) € m5@ et donc, d’apreés (1), il existe &, € ker f* tel que
g, — Eqem; ainsi: & — E emi, en supposant e(q) > g,
ce qui n’est pas restrictif. Ceci démontre I'inclusion

ker f* < ker f*.dy,
d’ou I'égalité (2).

(3) se démontre de maniére analogue (on peut aussi le démon-
trer directement de maniére trés élémentaire, en utilisant
simplement le fait que @dx et @y sont des algébres com-
plétes).

D’aprés (3), ’adhérence de f*(0y) dans Oy est égale a
f*@y) N 0x. Notre second résultat est alors le suivant:

TutoriME (B). — Supposons X analytiquement vrréductible.

Si le germe d’ensemble analytique Y' associé a Uidéal ker f*
de Oy est régulier, on a U'égalité :

f*(0x) 0 0x = f*(04)

i.e. f*(Oy) est fermé dans Ox.

Signalons enfin que les résultats précédents sont faux en
géométrie analytique. On sait en effet (voir [3]) qu’il existe
des germes d’applications analytiques f: (C" 0) — (C#, 0)
tels que kerf* =0 et kerf* # 0.

La démonstration utilise quelques résultats simples concer-
nant les courbes analytiques sur un germe d’espace analy-
tique.

1. Courbes analytiques sur un germe d’espace analytique.

Soit #,, le sous-espace de R[m;, ..., ,] formé des
polyndémes de degré < q. L’espace R" étant muni de la
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norme |z| = sup ||, on pose, si Pe2?,, et A est
1<ign
un sous-ensemble de la boule B (0, %) de R":
IP| = sup |P(z)|
llall< 3
IPls = sup |P(z)
TEA
Lemume 1.1. — Il existe une constante C, > 0, indépendante

de q, telle que pour tout P e 2, , et tout sous-ensemble A de

B (0, %), la mesure de Lebesgue de A étant supposée non

nulle :
Ce
IP| < —_ jPy,
(mes A)™
Preuve. — On peut supposer A fermé. Procédons par récur-
rence sur n. Si n =1, il existe des points 7, < z; < --- < z,

appartenant a A < [-—— %, + %], tels que, Vi,

mes A

q

|7 — 24| 2

On a l'identité :

d’our:

(g ¢ 1
IPI < 1Pl o P, B sy

"P"A <2q)q < (2e)q " “
(mes A) ¢! = (mesA)' "

Supposons le résultat démontré jusqu’a l'ordre n — 1
et démontrons-le pour n. Pour tout =z e[—— —%—, —}—%],

soit A, l’ensemble des points de A dont la premiére coor-
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donnée est ;. A, étant muni de sa mesure (n — 1)-dimen-
sionnelle, I’ensemble

B = %xle[—— %,-l—%];mesAz‘ > %S—Ag

mes A . . . . .
a une mesure > 5 (car sinon, on aurait d’aprés Fubini:
mes A | mes A
mes A = f mes A, dz; + mes A, dx, < 5 -+ 5 )
B CB

Posons P, = P(xz,, .) e 2, ,.
D’aprés I'hypotheése de récurrence, si z; € B:

1P| < A2 ba)t
“l S Tmes A)e-1n

mes A

2
(he)r  (2-1C,,)"

[Pl

Puisque mesB > » en appliquant le cas n=1:

IP] < mes ATi " (mos A)Jo-7 IPls, c.q.fd.
Soient R[[zy, ..., ,]] = #R Dlanneau des séries formelles;
R{z,, ..., x,} = O} D’anneau des séries convergentes. Iden-

tifions lespace pI‘O_]eCtlf P,_;(R) a lensemble des droites
de R" 1ssues de I'origine.

Prorosition 1.2. — Soit ¢ € FR et soit A un sous-ensem-
ble mesurable et de mesure non nulle de P,_;(R).

(1) Si o est analytique sur toute droite appartenant a A,
le. o(agt, ..., at) e R{t} pour tout a= (a,...,aqa, €A,
alors ¢ € OX.

(2) Si o est u-plate sur toute droite appartenant ¢ A, alors
o est u-plate.

oo

Preuve. — (1) Posons ¢ = Y ¢, ou ¢, désigne la forme
q=0

homogeéne de degré ¢ de ¢. Par hypothése, la fonction

fla) = sup \/l“"’<u u)

en résulte qu’il existe un sous-ensemble A’ de A mesurable
et de mesure non nulle et un p > 0, tels que ’on ait unifor-

prend des valeurs finies sur A. 1l
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mément sur A’, f(a) < 2p. Soit A” l’ensemble de mesure
n-dimensionnelle non nulle, intersection du cdéne de A’

avec la boule B (0, ;)' on a: [o/la < p% D’apres 1.1:
C..p >9
S{——)-
Idl ((mes A"

D’aprés une inégalité classique (cf. [2], page 12, I'inégalité
(10) est encore valable pour plusieurs variables), si

e (x) = 12 A,T?
Jwl=q

2q)?
jaul < CAtod < (2eyle)
La série ¢ est donc convergente.
(2) La preuve de (2) est immédiate et laissée au lecteur./
Bien entendu, le résultat précédent est vrai a fortiori dans le
cas complexe. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Prorosition 1.3. — Soit ¢ € £, = C[[z, ..., 2,]] et soit
A un sous-ensemble mesurable, et de mesure non nulle de
Pn—-l(c)'

1) Si ¢ est analytique sur toute droite appartenant a A,
ve. ¢agt, ..., an) e G{t} pour tout @ = (ay, ...,a,) €A,
alors: o€ 0,=C{z, ...,2,}.

2) Si ¢ est u-plate sur toute droite appartenant & A, alors
@ est p-plate.

Soit E(t) = (E4(2), ..., E4(t)) € CG{t}", £(0) = 0, un germe de
courbe analytique a l'origine de G"(2). Désignons par %,(§)
Pensemble des courbes &'(t) telles que E(t) — &'(t) soit
v-plate a Porigine. On a le résultat suivant:

LemMe 1.4. — Avec les notations précédentes :

1) Si ¢ € #, est analytique sur chaque courbe E'(t) € %,(&),
alors ¢ est analytique.

2) Il existe une application N > p — e(p) € N telle que si
o € F, est e(p)-plate sur chaque courbe E'(t)e €,(£),¢ estp-plate.

(%) Dans cet article, un germe de courbe analytique & I'origine de C" sera toujours
un germe d’application analytique: (C, 0) — (Cn, 0).
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Preuve. — On peut supposer que £ est égale & son jet
d’ordre v a lorigine. S1 £ = 0, la proposition résulte immé-
diatement de 1.3. Si £ # 0, on peut, par un changement
linéaire de coordonnées, supposer que £; # 0, pour

=1,
Considérons alors le germe d’application analytique f:
(s - or 3) e (Ea(8 F 2y -y a8 + 2, Ea()
Visiblement, s1 % est le germe de droite
t— (ayt, ..., a,4t, t),

fon appartient & %,(&).

(1) St ¢ est analytique sur chaque courbe E,() e 4,(%),
of est analytique sur chaque droite =% et, d’apres 1.3. 1),
fe Le morphisme f étant fidélement plat et fimi
(vé rlﬁcatlon immédiate), ¢ € 0,(3).

(2) Le morphisme [ étant plat et fini, il existe, d’apreés le
théoréeme d’Artin-Rees, une application Nosp — e(n) e N
telle que ’hypothése ¢ o f est e(w)-plate entraine que ¢ est
w-plate. S1 ¢ est e(n)-plate sur chaque courbe E'(t) € €,(§),
@ of est e(u)-plate sur chaque droite =; d’aprées 1.3. 2),
@ o f est e(u)-plate, d’ou le résultat./

¢
¢

o

1.5. — On se propose d’étendre le résultat précédent, le
germe régulier (C", 0) étant remplacé par un germe irréduc-
tible d’espace analytique X. Soient 0x l’anneau des germes
de fonctions holomorphes sur X; @x son complété pour la
topologie myx-adique (my:1déal max1ma1 de 0x). Soit n
la dimension de 0x.

On peut réaliser X comme germe d’espace analytique a
Porigine de GY = CG" X C™ ", les conditions suivantes étant

satisfaites (cf. [4], page 49):
(1.5.1) Si I désigne la projection X — (G*, 0), I’homo-

(3) Si B est un anneau. fidélement plat sur A par une injection i: A — B, et
si M, N sont des A-modules, N < M, on a:

N=Mﬁ(N@B)

On applique ce résultat & A=@,; B=0,; i=f; N=0,; M=%,.
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morphisme II*: 0,=C{z, ...,3} > Ox = Ox est injectif
et fini. B

(1.5.2) Si p est la dimension du corps des fractions de 0x
sur le corps des fractions de 0,, le polynéme minimal de

p
Z,+1 est un polynéme distingué: P(Z) =7r 4 3 aZr-') a
p i=1
coefficients q;€ 0, (donc i+ D aZbi e 513)
i=1

(1.5.3) Si A est le discriminant de ce polynéme, A # 0,

et: _
A'QXC 0n+0n'zn+1+"' +0nz£:}
- 1

En particulier, A.z,,; = Y ayzi,, pour j=2,...,N —n,
les a;€0,. i=o

Enfin, le complété @x de Ox est intégre; les résultats
précédents subsistent en remplagant Ox par &y, 0, par
#,.; en particulier Oy est de type fini sur #, et:

A-@X < ‘ain—I— fn';n+1 + e _{— 'g;u';ﬁ}.'

Soit 7(t) un germe de courbe analytique a I'origine de G-,
tel que A(n(t)) # 0. D’aprés ce qui précéde et le théoréme
de Puiseux (voir [4], lemme 8.1, chap. III), la courbe =()
se reléve en des courbes dans X, analytiques en /°!:

ELt), ..., &2(¢)
(donc II o E¥(t) = n(t)). Si 'on pose Ei(t) = (Ei(t) ..., Ex()),

les E1,,(t), ..., E8,:(t) sont les zéros du polynome
P
2+ 3 a(n()Z,

et donc vérifient I’'identité :

H (B (t) — E£+1(t))2 = A(n(t))-
1<Jj
Considérons une courbe analytique £(t) dans X. Si A
et v sont des entiers > 1, désignons par %}(£) l'ensemble
des courbes £'(t) dans X analytiques en A telles que
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g'(t) — E(t) soit v-plate a l'origine (cela signifie que
g (1Y) — E(1)

est Av-plate i lorigine, i.e. les tronqués a lordre Av des
germes d’applications analytiques

E'(th) et E(8)): (C,0) > X sont égaux).

La démonstration du résultat principal nécessite deux
lemmes préliminaires.

Lemme 1.6. — Soit &(t) une courbe analytique dans X;
posons n =1II1o& Si A(n(t)) # 0, 4 tout entier v = 1,
on peut assocter un entier vy > 1, tel que:

I#5'(E) = %y(n)
i.e. chaque courbe de ¥,(%) se reléve en une courbe de €2'(€).

Preuve. — Posons A(n(t)) = agt" + ant™+t 4 ..., avec
a; # 0. Onsait que £,,,(¢) est 'une des racines du polynéme
P

distingué: Z* + Y a(n(t))ZF-'. 11 existe donc un entier
i=1
vo = v + v, vérifiant la condition suivante: si 7'(t) € €,(7),
p
il existe &,.,(¢f) racine du polyndme ZF -+ 3 an'(t))Z
i=1

telle que &,.,(t) — En4a(t) soit v -4 vy-plate a lliorigine. Soit
g = (&, ..., Ex) la courbe de X relevant %'(f) et corres-
pondant a cette racine. D’aprés 1.5.3), pour j =2, ..., N —n,
on a:

(D) Eurs®) = 3 ay(n(8)Enea(t)

1=0
p—-1

A(n'(2)) - Enast) = 3 ay(n'(1))Ensa(2)

i=0

Or, A(xn(t)) — A(%'(t)), de méme que la différence des
seconds membres des égalités précédentes, sont v - v,-plates
a Porigine. Puisque

A(n(B) = et + -, A((1) = et + -1,

la différence §,.,(t) — E,4,(t) est v-plate a l'origine. Ainsi,
la courbe E'(t) appartient & @¥2'(§), c.q.f.d./
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Lemme 1.7. — Il existe une application Nsyp — €' (p) € N
vérifiant la propriété suivante: su deux éléments f € Ox, g € Ox
sont tels que f.g soit e'(u)-plate a Uorigine, alors f (ou g)
est w-plate a Uorigine.

Preuve. — Posons 0x = Ox/P, et soit ¢, ..., ¢, un sys-
téme de générateurs de I'idéal PB. Considérons I’équation
implicite :

q
Y1-Y2 = ,21 yj+2-‘P1(Z)°

On sait (voir [1]) qu’il existe une application
Nop—>e(n)eN

telle que toute solution formelle %(z) de cette équation,
modulo m*®+ (m: 1déal maximal de @) puisse étre
approchée a 'ordre p par une solution analytique. En consé-
quence, si f.g est e'(u)-plate a Iorigine, il existe [’ € Oy,
g €0x, tels que f'.g =0, et f—[f', g — g sont p-plates
a Porigine. Si par exemple, f' =0, on en déduit que f est
w-plate a l'origine, c.q.f.d./

Prorosition 1.8. — Soit &(t) une courbe analytique dans
X; posons n =11 o& et supposons que A(n(t)) # 0. Il
existe une application N3y — e(p) e N telle que, si ¢ € Ox
est e(u)-plate sur chaque courbe E&'(t) e €3'(8), alors ¢ est
w-plate.

Preuve. — D’apres 1.6, II¥}'(§) > ¢,(n). D’aprées 1.4.2,
il existe une application N> p — ¢’(p) e N telle que, si
y € #, est e'(u)-plate sur chaque courbe 7'(t) € %,(7),
¢ est p-plate.

Soit ¢ € dx, et supposons qu’il existe ¢y, ...,¢,€ F,
telles que ¢° 4+ Y 0" soit e"(e'e”)*~! (n)-plate a I'origine

1=1

de X et ¢ e"(e'e")-! (n)-plate sur chaque courbe
E'(t) € €3\(&).

Montrons alors par récurrence sur s, que ¢ est p-plate a
I'origine de X (La fonction ¢’ est celle fournie par le lemme
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”

1.7; d’autre part, on suppose que les fonctions ¢’ et ¢” sont
croissantes, ce qui n’est pas restrictif).
C’est vrai pour s=1. St s > 1, on voit que ¢, est

(e'e”)1(u)-plate & l'origine de C". D’aprés 1.7, ou ¢ est
s—1
e"(e'e”)~%(u)-plate & lorigine de X, ou ¢! 4 ¥ ¢

i=1
est e”(e'e”)*~%(n)-plate. Dans le 1€T cas, le résultat est démon-
tré; dans le second, on applique I’hypothése de récurrence.
Ceci démontre la proposition, car tout ¢ € §x vérifie une
équation de dépendance intégrale :

¢+ X dipi=0, avec s<p et ¢, eF,./
i=1

L’analogue de la proposition précédente, la platitude étant
remplacée par ’analyticité, serait le résultat suivant:

Consecture 1.9. — Le germe irréductible d’espace analytique
X vérifie la condition suivante :

C(X) Soit E(t) une courbe analytique dans X; posons
n=1I10% et supposons que A(n(t)) # 0. Alors, si ¢ e by
est analytique sur chaque courbe E'(t) € €5'(E), ¢ est analy-
tique, t.e. ¢ € Ox.

D’apres 1.4. 1), ceci est vrai lorsque X est régulier. On a
aussi le résultat suivant, facile & vérifier: soit f: X - Y un
morphisme analytique entre germes irréductibles; si

f*: 0y - 0x

est injectif et fini et si X vérifie 1.9, Y le vérifie également.
Signalons enfin qu’il suffirait de démontrer 1.9, lorsque X est
un germe irréductible d’hypersurface & 1l'origine de C"+i.
On peut démontrer le résultat suivant, plus faible :

Prorosrtion 1.10. — Soit ¢ € Ox; si ¢ est analytique sur
chaque courbe analytique dans X, ¢ est analytique, i.e. ¢ € Ox.

Preuve. — Soit ¢ € 0x; d’aprés 1.5, il existe a,, ..., a,€ #,
telles que:

4 -
—_ P—i
A P = E aizn-t-ll'
i=1
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Soit %(¢) une courbe analytique dans (C", 0) telle que
A(n(t)) # 0. Soient E(t), ..., EP(¢) les courbes dans X qui
relevent 7(t). Par hypothése, pour j=1,...,p:

3 (a0l = o0

est analytique.
Résolvant ce systéme et remarquant que le carré de son
déterminant est A(n(t)) # 0, on vérifie que

ar(n(2), . -, ap(n(t))

sont analytiques. D’apres 1.3.1) a,, ..., a, sont analytiques.
Ainsi;, A.¢ € Ox; l'anneau Fx étant fidélement plat sur
ax, q) € (Dx, C.q.f.d./

2. Preuves de (A) et (B).

24. — Soit f: X - Y un morphisme algébrique entre
germes de variétés algébriques et supposons X analytique-
ment irréductible. Nous démontrons (A) et, parallélement,
le résultat suivant:

Tutorime (B'). — Supposons X analytiquement vrréduc-
tible. Suv le germe d’ensemble analytique Y' associé a U'idéal
ker f* de 0y vérifie la condition C(Y'), on a Dégalité:

f*(y) 0 0x = f*(0y).

Le théoréeme (B’) entraine (B), car tout germe régulier
Y’ vérifie C(Y'), d’aprés 1.4.1. Visiblement, on peut suppo-
ser que 'homomorphisme f*: oy — ox est injectif. Soient
(#x], [#x] les corps de fractions de «/x et &y respective-
ment.

LemME 2.2. — Soit p le degré de transcendance de [s/x]
sur [y]. Alors, f=mog, ou g: X—>Y X (C,0)=V
est un germe d’application algébrique tel que g* soit injective
et [Ax] une extension algébrique finie de [fv];

m: Y X (Cr,0) > Y

la projection évidente.
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Preuve. — Soient &, ...,E,emx tels que &, ..., E,
solent algébriquement indépendants sur [&fy] et [&x] soit
une extension algébrique finie de [&y[E;, ..., E,]]. Il suffit
de prendre pour /v le localisé de «/y[&;, ...,&,] par
rapport a I'idéal maximal engendré par my et &, ...,&,./

Soit ¢ la dimension de [&x] sur [&v]. Le corps [#x]
est engendré, en tant qu’algébre sur [&y], par un élément
0 € [#x]. Visiblement, quitte & multiplier 6 par un élément
de #v\{0}, on peut supposer que 0 € &, ou mieux que
0 € mx, et que son polynéme minimal :

P(Z) =7 + 3 aZ+

a ses coefficients a, € oy. Soit 0,, ..., 0, une famille d’élé-
ments de my telle que tout élément de x soit de la forme
o(1 +2)! ou ¢ et 2 sont des polynémes en 6y, ..., 0,

a coeflicients dans oy, 2 € my. Il existe des polyndémes
p—1

Q(Z) = Y ayZ', a coefficients a;e€ oy et Se oy, S #0,
i=o0

tels que, pour j =1, ...,r:

p—1
S'ej = 2 aijei.
Lemme 2.3. — Soit E(t) un germe de courbe analytique dans

X et posons: w(t) = goE(t). Supposons que S(x(t)) # 0.
Alors, il existe un entier v > 1, tel que pour tout entier A > 1,
toute courbe dans V: w'(t) € €)(n) se reléve (par g) en une

1
courbe analytique en t»7' dans X.

Preuve. — Par hypotheése:

9

0(E() + 2 a(n(t)8(E@®)" =0 etpour j=1,...,r:

i=1
p—1

S(n(t)-8,8(1) = X aiy(n(2))8(E(2))".
Puisque S(=n(t)) # 0,
S(n(t)) = eyt" + agt™+t + ..o,

avec a;, # 0, v, entier > 0.
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Choisissons v > v, assez grand de telle sorte que, si

1'(t) € €(n),
1
il existe 0(¢) analytique en t¢'} telle que:

- g -— .
30 + 3 alw ()80 =0
et B8(E(t)) — 6(t) soit v -plate.
Définissons 8,(t), ..., 6,(t) par les identités:
— p-1 -— .
S(n'(0).8/0) = 3 oy’ ()Tt
Visiblement, S(%'(t)) = o,t" 4 ---; puisque
p—1
2 ay(n(0)8(E (@)
est v;-plate a I'origine (car 6,(§(t)) est O-plate), il en est de
p—1
méme de Y, ay(n'(¢))6(¢)'; ainsi, pour j =1, ..., r, 6,(t)
i=o0

est O-plate. 1
L’homomorphisme 9'*: oy — Cgtlz se prolonge de
maniére unique en un homomorphisme

g an[0]s > [clonf]

tel que E'*(8) =0(t) (o/v[0]s désigne 'anneau des poly-
ndmes en 0 a coefficients de la forme ¢/S*, ¢ € oy, s entier).
Cet homomorphisme &'* induit un homomorphisme &'*:

i
Ay, ...,0] > C%t“’% tel que, pour j=1,...,r:
£'%(8,) = 8,(1);
enfin, ce dernier se prolonge de maniére unique en un homo-

-
morphisme, noté encore E&'*: oy — Cgtmi. La courbe &
ainsi obtenue reléve 7', c.q.f.d./
2.4. Preuves de (A) et (B'). — Soit Y’ le germe d’ensemble
analytique irréductible associé 4 I'idéal ker f*. Rappelons tout
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d’abord qu’il existe A € 0y \{0} et un entier A > 1 tels que,
si  y(t) est une courbe analytique dans Y’, vérifiant
A(x(0) # 0

(1) Il existe une application N> u — e(p) e N telle que
si @ €0y est e(u)-plate sur chaque courbe y'(f) e ¥(y),
alors ¢ est p-plate (d’apres 1.8).

Et sous les hypothéses de (B’), 1e. Y' wvérnfie C(Y'):

(2) Si ¢ € 0y, est analytique sur chaque courbe y'(t) € €X(y),
(P € OY'.

Le germe d’application f se factorise de la maniére sui-
vante :

8
X—Y x (CP,0) =V

Y —Y

ou f' et i sont analytiques, = et g algébriques. Ceci
rappelé, 1l existe une courbe analytique £(t) dans X telle
que, s1 'on pose y(t) =f" o&(t) et =u(t) = go&(t), on ait
A(y(t)) # 0 et S(n(t)) # 0 (sinon, (Aof). (Seog) serait
nul sur toute courbe analytique dans X, donc nul. Il en résul-
terait que A =0, car f'* est injective; ou S =0, car g*
ast injective, ce qui est absurde).

D’aprés 2.3, il existe un entier v tel que toute courbe
Y'(t) € €X(y) (qui se reléve de maniére évidente en une courbe
7' (t) € ¥3(7m)) se reléve par f en une courbe analytique dans

A
X, en tr 9,
Preuve de (A). — Si ¢ € 0y, est telle que f'*(¢) =¢ o f'
est A.q! e(u)-plate, ¢ o f’ est e(n)-plate sur chaque courbe
a1
en t»?'; donc ¢ este(u)-plate sur toute courbe
Y'(t) € €Nv);

d’apres (1), ¢ est p-plate.
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Preuve de (B'). — Si ¢ € 0y, est telle que f'*(p) = ¢ o f'
est analytique, alors ¢ est analytique sur chaque courbe
Y'(t) € €My); d’aprés (2), ¢ € Oy..

Pour terminer, signalons quelques problémes :

(1) Démontrer (A) lorsque X n’est pas réduit, ou plus
généralement :

— démontrer le résultat suivant: Soit f: X - Y un mor-
phisme algébrique entre germes de variétés algébriques;
solent My (resp. My) un module de type fini sur &5 (resp.
y) et 9: My—> Mx un homomorphisme au-dessus de
f*: oy > 5. L’application induite par ¢: My — o(My)
est ouverte.

(2) Démontrer les résultats précédents dans le cas analy-
tique, sous certaines hypothéses raisonnables sur le mor-
phisme analytique f.

(3) Démontrer la conjecture 1.9 (au moins pour un germe
de variété algébrique). Ceci entrainerait (B) sous la seule
hypothése que X est réduit. On peut aussi envisager des

extensions du théoréme (B) analogues aux extensions (1)
et (2) du théoréme (A).
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