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FEUILLETAGES DES VARIETES COMPACTES
ET NON COMPACTES

par Claude LAMOUREUX

1. Nous considérons ici des feuilletages de codimension 1
définis sur des variétés X connexes non nécessairement
compactes; la classe de différentiabilité transverse de ces
feuilletages # est relativement basse, 1l sont « tangents )
au bord éventuel de X, et, pour fixer les i1dées, ils sont
transversalement orientables.

2. Pour étudier les propriétés qualitatives des feuilles de &
dont I’adhérence contient un ensemble compact saturé non
vide, on utilise d’habitude de fagon systématique les résultats
de Reeb et de Sacksteder: ils concernent les feuilletages
transversalement C? des variétés compactes; les propriétés
des ensembles minimaux (compacts) de # sont réduites a
celles de groupes ou de pseudogroupes de type fini de difféo-
morphismes locaux de R. C’est la méthode que nous avons
suivie par exemple en [26].

Nous supposons connus en détail ces résultats, cf. [39, 42,
48, 26], et plus généralement, I’ensemble des résultats actuel-
lement connus dans le cas compact.

Pour étudier les autres feuilles de #, il nous faut procéder
de fagon complétement différente, cf. [21] et les exemples

de [26].

3. Notre méthode d’étude est alors la suivante:

«) nous considérons tout d’abord le feuilletage # induit
par # sur le revétement universel p: X->X de X;
nous étudions le feuilletage % en détail, notamment par
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la méthode du disque en position générale, due a Haefliger,
et nous en déduisons des propriétés du feuilletage £ par
I'intermédiaire de la projection p;

B) nous considérons ensuite le feuilletage & comme un

feuilletage invariant sous l'action de m;(X) sur X, qui est
bien définie moyennant le choix de points-bases convenables

dans X et dans X. Le groupe fondamental de X apparait

alors comme un groupe de transformations de I'espace X/#
des feuilles de &; la différentiabilité transverse de £,
et, surtout, la structure algébrique de =,(X) jouent désor-
mais un réle essentiel.

4. Nous pouvons maintenant présenter trés schématique-
ment nos travaux de la fagon globale suivante: puisque le
quotient de m,;(X, z,) par son sous-groupe des commuta-
teurs est H,;(X; Z), les deux cas extrémes pouvant se pré-
senter sont clairement les suivants :

p') Hy(X; Z) est réduit a zéro,
B”) my(X, x) est abélien.

La partie I du présent travail énonce et démontre les
théorémes A et B qui décrivent respectivement la structure
du saturé de certaines familles simplement bordantes et de
certaines familles bordantes. Nous appelons ici famille
bordante, une collection finie de lacets (1),_, ., de X
dont les classes d’homologie {1} dans H,(X, Z) vérifient

n
une relation irréductible ¥ n,{i,} =0, avec n; # 0 pour

tout i. Dans le cas d’une famille simplement bordante,
c’est une relation d’homotopie libre qui est vérifiée par les
classes d’homotopie libre des lacets A,

Les théorémes A et B nous permettent entre autres
choses de résoudre, dans les situations «) et 8’) les pro-
blémes que nous nous étions posés. Nous obtenons ainsi des
théorémes de caractérisation des feuilles fermées en termes
de feuilles non captées, mais aussi et surtout des théoréemes
de captage (*) des feuilles exceptionnelles, des théorémes de

(*) Au sens de [19,25].
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dénombrabilité ou de finitude de certaines familles d’ensem-
bles fermés saturés (non nécessairement minimaux), et ’exis-
tence de feuilles fermées dans I’enveloppe de la réunion des
ensembles de ces familles.

5. La partie I permet également de réduire I’obtention des
propriétés géométriques désirées a des questions purement
algébriques, compte tenu du fait que nos deux travaux [27]
et [25] ont traité respectivement le cas B”): lorsque le groupe
fondamental de X est suffisamment gros (annoncé dans [20]),
puis suffisamment petit (annoncé dans [20]).

Nous revenons sur cet aspect algébrique en III-d.

6. Dans les parties II et III, les résultats de I sont ensuite
considérés comme des points de départ permettant de traiter,
a l'aide d’arguments supplémentaires, d’autres questions.

Pour des raisons de commodité, nous avons regroupé en II
les propriétés en relation relativement étroite avec le groupe
de Poincaré de la variété feuilletée X, et en III, celles qui
sont plus nettement en relation naturelle avec le groupe
H,(X; Z) ou avec le groupe H;(X; Q).

C’est ici le lieu de signaler quelques-unes des différences
essentielles qui surgissent immédiatement, par exemple entre
les transversales fermées homotopes a zéro et les transver-
sales fermées homologues & zéro sans 1térées homotopes a
zéro :

1) la présence de telles transversales fermées homologues a
zéro n’interdit nullement au feuilletage # d’étre trans-
versalement analytique, cf. les travaux de Haefliger;

11) elle n’entraine pas non plus I'existence de cycles éva-
nouissants, cf. le travail de Novikov;

1) enfin elle n’entraine méme pas, dans le cas particulier
ou la variété X est de dimension trois, orientable, compacte,
et sans bord, l'existence d’une feuille compacte ou d’une
composante de Reeb, cf. III-b ci-dessous et l’absence de
feuilles compactes dans le feuilletage de Sacksteder.

7. En Il-a nous obtenons une conséquence directe de
I’existence d’un ensemble fermé saturé minimal non réduit
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a une feuille fermée, qui est mise en évidence sur les exemples
connus.

En II-b nous obtenons des propriétés des feuilletages sans
holonomie, antérieures aux considérations analogues de Moussu,
cf. [17, 34], dont quelques conséquences sont indiquées
ci-dessous au § 8.

En Il-c nous étendons les propriétés brievement indiquées
ci-dessus au § 4 pour les variétés simplement connexes, aux
feuilletages vérifiant la condition FSB’ ¢énoncée en Il-c.
Un des intéréts de cette condition trés faible est de regrouper
dans une méme classe des feuilletages fort différents dont
souvent aucune propriété n’était connue. Nous dirons sim-
plement ici que ces feuilletages, qui peuvent étre rencontrés
sur des variétés trés diverses, ont des propriétés tout a fait
similaires a celles des feuilletages de classe C?® des variétés
compactes que nous avons démontrées en [21].

En II-d nous obtenons des propriétés des feuilletages
presque sans holonomie dans lesquels il existe une feuille F,
fermée ou non, telle que I'injection ¢ de F dans X induit
un isomorphisme sur les groupes fondamentaux. Sans res-
treindre en fait la généralité, il suffit de considérer une feuille
F fermée dans un ( feuilletage de Reeb généralisé », c’est-
a-dire dans un feuilletage #, presque sans holonomie et sans
feuilles intérieures fermées, défini sur une variété de la forme
M» x I. Le feuilletage # n’est pas nécessairement trans-
verse au facteur I, etla variété M" n’est pas nécessairement
compacte. Nous ne disposons donc plus des propriétés des
sous-groupes de Diff (I; 0,1) ni des théorémes rappelés
plus haut pour les variétés compactes. Toutefois, la majeure
partie des propriétés connues pour ces feuilletages dans le
cas C? transverse compact [42], puis dans le cas C? compact
non transverse [34], peuvent étre démontrées de fagon nou-
velle pour des feuilletages transversalement de classe C!
seulement; la méthode suivie fournit également la non-exis-
tence de feuilles exceptionnelles dans le cas transversalement
C2, tout en montrant que la présence de feuilles exception-
nelles, dans le cas C!, n’était en fait nullement génante.

8. D’autres résultats ont pu étre obtenus par la combi-
naison des deux parties du Corollaire 2 de II-b cité au § 7
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et de la méthode présentée ci-dessus au § 3. Nous avons
dégagé en [17] la situation suivante: £ est un feuilletage
d’une variété X dans lequel il existe une transversale fer-
mée t pointée par x,, rencontrant toutes les feuilles de #, et
admettant un relévement %, pointé par y, dans le revéte-
ment universel X de X, rencontrant toutes les feuilles de #.

Si le feuilletage # est sans holonomie [17], il en est de
méme de #, et 'espace des feuilles de # est donc homéo-
morphe 4 R ~ z. On voit donc apparaitre un quotient
G,,, de =;(X, ) comme un groupe de difféomorphismes
non pas de R mais de S!, puisque % provient de . Ce
groupe est sans point fixe non trivial, indépendant de z,
et de y, d’aprés II-b; 1l est abélien sans torsion d’apres [1].
En particulier toute transversale fermée & # rencontre
toutes les feuilles de #; il en résulte la structure suivante
pour le feuilletage #: si # posséde une feuille fermée,
toutes les feuilles de # sont fermées; si F posséde une
feuille localement dense, toutes les feuilles sont partout
denses; enfin, st # posséde une feuille non fermée et non
partout dense, # posséde un ensemble minimal exception-
nel unique, dont le complémentaire est composé de feuilles
propres. De plus, I’absence de feuilles exceptionnelles est
garantie lorsque % est de classe C® [17].

Ce théoréme de structure a eu les conséquences suivantes :

1) 1l nous a suggéré plusieurs méthodes nouvelles utilisées
ailleurs;

11) sa rédaction trés détaillée a été tres utile & Hector dans
la mesure ou une telle variété est un ouvert incompressible;
elle lui a en effet donné & la fois ’énoncé et la démonstration
du théoréme de structure des ouverts incompressibles [15];

m) il a «suggéré » de fagon directe un second travail,
cf. [6]. Remarquons & ce propos que de trés nombreuses autres
propriétés peuvent é&tre obtenues, a titre d’exercice et en
suivant notre méthode, dans le cas ou )~(/.95' est homéo-
morphe & R = z: il suffit de traduire les propriétés bien
connues des orbites du groupe G, , en termes de propriétés
sur £ ;

1v) il nous a été utile dans la démonstration du théoréme
de structure des feuilletages sans holonomie des variétés de
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groupe fondamental Z [28], bien que 'espace des feuilles
de X ne soit généralement pas homéomorphe & R.

9. En IIl-a nous démontrons le Corollaire 7 suivant: un
ensemble fermé saturé minimal exceptionnel contient une
feuille-ressort si, (et seulement si), I'une de ses feuilles est
coupée par une transversale fermée homologue a zéro. Ce
corollaire est nouveau méme dans le cas compact ou la pré-
sence de transversales fermées homologues & zéro sans itérées
homotopes a zéro avait été remarquée.

En III-b nous montrons que ce Corollaire permet alors
par une vérification directe de redémontrer de fagon nouvelle
et geometrlque Pexistence d’une feuille-ressort dans tous les
ensembles minimaux exceptionnels connus. Nous remar-
quons également que nous n’utilisons pas I’hypothése de
compacité qui est indispensable pour I'application du théo-
reme de Sacksteder [48] concernant les ensembles minimaux
exceptionnels compacts.

En IIl-c nous obtenons rapidement des résultats similaires
a ceux de II-c pour les feuilletages vérifiant la condition
homologique souvent rencontrée F.B.

10. De nombreux résultats et prolongements ne peuvent
étre décrits dans cette introduction, par manque de place.

Nous ne mentionnons que rapidement quelques points con-
cernant ces résultats :

1) la plupart s’avérent étre nouveaux et fort utiles méme
lorsque la variété feuilletée étudiée est compacte;

11) leur portée est beaucoup plus générale qu’il peut sembler
4 premiére vue. D’une part ils constituent certains volets
supplémentaires de la théorie décrite ci-dessus au § 3; d’autre
part il se trouve que l’étude d’une feuille donnée et de son
adhérence nécessite seulement la considération du sécant
d’homotopie ou du sécant d’homologie de cette feuille; ces
deux semi-groupes sont respectivement des sous-semi-groupes
du groupe de Poincaré et du premier groupe de Betti de la
variété X, cf. [19].

1) Putilisation de ces semi-groupes s’avére fructueuse
comme nous le montrons & diverses reprises, cf. Il-c et la
Proposition 1, par exemple;
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1v) a titre d’exemple nous donnons en III-¢ quelques théo-
rémes concernant des feuilletages ayant des feuilles dont le
sécant d’homotopie ne se trouve dans aucun des deux cas
extrémes B') et B”) présentés au § 4;

v) le paragraphe III-d présente briévement quelques
théoréemes de captage obtenus par des méthodes compléte-
ment différentes, ainsi que d’autres directions de recherche;

vi) pour décrire la réduction algébrique annoncée plus
haut, nous utilisons directement nos résultats, les notions de
sécant d’homotopie et d’homologie, ainsi que le contenu de
III-d. Il nous a fallu pour toutes ces raisons placer cette des-
cription a la fin du travail.

11. Nous terminons cette introduction par le plan relati-
vement détaillé suivant:

I. Structure du saturé d’une famille bordante ou simplement
bordante.

a) Définition des familles bordantes et simplement bor-
dantes.

b) Enoncé des Théorémes A et B.

¢) Début de la démonstration des Théorémes A et B.
d) Fin de la démonstration du Théoréme A.

e) Fin de la démonstration du Théoreme B.

f) Sur les possibilités de généralisation des Théorémes

A et B.

II. Exemples de propriétés liées au groupe de Poincaré.
a) Ensembles minimaux et feuilles-ressorts.
b) Deux propriétés des feuilletages sans holonomie.

¢) Propriété des feuilletages vérifiant la Condition H.L.
ou la Condition F.S.B. Exemples.

d) Etude des feuilletages de Reeb généralisés.
III. Exemples de propriétés liées au premier groupe de
Betti.

a) Caractérisation des ensembles fermés saturés mini-
maux exceptionnels contenant une feuille-ressort.
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b) Application au probléme de l’existence de feuilles-
ressorts dans les ensembles minimaux exceptionnels.

c¢) Propriétés des feuilletages vérifiant la Condition H.C.
ou F.B.

d) Généralisation des résultats précédents.
Conclusion.

Bibliographie.



CHAPITRE PREMIER

STRUCTURE DU SATURE D’UNE FAMILLE BORDANTE
OU SIMPLEMENT BORDANTE

Le contenu du chapitre I, ainsi que son plan, ont été pré-
sentés dans 1'Introduction.

I-a. Définition des familles bordantes
et simplement bordantes.

L’étude des feuilletages de codimension un nous a amené
a dégager la notion de famille bordante. Comme on le verra
plus loin, la géométrie d’un feuilletage dépend fortement
des différents types de familles bordantes qu’il admet; cette
dépendance n’est d’ailleurs pas a sens unique, que le feuille-
tage soit avec holonomie ou sans holonomie.

Derinition 1. — Une famille ¢ de lacets (l),_, ~ d'un
espace topologique X constitue une famille bordante (respec-
tivement simplement bordante) dans X s’il existe une variété
topologique M? et une application continue ¢ de M? dans X
vérifiant les trois conditions suivantes :

1) la variété topologique M? est une variéié compacte, connexe,
orientable, de dimension 2 (respectivement, qui est de plus une
sous-variété de la sphére S?);

11) le bord de M? se compose d’exactement N cercles S};

iil) pour chaque valeur de 1, la restriction de ¢ a S} peut
étre considérée comme un itéré d’'un paramétrage de [(S').

La notion de famille simplement bordante intervient de
facon trés naturelle dans I’étude de nombreuses propriétés.
En effet, une transversale fermée r & un feuilletage &
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d’une variété X constitue a elle seule une famille simple-
ment bordante dans X (on a alors M2 = D?) si et seulement
si sa classe d’homotopie est un élément de torsion de =, (X, x,),
si z, est un point quelconque de z. De méme deux lacets
de X constituent une famille simplement bordante dans X
si, et seulement si, ils admettent deux itérés librement homo-
topes (on a alors M2 = St X I).

Considérons enfin une famille bordante constituée d’un
lacet unique t. Un itéré d’un parameétrage de ce lacet appa-
rait alors comme le bord d’un 2-cycle orienté de X construit
a l'aide de Papplication ¢ de M? dans X. Il en résulte
que la classe d’homologie de < est un élément de torsion
de H,(X;Z). Réciproquement un lacet représentant un élé-
ment de torsion de Hy(X;Z) constitue évidemment une
famille bordante dans X, cf. par exemple le théoréme 4,
p. 173 de [51].

Les remarques précédentes sont & lorigine de la Défini-
tion 1, donnée a Oberwolfach, le 28 mai 1971 [19]. Elles
motivent en grande partie les conditions i) et ii). Notons en
passant que la condition de connexité faite sur la variété
M2 n’est nullement restrictive: si M? n’était pas connexe,
la famille & apparaitrait simplement comme une « somme »
finie de sous-familles bordantes, cette fois, au sens de la Défi-
nition 1.

Le role de la condition iii) de la Définition 1 est le suivant.
D’une part, il aurait été trop strict d’exiger que la restriction
de ¢ a St fat librement homotope & [, ou, ce qui revient
au méme, que 'on ait ¢|gq = [, car un lacet représentant
une classe non nulle de 2-torsion de m,(X, z,) n’aurait pas
pu étre considéré comme constituant une famille simplement
bordante. D’autre part le saturé d’un lacet itéré A", n % 0,
d’une variété feuilletée est un ensemble qui ne dépend ni de
n, ni du paramétre de A choisi: la condition 1) de la Défi-
nition 1 est donc tout a fait adaptée a nos besoins.

La notion de famille bordante ou simplement bordante
sera particuliérement commode dans la démonstration des
propriétés d’holonomie des feulletages des variétés compactes
ou non compactes. Il semble qu’il serait toutefois intéressant
d’étudier, cette fois d’un point de vue algébrique, la structure
induite, par la relation N-aire de famille simplement bor-
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dante et par la « somme » a laquelle il a été déja fait allusion
ci-dessus, sur la famille des sous-groupes cycliques du groupe
d’homotopie libre d’un espace topologique X.

I-b. Enoncé des Théorémes A et B.

Le Théoréme A nous a été suggéré par nos résultats anté-
rieurs concernant le saturé d’une transversale fermée homo-
tope a zéro [16]; 1l a été énoncé dans toute sa généralité

en [19].

TrtoriMe A. — Soit p transversales fermées ~, ..., 1,
& un feuilletage &F de codimension wun, transversalement
orientable et transyersalement de classe C!' d’une variété X
non nécessairement compacte. Soit A la réunion des feuilles
du feutlletage # qui rencontrent une et une seule des trans-
versales fermées o, ...,t,. Soit & une famille de lacets de X
composée d’'un certain nombre m de lacets de X contenus
dans des feuilles de & et des transversales =y, ...,7,. Si &
constitue une famille simplement bordante dans X, alors:

1) aucune feuille de A n’est fermée;

11) toute feutlle de A est une feuille captée au sens de [19, 25];

111) tout ensemble fermé saturé non vide contenu dans A
contient une feutlle-ressort;

iv) tout ensemble fermé saturé minimal rencontrant A
contient une feuille-ressort;

v) toute famille d’ensembles fermés saturés de &, non vides,
rencontrant A, et deux a deux disjoints, est finie;

vi) la famille des ensembles fermés saturés minimaux de F
rencontrant A est finie;

vil) st Uensemble saturé A est X, alors

a) le feuilletage F ne posséde aucune feuille fermée,

b) il contient une feuille-ressort et il admet un nombre au
plus fint non nul d’ensembles fermés saturés minimauz.

Quelques remarques sur le théoréme A seront faites en

I-f; les conclusions du Théoréme A constitueront le point
de départ de II.
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Le théoréeme B a été annoncé en [19]; il nous a été suggéré
par P'étude des feuilletages des sphéres d’homologie de dimen-
sion 3.

TuktorimE B. — Soit #F un feuilletage de codimension un,
transversalement orientable, transversalement de classe C? cette
fois, d'une variété X non nécessairement compacte. Les nota-
tions <y, ..., T, A, & sont celles du Théoréme A. Si & constitue
une famille bordante dans X, alors

1) aucune feuille de A n’est fermée;

11) toute feuille propre ou exceptionnelle de A est une feuille
captée; '

1i1) tout ensemble fermé saturé minimal exceptionnel rencon-
trant A contient une feutlle-ressort.

Dans la plupart des cas, les conclusions i), v), vi) et vii)
du Théoréme A sont également vérifiées sous les seules hypo-
théses du Théoréeme B, cela bien qu’une famille bordante ne
soit généralement pas simplement bordante. Nous utilisons
alors, comme pour démontrer les conclusions ii) et 111) du Théo-
reme B, le fait que le feuilletage étudié au Théoréme B est
transversalement de classe C2.

Remarque O. — Une version plus forte des Théorémes A
et B est en fait obtenue en I-f grice & la considération de
I’ensemble Ay

I-c. Début de la démonstration des théorémes A et B.

Nous étudions dans ce paragraphe certaines propriétés
résultant de D’existence de la famille bordante ou simplement
bordante & 1intervenue dans I’énoncé des Théorémes A et B.
Nous supposons pour l'instant que le feuilletage # étudié
est transversalement orientable, transversalement de classe
cz.

La famille & se compose de p transversales fermées
Ty -7, & F et de m lacets Ay, ...,2%, contenus dans
des feuilles du feuilletage #.

Puisque & est bordante dans X, 1l existe une variété



FEUILLETAGES DES VARIETES COMPACTES ET NON COMPACTES 233

M2 compacte et une application continue ¢ de M2 dans X
vérifiant les conditions 1), ii), iii) de la définition 1 de l.a,
avec N = p 4+ m. D’aprés des remarques faites en [-a sur
cette condition 1ii), nous pouvons supposer, sans restreindre
la généralité et sans modifier 'ensemble saturé A, que la
restriction de ¢ a S} définit la transversale fermée o, a
F, pour i =1,...,p et que la restriction de ¢ a S}
définit le lacet 2; d’une feuille de # pour j =1, ..., m.

La variété X n’est pas nécessairement de classe C2, mais
M2 est une variété différentiable et nous pouvons alors appro-
cher ¢ par une nouvelle application ¢’ telle que toutes
les applications pr; o hg' o ¢’ solent, lorsque définies, de
classe C2, ou pr; o h;? désigne l'application distinguée
du feuilletage # a valeurs dans R définie sur I'ouvert
distingué (U, h,) de #.

Pour mettre ¢’ en position générale par rapport 4 £
nous utiliserons le lemme suivant, cf. [10]:

Lemme 1. — Soit F un feuilletage de codimension un
transversalement de classe C* d'un espace X. Soit [ une
application continue d’une variété M, de classe C* et de
dimension s > 1, dans X telle que la composée pr; o A o f,
soit, lorsqu’elle est définie, une application de classe C? de
Ms dans R pour toute carte (U, h,) de &F. Alors sur tout
compact K donné de M:, f peut étre approchée, d’ausst
prés que Uon veut dans Uespace C{(Ms, X) des fonctions conti-
nues de Ms dans X, muni de la topologie habituelle, par
une application continue g telle que pry o h3t o g, lorsqu’elle
est définie, ait sur K tous ses points critiques du type quadra-
tique non dégénéré.

Lorsque X, # et f sont (2, la fonction g peut étre
de plus choisie C? et arbitrairement proche de f au sens
de ’écart sur K des fonctions et de leurs dérivées partielles
premiéres et secondes; g peut étre alors une immersion,
resp. un plongement, s’il en est de méme pour f.

Lorsque [ vérifie déja, sur un voisinage compact d’un
compact C, les propriétés vérifiées par 'application g ci-
dessus, la fonction g peut étre choisie telle que 'on ait de
plus fic = g
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Démonstration. — On procéde comme en [33], Th. 8.7,
p- 178, lorsque le feuilletage # est défini par une seule carte,
et comme en [10] p. 316 dans le cas général, en vérifiant point
par point que la structure « tangente » aux feuilles du feuille-
tage n’intervient pas.

Remarque 1. — a) Grace aux résultats de [53, b4] sur les
singularités des applications de R¢ dans R9, le lemme 1
peut étre étendu aux feuilletages de codimension ¢ supé-
rieure & 1.

b) Grace a la notion de point critique T.N.D., c’est-a-dire,
topologiquement non dégénéré, cf. [33, 3, 9 et 14], le lemme 1
peut étre étendu, lorsque s = dim M* < 3, aux feuilletages
# de codimension 1 qui sont seulement de classe C! (voire
C?). Nous utiliserons cette extension en Id) de fagon cruciale :
c’est en effet par le seul intermédiaire du Lemme 1 que la
différentiabilité transverse du feuilletage & intervient dans
la démonstration du Théoréme A.

L’application du Lemme 1, avec M= M? et f=¢/,
fournit une application g que nous notons encore ¢ par
abus de langage. Les propriétés de cette application ¢ et
des applications pry o bz' o ¢ se traduisent ainsi:

Soit ¥ l’ensemble des points z de M2 en lesquels une
application pry o h;' o ¢ est définie et présente un point
critique. Alors le bord oM? de M? admet un voisinage
tubulaire T dans M? ne rencontrant pas X. Sur M2 — X
les applications pry o A;' o ¢ définissent une structure de
feuilletage, au sens habituel, de codimension un, transversale-
ment de classe C? et transversalement orientable, puisqu’il
en est de méme de #. Ce feuilletage induit par ¢ et &
sur M2 — X est noté 2(e, F; M2 — X).

Les points de £ peuvent étre considérés comme des singu-
larités du feuilletage 2(¢, F; M? — Z) pour la variété M2
cf. Chap. 2, A, 2), Déf. 1 pour le cadre et la terminologie pré-
cis choisis pour toutes ces questions de singularités en [22].
Vu l’expression des applications pr; o ;' o @ au voisinage
d’un point s de X, la singularité s est un col ou un centre,
au sens habituel. Les singularités de 92(¢, #; M? — X)

sont donc isolées; puisque M2 — T est compact, alors =
est un ensemble fini.
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Le comportement de 2(¢, F; M2 — X) sur T doit étre
précisé. On vérifie aisément les deux assertions suivantes
de [22]: chaque (S});.;, de dM? est une transversale
fermée de (¢, F; M* — X); chaque (S},;)ic;<n est une
feuille compacte de 2(¢, F; M2 — IX).

Pour démontrer les Théorémes A et B nous allons étudier
I’adhérence de chaque feuille F de A seulement a partir
de I'intersection de F avec I'une des transversales fermées
de ¢&. Nous ne prendrons jamais en considération les feuilles
St,; du bord de M? pour j > 1. Nous pouvons donc sup-
poser, sans restreindre la généralité, que toutes les compo-
santes du bord de M2 sont des transversales fermées du
feuilletage que nous venons d’introduire. Pour se ramener
directement & ce cas on peut par exemple prolonger (abstrai-
tement) le feuilletage 2(¢, #; M? — X) de la fagon suivante :
le long de chaque composante (S,)), . ;.,, nous recollons a
Paide de D'application identité un exemplaire d’un disque
D2,, muni du feuilletage, tangent au bord, par des cercles
concentriques; ces m recollements ayant été faits, nous nous
trouvons donc, & un changement pres de variété M2, dans
une situation identique a celle dans laquelle nous nous serions
trouvé si la famille & n’avait contenu que des transversales
fermées.

Puisque le feuilletage # est transversalement orientable,
le feuilletage 2(¢, #; M? — X) est transversalement orien-
table. Choisissons une orientation transverse de

9(‘9: g—';M2 —2)7

puis une orientation de la variété orientable M2. Il en résulte,
d’une part, une orientation des transversales fermées de
2(p, F; M2 — Z), donc de chaque (S}),,.,, d’autre part
une orientation globale 0 des feuilles de 2(p, #; M2 — X).
On peut alors dire, grace a 0, qu’une feuille f de

9(‘?7'9:;M2_2‘)

sort de M? le long d’une composante donnée de dM2, ou
qu’elle entre dans M2. On vérifie que, le long d’une transver-
sale donnée S}, toutes les feuilles sont du méme type, c’est-
a-dire ou toutes entrantes, ou toutes sortantes. Nous pouvons
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supposer que les feuilles de 2(9, #; M? — Z) sont toutes
entrantes le long de S!; nous notons désormais 2(M? — X)
le feuilletage 2(p, #; M? — X) ainsi orienté.

Soit dM+*, resp. dM~ la réunion des composantes de dM?
le long desquelles les feuilles de 2(M? — X) sont toutes
entrantes, resp. toutes sortantes.

D’aprés ce qui précéde, toute feuille de 2(p, #; M2 — 3)
rencontre dM2? en au plus deux points: 'un dans oM+,
Pautre dans dM-. En particulier une feuille f de

(e, F; M — %)

rencontrant dM? est une feuille propre, et son ensemble-
limite dans M?2? est un compact non vide si ses extrémités
ne sont pas toutes deux dans doM?2.

Il n’est pas vrai, en général, que toute feuille de 2(M? — X)
rencontrant exactement l'un des deux ensembles dM+* et
dM- soit une feuille captée, au sens de [19], puisque ’ensemble-
limite d’une telle feuille peut fort bien étre réduit & un col.
Pourtant nous voulons démontrer que toute feuille de A
est captée.

Pour ce faire, nous sommes amenés a définir sur M? une
structure de feuilletage avec singularités, notée 2, dont
les « feuilles au sens généralisé », ou encore « 2-feuilles »,
sont définies comme étant les classes d’une relation d’équiva-
lence qui n’est pas ouverte, en général :

DeriNiTioN 2. — Deux points x et y de M2 appartiennent
a une méme P-feutlle su, et seulement si, il existe une suite finie
de poinis zy, ..., xy de M? tels que x =z, zy =1y, et

pour tout v vérifiant 0 < v < N —1, Pune au moins des
deux propriétés suivantes soit vérifiée:

— x, et x,,, appartiennent d une méme feuille de
2(M2 — X);

— il existe une carte (U,, h,) de F pour laquelle
pry o b3l o @ est définie en =z et en =z, etlona

Pry o izt o (@) = pry o bl o @(m) = 0.
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On vérifie, cf. Lemmes 8 & 11 de [22], les propriétés sui-
vantes : :

«) une P-feuille peut &tre une feuille de 2(M? — X) au
sens habituel, un centre, ou encore la réunion finie d’un cer-
tain nombre de cols (c),_, .. , et de feuilles de 2(M? — X)
dont I’un des bouts au moins définit un ensemble-limite dans
M2 réduit & 'un des cols ¢, ..., c,;

B) une Z-feuille contenant k cols contient au plus 3k + 1
feuilles différentes de 2(M? — X);

y) 'ensemble-limite dans M? d’une 2-feuille est une réu-
nion de certaines parties de 2-feuilles, mais ce n’est pas, en
général, une réunion de Z-feuilles;

8) 'image par ¢ d’une 2-feuille donnée f est entiérement
contenue dans une seule feuille F de %, mais ¢ (F)
contient en général plusieurs 2-feuilles.

Nous appelons « feuille de type infini» de 2(M2 — X)
une feuille dont une semi-caractéristique au moins admet un
ensemble-limite dans M2? non réduit & un point de ZX.

Nous avons alors le:

Lemme 2. — Toute 2-feuille f, rencontrant dM* mais ne
rencontrant pas dM~ (ou rencontrant dM~ mais ne rencon-
trant pas dMt), contient une « feuille de type infini » non
fermée dans M?2.

Démonstration. — A un changement d’orientation prés,
nous pouvons supposer que f rencontre dM* sans rencon-
trer dM~-. La feuille f contient un nombre fini &k de cols,
notés ¢y, ..., c, lorsque k n’est pas nul. Un argument bien
connu de [10] nous permettrait de nous ramener au cas ou k
est inférieur ou égal & 1 pour toute 2-feuille. Dans f il n’y
a aucune feuille de 2(M? — X) rencontrant dM- etil y a
p feuilles de 2(M2? — X) rencontrant oM+, avec p > 1.
Si k > 1, chacune de ces p feuilles doit aboutir a 'un des
cols ¢, ...,¢c. 51 n’y avait dans f aucune feuille de type
infini, les ¢ autres feuilles de 2(M2? — X) composant f
devraient avoir chacune de leurs semi-caractéristiques soit
1ssue d’un col de f, soit aboutissant & un col de f.

Considérons les (p + ¢q) feuilles de 2(M? — X) compo-



238 CLAUDE LAMOUREUX

\%

k
sant f. Le décompte des bouts de f—Uc,. st k=1,

i=1

et de f s1 k égale 0, meénerait alors au systéme suivant
qui n’admet évidemment aucune solution: p 4 ¢ = 2k,
gq=2k, avec p>1,¢20,0>k>0 et 3k+1 > p+tq.

S1 k=0, la feuille f est une feuille de type infini; si
elle était fermée dans M2, elle serait compacte, contrairement
au fait qu’elle rencontre I'une des transversales S! de doM?
en exactement un point. Si k > 0, au moins 'une des feuilles
de 92(M? — E) contenues dans [ admet une semi-caracté-
rlsthue positive qui est de type infini; puisqu’elle appartient
a f, elle est nécessairement issue d’un col de f et elle ne
peut étre fermée dans M2. Le lemme 2 est donc démontré.

Pour les Z-feuilles vérifiant les hypothéses du Lemme 2,
nous obtiendrons en I-d et en I-e des théorémes de captage
de facons fort différentes selon que M? pourra étre plongée
dans S? ou pas.

Nous aurons alors besoin du:

Lemme 3. — La feuille de # contenant I'image par o
d’une D-feuille f captée par une PD-feuille g est une feuille
captée par la feuille de F qui contient ¢(g).

Démonstration. — Soit S un lacet de g par lequel f est
captée. Par définition, S admet dans M? un semi-voisinage
tubulaire T%* sur lequel les @-feuilles induisent un feuilletage
admettant un polycycle-limite P et des spirales s’enroulant
asymptotiquement sur P. Si T% est choisi suffisamment
petit, il n’y a pas de singularités dans ce feuilletage autres
que celles de P, et il n’y a pas de feuille compacte autre que
P. De plus la restriction de ¢ a TZ* est transverse & F et
les cols de P n’interviennent pas.

Considérons maintenant T+ comme 'image d’une immer-
sion t de S'x [0,1[ dans M2, vérifiant les conditions
intervenant dans la définition d’une feuille captée; les mémes
conditions sont alors vérifiées, d’aprés ce qui précéde, par
Iapplication composée ¢ o i et la feuille de # contenant
o(f) est captée par la feuille de # contenant ¢(g). Cela
démontre le Lemme 3.

Remarquons en passant qu’il résulte des Lemmes 2 et 3
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la propriété suivante (qui peut étre démontrée plus simple-
ment de fagon directe) : soit F une feuille de #, qui contient
I'image par ¢ d’une Z-feuille rencontrant exactement I’'un
des ensembles dM*, dM~; alors F n’est pas une feuille fer-
mée de &, cf. Th. A1) et Th. B1).

En particulier, une feuille F de A ne saurait étre fermée :
d’aprés le Lemme 3, ¢~(F) contient une 2-feuille f rencon-
trant 'un exactement des deux ensembles dM* et 2M-,
ou f n’est pas fermée, d’aprés le lemme 2.

I-d. Fin de la démonstration du théoréme A.

Nous conservons les hypothéses et les notations introduites
en I-¢c, mais la variété M2? admet maintenant la propriété
de pouvoir étre plongée dans $S* puisque la famille ¢ de
I’énoncé du Théoréeme A est simplement bordante.

Cette propriété est utilisée uniquement par l'intermédiaire
du lemme suivant:

LemMme 4. — Soit F une feuille non compacte d’un feuille-
tage topologique F orientable de codimension un d’un ouvert
% de la sphére S*. Soit | une semi-caractéristique non com-
pacte de F n’aboutissant pas d une singularité de . Sup-
posons que les singularités de F dans S* sont, soit des centres,
soit des cols, soit encore telles que toute semi-caractéristique,
admettant une singularité s dans son adhérence, ait un ensem-
ble-limite réduit & s lorsque s n’est ni un centre ni un col.
Alors la frontiére de | dans % est un lacet de % composé
d’un nombre fini de-feuilles de F et des singularités auzxquelles
leurs semi-caractéristiques aboutissent. Ce lacet se comporte
vis a vis de | de la méme fagon qu’une feuille compacte de F
vis-a-vis d’'une feuille a laquelle elle est adhérente.

Démonstration. — Le Lemme 4 est une généralisation de la
théorie classique de Poincaré-Bendixson a des feuilletages
topologiques des ouverts de S? dont les points singuliers
présentent quelque singularité. C’est en fait un cas particulier
du Théoréme 2 de II.A dans [22], ou nous avons développé
les points suivants: soit # un feuilletage orientable d’un
ouvert # de S%. Toute feuille non fermée dans % est
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coupée par une transversale fermée sans points doubles conte-
nue dans #%. D’aprés le théoréeme de Jordan, toute telle
transversale fermée rencontre chaque feuille de # en au
plus un point. Cela démontre que les feuilles de # sont
propres, mais aussi ont une enveloppe composée de feuilles
fermées dans % coupées par aucune transversale fermée,
cf. [20, 25] pour une propriété similaire dans des feuilletages
généraux. Appelons singularité tout point de la frontiére de
# dans S%:. Nous disons qu’une singularité s est conve-
nable pour une semi-caractéristique ! si s admet un voisi-
nage ¥  dans 5? tel que ¥ Nl soit contenu dans un nom-
bre fini de secteurs hyperboliques de ¥ de sommets s.
Nous disons que s compactifie [ si ’enveloppe de I, dans

# cette fois, se réduit & s. On a alors le Théoréme 2 cité plus

haut : enveloppe dans # d’une semi-caractéristique ! non
compacte et non compactifiée pour laquelle chaque singula-

rité de F est convenable, est un lacet de # composé d’un

nombre fini de feuilles de # et des singularités de # qui
les compactifient. Ce lacet est en fait un polycycle par lequel
est captée. Il en résulte alors le Lemme 4.

Remarque 3. — Les hypothéses faites sur les singularités
du feuilletage # dans I’énoncé du Lemme 4 sont généri-
quement vérifiées lorsque # est la trace, sur I'intérieur #
d’une sous-variété a bord M2, d’un feuilletage (avec singula-
rités) défini sur M2 et transverse au bord dM2. En revanche,
I'hypothése d’orientabilité transverse n’est pas automatique-
ment vérifiée et s’avére indispensable puisqu’il existe des
feuilletages avec singularités de S? ayant des feuilles denses.

La conjonction des Lemmes 2 et 4 fournit alors le:

ler RESULTAT INTERMEDIAIRE. — JSous les hypothéses
rappelées au début de 1.d, toute P-feuille rencontrant un seul
des deux ensembles dM+*, DM~ est une feuille captée.

Conséquences. — La propriété 8) et le Lemme 3 de I-c
permettent de traduire le 1er Résultat intermédiaire de la
facon suivante: toute feuille de # qui est le saturé d’une
P-feuille rencontrant exactement 'un des deux ensembles
dM+ et oM~ est une feuille captée.
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En particulier, toute feuille de A est une feuille captée,
cf. Th. A, n).

Considérons une feuille F captée par une feuille G. Si
G est une feuille différente de la feuille F, F contient F
strictement et la feuille F n’est pas fermée, cf. Th. A, 1).
Si de plus F est contenue dans un ensemble fermé saturé
minimal F, alors G appartient 3 F. Puisque G est dense
dans F, la feuille G est captée par elle-méme. Alors F
contient la feuille-ressort G, cf. Th. A iv). Cela implique que
F contient une feuille qui n’est pas propre; en particulier
F = G n’est pas réduit a une feuille fermée.

Les assertions 1), 11), iv) vii @) sont donc démontrées lorsque
F est transversalement de classe C2.

Pour démontrer les autres assertions du Théoréeme A, il
faut faire une étude globale du feuilletage 2(M2 — ) et
des 2-feuilles.

Notons 2t la réunion des Z-feuilles rencontrant dM+
et ne rencontrant pas dM~. Toute Z-feuille de 2+ contient
une « feuille de type infini » et chaque feuille de type infim f
contenue dans une Z-feuille de 2+ est alors captée par un
polycycle-limite P que nous dirons associé a f.

Soit C*+ I’ensemble des polycycles-limites P qui sont
associés a une feuille de type infini contenue dans une 2-feuille
de 2+. Nous avons alors le

2¢ RESULTAT INTERMEDIAIRE. — Avec les hypothéses et
les notations qui précédent, ensemble C*+ est fini.

Démonstration. — Soit P un polycycle de C+. Nous
considérons P comme une réunion non vide de cercles;
ces cercles ne rencontrent pas d9M2. Puisque M2 est une sous-
variété de S2, P sépare M? en au moins deux composantes
connexes. D’aprés un résultat de Poincaré, chacune de ces
composantes connexes qui ne contient pas dM? admet en
son intérieur un point de X. D’autre part, une telle compo-
sante ne contient aucun polycycle de C*+ dans son intérieur;
en effet les singularités éventuelles de P sont des cols;
puisque P est un polycycle de C+, les feuilles de 2(M? — X)
contenus dans la 2-feuille de P seront toutes contenues dans
les composantes connexes de M? — P dont l'intérieur ne
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contient pas dM?; en particulier la @-feuille de P ne ren-
contre pas dM2. Un polycycle-limite qui est dans une compo-
sante connexe de M? — P ne contenant pas dM? n’appar-
tient pas & C*. Il en résulte que C*+ est fini puisque X
est fini.

Conséquences. — Dans ce qui précéde, on peut échanger
les roles de dM+* et dM~—: il existe donc une famille finie
(Fiicj<q de 9-feuilles telle que toute Z-feuille rencontrant
exactement 'un des ensembles bM+ et dM- soit captée

par 'une au moins des feuilles de UF' =M. St A nlest
pas vide, M’ n’est pas vide.

D’aprés ce qui préceéde et le Lemme 3 de I.c, il existe une
famille finie (F,),., de feuilles de #, non vide si A est
non vide par exemple, telle que toute feuille de # conte-
nant 'itmage par ¢ d’une Z-feuille rencontrant 'un exacte-
ment des deux ensembles dM+ et dM~-, est une feuille captée

P
par 'une au moins des feuilles de M = UFi.

En particulier, toute feuille de A est capltée par une feuille
de M.

Soit E un ensemble fermé saturé non vide contenu dans A.
Toute feuille G de E est captée par 'une des feuilles de M,
soit F,q) le choix d’une telle feuille. Puisque E est fermé,
E N M n’est donc pas vide; soit Gy, ..., Gy les K feuilles
de E N M. Puisque E est contenu dans A, chaque feuille
G, de E NnM est captée par la feuille Gy, = Fiq, de
E n M. 1l en résulte une application j de {1,...,k} dans
lui-méme. Puisque k est fini non nul, 'une des applications
itérés j° de j admet un point fixe «, soit j™(a) = a.

S1 une feuille F est captée par une feuillle G, et s1 G est
captée par une feuille H, alors F est captée par H. Une
récurrence finie montre que, pour n > 0 quelconque et
pour tout k, 1 < k < K, la feuille G, est captée par la
feuille G,,,( - La fewlle G de E est donc captée par elle-
méme. Cela démontre le 1) du Théoréme A.

Pour démontrer le v) du Théoréme A, on remarque que la
construction précédente permet d’associer & tout ensemble
fermé saturé non vide M, rencontrant A, D’ensemble fini

i
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non vide M n M, Soit (M), une famille d’ensembles
deux a deux disjoints de ce type. Puisque les MM, sont
deux a deux disjoints et puisque M se compose d’un nombre
fini p de feuilles de #, 1’ensemble I contient au plus p
éléments. Il est donc fim.

L’affirmation vii) du Théoréme A résulte alors de 1), mi)
et v) avec A = X et du fait que deux ensembles fermés
saturés minimaux distincts sont disjoints.

Enfin pour démontrer le Théoréeme A lorsque le feuilletage
Z est seulement de classe C!, il suffit d’appliquer le Lemme 1
apres avoir lissé les applications pr;. h;!'.f: on obtient alors
une application g telle que les applications pr;.h7l.g solent
C!-conjuguées (et non plus C2-conjuguées) a des applications
dont les points critiques sont du type quadratique non dégé-
néré. Les feuilletages 2(p, #; M2 — X) et 2 sont alors
transversalement de classe C! seulement; ils ont des singu-
larités qui sont encore topologiquement conjuguées a des cols
ou a des centres. Puisque le reste de la démonstration n’utilise
plus la différentiabilité des feuilletages étudiés, le Théoréme A
est complétement démontré.

I-e. Fin de la démonstration du théoréme B.

Nous conservons les hypothéses et les notations introduites
en I-c, puis en I-d; la variété M? n’est plus une sous-variété
de S?, mais le feuilletage & est transversalement de classe
C2.

Pour terminer la démonstration du Théoréme B, il suffit
de démontrer 11), car i) a été démontré & la fin de I-c et 1)
entraine 111) comme nous ’avons déja remarqué, par exemple
en I-d.

51 la conclusion du Lemme 4 était toujours vérifiée, ce qui
est loin d’étre le cas a priori lorsque & est une famille non
simplement bordante, nous aurions le 1er Résultat intermé-
diaire, ainsi que toutes les autres assertions du Théoréme A,
a la modification prés de la démonstration du 2¢ Résultat
intermédiaire que 'on trouvera en I-f.

Pour obtenir le captage des feuilles nulle part denses de A,
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il nous faut procéder différemment. Nous démontrons au
préalable deux lemmes:

Lemme 5. — Soit F une feuille propre ou exceptionnelle de
F; soit Do, F; M2 — Z) et 9 les feuilletages introduits
en I-e et 1-d a partir de la famille bordante &. Alors il existe
une nouvelle application continue ¢p de M? dans X oéri-
flant les propriétés suivantes :

— @ vérifie toutes les propriétés de ¢ indiquées en I-c et
I-d; (soit 2(¢p, F; M2 — Zp) et Dy les feuilletages cons-
trutts comme plus haut, mais cette fois & partir de ¢g);

— @ est arbitrairement voisine de ¢ et coincide avec ¢
dans un yoisinage de dM?2.

— Pimage o(Z5) des singularités Xy de Dy ne rencontre
pas Uadhérence de F dans X.

Démonstration. — Nous avons vu que X est un ensemble
fini de points de M? contenu dans un ouvert ¢ de M?
ne rencontrant pas dM2. Au voisinage 0; d’un point sin-
gulier s; de X nous allons déformer ¢ en une nouvelle
apphcatlon @; vérifiant toujours les propriétés vérifiées par
@; puisque F est un ensemble d’intérieur vide, nous pouvons,
par une déformation arbitrairement petite, falre en sorte que
I'image par ¢; de la singularité s/, obtenue par déformation
a partir de la singularité s, ne soit pas contenue dans I’ensem-
ble F. En faisant un nombre fini de telles déformations
arbitrairement petites sur une famille finie de tels vmsmages
0, des points s, de X, avec 0, <0 et 0, NO;=¢g si
. # ], nous obtenons une déformation Pp de @ vériﬁant
les propriétés désirées.

Lemme 6. — Soit # wun feuilletage de codimention un,
transversalement orientable et transversalement de classe (2
d’un ouvert U d’une variété orientable M2 de dimension 2.
Soit b une semi-caractéristique d’'une feuille f de # dont
Vadhérence b dans M? soit compacte, contenue dans %,
et d’intérieur vide. Alors ou bien [ est une feuille compacte
de @B, ou bien la semi-caractéristique b s’enroule asympto-
tiquement sur un cycle-imite de 2.
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Démonstration. — Puisque b est un compact saturé de 2,
b contient un ensemble minimal E de #; E est alors un
compact d’intérieur vide contenu dans #. Si f n’était pas
une feuille compacte et si la semi-caractéristique nulle part
dense b n’était pas captée par un cycle-limite de %, E
serait un ensemble minimal exceptionnel de 4. Cela fournit
la contradiction désirée. En effet, reprenons I’ensemble %
défin1 par A. J. Schwartz en [50], ligne 10 & partir du bas de
la page 154. Comme % = {zel,t > 0, t, e I}, c’est encore
un ouvert s1 1 est dans %. La fonction ¢, reste bien définie,
mais elle est en général seulement continue. La fonction f(v)
reste définie, elle est de classe C? puisque # est transver-
salement de classe C2, et bien que £, ne soit pas de classe C2.
L’argument utilisé en [50] s’applique donc & E et fournit
le résultat désiré.

Nous pouvons maintenant démontrer le 11) du Théoréme B.
Soit F une feuille nulle part dense de A.

Nous appliquons a la feuille F les développements de I-c,
non plus dans les feuilletages 9(p, #; M2 — X) et 9,
mais dans les feuilletages 2(¢p, F; M2 — Z;) et 92 four-
nis par application du Lemme 5.

Puisque la feuille F est nulle part dense et puisque ¢g(Zy)
ne rencontre pas F, toute Zg-feuille de ¢F!(F) est simple-
ment une feuille de 2(pp, F; M? — Z;) qui est nulle part
dense dans M2 et dont I’adhérence dans M? ne contient
aucune singularité de XZp.

Puisque la feuille F rencontre A, ¢7'(F) contient une
feuille f rencontrant exactement 'un des ensembles M+
et dM~; c’est une feuille de type infini non compacte et non
compactifiable. D’aprés ce qui précéde et puisqu’elle est
nulle part dense, nous pouvons lui appliquer le lemme 6: f
est une feuille captée de P(¢yp, F; M2 — Zp).

D’aprés le Lemme 3, la feuille F est captée, ce qui démontre
le Théoréme B.

I-f. Sur les possibilités de généralisation
des théorémes A et B.

L’hypothése d’orientabilité transverse de &, ainsi que
‘jorientabilité des variétés M? intervenant dans la définition
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des familles bordantes et simplement bordantes est tres
faible, mais est essentielle, comme nous ’avons vu par exem-
ple dans la Remarque 3 de I-d.

L’hypothése de C2-différentiabilité transverse de & est
indispensable, en général, pour la validité du Théoréme B:
on connait effectivement des ensembles minimaux exception-
nels en classe C!, cf. 'exemple de Denjoy sur T2 [2] et les
exemples que I'on peut en déduire sur les autres variétés de
dimension 2 [36].

En revanche, le Théoréme A s’étend vraisemblablement aux
feuilletages & transversalement orientables, compte tenu
de la Remarque 1 de I-c.

Une autre généralisation des Théorémes A et B consiste a y
remplacer I’ensemble A précédemment défini, par 'ensemble
A’ saturé de ¢(A,), ou Ay désigne la réunion des Z-feuilles
qui rencontrent exactement 1’'un des deux ensembles M+
et dM~ définis lors de la démonstration des Théoréemes A
et B. Il est clair que ¢(A,) contient A.

Dans la pratique, cette remarque est fort utile, comme on
le voit sur I'exemple volontairement élémentaire suivant:
soit @ un feuilletage orientable analytique sans singularités
de T2 admettant exactement un cycle-limite y. Soit =
et 1, deux transversales fermées plongées déterminant un
cylindre (M2 =S!' X I, ¢ = Idy:) de T2 contenant ~.
Alors A est vide, mais A, est dense dans M2?; de méme
A’ = ¢(Ay) est dense dans T2. Notons en passant que la
considération du second cylindre déterminé sur T? par
et 1, ne fournit aucun résultat sur @, comme cela était
prévisible.

Nous n’osons conjecturer pour le Lemme 6 une générali-
sation sous la forme suivante: soit # un feuilletage orienta-
ble tr. C?2 d’un ouvert # d’une variété compacte M?> de
dimension 2. Soit b une semi-caractéristique nulle part dense,
non compacte, de type infini, pour laquelle toutes les singu-
larités de # dans M2 sont convenables, au sens introduit
lors de la démonstration du Lemme 4. Si b n’est pas compac-
tifiable, alors (?) b est captée.

Une telle propriété de captage est vérifiée lorsque M?
peut étre plongée dans S?, cf. I-d, mais aussi lorsque les sin-
gularités s, de ’adhérence de b dans M? vérifient la condi-
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tion suivante: chaque s; est un col et deux secteurs hyper-
boliques de s; qui contiennent des points de b en leur
intérieur ne sont pas adjacents.

Le 1er résultat intermédiaire peut alors étre démontré sous
les hypothéses du Théoréme B et moyennant la « conjonc-
ture précédente ».

On peut alors démontrer 'existence d’une famille finie C
de feuilles de # telle que toute feuille de A est captée par
une feuille de C. Mais la relation d’équivalence introduite
dans la Définition 2 de I-c n’est pas ouverte et la variété M?
n’est plus une sous-variété de S?; il faut alors modifier le
raisonnement fait en I-d comme suit:

Soit % la réunion des saturés des transversales 1, ..., T,
de la famille bordante &. Alors #-A estlaréunion des feuilles
de 'ouvert % rencontrant deux transversales différentes de
¢. C’est un ouvert de # et A estfermé dans %. Posons
{ = ¢;pme; alors % est le saturé de I'image de ¢ et ¢~(A)
est fermé dans dMz2.

D’aprés ce qui précéde, toute feuille F de A est captée
par au moins une feuille de #, notée Gg. Donc toute
feuille F de A admet un voisinage ouvert 0, dans %,
qui est saturé et composé de feuilles captées par Gy. Puisque
¢ est continue et transverse au feuilletage #, cf. I-c ou
nous avons éliminé les feuilles compactes de dM?, les ensem-
bles {¢-1(0 )}FGA/g; fournissent un recouvrement ouvert
de ¢~1(A) qui est un compact de dM2. Il en résulte un
recouvrement ouvert de A par une famille finie d’ouverts de

la forme (0y,),_ . Il est clair que ’ensemble C = U Gr, a

les propriétés desu'ees
Une autre généralisation du Théoréme B est la suivante:

CompLEMENT au TuHEorEME B. — Soit F un feuilletage
transversalement C? d’une variété compacte ou non compacte X
dans laquelle il existe une transversale fermée + homologue a
zéro rencontrant toutes les feutlles de #. Alors la famille #
des ensembles fermés saturés minimaux de £, qui est non
vide, est une famille finie.

Démonstration. — On vérifie que le feuilletage F est
transversalement orientable et que tout ensemble fermé
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saturé F de # contient un ensemble fermé saturé minimal
E. D’aprés le 1) du Théoreme B, # ne posséde aucune
feuille fermée; si X n’est pas I'unique ensemble minimal
de #, tous les ensembles minimaux de # sont exception-
nels. D’aprés ce qui précéde et le iii) du Théoréme B, nous
obtenons, sans utiliser la « conjecture » précédente, que toute
feullle de # est captée par une feuille-ressort Ry d’un
ensemble minimal exceptionnel E. Or chaque ensemble
minimal exceptionnel E admet un voisinage ouvert saturé
Uy, composé de feuilles captées par R;.  Les ouverts
(Uy, N 1)pe gy forment un recouvrement de t; une extraction
finie comme ci-dessus montre l’existence d’un nombre fim
de feuilles ressorts Ry, ..., Ry telles que chaque feuille
de # est captée par au moins I'une des Ry. Il en résulte
ensuite, comme en I-c, que 4 est une famille finie.



CHAPITRE 11

EXEMPLES DE PROPRIETES
LIEES AU GROUPE DE POINCARE

II-a. Ensembles minimaux et feuilles-ressorts.

Rappelons que nous avons défini une feuille-ressort comme
étant une feuille captée par elle-méme.

Dans I’énoncé du Corollaire 1 suivant, annoncé en [18],
nous appelons « feuille-ressort au sens faible (resp. au sens fort)
de base homotope & zéro dans X » une feuille G telle qu’il
existe une application ¢ de [0,1] x S* dans X vérifiant les
conditions introduites dans la définition des feuilles F captées
par une feuille G, cf. [19, 20], ou F est égale & G et ou
la condition suivante est vérifiée : la restriction de ¢ a
{0} X S est unlacet (resp. plongé dans X) qui est librement
homotope a zéro dans X. D’aprés [9], un feuilletage possé-
dant une telle feuille ne peut pas étre orientable et analy-
tique.

Cororraire 1. — Soit E un ensemble fermé saturé minimal
non réduit a une feutlle fermée d’un feuilletage F de codimen-
ston un transversalement de classe C! transversalement orien-
table d’une variété X compacte ou non, avec ou sans bord.
Alors U'une au moins des deux propriétés suivantes est vérifiée :

1) E contient au moins une « feutlle-ressort de base homotope
a zéro dans X au sens faible »;

11) toute transversale fermée a &F coupant E  représente
un élément d’ordre infini de w;(X) et Eg=pYE), ou

p: X > X désigne le revétement universel X de X, est
une réunion de feuilles fermées dans X.
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Démonstration. — Puisque &£ est transversalement orien-
table et puisque E contient des feuilles non fermées, E est
coupé par des transversales fermées. Si 'une de ces transver-
sales fermées est homotope & zéro, ou admet un itéré homo-
tope a zéro, elle forme & elle seule une famille simplement
bordante # dans X, avec M?=D? et p=1+4+4¢q=1.
L’ensemble A du théoréme A est simplement le saturé
de cette transversale fermée, et on vérifie que A contient E.
D’apres le Théoréme A, nous avons alors la propriété i)
du Corollaire 1. Si celle-c1 n’est pas vérifiée, toute transver-
sale fermée 4 & rencontrant E représente un élément
d’ordre infini de =,;(X); en particulier toute feuille de Eg
est fermée, sinon Eg admettrait une feuille coupée par une

transversale fermée, nécessairement homotope a zéro dans X;
I'image de cette transversale par p fournirait alors une trans-
versale fermée & # homotope & zéro dans X, rencontrant
E, ce que nous avons exclu. Le Corollaire 1 est donc démon-
tré.

Remarque 4.

1) Réciproquement, soit # wun feuilletage transversale-
ment orientable et soit E un ensemble saturé de # conte-
nant une feuille-ressort de base homotope & zéro dans X;
alors E n’est pas réduit & une feuille fermée, il est coupé
par une transversale fermée homotope a zéro dans X et Eg
n’est pas une réunion de feuilles fermées.

1) Soit un feuilletage &# d’une variété X admettant
un ensemble fermé saturé minimal E non réduit a une feuille
fermée : le Corollaire 1 permet d’affirmer que 'un des groupes
fondamentaux -nfl(X)_, (71(F))per;& en présence, contient un
élément d’ordre infini.

ni) Le Corollaire 1 est optimal, modulo son extension au
cas C° et modulo l'obtention de feuilles-ressorts au sens
fort de base homotope a zéro a I’aide d’arguments supplé-
mentaires non triviaux uniquement si dim X est égale a
trois. En effet, la considération du feuilletage produit de R2
par les facteurs R montre qu’il ne peut s’étendre au cas ou
I’ensemble minimal E est réduit & une feuille fermée. D’autre
part, la propriété i) se produit effectivement, et seule, dans
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I'ensemble minimal exceptionnel de Raymond [38] d’un
feuilletage C~ de R3. Enfin la propriété ii) se produit
effectivement, et seule, dans l'exemple de classe C! de
Denjoy sur T2 [2], dans tout feuilletage linéaire de T2 &
feuilles partout denses, dans I’exemple C* de Sacksteder [49]
sur S X M2

II-5. Deux propriétés des feuilletages sans holonomie.

Il est clair qu'un feuilletage # transversalement orienta-
ble est sans holonomie s1 et seulement si & ne possede
aucune feuille captée.

L’application du Théoreme A a toute famille simplement
bordante ¢ dans un feuilletage # sans holonomie fournit
donc la propriété suivante: ’ensemble A associé & & est
vide.

Nous considérons seulement ici le cas particulier ou la
famille ¢ vérifie p 4+ m < 2.

CoroLLAIRE 2. — Soit F un feuilletage transversalement
orientable et transversalement de classe C' d'une variété X
connexe. Nous notons par Z()\), resp. 1, le sous-groupe d’homo-
topie libre w,(X) de X engendré par la classe d’homotopie
libre d’un lacet » de X, resp. d’un lacet homotope a zéro

dans X.

St F est sans holonomie, on a les deux propriétés suivantes :

1) St 71 et vy sont deux transversales fermées a F telles
que Z(t1) N Z(xy) n’est pas réduit a Uélément 1 de m(X),
alors t; et T, ont méme ensemble saturé;

2) St 7y est une transversale fermée a F et sv A est un lacet
contenu dans une feutlle de ¥, alors

Z(r) N Z(\) = {1}.

Le Corollaire 2 généralise les propositions 1 et 2 de [17].

Il est utile dans I’étude des feuilletages sans holonomie,
en particulier lorsqu’il existe une transversale rencontrant
toutes les feuilles du revétement universel de X, cf. [17].
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Notons en passant que notre Note [17] a directement inspiré
le travail [6].

Le Corollaire 2 sera aussi utilisé dans des travaux ultérieurs;
il joue un réle important, par exemple, dans [28] qui donne
la structure des feuilletages sans holonomie des variétés de
groupe fondamental Z.

Démonstration. — S1 Z(x,) N Z(r;) contient un élément
différent de 1, il existe deux entiers non nuls m; et m,
tels que [r;]™ = [r2]™ # 1. A un changement d’orienta-
tion prés de 'une des transversales en présence, nous pou-
vons supposer que m; et m, sont de méme signe et sont
positifs. Cela revient & supposer que t, et 7, admettent
des 1térés librement homotopes, donc que =, et r, forment
dans X une famille simplement bordante. Nous appliquons
le Théoréme A, ce qui montre que la différence symétrique A
des saturés de =, et 1, est vide. Cela démontre 1).

S1 Z(t,) N Z()\) contient un élément différent de 1, le
raisonnement précédent montre que 7; et un lacet d’une
feuille de & constituent dans X wune famille simplement
bordante. Nous appliquons le Théoréeme A avec p =m =1,
ce qui montre que le saturé A non vide de t, est composé
de feuilles captées. Cette contradiction démontre 11).

II-c. Propriétés des feuilletages
vérifiant la condition H.L.
ou la condition F.S.B. Exemples.

En vue d’introduire les conditions H.L. et F.S.B. nous
énoncerons tout d’abord les deux propriétés suivantes qui
résultent directement du Théoréme A :

CororLrLAIRE 3. — 1) Pour qu’une feuille F d’un feuilletage
transversalement orientable et transversalement de classe Ct
soit captée, 1l faut et il suffit qu’il existe une transversale fermée
@ & rencontrant F et librement homotope d un lacet contenu
dans une feuille de #.

1) Soit F une feuille d’un feutlletage transversalement
orientable et transversalement C' d’une variété X de groupe
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fondamental sans éléments d’ordre infini. Pour que F sout
fermée, il faut et il suffit que F ne soit pas captée.

Les conditions H.L., F.S.B. et F.S.B’. ont été introduites
en relation avec les Propriétés 1) et 11) du Corollaire 3 :

Condition H.L. [22]. — Tout lacet de X est librement
homotope a un lacet d’une feuille du feuilletage F de X.

Condition F.S.B. [22]. — Tout lacet de X constitue
d’au moins une fagon une famille simplement bordante dans
X avec un certain nombre de lacets de feuilles du feuilletage

F de X.

Condition F.S.B'. — Pour toute feuille non fermée F de
#, 1l existe une transversale fermée 1, a4 &% coupant F
et des lacets A\ (F), ..., A, p(F) de feuilles de & tels que
7, M(F), ..., ,,m(F) constituent une famille simplement

bordante dans

Ezemples. — 1) Un feuilletage & vérifie la Condition H.L.
si X est simplement connexe; il vérifie la Condition F.S.B.
si 7m;(X) n’a aucun élément d’ordre infini.

11) Un feuilletage # vérifie la Condition H.L. si X est
une variété connexe de la forme M* X I, M* X Dr+? (donc
aussi de la forme M* X R X D#+2 et M» X St X D™*2), ou
M" est une variété sans bord, quelconque, p > 0, ¢ > 0,
r > 0. On sait que si p est strictement positif, I'existence
du feuilletage # sur M* X Dr+? implique que M" n’est
pas simultanément compacte et simplement connexe; on sait
ausst que de trés nombreuses variétés de ce type admettent
un feuilletage ayant les propriétés requises.

Remarque 5. — Si un feuilletage # vérifie la Condition H.L.,
il vérifie la Condition F.S.B. S’il vérifie la Condition F.S.B.,
il vérifie la Condition F.S.B’. Les Conditions F.S.B. et F.S.B.’
sont particuliérement adaptées au cas ou la variété X est
a bord non connexe.

Nous pouvons maintenant énoncer le Corollaire 4 :

CoroLLAIRE 4. — Soit ¥ un feuilletage transversalement
orientable transversalement C!' d’une variété X conneze,
avec ou sans bord, compacte ou non compacte.

16
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St 4 vérifie la Condition F.S.B'., alors

1) une feutlle de 9 est fermée si et seulement st elle n’est pas
captée;

1) tout ensemble fermé saturé minimal de 9 non réduit
a une feuille fermée contient une feutlle-ressort;
m) lenveloppe # — # d'une réunion R d’ensembles
fermés saturés (S,),cx de ¢, tels que | |Si est vide pour
L i€l )
tout ensemble infini J contenu dans I, est une réunion de
feuilles fermées;

1v) st la variété X est a base dénombrable, la famille #,,
des ensembles fermés saturés minimaux exceptionnels de %
est au plus dénombrable;

v) st le feutlletage 4 vérifie de plus la Condition F.S.B.,
chaque transversale fermée de 4 ne rencontre qu’un nombre
fint d’ensembles fermés saturés minimaux de 4.

Démonstration. — Soit F une feuille non fermée de ¥;
la Condition F.S.B.” fournit une famille simplement bordante
dans X ne contenant qu’une seule transversale fermée a4 %.
Puisque I’ensemble A correspondant est le saturé de cette
transversale fermée, la feuille F est captée. Réciproquement,
nous avons déja vu qu’une feuille captée n’est pas fermée
(par exemple lorsque nous avons démontré les conséquences
du 1er Résultat intermédiaire, en I-d); cela démontre 1).

Le i) résulte alors de 1): un ensemble minimal E non
réduit & une feuille fermée contient une feuille non fermée;
d’autre part, un ensemble fermé saturé minimal contient
une feuille-ressort si et seulement s’il contient une feuille
captée.

Pour démontrer 1i1), nous considérons une feuille F de
& — #; d’aprés 1), 1l suffit de démontrer que F n’est pas
captée. Mais si F était une feuille captée par une feuille G,
elle admettrait un voisinage ouvert saturé W dans X
composé de feuilles toutes captées par G. Puisque F est

dans ’adhérence de USi et puisque chaque ensemble S,

iel
est fermé dans X, la feuille F est limite d’'une réunion de
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feuilles (F)),c;, ou J est un sous-ensemble infini dénom-
brable de I et ou la feuille F, est contenue dans W N 5,
pour tout : appartenant & J. Or chaque ensemble (S)),¢;
est fermé et chaque feuille F, veJ, est captée par G;
il en résulte que la feuille G devrait appartenir & I’ensemble
S, pour tout i appartenant & ’ensemble infini J. Cela
est impossible d’aprés I’hypothése et démontre 1i1).

D’aprés i), chaque ensemble minimal exceptionnel E de
% posséde une feuille-ressort Ry, donc un voisinage ouvert
saturé %y composé de feuilles captées par Ry. En particulier
toute feuille de #; contient E dans son adhérence et,
puisque deux ensembles minimaux distincts sont disjoints,
Pouvert %y ne contient pas d’ensemble minimal de ¢
autre que E. Puisque la variété X est a base dénombrable,
la famille .#,, des ensembles minimaux exceptionnels de
% est au plus dénombrable, cela démontre 1v).

Le v) résulte du Théoréme A, vi), avec p = 1. Le Corol-

laire 4 est donc démontré.

Remarque 6. — 1l se trouve donc qu’un feuilletage trans-
versalement C! vérifiant la Condition F.S.B.” a des propriétés
fort semblables &4 celles d’un feuilletage transversalement C2
d’une variété compacte, cf. notre travail [21].

Ainsi les affirmations 1) et 111) du Corollaire 4 entrainent que
la réunion de tous les ensembles fermés saturés minimaux du
feuilletage ¢ est un fermé de X, que I’adhérence d’une
réunion de feuilles fermées est encore une réunion de feuilles
fermées, méme s1 b,(X, Q) n’est pas fini, cf. [8], et que
Pon peut faire disparaitre tous les ensembles exceptionnels a
Paide d’une infinité dénombrable de tourbillonnements &
supports deux a deux disjoints. Si la variété X n’est pas
compacte, le feuilletage ¢ peut effectivement vérifier la
Condition F.S.B." et admettre une infinité d’ensembles mini-
maux exceptionnels, cf. par exemple le feuilletage C~ de
T2 X R indiqué en [22 ou 26] qui vérifie méme la Condition
H.L.

Remarque 7. — En tenant compte de la Remarque 6 d’une
part, des exemples et de la Remarque 5 d’autre part, nous
obtenons donc dans de trés nombreux cas une nouvelle démons-
tration, cette fois pour des feuilletages transversalement C!

16.
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seulement, des résultats de [26] concernant le cas des variétés
feuilletées compactes.

L’utilisation du sécant d’homotopie donne & une telle remar-
que une portée bien plus générale qu’il ne semble au premier
abord; de méme l'utilisation des résultats de [20, 25, 27]
concernant le captage des feuilles exceptionnelles par exemple,
permet d’étendre ces propriétés a des feuilletages, ne vérifiant
plus la Condition F.S.B./, mais tels que d(G, ¥) est inférieur
ou égal & 1 pour toute feuille G de ¥, ou d(G, ¥) est
défini en [20]. Cela permet, en particulier, de traiter comple-
tement le cas des variétés feuilletées en classe C!' dont le
groupe fondamental est fini ou est une extension finie de Z.

Simplement dans le but de fixer les idées, nous allons con-
sidérer brievement le cas particulier constitué par I’énoncé
suivant qui généralise certains aspects de théorémes de Lima,
Rosenberg, Sacksteder, Novikov, Avez, Rosenberg et Chate-
let: une variété différentiable compacte connexe M" de
dimension n > 2, dont le groupe fondamental est fini ou
est une extension finie de Z, n’admet aucune action locale-
ment libre de classe C' de R"1.

D’aprés un argument topologique de [32], cf. aussi [35],
tout lacet non trivial d’une feuille d’une telle action est un
lacet non trivial de la variété M». La classification topologique
des variétés de dimension 2 résout la question pour n = 2;
pour n > 3, notre affirmation résulte alors directement de
la proposition générale suivante :

Prorosition 1. — Soit # un feuilletage transversalement
orienté et transversalement de classe C' d’une variété M* diffé-
rentiable compacte, connexe. St chaque feuille F de # a un
nombre d(F, #) inférieur ou égal & un, alors ’'une au moins
des deux propriétés suivantes est vérifiée :

1) le feutlletage F admet une feuille compacte;

1) le feuilletage F admet une feuille-ressort de base homo-
tope & zéro dans M" (au sens de 1l-a).

Démonstration. — Supposons que £ ne contient pas de
feuilles compactes; en particulier M"” est sans bord. Chaque
feuille F de # admet dans son adhérence dans M" une
feuille G non fermée. Nous pouvons appliquer la proposition
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fondamentale de [20]; chaque feuille F de # est donc
coupée par une transversale fermée < homotope a zéro.
Puisque M" est compacte, nous en déduisons un recouvre-
ment ouvert fini de M" par des saturés de transversales
fermées homotopes a zéro dans M". Puisque M" est con-
nexe, ces ouverts saturés non vides ne sont pas deux a deux
disjoints. On peut vérifier, cf. I-c Proposition 2 de [22] pour
plus de détails qu’il existe alors dans M" une transversale
fermée 4 # homotope a zéro et rencontrant toutes les
feuilles de #. Le vil) du Théoréme A fournit la feuille-
ressort cherchée (on vérifie directement qu’elle est de base
homotope a zéro dans M"). La Proposition 1 est ainsi démon-
trée.

Remarque 8. — La Proposition 1 est optimale dans la mesure
ou ni 1) ni 1) ne sont vérifiées sur le feuilletage de Denjoy
du tore T? par exemple. De plus nous avons utilisé la compa-
cité de la variété M" de facon extrémement faible; nous
n’avons méme pas utilisé 'existence d’ensembles minimaux
dans #, garantie par le lemme de Zorn. Notre démonstra-
tion C! de ’énoncé concernant les actions de R*! sur Mr
s’écarte d’ailleurs de facon notable des démonstrations citées
plus haut dans la mesure ou l’absence de feuilles-ressorts
et d’ensembles minimaux exceptionnels utilise, cf. ’exemple
déja donné de Denjoy, de facon cruciale la différentiabilité
C? de l'action [49].

II-d. Etude des feuilletages de Reeb généralisés.

Les feuilletages de Reeb sont des feuilletages étudiés en [42].
Ce sont des feuilletages transverses de classe C? de variétés
compactes de la forme M" X I; ils possédent des propriétés
intéressantes & de nombreux points de vue dont certaines ont
été étendues & d’autres « feuilletages de Reeb » sur les variétés
de dimension 3 par Rosenberg et Roussarie [44, 46] et a
d’autres feuilletages de Reeb généralisés par Moussu [34].

Nous allons étendre ce type de propriété au cas non compact
et non transverse, notamment certains aspects du Th. 2.3,
p.- 80 de [34]. Contrairement & ce qui se passe dans le cas
compact ou dans le cas transverse, on ne sait pas a priort si



258 CLAUDE LAMOUREUX

les deux propriétés suivantes sont vérifiées: tout ensemble

fermé saturé non vide contient un ensemble minimal; tout

ensemble minimal exceptionnel contient une feuille-ressort.
Nous proposons la définition suivante :

DeériNition 3. — Un feutlletage de Reeb est un feuilletage %
de codimension un, transverse ou non, transversalement orien-
table d’une variété X = M1 X I, connexe, ou:

1) les seules feutlles fermées de # sont les feuilles M1 x (0)
et M1 % (1);

2) les feuilles intérieures de @R, C'est-a-dire les feuilles de
M1 x 10, 1[, sont sans holonomae.

Chacun des feuilletages #, = Ryr-1p0,1; €t

'%1 - .%an—l X]O, 1]

vérifie la Condition H.L., cf. les Exemples 1) de ll-c; les
Conditions 1) et 2) de la Définition 3 permettent d’appliquer
le Corollaire 4, et ’on a la Propriété 1. Toute feuille intérieure
d’un feuilletage de Reeb # transversalement de classe C!
est captée a la fois par M1 X (0) et M*1 X (1).

D’aprés la Condition 2), un lacet donné de dX est soit
d’holonomie triviale, soit d’holonomie monotone (une appli-
cation du Théoréeme A avec p + m < 2 montrerait d’ail-
leurs quil n’y a pas lieu de préciser la composante de oM
considérée).

D’apres la Propriété 1, le groupe d’holonomie G de
M1 x (0) contient Z (donc m;(X) est infini). Lorsque G
est cyclique, toutes les feuilles de # sont propres et ont un
nombre d(F, #) inférieur ou égal & 1. Puisque 29X n’est
évidemment rencontré par aucune transversale fermée a 2,
toutes les feuilles de X = X — 2X ont un nombre d(F, #')
inférieur ou égal a 1, ou %' désigne le feuilletage induit
par # sur X. D’aprés [20], les feuilles de %' sont propres
et ont une enveloppe composée de feuilles fermées dans X
coupées par aucune transversale fermée: d’aprés ce qui pré-
cede, toutes les feuilles de %' sont fermées, donc toutes les
feuilles de # sont propres.

Lorsque G n’est pas cyclique, nous choisissons un point-
base x, dans M"! X 0c— X. Soit R+ un semi-intervalle
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transverse a £ d’origine z,. Puisque G est composé
d’éléments opérant sur R* sans points fixes autres que
¥y, la structure d’ordre de R+ induit sur tout sous-groupe a
deux générateurs de G une structure d’ordre archimédienne.
Donc le groupe sans torsion G est aussi abélien [1, 5].

Sile rang de G est supérieur ou égal & 2, le feuilletage 2
posséde nécessairement des feuilles non fermées dans X;
elles ne sont pas nécessairement du type dense lorsque 2
est transversalement de classe C!. Mais lorsque £ est
transversalement de classe (2, le théoréme bien connu de
Denjoy [2, 52, 42, 50] ou une application directe de [27]
montre, puisque G est abélien, que toute feuille de 2
suffisamment voisine de M" X (0) est localement dense.
De telles propriétés nous étaient connues avant les considé-
rations analogues de [34], cf. [35, 17].

Puisque toute feuille intérieure de # contient M1 X (0)
dans son adhérence et puisque X est connexe, toute feuille
de #' est partout dense dans X.

Nous avons donc démontré la Propriété 2. Dans un feuil-
letage de Reeb transversalement C2%, les feuilles intérieures
sont 1) ou toutes propres, ii) ou toutes partout denses. Le
groupe fondamental de X admet un quotient abélien sans
torsion de rang supérieur ou égal 4 un dans le cas 1), resp.
a deux dans le cas 11).

Revenons aux feuilletages de Reeb transversalement C!.
Si une feuille intérieure est simplement connexe, et puisque
I'injection ¢t de M X 0 dans X induit un isomorphisme
sur les groupes fondamentaux, tout lacet non trivial de
M1 x (0) est d’holonomie infinie, et G est isomorphe
a m;(M*1). D’aprés le début de la démonstration de la Pro-
priété 2, il en résulte le :

CoroLLAIRE D. — Soit # un feuilletage de Reeb transyer-
salement de classe C! dont une feuille intérieure est simplement
connexe; alors w,(X) est abélien sans torsion.

En utilisant cette fois 'isomorphisme induit par i sur les
groupes d’homotopie supérieur, nous avons aussi le

CororLAIRE 6. — Soit # un feutlletage de Reeb transversale-
ment de classe C! d’une variété connexe X dont une feuille
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soit de revétement universel k-connexe; alors le revétement
universel de X est k-connexe.

Les Corollaires 5 et 6 généralisent donc certains résultats
de [42] et [33] & des feuilletages de Reeb non transverses de
variétés non compactes transversalement C! (voire Co
compte tenu de la Remarque 1 b) de 1 ¢)).

Dans un ordre d’idées différent, ils nous permettent aussi
de démontrer en [22], Corollaire 6 du Chapitre V la

ProrositioN 2. — Soit F un feuilletage transversalement
ortentable transyversalement C! d’une variété connexe orientable
X de la forme M2 X 1 dont les feuilles intérieures sont toutes
homéomorphes & R2. Alors X est difféomorphe a R2 X I,
St X RXI ou T2 X I

Lorsque # a une feuille non propre, la seule possibilité
est que X est difféomorphe 4 T2 X I, d’aprés le début
de la démonstration de la Propriété 2.

De méme T2 X I est la seule variété X de la forme
M2 X I, a priort compacte ou non, a posséder un feuilletage
orientable tel que: &)y est transversalement C!, sans
holonomie, sans éléments évanouissants, les feuilles intérieures
de # sont des cylindres dont I'un au moins n’est pas fermé.

Remarque 9. — 1) Des caractérisations semblables peuvent
étre obtenues pour R? X I, R X St X I et $% X L

1) Des caractérisations de TP X I peuvent étre obtenues,
lorsque p est différent de 4, a ’aide des Corollaires 5 et 6
et des résultats de Wall [55] sur la classification des K(Z», 1).

ii) La plupart des résultats précédents s’étendent aux
feuilletages #” vérifiant seulement la Condition 1) de la
définition 3, par exemple, a la condition de prendre alors
pour £ la restriction de £” a l'ouvert, supposé non vide,
réunion des feuilles non fermées de 2”".

iv) La classification par conjugaison topologique des feuille-
tages de Reeb de S' X R X I par des feuiles R? par
exemple est reliée a l’existence de certaines concordances
des feuilletages de S' X I & singularités quadratiques dont
les seuls polycycles-limites sont les bords de St X I; on
trouve au moins deux classes.
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v) Contrairement a ce qui se passe dans le cas compact,
cf. [43], on peut construire une famille infinie de variétés
(X,)iex non compactes, de dimension 3, non deux a deux
difféomorphes, dont toutes les feuilles intérieures sont des
plans, et ce dans chacun des cas suivants:

«) 3X; est vide pour tout € N;

B) ¥X, est une réunion de plans;
y) 3X,; est une réunion de cylindres;
3) 39X, est une réunion de cylindres et de plans.



CHAPITRE III

EXEMPLES DE PROPRIETES
LIEES AU PREMIER GROUPE DE BETTI

Ce chapitre présente quelques résultats dont la démonstra-
tion utilise de fagon plus ou moins directe certains points du
théoréme B.

III-a. Caractérisation
des ensembles fermés saturés minimaux exceptionnels
contenant une feuille-ressort.

Une feuille-ressort d’un feuilletage transversalement orien-
table est toujours coupée par une transversale fermée homo-
logue a zéro.

Nous avons vu dans ce travail et dans [19] qu’une feuille
propre, fermée ou non, n’est pas une feuille-ressort, et qu’'un
feuilletage dont toutes les feuilles sont partout denses est sans
holonomie si, et seulement si, il est sans feuilles-ressorts. Les
seules feuilles-ressorts d’adhérence minimale qui restent &
considérer sont donc exceptionnelles : une réciproque a ’asser-
tion de ’alinéa précédent est alors le:

CororraIrE 7. — Soit E un ensemble fermé saturé minimal
exceptionnel d’un feuilletage transversalement de classe C?
et transversalement orientable. St une feuille de E est coupée
par une transversale fermée < homologue & zéro, alors E
contient une feutlle-ressort.

Démonstration. — La transversale fermée t rencontrant
E constitue une famille bordante &, avec p=1 et m =0,
d’aprés nos remarques en I-a. L’ensemble A associé & &
est le saturé de <; il rencontre E et le i1) du théoréme B
fournit la feuille-ressort cherchée.
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III-b. Application
au probléme de Pexistence de feuilles-ressorts
dans les ensembles minimaux exceptionnels.

L’un des buts de ce paragraphe est de démontrer géomé-
triquement l’existence d’une feuille-ressort dans I’exemple
-de Sacksteder [49].

Compte tenu du corollaire 7, il suffit de démontrer pour
«cela la

Propri&TE 3. — Toute feuille du feuilletage & de Sacks-
teder est coupée par une transversale fermée homologue a zéro.

Démonstration. — Nous conservons les notations de [49].
Soit v., Ye, Y1 €t vy, les générateurs de =;(M2). Soit T
I’homomorphisme y — (T, y) de =;(M2) dans le groupe G
de difféomorphismes de S!' = R/2Z engendré par f et g
qui définit . Soit x,=05b X 0 un pomnt de M2 X St
contenu dans l’ensemble minimal exceptionnel E de <.
Soit F la feuille de & contenant z,. Le relevé, dans la
feuille F, d’origine b X 0, du lacet y,.yp.yz'.Ys! est un
chemin ¢ d’extrémité b X 4/3. On vérifie alors, cf. [22,
‘Chapitre VI] pour plus de détails, qu'en composant ¢ avec
I'un des deux arcs de b X S' déterminés par b X 0 et
b X 4/3, on obtient un lacet de S' X M2z dont la classe
d’homotopie est celle du commutateur y,.yg.yz!.vs! Or ce
lacet est homotope, par construction, & une transversale
fermée 4 &% rencontrant la feuille F de E en =z, Elle
est homologue a zéro, et, puisque l’adhérence de toute
feuille de & contient E, elle rencontre bien toute feuille de
% : la propriété 3 est donc démontrée.

Remarque 10. — 1) Grace a la propriété 3, le corollaire 7
nous a permis d’affirmer en [19] que tous les ensembles
minimaux exceptionnels connus admettaient une feuille-
ressort : on voit en effet que ’ensemble minimal exceptionnel
de Raymond [38] vérifie la propriété 3, soit directement,
'soit simplement parce que w;(S?) = H,(S%; Z) =0; cela
permet d’appliquer indifféremennt le théoréme A ou le
théoreme B pour y obtenir une feuille-ressort.
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1) Cette affirmation est toujours valable, car les quelques
ensembles minimaux exceptionnels connus depuis [15], sont
construits de fagcon tout & fait analogue & ceux de Sacksteder
et de Raymond; I’équivalent de la proposition 3 pour ces
exemples est alors aisément obtenu, comme ci-dessus, par
une construction directe.

m) Le corollaire 7 fournit aussi le captage de toutes les
feuilles exceptionnelles d’adhérence non minimale qui sont
connues, cf. [47]; i1l se trouve qu’il n’utilise ni la compacité
de l’ensemble exceptionnel étudié, ni les propriétés des sous-

groupes de type fini de Diffg (S?).

III-c. Propriétés des feuilletages
vérifiant la Condition H.C. ou la Condition F.B.

Il est clair que la condition H.C. suivante est plus faible
que la Condition H.L. introduite en Il-c:

Condition H.C. — Toute feuille F non fermée du feuille-
tage transversalement orientable # d’une variété X est
coupée par au moins une transversale fermée & # homologue
a zéro dans X ou homologue dans X & unlacet d’une feuille
de #.

La condition H.C. est vérifiée lorsque la variété X a un
premier groupe d’homologie (4 supports compacts) & coefli-
cients entiers sans éléments d’ordre infini.

La condition H.C. est vérifiée lorsqu’il existe une feuille G
de # telle que I'application canonique de H,(G, Z) dans
H,(X, Z) soit surjective; une telle hypothése est notamment
rencontrée, a d’autres fins, dans les énoncés de théorémes [34],
p. 73, 75, 78.

De méme 1l est clair que la condition F.B. est plus faible
que les conditions F.S.B.” et H.C. :

Condition F. B. — Toute feuille F non fermée de #
est coupée par au moins une transversale fermée constituant,
avec certains lacets de feuilles de %, une famille bordante.

La condition F.B. est trés générale; elle est vérifiée deés
qu’il existe une réunion C finie de feuilles de & telle que
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Papplication canonique de H,(C, Q) dans H,;(X, Q) soit
surjective : souvent il suffira de prendre C = d2X.

Le théoréme B et les méthodes utilisées en II-¢) nous
permettent alors de démontrer les résultats suivants, Cf.
[22, chapitre VI] pour plus de détails :

CororLralRE 8. — Soit &F un feuilletage transversalement
orientable et transversalement C* vérifiant la condition F.B.;
alors

1) Penyeloppe d’une réunion de feuilles fermées est une réu-
nion de feuilles fermées;

11) une feuille non captée de F est fermée ou est localement
dense;

1i1) tout ensemble fermé saturé minimal exceptionnel contient
une feutlle-ressort;

1v) Uenveloppe d’une réunion d’ensembles fermés saturés
(M,);e1, tels que I |Mi est vide pour tout sous-ensemble

i€l _
infini J de I, ne contient que des feuilles fermées ou locale-
ment denses.

La démonstration des théorémes A et B montre d’ailleurs
aussi que la conclusion 1) du corollaire 8 n’utilise pas la diffé-
rentiabilité transverse de %.

III-d. Généralisation des résultats précédents.

Nous indiquons maintenant briévement quelques 1idées
permettant de poursuivre ’étude qui préceéde.

«) La méthode suivie en I et II n’est pas la seule permettant
d’étudier la présence d’holonomie dans un feuilletage dont la
classe de différentiabilité transverse est peu élevée.

Nous pouvons par exemple démontrer le résultat suivant:
soit & un feuilletage topologique orientable de codimension
un d’une variété compacte, connexe, sans bord, et de dimen-
sion 3. Soit 4 un feuilletage transverse 4 & de dimension
un. Soit # une réunion non vide de feuilles de # homéo-
morphes & R2?, ou £ peut se réduire & une seule feuille.



266 CLAUDE LAMOUREUX

Alors toute feuille de # — # non homéomorphe a R?
posséde un lacet dont I’holonomie est infinie. Nous pouvons
Hllustrer ce théoréme par des exemples trés variés; nous
pouvons aussi le généraliser, en utilisant notre notion de
« compact changeant de type », aux feuilles planes ou cylin-
driques, etc...

Il serait intéressant d’étudier de cette facon la structure des
feuilletages sans holonomie, topologiques, des variétés de
dimension 3 sans bord, puis d’étendre ces résultats aux dimen-
slons supeérieures.

B) La méthode suivie en II ¢) peut &tre étendue grice au
théoreme B sous des hypothéses plus faibles. Rappelons la
définition du sécant d’homologie HS(F, #) d’une feuille
F d’un feuilletage # transversalement orienté [19]: c’est
le sous-semi-groupe de H;(X, Z) constitué par les classes
d’homologie représentables dans la variété feuilletée X
par une transversale fermée, orientée, rencontrant F.

Les développements algébriques de [20, 25] relatifs au sécant
d’homotopie s’appliquent a fortiort au sécant d’homologie.
Or HS(F, #) engendre dans H;(X, Z) un sous-groupe abélien
dont le rang, lorsqu’l est fini, est noté ici dh (F, #). Compte
tenu du lemme fondamental de [20] et du théoréme B, nous
avons la

Propri&TE 4. — Soit F une feuille nulle part dense non
captée d'un feutlletage F transversalement orientable et trans-
versalement de classe C%:. St HS(F, #) est de type fini de
rang dh(F, F) inférieur ou égal a 1, alors F est propre
et d’enveloppe composée de feuilles fermées coupées par aucune
transversale fermée.

I1 résulte en particulier de la Propriété 4 que toute feuille
exceptionnelle d’un feuilletage transversalement C? d’une
variété de premier groupe de Betti de type fini et de premier
nombre de Betti rationnel inférieur ou égal a4 un est une feuille
captée.

v) Nous avons vu en I-f une conjecture concernant les
feuilletages C? avec singularités quadratiques des variétés
compactes de dimension 2; cette conjecture peut étre tra-
duite en termes de points fixes non triviaux d’un élément
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d’un certain pseudogroupe d’applications multivoques de
R dans R.

Une réponse positive a cette conjecture aurait entrainé une
réponse positive aux deux conjectures suivantes :

Conjecture 1. — Le saturé d’une transversale fermée =,
homologue & zéro d’un feuilletage transversalement orientable
et transversalement (2 est une réunion de feuilles captées.

Conjecture 1 faible. — Un feuilletage transversalement
orientable et transversalement de classe C? sans holonomie
n’admet aucune transversale fermée <, homologue a zéro.

Nous avons déja indiqué plus haut nombre de raisons pour
lesquelles ces deux conjectures nous semblent raisonnables.
Nous pouvons les démontrer dans chacun des deux cas sui-
vants : le saturé de t, est contenu dans un saturé de groupe
fondamental abélien; le saturé de =, est relativement com-
pact. Nous pouvons aussi les démontrer en faisant des hypo-
théses analogues sur le complémentaire du saturé de .

Une réponse positive a la conjecture 1 permet évidemment
d’étendre la propriété 4 a une feuille F localement ou par-
tout dense.

3) L’utilisation conjointe du sécant d’homologie, de la
propriété 4, et de notre théoréme de structure de [28] nous
fournit aussi la

PropritTE B. — Soit F un feuilletage transversalement
de classe C2? transversalement orientable, sans holonomie, d’une
variété de premier groupe d’homologie entiére égal & 7, ou d
Z®G avec G fini. St F ne posséde aucune feuille du
type dense, ou bien si la conjecture 1 faible de y) est vérifiée,
alors la structure du feuilletage F est la méme que celle décrite
en [28], pour les feuilletages sans holonomie, transversalement
C! et transyversalement orientables, des variétés de groupe fon-
damental égal & Z.

e) Il serait intéressant, en liaison avec le contenu de I11-b,
de savoir si I’on peut construire un ensemble minimal excep-
tionnel compact E dans un feuilletage de classe C2, pour
lequel Dexistence d’une transversale fermée homologue a
zéro rencontrant E ne soit pas aussi patente que dans les
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exemples connus jusqu’ici. Rappelons en passant que ’ensem-
ble minimal exceptionnel de classe C!' de Denjoy n’est coupé
par aucune transversale fermée homologue & zéro et ne
contient aucune feuille-ressort.

De méme il serait intéressant de savoir s’il existe un fibré
en cercles, évidemment non compact, et évidemment trivial,
admettant un feuilletage transverse de classe (2 avec un
ensemble minimal exceptionnel sans feuille-ressort.

{) Indiquons enfin quelques-uns des problémes qui se
posent en théorie des feuilletages des variétés non compactes
a propos des feuilles exceptionnelles dont 1’adhérence n’est
pas nécessairement minimale, cf. [29]:

1) Peut-on construire un feuilletage %, de classe C2

possédant une feuille exceptionnelle non captée?
11) Peut-on construire un feuilletage &, de classe C2?
sans holonomie possédant une feuille exceptionnelle?

n) Les feuilletages £, et &, précédents peuvent-ils
étre, de plus, transverses & une fibration en cercles? (Celle-ci

doit étre triviale d’aprés le théoréme B).

1) Les propriétés de captage obtenues I'ont été sous I’hypo-
thése que les feuilles étudiées étaient coupées par une trans-
versale fermée vérifiant une certaine propriété, Cf. les condi-
tions F.S.B. ou F.B.

Nous avons obtenu des propriétés de captage d’une autre
facon lorsque ’adhérence des feuilles étudiées est compacte,
ou contient un ensemble compact saturé non vide [21, 26].

Nous avons obtenu d’autres phénomeénes de captage, par
des méthodes & la fois géométriques et algébriques, sous cer-
taines hypothéses, par exemple lorsque le sécant d’homoto-
pie des feuilles étudiées est « petit » [20, 25]: Cf. I'extension
de ces propriétés aux feuilles dont le sécant d’homologie
est « petit y, ci-dessus en 3).

Enfin nous avons aussi obtenu d’autres propriétés de cap-
tage pour des feuilles dont le sécant d’homotopie est, cette
fois, « suffisamment gros », cf. Théoréme 3 de [19], puis [27].

Ces résultats peuvent é&tre a leur tour considérés comme
des outils nouveaux permettant d’aller plus loin. Leur com-
binaison nous permet par exemple de démontrer des théo-
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rémes du type suivant: soit & un feuilletage transversale-
ment C? d’une variété de groupe fondamental abélien libre,
avec ou sans présentation finie, ou abélien de type fini, dont
toutes les feuilles sont simplement connexes; alors & n’a
aucune feuille exceptionnelle. Cf. [30].

Conclusion.

Les méthodes suivies dans ce travail ou dans nos travaux
mentionnés en I1I-d permettent ’étude d’une feuille donnée
du feuilletage ou I’étude du saturé d’une transversale fermée
donnée du feuilletage.

Elles semblent particuliérement bien adaptées: & I’étude
de I’enveloppe d’une feuille donnée; & ’étude du captage des
feuilles exceptionnelles; a ’étude de la structure des feuille-
tages sans holonomie.

Elles nous permettront de résoudre dans des travaux
ultérieurs un certain nombre de questions naturelles et sou-
vent rencontrées, dans la mesure ou elles les raménent a
I'étude, purement algébrique, de la situation suivante:

Soit 1: Fcs X Iinjection d’une feuille F d’un feuille-
tage transversalement orienté % de la variété X. Nous
avons le diagramme suivant, ou h désigne ’homomorphisme
de Hurewicz et ou 2, est un point de la feuille F:

7y (F, @) % my(X, 2p) > TIS(F, ay)

A |5 5

H,(F, Z) — H,(X, Z) <> HS(F, #)

Ce diagramme est commutatif; de plus, nous faisons
opérer le groupe m(F, z,), resp. Hy(F, Z), sur le semi-
groupe IIS(#, x,), resp. HS(F, #), en associant au couple
(%, 7) la classe de la transversale fermée & # en z, obtenue
par le lissage et la mise en position transverse du composé
d’un représentant dans F de A et d’un représentant, trans-
verse & %, de r.

La structure de ’adhérence de F dans X est alors décrite
en majeure partie par cette situation algébrique. Par l'inter-
meédiaire de son sécant d’homotopie IIS(#, z,), un certain
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nombre de propriétés algébriques pourront étre vérifiées
par la feuille F. Parmi les propriétés riches en conséquences,
nous ne signalerons que les notions de feuille F « a élément-
unité », de feuille F « de type fini », de feuille « abélienne »,
ou « nilpotente », ou « transversalement a croissance expo-
nentielle ».

Nous espérons revenir en détail dans un travail ultérieur
sur les implications topologiques de cette situation algébri-
que.
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