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ESPACES A MODELE SEPARABLE

par J. SAINT-RAYMOND

On étudie les espaces vectoriels topologiques localement convexes
métrisables qui sont image linéaire continue d’un espace de Fréchet
séparable. On détermine la classe de Baire de ces espaces dans leur
complété, ainsi que la classe de Baire des formes linéaires boréliennes
sur ces espaces, en construisant pour chacun une suite transfinie dé-
nombrable d’espaces de Fréchet séparables qui lui est canoniquement
associée.

DEFINITION 1. — Soit V un espace localement convexe métrisable.
On dit que V posséde un modéle s’il existe un espace de Fréchet E et
une application linéaire bijective continue de E sur V ; et E est appelé
modéle de V.

On identifiera souvent E avec I’espace vectoriel V muni d’une
topologie plus fine.

PROPOSITION 2. — Soient V et W deux espaces qui possédent les
modeéles E et F. Soit f une application linéaire continue de V dans W.
Alors f est continue de Edans F.

En effet le graphe de f dans V x W est fermé pour les topologies
initiales de V et de W, donc a fortiori pour les topologies plus fines E
et F. Puisque E et F sont des espaces de Fréchet, I’application f est
donc continue de E dans F.

COROLLAIRE 3. — En particulier, il n’'existe qu’au plus un modéle,
d un isomorphisme prés, pour un espace localement convexe métrisable.
Il suffit d’appliquer la proposition 2 a I’application identique de

V dans V, si V posséde les modéles E et F, pour voir que E et F sont
isomorphes.
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PROPOSITION 4. — Pour que l’espace V posséde un modéle, il est
nécessaire et suffisant que V soit l'image linéaire continue d’'un espace
-de Fréchet.

La définition montre que la condition est nécessaire. Inversement,
si i est une application linéaire et continue de ’espace de Fréchet G sur
V, elle se factorise par une application u de l’espace quotient
E = G/Keru sur V. L’application @ étant injective, on voit que E est
le modéle de V, ce qui montre que la condition est suffisante.

THEOREME 5. — Soient V un espace localement convexe métri-
sable de modele E, et A une partie bornée de V. Pour que A soit bornée
dans E, il faut et il suffit que l’enveloppe dénombrablement convexe
de A dans le complété V soit contenue dans V.

Si u désigne I'application de E sur V, et si (x,) est une suite
bornée de E, pour toute suite sommable (A,) de nombres réels, la

somme 2 A\, x, appartient a E, ce qui entraine que

n=1

ngl N ux,)=u (ngl . x,,)

appartient 4 V. Il en résulte que la condition est nécessaire.

Inversement, pour montrer que = (A) est borné dans E, il suffit
de montrer que toute suite de u~! (A) est bornée. Soit (¥,) une suite
de points de A. Si l’enyeloppe dénombrablement convexe de A est
contenue dans V, pour toute suite sommable de nombres positifs (),
ona:

z:x,,y,,=(>:>\,,).>:(;")'\ .yn)GV

On a donc, pour toute suite sommable de nombres réels (A,,)
IV =CENYV)-CENy)EV
Il en résulte que si on définit ’application lindaire f de I' dans \% par
FON=ZN,,

f est continue et a valeurs dans V. On déduit alors de la proposition 2,
puisque /! est complet et donc son propre modéle, que u™o f est conti-
nue de /' dans E, donc que I'image par u~lof de 1a boule unité de I' est
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bornée, donc que la suite u~* (y,) est bornée, ce qui achéve de montrer
que la condition est suffisante.

PROPOSITION 6. — Pour que l'espace localement convexe métri-
sable V posséde un modéle qui soit un espace de Banach, il faut et
il suffit que V soit engendré par une partie bornée et dénombrable-
ment convexe.

Si ’espace de Banach E est le modéle de V, I'image de la boule
unité de E est une partie de V bornée et dénombrablement convexe
qui engendre V.

Réciproquement si A est bornée et dénombrablement convexe,
I’enveloppe convexe B de A U (— A) est bornée. Si (A,) est une suite
de nombres positifs de somme 1 et si b, =¢, x, — (1 —¢,)y, est
une suite de points de B, avec x, €A ,y, €A ,¢t, €[0,1],0n a

- s

)\n bn = Z:Kn tnxn - Zl)\n (1 “tn)yn

Orsis = 2 A, t,,ona YA, (1 —t,) = 1 —setonen déduit
1 1

SR
x =) "s”-anA
1

Il

y 2 ny €A

1-—5

o\, (1 —t,

; )

YN, b, =5.x—(1 —s5)y Eco (AU (—A))
1

Il en résulte que B est équilibré et dénombrablement convexe. Si
Il. I désigne la jauge de B, la topologie de cette norme est plus fine
que la topologie de V, puisque B est borné dans V. Si (x,,) est une suite

de points de V,etsia = ), I x, | < oo, on a pour tout p :
1

) %, € 3 I, 1). B

n=p+1 n=p+1

- p
ce qui montre que I} x, — Y x,l->0 quand p > oo, c’est-a-
n=1 n=1
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ob.

dire que la série (x,,) converge pour la norme vers 2 x,. L’espace V,
1

muni de la norme |l. ll, est donc un espace de Banach, qui est le mo-
déle de V, muni de la topologie initiale. Ceci termine donc la démons-
tration.

On s’intéresse maintenant aux espaces localement convexes mé-
trisables qui possédent un modéle séparable. Ceux-ci sont, bien en-
tendu, séparables eux-mémes.

ProPOSITION 7. — Si V est un espace localement convexe métri-
sable de modeéle E séparable, et si u est l'application de E sur V, l'appli-
cation u~! de V sur E est borélienne et V est une partie borélienne de
son complété \%

Ceci résulte immédiatement des théorémes usuels. Cf. [1], § 6,
Th 3.

PROPOSITION 8. — Soient V et W deux espaces localement
convexes métrisables, V ayant un modéle séparable E, et f une appli-
cation linéaire de V dans W. Si u est l'application de E sur V, pour que
f o u soit continue, il est nécessaire et suffisant que f soit borélienne.

Si f o u est continue, I’application f = f o u o u~! est borélienne,
puisque ! est borélienne d aprés la proposition 7.

Inversement, si f est borélienne, il en est de méme de f o u puisque
u est continue. Il existe donc dans P’espace de Fréchet E un Gs dense

H auquel la restriction de fo u est continue. Si C est un voisinage
convexe ouvert de 0 dans W et a un point de H

HN[ga+ (o) (Ol =[(fouw) ' (fou@ +O]NH

est un voisinage de a dans H, et son adhérence contient un ouvert
convexe B de E. Puisque H est un G, dense de E, ainsi que 2x — H,
a+B

2 >
dF[BN2x -BINHNE2x —H]=BNHNQ2x — BN H)

que B N (2x — B) est un voisinage ouvert de a, dés que x €

Il existe donc y etz dans B N Htelsque 2x —z =y

i a+ B
Il en résulte que pour tout x dans — ona
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IO +f@) _CHC_

fx) 2 2

L’application f est donc continue en a, donc cantinue.

THEOREME 9. — Pour que l'espace localement convexe métri-
sable V posséde un modele séparable, il faut et il suffit que la topo-
logie de Mackey 1 (V , V: ) soit polonaise, ou V,’,l= désigne l'ensemble
des formes linéaires boréliennes sur V.

Si E est le modéle de V, et que E est séparable, les formes linéaires
continues sur E sont les formes linéaires boréliennes sur V, d’apr@s la
proposition 8. De plus, E étant métrisable, la topologie de E est la
topologie de Mackey 7 (E,E'), c’est-a-dire la topologie 7 (V, Vy).
Comme E est polonais, il en est de méme de la topologie 7 (V, V:).

Inversement si la topologie 7 (V ,V: ) est polonaise, V est un
espace localement convexe meétrisable pour cette topologie, et un
G, de son complété. Pour tout élément z du complété E, Vetz —V
sont des G; denses de E, donc se coupent. Il existe donc x et y dans
V tels que x = z — y, ce qui montre que z appartient a V, c’est-a-dire
que E =V est complet. Puisque V, muni de la topologie 7 (V, V:)
qui est plus fine que la topologie initiale de V, est ainsi un espace
de Fréchet séparable, V posséde bien un modéle séparable, qui est
T(V, V). ~

THEOREME 10. — Si V posséde le modéle séparable E, si une
suite (x,) de V est sommable, ainsi que chacune de ses sous-suites,
la suite u=' (x,)) est sommable dans E.

D’aprés un théoréme d’Orlicz (cf. [4], p. 80) il suffit de démon-
trer que la suite u~! (x,) est faiblement sommable dans E. Soit A
une forme linéaire continue sur E. Si I’on définit I’application ¢ de

{0,13N dansRpar VACN g (W) =hou'( T x,)
neEeA

il résulte de la proposition 7 que la fonction additive ¢ est boré-
lienne. Un théoréme de Christensen [3] permet alors de conclure

que ¢ est continue, donc que 2 lhou? (x,)| < oo clest-d-dire que
n=1

la suite u~! (x,,) est faiblement sommable.
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On désignera dans la suite, pour un espace métrique séparable X,
par M, (X) (resp. X, (X)) I'ensemble des parties de X qui sont de
classe a-multiplicative (resp. de classe a-additive). On rappelle que
Z appartient 4 I, (X) si et seulement si son complémentaire appar-
tient 4 A, (X), que AN, est I’ensemble des fermés de X et qu’une partie
Z appartient a T, (X) si et seulement s’il existe une suite de parties
Z,, d’intersection Z, appartenant a la réunion des classes p (X) avec
g<a.

On désignera par B, (X, Y), quand X et Y sont métriques sépa-
rables, I’ensemble des fonctions de X dans Y pour lesquelles 'image
réciproque de tout ouvert de Y appartient 4 &, (X). Cette classifi-
cation est légérement différente de la classification donnée dans [5],
p. 299. On rappelle que pour tout ordinal dénombrable «, les limites
simples de suites de fonctions de classe @ de X dans Y sont les fonc-
tions de classe & + 1 de X dans Y les plus générales, et que pour tout
ordinal dénombrable limite «, les limites simples de suites de fonc-
tions de classes strictement inférieures 4 « sont les fonctions de classe
(o + 1) les plus générales. Cf [5], p. 297. Nous ajouterons a ces pro-
priétés le lemme suivant, quand Y = R.

LEMME 11. — Soient X un espace métrique séparable et o un
ordinal dénombrable limite. Pour qu’une fonction de X dans R appar-
tienne @ @B, (X ,R) il faut et il suffit qu’il existe des suites (f,) et
(_f"l') respectivement croissante et décroissante de fonctions de X dans
R de classes strictement inférieures d a telles que

f=lm f, = lim f
n—> o n—> o

Pour montrer que f appartient a @, (X, R) il suffit de montrer
que, si A € R {x| f(x) > A}et {x | f(x) < A }appartiennent a a, X).
Or si (f') croit vers f,

xIf)>A) = U (x1f0>N
et si fp"décroft vers f,
1 f() <A} = U x| £,/ (x) <N}

Ces ensembles, unions dénombrables d’ensembles de classes
< a, sont de classe a-additive, ce qui montre que la condition est
suffisante.
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Inversement, si f appartient 4 @3, (X ,R), on peut se ramener
au cas ou f est a valeurs dans [0, 1] puisque R est homéomorphe 4
[0,1].

Posons

Z
q

{xif(x)>q} pour g€QN[O0,1]

Ona f= sup g X,
q€Qnio,1]

si Xq est la fonction caractéristique de Z . Puisque Zq € &, (X), il

existe des ensembles Yq n de classes < a, dont la réunion &'J Yq , est

Xq

¢égale 4 Z,. Si X, , est la fonction caractéristique de Y est

de classe < o, etona :

q,n’ »n

f= sup q.%X, ,
q,n

En ordonnant les couples (g, 7) en une suite et en prenant pour
f; I’enveloppe supérieure des p premiéres fonctions g . X4.n»> On obtient
f comme limite d’une suite croissante de fonctions de classes < a. En
remplagant f par 1 — f, le méme procédé donne une suite décroissante
fp" de fonctions de classes < o, convergeant vers f, ce qui termine la

démonstration.

Par analogie avec cette classification, on définit, si V est un espace
localement convexe métrisable, la classification suivante des formes
linéaires sur V, qui n’est pas exactement la méme que la classification
usuelle.

DEFINITION 12. — La classe linéaire O se compose des formes li-
néaires continues. La classe linéaire o + 1 se compose des limites
simples de formes linéaires de classe linéaire o. Si o est un ordinal
limite, la classe linéaire o est la réunion des classes linéaires d’indice
strictement inférieur a o.

On déduit de cette définition qu’aucune forme linéaire n’a une
classe stricte qui soit de deuxiéme espéce, et que si o est un ordinal
limite, la forme linéaire de classe o + 1 la plus générale est limite
simple d’une suite de formes linéaires de classes strictement inférieures
ao.
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COROLLAIRE 13. — Si V est un espace localement convexe métri-
sable séparable, toute forme linéaire de classe linéaire o sur V est
de classe de Baire o.

Ceci se démontre immédiatement par récurrence sur la classe a.

PrROPOSITION 14. — Soient X un espace métrique séparable et
(f,,) une suite de fonctions de classe o de X dans R. L’ensemble des
points de convergence de la suite (f,)) est de classe o + 2-multiplicative.
Le méme résultat est vrai pour o ordinal limite et (f,,) de classes stricte-
ment inférieures d o.

En effet I’ensemble de convergence est égal a

n U N
m&eNpeNqg>p

1
x[ g~ < —=

1
et x/ Ifg x) — 1, (x)' < ;g € M, (X) puisque f, — f, appartient
am, (X,R).

ProrosITION 15. — Soient X un espace métrique séparable et Z
une partie de classe o + 1-additive de X. Il existe une suite (h,) de
fonctions de classe o (et méme de classes < o si a est de deuxiéme
espéce) de X dans [0, 1], dont Z est I’ensemble de convergence.

Si Z appartient a Q, ., (X), il existe une suite croissante Z,
d’éléments de M, (X) de réunion Z. Si = 0, la fonction

g, ,(x) = inf(1,kd(x,Z,)

est de classe 0, et la suite (g, ,), croit vers la fonction caractéristique
de CZ,.

Sia > 0, Z, estl'intersection d’une suite décroissante d’ensembles
Z,  de classe -additive, avec < «, dont les fonctions caractéristiques
sont de classe § +1 <, et méme < « si « est de deuxiéme espéce.
Posons alors g, ; la fonction caractéristique de C Z,, , .

Dans tous les cas, la fonction caractéristique de CZ, est limite
d’une suite croissante de fonctions positives de classe «, soit (8 k )i+
Alors les fonctions g, définies par :

k
L
g = X 8ax
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forment une suite croissante de fonctions positives de classe a (et
méme de classe < o si « est de 2° espéce). La suite (g, (x)) tend vers
le nombre entier sup {m|x €& Z, }si x EZ et vers + < si x & Z.

~ On définit alors par récurrence sur k, une suite croissante de
fonctions positives de classe a (et méme de classe < «, si « est de
2e espéce), soit g, par

’

"o
S gl =g
"o . ’ w1
81 = inf (gk+l 8 T ;)

1
La divergence de la série (76 ) fait que lim gy = lim g,. Si on
k—> oo k—> oo

pose alors &, = sin? mg,, Tes fonctions A, sont de classe & (et méme
de classe < « si « est de 2e espéce), a valeurs dans [0,1] et convergent
vers. 0 en tout point de Z, puisque lim g;c' = lim g; € N. Si x est un
point qui n’appartient pas 4 Z, toute valeur de [0, 1] est valeur d’adhé-
rence de la suite A, (x), puisque

. . 1
g (X) > + o et g,  (x) —g ()< P

On a donc bien montré que Z est ’ensemble de convergence de la
suite (h,).

THEOREME 16. — Soient X un espace métrique séparable et Z
une partie de X de classe o + 2-multiplicative. 1l existe une suite (f,)
de fonctions de classe o (et méme de classes < o si o est de deuxiéme
espéce) de X dans [0,1], dont Z est l’ensemble de convergence.

Si Z appartient a N, ,, (X), il existe une suite décroissante
d’ensembles (Z,) de X, de classe o + l-additive, dont Z est linter-
section. Il existe, d’aprés la proposition précédente, pour chaque
n, une suite A, , d’applications de classe a (ou de classe < a, si a est
de seconde espéce) de X dans [0,1] qui converge vers 0 en tout point
de Z,, sans converger hors de Z,,. Posons alors :

k

L) = X 27" By ) et fopi,(x) =0

n=1
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Les fonctions f, sont de classe a (ou de classe < «, si « est de
seconde espéce) de X dans [0,1]. On vérifie aisément que la suite
(fx (x)) converge vers O si x appartient a tous les Z,, c’est-a-dire si
x appartient a Z, et que la suite (f;, (x)) ne converge pas dés que x
n’appartient pas a4 I'un des Z,. L’ensemble de convergence de (f)
est donc exactement Z.

Les démonstrations de la proposition 15 et du théoréme 16
sont des extensions simples de celles qui sont données dans [6], dans
le casa = 0.

DEFINITION 17. — Soient V un espace localement convexe mé-
trisable de modéle séparable E et u l'application de E sur V. On appelle
DEGRE de l'application u la classe de Baire de l'application borélienne
u~! de V dans E.

On a vu dans la proposition 7 que u~! est une application boré-
lienne. En vertu de I'unicité du modéle (corollaire 3) on peut donner
la définition suivante.

DEFINITION 18. — Soient V un espace localement convexe métri-
sable de modéle séparable E et u l'application de E sur V. On appelle
degré de l'espace V le degré de l'application u.

PropPoSITION 19. — Soient V un espace localement convexe mé-
trisable de modeéle E, et u l'application de E sur V. Pour que u soit
de degré au plus o, il est nécessaire et suffisant qu’existe dans E un
systéme fondamental de voisinages ouverts de O dont les images par
u appartiennent @ &, (V).

En effet si u est de degré a, I'image par u d’un ouvert de E est
Iimage réciproque par u~! d’un ouvert de E, donc est de classe a-
additive dans V ; et si (B,) est un syst¢éme fondamental de voisinages
de 0 dans E, tout ouvert de E est réunion dénombrable de translatés
des B,. On en déduit que si les u (B,) sont de classe a-additive dans
V, il en est de méme de I'image de tout ouvert de E, ce qui signifie
que u est de degré a.

Il en est ainsi en particulier quand existe dans E un systéme
fondamental de voisinages (@3,) fermés de O dont les images par
u sont toutes de classe multiplicative < «, puisque alors
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u(Int B,) = Y (1 -2")u(B,) € &, (V)

On verra plus loin qu’il en est toujours ainsi : si le degré de u est égal
a a, il existe un systéme fondamental de voisinages fermés convexes
équilibrés de 0 dont les images par u sont de classe multiplicative < «
dans V.

THEOREME 20. — Soit V un espace localement convexe métri-
sable de modéle séparable E et de degré a. Si G est un fermé de E,
u(G) est une partie de classe multiplicative o + 1 du complété \Y%
de V. En particulier V appartient d I, , (V).

Ceci est un cas particulier du corollaire 3, page 343 de [5].

On va maintenant construire des exemples d’espaces normés
possédant des modéles Banachs séparables, et de degré arbitrairement
élevé.

THEOREME 21. — Pour tout ordinal dénombrable o, il existe un
espace topologique localement compact dénombrable K, ,, une appli-
cation linéaire injective u,,, de degré o + 1 de l'espace de Banach
@ o Ky +,) des fonctions continues sur K, tendant vers 0 a linfini
dans lespace de Banach c, (K,,,) des fonctions continues tendant
vers 0 a linfini sur 'espace K, , muni de la topologie discréte, et un
point a,,, de K, , tels que, pour tout compact métrisable T et
toute fonction borélienne h de classe o+ 1 de T dans [0,1], il existe
une application continue ¢ de T dans ¢, (K, ., ) vérifiant

VEET (1) € {u,,, NIfE ey KyyysllfFlIS]
VEET h(t) = e, ° g © o)

Puisqu’il existe des applications boréliennes de classe o + 1 qui
ne sont pas de classe «, que la mesure de Dirac ¢, ot et la fonction
¢ sont continues, la derni€ére propriété entraine que u_ +1 ne peut
pas étre de classe < a. Pour montrer que u,,, est exactement de
degré a +1, il suffira donc de prouver que u,, , est de degré <« + 1.
De plus la métrisabilité de I’espace K,,, entraine que I’espace
€, (K4 +;) est un Banach séparable.
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Nous choisissons K, = N le compactifié d’Alexandroff de 1’espace
discret N. Puisque K, est compact I’espace €, (K, ) est alors I’espace de
toutes les fonctions continues sur K, , qui s’identifie 4 ’espace des suites
convergentes de nombres réels. Si x = (x,) est une suite convergente
nous notons a, le point de N — N et

xn
s u,(x)(n) = .

[ w0 @)=0

On voit alors que u#,; est une application continue de norme 1 de

& (K,) dans co (Ky). Six€Keru;,onax, =nu,(x).(n)=0,

donc aussi x (a@,) = lim x, =0, ce qui prouve linjectivité de u,.
n—> o

Si on désigne par V, Pespace u, (& (K,) et si on définit les applica-
tions w, de V, dans€, (K,) par

Wk(}") = (yl ,2y2>"'anyn9""kyk7kyk,~-~,kyk:"-)
pour y=0,)€EV, CC K,

on voit que les applications w, sont continues et de rang fini sur V,.
On voit aussi que pour tout y de V;, w,(y) converge dans € (K,)
vers uy ! (). L’application ul‘l est donc de premiére classe de Baire,
comme limite d’une suite d’applications continues. On a donc bien
montré que u, est de degré au plus 1.

Soit maintenant A4 une fonction de premiére classe de Baire du
compact T dans [0,1]. Il existe une suite d’applications continues (k,,)
de T dans [0, 1], qui converge simplement vers 4 sur T. Nous définissons
alors la fonction ¢ de T dans € (K, ) par

y()(n) = h, ()
Y (#) @)= h()
Puisque A (¢t) = lim A, (t), ¥ (¢) appartient a Gy (Ky),etona:
h(t) = €, o Y (1), air:s:qo:le 1Y (#) || < 1. On définit alors
() = u, oY (d.

La fonction g est limite uniforme de la suite ¢, de fonctions continues
de T dans ¢, (K, ) définie par
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h, () h, (t)
S

o) = (B, (1),

Il en résulte que p est continue, et que ’'on a
h =¢ ° uloyp
ce qui démontre le théoréme dans le cas o = 0.

Supposons le théoréme vrai pour I'ordinal 8. Nous le démontrons
pour a = + 1. Il existe donc un compact K, = Kz, Vérifiant les
conditions de I’énoncé. L’espace localement compact dénombrable
K, 4, sera alors la somme disjointe de K, x N et de N.

Une fonction continue sur K,,,, nulle a Pinfini, est définie
par la donnée d’une suite de fonctions de €, (K,) convergeant uni-
formément vers 0 et d’une suite convergente de nombres réels. Le
point a, ., sera le point de N — N. Nous définissons alors I’applica-
tion u,,, par les formules suivantes, si x appartient a €, (K,,,),

u, (x(-,n)).0) ., 6€K,,n €N
" ! x () €. (K,)

o (5. () = [xn(zn) B x(a: ,n)] i

U, (x).(0,n) =

n €N

Uy (x).(ay4,) =0

Puisque u,, est a valeurs dans ¢, (K, ), on voit aisément que pour
€ > 0 donné, et pour x € € (K,,,) il n’existe qu’un nombre fini de

Iua x( ,n))
n

valeurs de n pour lesquelles > € et pour chacune de

ces valeurs, qu’un nombre fini de § € K, pour lesquels
lug (x (-, n)) @) 1> €.

On voit aussi que pour toute valeur de n assez grande on aura

x(n)

x(aq ,n)
2

n n

Il en résulte que u,,, est une application linéaire 4 valeurs dans
co (Ko+1) ; par ailleurs il est clair que si ||x|| <1, on aura aussi
g 41 (x) Il <1, C’est-a-dire que u,, , est continue de norme au plus 1.

< € <€
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Soit x un élément de Ker u, 4;. Puisque u, est injectif, on voit

que pour tout n, x (-, n) est nul,.comme fonction sur K,. De plus, si
_ _1[xtn) x(ay,n) ]| _x(n)
O—uwl(x).(n)—_;[n2 n Con?

pour tout n, x(n) = 0 et donc que

on obtient que

X(@y4y) = lim x(n) = 0
n-—>o

Il en résulte que x = 0, donc que u, ., est injectif. Désignons alors par
Vo Tespace u,,, €y (Ky41)) Ccy (Kyyy), et les applications
w, de V., dans €, (K, ,) par:

W, (»).(0,n) =u' (ny(-,n) ) 6€K,,nEN
n<k
w,(»).(0,n)=0 sif €K,,n EN,n>k%k

w,(»).(n) =n*ul'(y(-,n))(@,) + 2n? y(n)sin EN,n<k
w,e (). (1) = w, (¥) . @uyp) =W, (»).(kK) sin€N,n>k

Les applications w; sont linéaires de V,,, dans €,(K_,,) et sont
de classe de Baire «, puisque u, est de degré a. De plus, pour tout
y de Vyuy,uzy () = lim wy (y). L'application u; ,, limite d’une
suite d’applications de classes a est donc de classe au plus o + 1.

Soit maintenant une application borélienne & de classe o +1 du
compact T dans [0, 1]. Il existe une suite (%, ) d’applications de classe
o de T dans [0,1] qui converge simplement vers k. Puisque le théoréme
est vrai pour I'ordinal $, il existe pour chaque » une application conti-
nue ¢, de T dans ¢, (K,) avec
vVt llugte g, (D1l <1

a

Vit €4 ou;1 °Q, (1) = hn (€3]

a

On définit alors une application ¢ de T dans €,(K,,,) par

Y(0) @,n) = luj; o, (1).(0) 6€K,
" n €N
Zwmm>=mu>

V(D @,,,) = h(®



ESPACES A MODELE SEPARABLE 225

Sion pose alors ¢ = u_,, o ¥, on aura bien

Vt e T Hua+l o ¢(t)“ <‘ l et h(t) = E“a+l (<] a+l w(t)
Mais I’application ¢ s’écrit :
n (0
o) @, )—‘p() 6E€K ,neN
p@) (n) =

o()(a,,) =0

La continuité des ¢, et la convergence uniforme vers ¢ des fonc-
tions ¢*) définies par :

6B (1) 0 ,n) =

%@ pex n<k
n

¥ () 0 ,n) =0 6§ €K, ,n>k
P () @m) = ¢ () @,,,) =0

entrainent la continuité de ¢, ce qui termine la démonstration pour I’or-
dinal a.

Si a est un ordinal limite, borne supérieure d’une suite croissante
(B,) d’ordinaux pour lesquels le théoréme est vrai, on désignera par
H, Pespace localement compact Kg, 1, par v, I'application Ug, +1 et
b, le point ag, +1 de H, .

L’espace K, ; sera la somme disjointe de N et des H,. La cons-
truction de u,+; et la démonstration seront analogues a celles du cas
précédent en remplagant K, x N, c’est-d-dire la somme d’une suite
d’espaces tous égaux a4 K, par la somme des Hy. Le point g, 4, est
le point de N —N, et on définit, pour x appartenant a4 €, (K,+1),
I'élément u,, , (x) par

Uy 4y (x) (0) = —(—"'7"1‘& b € H,
1 x(k) x(b)
Uy +1 (X) (k) = 7 [ 2 - kk ]

Uy 4y (x) @, ) =0
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On voit, comme précédemment, que u,,, est une application
linéaire injective continue de norme au plus 1, a valeurs dans ¢, (K, ).
Les applications w, définies de fagon analogue au cas précédent sont
de classes §, + 1 < o et convergent vers u; il , qui est donc de classe
de Baire au plus a +1. De méme, si A est une application borélienne
de classe a + 1 du compact T dans [0,1], il existe une suite (A, )
de fonctions de classes < « de T dans [0,1] qui converge vers h. En
répétant au besoin un nombre fini de fois les fonctions A, , on peut
supposer que la fonction k, est de classe B, + 1, donc qu’il existe
des fonctions continues ¢, de T dans C, (H, ) telles que

hk (t) = Ebk o l}c'—l o ‘pk(t)
On peut alors construire comme dans le cas précédent une appli-
cation continue ¢ de T dans ¢, (K, ) telle que

Ve o llugl eIl <1 et h() =€, . oull op()

a+1 +1 a+1

Ceci termine la démonstration du théoréme 21.

COROLLAIRE 22. — Pour tout ordinal o de premiére espéce il
existe un espace normé qui posséde un modéle Banach séparable et
qui est de degré o.

THEOREME 23. — Soient T un compact métrisable et X une partie
borélienne de T, de classe multiplicative o + 2. Il existe une application
pde T dans cy (Ko+1), ot Ko+, est Uespace construit au théoréme 21,
qui est un homéomorphisme de T sur ¢(T), telle que ¢(X) soit la trace
sur o(T) du sous-espace V, ., =y, (€ Kqy 1))

Il existe, d’aprés le théoréme 16, une suite (h;) de fonctions de
T dans [0,1], de classe « (ou de classe < a, si « est de deuxiéme espéce)
telle que X soit I’ensemble de convergence de T. Il existe aussi une suite
(g,) de fonctions continues de T dans [0,1] qui sépare les points de T.
Si on pose

h, ()
2

ho() | g, (1)
hon ()= —— +=-—

h2n (t) =
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la suite (h,) sépare les points de T et a X pour ensemble de conver-
gence. Il existe une suite d’applications continues (p,) de T dans
¢y (K,) (de T dans ¢, (Hg) si @ =sup B, est de deuxiéme espéce)

telles que
ho(t) = €_ou'o g (1)
(h () = €p0 Uy 1, @, () si a est de deuxiéme espéce)

On voit comme dans le théoréme 21 que si ¢ est définie par

n€N

o b

1
s p(t) (0,n) = —¢, (0) 6 €K
n

( o(1) (n) = ¢(1) @g4y) = 0

1
g P(1)©) = 770, ©) peH

pour & de deuxiéme espéce

( o(t) (k) = p(t) (a,,,) =0

I’application ¢ est continue de T dans ¢, (K, ), que y est injective
puisque h, sépare les points, et que p () appartient d u, ., (€, (Ky4,))
si et seulement si la suite 4, (¢) converge, c’est-d-dire si ¢ appartient a
X, donc que

e(X) = (M N V,,,

COROLLAIRE 24. — L’espace V., ci-dessus est de classe multi-
plicative o+ 2, dans son complété et contient des fermés homéo-
morphes d n’importe quel sous-espace de classe o + 2-muliplicative

d’un compact métrisable.

Puisque u, ., est de degre a+ 1, il résulte du théoréme 20 que
V, +1 appartient a 01T, , (Vaﬂ) Ii résulte aussi du théoréme 23 que
si X est de classe a + 2-multiplicative dans T, il est homéomorphe a
9 (X) = o(T) N Vyiy quiest fermé dans V4.

On a ainsi construit un exemple d’espace homogéne, qui est univer-

sel pour les espaces métrisables lusiniens de classe a + 2-multiplicative.

Dans toute la suite, on sera dans la situation suivante : V est un
espace localement convexe métrisable, de complété V, qui posséde un
modéle séparable E. L’application u est continue, linéaire et bijective
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de E sur V. On considére un systéme (A, ) fondamental de voisinages
convexes fermés équilibrés de O dans \7, et un systéme (B,) fonda-
mental de voisinages convexes fermés équilibrés de 0 dans E. On sup-
pose de plus, sans nuire a la généralité, que u~! (A,) O B,,. Puisque E
est séparable, les polaires Bg sont des compacts métrisables pour la
topologie faible o (E', E).

On définit, par récurrence sur o, des compacts faibles de E'

(K, 4)nen et des sous-espaces (Lo Ja< o de E' en posant :
a<l

o = 'u (A9 CB)

=U K . ="

K,
L
0 h,eN ™0

- B

n,a+1

L = U K

a+1 neEN n,o+1

L = UL

si a est de deuxiéme espece.
@ B< a B

On vérifie par récurrence que K, , est un compact convexe équi-
libré et que L, est un sous-espace vectoriel de E' : en effet pour tout
A € R et tout n € N, il existe m tel que A B,, C B,,, et par conséquent
AB% C B etaussiAK, o CKp o

THEOREME 25. — Pour tout ordinal dénombrable «, l'ensemble
L, ., est formé des limites de suites faiblement convergentes d’élé-
mentsdeL,.

En effet, soit f un élément de L, ,. Il existe un entier n tel que

f appartienne 4 K,, .. Puisque E est séparable, le compact BY est

- métrisable, et f, adhérent a BS N L, est limite d’une suite d’éléments
de B N L,.

Inversement, si f est limite d’une suite faiblement convergente
(fn) d’élément de L,, I'ensemble {f,, im €N} est équicontinu
puisque I’espace de Fréchet E est tonnelé. Il existe donc un entier n
tel que

{f, |m€EN} CB®
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On a alors
Vx € B, f) 1= lim 1f, ()] <1

et on voit que f est adhérent 4 B N L,, donc appartient a K
et par conséquenta L, ,.

n,a +1°

COROLLAIRE 26. — Pour qu’une forme linéaire g borélienne sur
V soit de classe linéaire «, il faut et il suffit que g o u appartienned L, .

Si on identifie par u les espaces vectoriels E et V, cet énoncé
signifie que L, est ’ensemble des formes linéaires de classe linéaire
o pour la topologie de V.

L’énoncé du corollaire est vrai pour o = 0 par définition de L,.
Le théoréme 25 montre que si I’énoncé est vrai pour «, il est vrai pour
a + 1. De plus, si a est un ordinal limite, la définition de L, comme
réunion des Ly pour 8 < «, et la définition 12 de la classe linéaire a,
montrent que I’énoncé est encore vrai pour « s’il est vrai pour tous les
ordinaux f inférieurs a o.

Ceci montre que ’énoncé est vrai pour tout ordinal «.

THEOREME 27. — Il existe un ordinal dénombrable \ tel que
L, soit égala E'.
Pour chaque entier n, le compact B? est métrisable. Si (w;)en

est une base dénombrable de la topologie de Bg , et si on définit

A={i|l3qq<Q ; Ky o Nw #F ¢}
et v, = sup o + 1< Q
on a i€EA
[] 0
Vy' 279, K'm. C B) — i;)A w, € KnﬂnC K, .
puisque

win Kn,»yn = ¢-'i¢A
Si on désigne par A la borne supérieure des vy, , on obtient :

. ) vr K, a4 = Kn’,\
Ceci entraine

vn , Kn,)\+1 = Bg N L, =Kn,’\ cCL N Bg
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La trace sur chaque Bg de l’espace vectoriel L, est donc fai-
blement compacte, ce qui entraine que L, est fermé pour la topo-
logie faible o (E' , E) , (cf. [2], chap. IV, § 2, Th. 5).

Par ailleurs, puisque u est injective, L, = ‘u (V') est faiblement
dense dans E', et L, qui contient L, est faiblement dense dans E'.
Puisque L, est aussi faiblement fermé,ona L, = E'.

CoOROLLAIRE 28. — Toute forme linéaire borélienne sur V posséde
une classe linéaire, et celle-ci est bornée par l'ordinal \.

Ceci résulte immédiatement de la proposition 8, du corollaire 26
et du théoréme 27.

THEOREME 29. — Pour qu’une forme linéaire f sur V soit de pre-
miére classe linéaire, il faut et il suffit qu’il existe un entier n tel que
f soit bornée par 1 sur u (B,).

Pour que f'soit de premiére classe linéaire sur V, il est nécessaire
et suffisant, d’aprés le corollaire 26, qu’il existe n tel que f o u appar-
tienne 4 K, | = K‘,’,‘?l, puisque K, ,, fermé convexe et équilibré, est
égal 4 son bipolaire. Or

KS, = (B2NLy°= (U B2 fu (A
meN

= (U [(1 —e)B2IN*u(A2)°
meN
€e>0

ﬂN (1 —e)BN*u(A2)° = N conv((l—e)'B,VUu1(A,)
me m

€>0 €>0

De plus

conv((l —€)™"B,Uu"1(A,) CU —e)!B, +2u~! (A,)

1 —e€ €

1—€¢/2 2—¢

Et, puisque = 1, on a aussi, pour un m’,

€
2 —€

(1—%)_1Bn+u“(Am:)C(1 -%)”IB,, + w1, C

Cconv[(l —e)" ' B, + Uu"t(A)]
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Il en résulte que

I

K$,= N conv((l— 'B,Uu""(A,)= N [ - B, +u'(A,)
m m
€>0 e>0

1l

N u'[(1—e)'u(B,) +A
€>0

m

N w1 -e)tuB)]
€>0

K, =u!u(B,)

Pour que f soit de premiére classe linéaire, il est donc nécessaire
et suffisant que f o u soit borné par 1 sur K‘,’,Yl =u"' (u(B,), donc
que f soit borné par 1 suru (B,).

THEOREME 30. — 1] existe un espace de Fréchet séparable N, , une
application linéaire continue injective u; de N, dans V de degré 1 et
une application linéaire continue injective r, de E dans N, tels que

i) u=u or,
ii) r,(E) est dense dans N,
iii) r,(N}))=L
Soit 8,, I’adhérence ’ge u (B,) dans V. Bésignons par W, I’espace
vectoriel engendré par C,, soit, puisque C, est convexe équilibré.

W,= U k.C,
kEN

Si on désigne maintenant par ﬁ} l’iniersection des W, ﬁ, est
un espace vectoriel sur lequel les (C, N N,), forment un systéme
fondamental de voisinages convexes de O pour une topologie locale-
ment convexe métrisable, plus fine que la topologie de \Y% puisque

C,=u(B,)CA,=A,

Il existe donc une apphcatlon linéaire continue injective u, de
N dans V. Par ailleurs, puisque, N contient V,on a

u®B,)Cu®,)NN,=C, NN,

Donc I'application r, de E dans f\fl définie par
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Vx<SE r (x)=u)
est continue. Définissons alors N, par
N, =r, (E)

Si on montre que ﬁl est complet, puisque E est séparable, il
en sera de méme du sous-espace N, de ﬁl , qui sera donc un Fréchet
séparable. Soit donc (x;) une suite de Cauchy dans ﬁ La suite u, (x;)
est une suite de Cauchy de V et converge dans V vers un point a. Si
q, est dans N la jauge de C,,, la suite g, (x;) est une suite de Cauchy
dans R, donc une suite bornée ; il existe donc, pour tout #, un k tel que

Vi x,€kC,CW,

Puisque k&',, est fermé dans V, le point a appartient a k E,, cw,.
Ceci étant valable pour tout n, on a

~

a€NW, =N,
n

Pour tout n, il existe M,, avec

Vi,Vi>M, xEx;+C,

n

et puisque x; + En est fermé dans \7, on a
Vi>M, a€x; +C,

E:est-é-dire xjNE a + C, et ceci signifie que (x;) converge vers a dans
N, ;Pespace N, est donc complet.

Soit f une forme linéaire sur E. Pour que f appartienne 4 L,,
il faut et il suffit, d’aprés le théoréme 29, que fo u~! soit bornée
par 1 sur l’adherence dans V d’un u (B,), c’est-d-dire bornée par 1
sur VNu, (C ), C’est-d-dire encore que fo r! soit bornée par 1
sur un voisinage de O dans le sous-espace r, (E) de N Cette condi-
tion signifie que fo r~! est continue sur le sous-espace r, (E), donc
est la restriction & r, (E) d’une forme linéaire continue g sur
N, =r, (E), et par conséquent que

f='r ®

On a donc bien montré que L, est égal 4 ’r, (N',).

Pour montrer que u, est de degré 1, il suffit, en vertu de la
remarque qui suit la proposition 19, de montrer que N, posséde un



ESPACES A MODELE SEPARABLE 233

systéme fondamental (C,) de voisinages de O, dont les images par u,
sont de classe O-multiplicative, c’est-d-dire fermées dans u, (N,). Or,
si C, est défini par

Cn = En n Nl

ona
u, (C,) = u, (N,) N C, = u, (N,) N u(B,)

qui est fermé dans u, (N, ) puisque u (B,)) est fermé dans V.

THEOREME 31. — Il existe pour tout ordinal dénombrable o un
espace de Fréchet séparable N, et une injection linéaire continue r,
d’image dense de E dans N,. Il existe pour tout couple (a, 3) d’ordi-
naux dénombrables tels que o < une injection linéaire continue
vy g de Ng dans N, telles que

Vgpgolpy, =Us, Si a<B<y
Vo golg =T
'
try, (N,) = L

Le théoréme précédent montre I’existence de N,, muni des
propriétés énoncées ci-dessus.

Si N, est construit, on détermine N, 4, et v, o+, en faisant la
construction du théoréme 30 sur I’application r, de E dans I’espace
N, . On pose, poury < a

v'y,a+l = v'y,a °va,a+l

D’autre part, puisque L, = ’r, (N.), si f est une forme linéaire
sur E appartenant 4 L, ,, il existe une suite de formes linéaires conti-
nues g; sur N, telle que

vx €EE f(x) = lim ’r, (g)
j—> oo
La forme linéaire f o r;;‘ est donc de premiére classe linéaire sur

I'espace r, (E), et par conséquent il existe une forme linéaire continue
gsur N, , telle que
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—1 _ -1
fo r,,=8° va,a+1

c’est-a-dire
f=ger,y = Ten®
Inversement, si f appartient a ’ra + (N, +1 ) 1l existe une suite de
formes linéaires continues sur N, soit (g;), telles que, en tout point
de E, ‘ra (g;) converge vers f. Comme les formes linéaires ‘ra (g;)
appartiennent a L, fappartientda L _ .

Si maintenant les NB sont construits pour tout ordinal § inférieur
a Pordinal limite o, on définit N, et les vg o comme limite projective
du systéme [(Ng)s< o 5 (4 )p<y<al-

Alors N, s’injecte de fagon linéaire et continue dans chaque N,
pour B < a, et, en particulier,on a :

Vo,a Na) =0, 9,5 (Ng)© Ny =V

L’espace N, est alors un espace de Fréchet séparable, et puisque
E s’injecte dans chaque Ny, il existe une injection linéaire continue 7,
de E dans N, . De plus, puisque 7; (E) est dense dans chaque Ng,r, (E)
sera dense dans N, .

Pour que la forme linéaire f sur N, soit continue, il faut et il suffit
qu’elle soit barnée sur un voisinage de 0, c’est-d-dire qu’il existe § < «,
et un voisinage U de O dans Nﬁ tels que f soit bornée sur v ’a ),
C’est-a-dire encore que f appartienne a ‘vﬁ’a (N;). Par conséquent :

t ry — t t = t N —
rg N3) = U fr Cog , Ng) = Uy (Np) = U L

=L

o

Ceci termine la démonstration du théoréme.

THEOREME 32. — Il existe un ordinal dénombrable \ tel que N,
soit isomorphe a E, ainsi que les espaces N, pour o = \.

Il existe, d’aprés le théoréme 27 un ordinal A\ tel que L= E'
Alors Pinjection lin€aire continue r, de E dans N, vérifie

rn(Ny) =1L, =F
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On en déduit que l'application ry! de r, (E) dans E est faiblement
continue, donc continue pour les topologies de Mackey 7 (r, (E), N,'\)
et 7(E,E’) qui coincident avec les topologies métrisables de r, (E) et
de E, ce qui montre que r, est un isomorphisme de E sur r, (E), donc
aussi que ce dernier est complet comme E, et égal 4 son complété N, .
Ceciprouve que r, est un isomorphisme de E sur N, .

Puisque, pour tout « supérieur 4 \, on aencore L, = L, = E', Ia
méme démonstration prouve que N, est alors isomorphe a E, donc
aussi 4 N,, c’est-a-dire que la suite transfinie (N,) stationne a N, .

ProposITION 33. — Le sous-espace r, (E) de l'espace de Fréchet
N, est muni de la topologie de Mackey 7(E,L,) et N, est son
complété.

Puisque la topologie de N, et par conséquent celle du sous-espace
r, (E), est métrisable, elle est égale 4 la topologie de Mackey associée
a la dualité avec N,, c’est-d-dire, modulo I'isomorphisme algébrique
r, de Esurr, (E) 4 la topologie de Mackey 7(E, ’r, (N)) = 7 (E, Ly).

Puisque N, est I’'adhérence dans ﬁ,,, de r, (E), N, est le complété
de r, (E).

Ce résultat montre que la topologie de Mackey 7 (E, L, ) est métri-
sable et donne une caractérisation de I’espace N, comme complété d’un
espace localement convexe métrisable.

DEFINITION 34. — On appellera modéle d’ordre a.de V, l'espace de
Fréchet N, ainsi construit.

PROPOSITION 35. — Soient V et W deux espaces localement convexes
métrisables qui possédent respectivement les modeéles séparables E et
F. Si ¢ est une application linéaire continue de V dans W, il existe des
applications linéaires continues ¢, de N, dans P,, ou N, et P, désignent
respectivement les modéles d’ordre o de V et W, qui coincident avec ¢
sur les images canoniques de V dans N, .

Désignons par L, et M, les espaces de formes linéaires, sur E et F
respectivement, qui sont de classe linéaire a pour les topologies de V
et de W. On a vu dans la proposition 2 que ¢ était continue pour les
topologies de E et F. Puisque ‘o(W') C V' on voit que ‘9 (M,) C L,.
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De plus, si une suite g; de formes linéaires sur F converge simplement
sur F vers une forme linéaire g, les formes linéaires “p (g;) convergent
simplement sur E vers *¢ (g). Il en résulte que pour tout «, on a

'oM,) C Lo

donc que pour tout «, ’application ¢ est continue pour les topologies
de Mackey 7(E,L,) et 7 (F,M,), et se prolonge aux complétés en
des applications continues g, de N, dans P, .

THEOREME 36. — Pour tout ordinal dénombrable «, l'application
Vg o de N, dans v, . (N,) est de degré au plus a.

L’énoncé est trivial pour a = 0. S’il est vrai pour I'ordinal «,
Papplication vy}, de vy , (N,) dans N, est de classe de Baire a. Il ré-
sulte du théoréme 30 et de la construction de N, a partir de N,
que v, ., est de degré 1, donc vy}, de premiére classe de Baire.
Alors, I’application

-1 —_ 4—1 -1
vo,a +1 = va,a+1 ° vo,a

est de classe de Baire o + 1 au plus ; ce qui démontre I’énoncé pour
Pordinal @ + 1.

Si « est un ordinal de deuxiéme espéce, il existe dans N, un sys-
téme fondamental de voisinages de 0 de la forme vﬁ‘,i (U),oup<a
et U est un voisinage ouvert de O dans N{,. Alors

Vo0 V55 (D] =155 (U) Ny , (N,)

qui est de classe B-additive dans v, o, (N,) si I’énoncé est vrai pour
tout @ inférieur 4 a. Il résulte alors de la proposition 19 que v, , est
de degré « au plus.

PROPOSITION 37. — Pour tout ordinal o tel que $ + o < vy le mo-
déle d’ordre a du sous-espace vy, (N,) de Ny est isomorphe d Ny, .

Puisque vg . (N, ) contient 7, (E) qui est dense dans N;, I’énoncé
est vrai pour a = 0. S’il est vrai pouraetsif + a + 1 <y un systéme
fondamental de voisinages de O dans le modéle d’ordre o+ 1 de
Vg o (N,,) est déterminé par les adhérences dans N‘, +o des images par
Vg 4 o des voisinages de 0 dans N, qui sont eux-mémes les adhérences
dans un Ny avec v > 8 2§ + a d’images par r, de voisinages de 0
dans E. Comme la topologie de N; est plus fine que celle de Ng,,,
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les adhérences dans N,3 +o des images par Vg 4oy des voisinages de 0
dans N, sont les mémes que les adhérences dans Ng,, _des images
par rg,, des voisinages de 0 dans E. Ceci montre que N‘HO‘Jrl est
isomorphe a l’espace analogue P,H1 défini par vz, (N,), et donc
que Ng.,,, est isomorphe a I’espace P, ,, modéle d’ ordre a+t 1
de Vg o (N., ). Donc I’énoncé est vrai pour o + 1.

Si I’énoncé est vrai pour tout ordinal & inférieur a4 un ordinal
limite «, on aura :

P, = lim P, isomorphea lim N
“«
6<a 8<a

B +8 NB +a

ce qui prouve I’énoncé pour 'ordinal «, et termine la démonstration
de la proposition.

THEOREME 38. — Si le modeéle E est un espace de Banach, pour
tout ordinal dénombrable o, le modele N, ,, dordre a+ 1 est un
Banach. Si pour un ordinal limite o, le modeéle d’ordre o est un Banach,
il existe un ordinal B inférieur d « tel que E soit isomorphe d N, (donc
aussid N,).

Si E est un Banach, on peut choisir les voisinages B, tous homo-
thétiques. Alors les adhérences de r, (B,) dans N, sont homothétigues
et I'espace Na 4 est un espace normé de méme que son sous-espace
N1, qui est donc un Banach.

Si N, est un Banach, pour un ordinal limite &, N, est un Banach.
Comme on a :

N = U ty N
a g<a B,a( B)

il existe un § < « tel que ‘vg o (N ) soit non maigre dans I’espace de
Baire N, muni de la topologie de la norme. Alors application * vﬁ
est surjective de N sur N Ceci entraine que ’application vy o de
Vg o (Ng) sur N. est falblement continue, donc continue, pulsque ces
topologies sont métrisables. Ceci signifie que vg o est un isomorphisme,
donc que vg o, (N, ) est complet, et égal 4 son compléte Ng, donc enfin
que N, est isomorphe 4 Ng, ainsi qu’d tous les N5 pour § < & < a.
Or si Ng est isomorphe a Ng4y, on sait que Ly est égald Lg, , c’est-a-
dire que Lg = E’, donc que Ng est isomorphe 4 E, ainsi que N,,.
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En particulier, si E est un Banach, le plus petit ordinal « tel que
N, soit isomorphe a E est un ordinal de premiére espéce.

LEMME 39. — Soit H un G; dense de E. Si g est une fonction de
premiére classe de Baire définie sur le sous-espace u (H) de V et a va-
leurs réelles, il existe un G5 dense H' de E, contenu dans H tel que la
restriction au sous-espace r; (H') de N, de la fonction g o u, soit
continue.

Puisque g est de premiére classe de Baire, il existe une suite de
fonctions continues (g, ) qui converge simplement vers g sur « (H).
Pour tout entier k et tout entier m, I’ensemble

( 1

Gm’k ={xE€H|IVp=2m,vq=m| g, ou(x)—gqou(x)|<;
est fermé dans H. Puisque la suite g, ou (x) converge vers g o u (x),
c’est une suite de Cauchy dans R, et il en résulte que, pour tout k&
H = '&IJ Gm'k

Puisque H est un Gz de E, il est polonais, donc espace de Baire,

et on en déduit que la réunion U, des intérieurs dans H des G,, &
est un ouvert partout dense de H. Alors I’intersection H' des ouverts
U, est un G5 dense de H, donc un G; dense de E, contenu dans H.
Nous montrons maintenant que la restriction a r, (H') de g © u, est
continue. Soit donc x un point de H' et € > 0 ; il existe un entier k

€
tel que 1/k < E’ et puisque x € U, il existe deux entiers m et n tels
que

x+B)NHCG, ,
Ceci signifie que, pour tout p et tout g supérieurs & m, pour tout
y appartenant d Htelquey —x € B, ,ona:

1

lg,ou()—gpouy) i< %
L’ensemble des points de u (H) ol cette inégalité est vérifiée est fer-

mé dansu (H), donc contient I’adhérence dans u (H) de u[(x + B,) N H],
qui est identique 4 ’adhérence dans u (H) de u[(x+ B, ) N H]. Or H est
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partout dense dans E, et x + B,, est identique a4 I’adhérence de son

intérieur. Il en résulte que 'inégalité ci-dessus est vérifiée en tout point
de

u(H) N u[(x + B,) N H] = u(H) N (B,) = u(H) N C,
donc aussi I’inégalité obtenue en passant a la limite :

lg, cu(y) —geuly) <l/k

D’aprés la continuité de g, o u , il existe aussi un entier n'>=n
tel que

~ 1

Vy €H tel que r,(y)-r,x)€C,., lg, culy)—g, °u(X)l<%

Il en résulte que pour tout y de H' tel que r,y)-rx)€e En,
ona:

lgou(y) —goux)| < |gou(y) —g, cu®)l

3
tlg, culy) — g, culx) + lg, culx) —gou(x) < ;< €
ce qu1 montre la continuité de g o u, au point r, (x), puisque les
N; N C forment une base de v01s1nages de O dans N, , et termine la
démonstration du lemme.

THEOREME 40. — Si g est une fonction borélienne de classe o de
V dans R, il existe un G, dense H de E tel que la restriction au sous-
espacer, (H) de N, de la fonctzon g ° v, , Soit continue.

L’énoncé est trivial dans le cas a = 0, ou on peut prendre H = E.

Si I’énoncé est vrai pour l'ordinal «, et si g est une fonction de
classe a + 1, il existe une suite (gn) de fonctions de classe a sur V qui
converge simplement vers g. L’hypothése de récurrence assure alors
I’existence de G denses H, de E tels que la restriction a r, (Hn) de
g, °V,, soit contmue L’mtersectlon H' des H, est encore un G;
dense de E, et la restriction de chaque g, LI ar, (H') est conti-
nue. La restriction de g o Vo.a ar, (H') est donc ‘de premicre classe de
Baire ; comme Na +q st constrmt a partir de r, comme N, a partir de
u, le lemme 39 nous permet d’affirmer ’existence d’un G, dense de
E, H, contenu dans H’, tel que la restriction de
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g° vo,a ° va,a+1 = &° vo,o:+l a ra+1(H)
soit continue, ce qui montre que I’énoncé est vrai pour ’ordinal e + 1.

Si I’énoncé est vrai pour tout ordinal § inférieur a I’ordinal limite
a, et si g est de classe « sur V, il existe d’aprés le lemme 11 deux suites
monotones g,, et g, de fonctions de classes strictement inférieures a
« i valeurs dans R, qui convergent vers g respectivement en croissant et
en décroissant. Puisque R est homéomorphe a une partic de R et
que I’énoncé du théoréme est vrai pour les classes de g, et g,',: , il existe
des Ga denses H'm et H" de E tels que les restrictions a Ty (H )

(resp. rg;, (H,)) des fonctions g;, ° Vo 8;, (TESD. 8m © vo,ﬁm) soient
continues.

L’intersection H = (ﬁ H,)N (ﬂ H,,) est encore un G; dense

de E, et les applications vg, . et Vg o sont continues ; il en résulte
que les restrictions a r, (H) des fonctlons gm © Vg o et & © vy o SONt
continues. Alors, 'application g o vy , = sup g © Vg o = inf g © Vo o
a sa restriction a r, (H) qui est a la fois semi-continue inférieurement
et supérieurement, donc continue, ce qui démontre I’énoncé pour

I'ordinal a.

THEOREME 41. — Soit f une forme linéaire borélienne sur V, de
classe de Baire a. Alors f est de classe linéaire a. En particulier, si a est
un ordinal limite, f n’est pas strictement de classe .

Si on applique le théoréme 40 a la fonction f, on obtient un G
dense, H, de E tel que la restriction de fo Vg o a r, (H) soit continue.
Il existe donc un point x de H et un voisinage ouvert convexe U de 0
dans N, tel que

Vye HN (x +ra"(U)) [fou(y) — fou(x) <1
Si z est un point quelconque de x + r;‘ (U), ’ensemble
[x +r (] N [2z —x —r;' (V)]

est un voisinage ouvert de z donc rencontre le G; dense H N (2z — H).
Ceci entraine I’existence de y et p' appartenant AHN (x+ r 1 (U))
’

telsquey = 2z — y', c’est-d-dire z = .On a alors :
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1
fou(@ =3 [feu() + fou(y"l

donc
1
[fou@)—fou(x)| = |-2-(f°u(y)—f°u(x))
1
. Fou') — feux)l <1

ce qui montre que f © vg o est bornée sur Pouvert U + r, (x) de ’espace
ro (E), donc continue sur cet espace, et se prolonge en une forme li-
néaire continue sur le complété N, . Il s’ensuit que f o u appartient a

L,, c’est-d-dire que f est de classe linéaire « sur V, d’aprés le corollaire
26.

Enfin, d’aprés la définition 12, toute forme linéaire de classe
linéaire o, ol @ est un ordinal limite, est de classe linéaire inférieure,
donc de classe de Baire inférieure, d’aprés le corollaire 13.

COROLLAIRE 42. — Pour une forme linéaire borélienne sur V, la
classe linéaire et la classe de Baire coincident.

Ceci résulte immédiatement du théoréme 41 et du corollaire 13.

THEOREME 43. — Si ¢ est une application linéaire borélienne de
classe o de V dans un espace de Fréchet W, il existe une application
linéaire continue Y de N, dans W telle que : ¢ = Yo (v‘1 V).

L’application linéaire ¢ o v,  est définie sur le sous-espace dense
ro (E) de N,. Si f est une forme lmealre continue sur W, f o ¢ est une
forme linéaire de classe de Baire a sur V, donc de classe linéaire «
d’aprés le théoréme 41, c’est-d-dire que fo po Vo o est continue,
d’aprés le théoréme 31.

L’application ¢ o v, , est donc faiblement continue de I'espace
métrisable r, (E) dans l’espace W. Cette application est donc continue,
et se prolonge en une application linéaire continue Y du complété
N, dans I’espace complet W.

THEOREME 44. — L’application linéaire continue v, o est exacte-
ment de degré a, @ moins qu’il n’existe un ordinal B inférieur a o tel
que NB soit isomorphe d E (et a N,).
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Il résulte du théoréme 36 que le degré de Voo ©st au plus égal
a a. Si ce degré est un ordinal § inférieur 4 «, ’application vgj,lV
est de classe de Baire au plus § de V dans r, (E). Si f est une forme
linéaire continue quelconque sur r, (E), c’est-d-dire si f o r, appar-
tient 4 L,, 'application f o v(;’i est de classe de Baire au plus 8, donc
de classe lin€aire au plus B, ce qui signifie que f o U ; cu=for,
appartient 4 Lg. On a donc L, C Lg, et par conséquent Lg,, = Lg
ce qui n’est possible que si Ly = E'et Nﬁ = E. On a alors aussi N, = E.

COROLLAIRE 45. — Le degré de u est égal d la borne supérieure des
classes de Baire des formes linéaires boréliennes sur V, et au plus petit
ordinal o tel que N, soit isomorphe d E.

Pour le plus petit ordinal « tel que N, soit isomorphe 4 E, on a
Vg, = u et le degré de vg o est égal & a d’aprés le théoréme 44. Le
degré de u est donc égal a a.

Si B est strictement inférieur 4 cet &, Ng n’est pas isomorphe
canoniquement a E, et Lg n’est pas égal a E'. Il existe donc des
formes linéaires boréliennes sur V qui ne sont pas de classe linéaire f3,
c’est-d-dire pas de classe de Baire . Inversement, si f est une forme
linéaire borélienne sur V, f o u est continue sur E,donc f= (fo u) o u™!
est de classe de Baire au plus o, si o est le degré de u. Le degré de u
est donc bien la borne supérieure des classes de Baire des formes linéaires
boréliennes sur V.

COROLLAIRE 46. — Soit ¢ une application linéaire borélienne de
V dans un espace de Fréchet W. Pour que y soit de classe de Baire o,
il faut et il suffit que ¢ se prolonge en une application linéaire boré-
lienne de vg o (Ny) dans W.

Si ¢ est de classe «, le théoréme 43 donne ’existence d’une appli-
cation linéaire continue ¢ de N, dans W telle que ¢ = y o (v54iV).
L’application ¢ o vg,‘a est borélienne de classe a de vy o (No) dans
W et prolonge ¢.

Inversement, si ¢ se prolonge en une application$ de vg o (Ng)
dans W, borélienne, I’application @ o v, , est continue sur N,, d’aprés
la propostion 8.

Et puisque vgg est de classe o d’aprés le théoréme 44, I'appli-
cation
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9 =(Povgy)e (v, | V)
est de classe de Baire au plus «a sur V, ce qui achéve la démonstration.

THEOREME 47. — Pour que u soit de degré a, il faut et il suffit
qu’il existe dans E un systéme fondamental de voisinages convexes
fermés de O dont les images par u soient de classes multiplicatives
dans V inférieures strictement d «.

On a déja vu dans la proposition 19 que la condition était suffi-
sante. Si u est de degré a, E est isomorphe 4 N,,. Si o posséde un pré-
décesseur B, N, posséde un systéme fondamental de voisinages
dont les images par vg 4, sont fermés dans N;. Comme v, ; est
de degré B, I'image d’un fermé de Nﬁ par v, 5 est de classe mul-
tiplicative 8 dans vy g (Ngp) D V. Donc N, posséde un systéme
fondamental de voisinages convexes fermés dont les images par
U =10y, =Vgg o0 g, sont de classes multiplicatives § < a dans V.

Si a est un ordinal limite, un systéme fondamental de voisi-
nages de O est formé des images réciproques par les applications vg ,
des voisinages de 0 dans N; pour les § inférieurs 4 . Et puisque, si
U est un voisinage convexe fermé de 0 dans Ng,on a :

ulvglh, Ml =v,, (U)NV

ol vg 4 (U) est de classe multiplicative § puisque v, 5 est de degré .
Donc N, posséde un systéme fondamental de voisinages fermés
convexes de 0 dont les images par u sont de classes multiplicatives dans
V strictement inférieures 4 .

Nous allons maintenant démontrer un théoréme analogue au
théoréme 40, qui nous permettra d’obtenir des résultats sur la classe
multiplicative de V dans V.

LEMME 48. — Soient R’ un G; dense de E, S' un Gz dense de
N, = V, contenant u (R'), et h une fonction de premiére classe de
Baire de S' dans R. Alors il existe un G, dense R de E et un Gz dense
S de N,, contenant r; (R), tels que la restriction @ S de h o u, soit
continue.

Puisque %~ est de premiére classe de Baire, il existe une suite
(h,,) de fonctions continues de S' dans R, qui converge simrlement
vers h. Les fonctions h,, o u sont continues sur R'. Par conséquent,
pour tout entier m et tout entier k ’ensemble
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‘ 1
Gm,k ={x € R'IVp>m,vq>m |hp ou (x) —hq o u(x)l<;%

est fermé dans R’. Puisque la suite hp o u (x) est de Cauchy pour tout
x de R', pour chaque entier k, on a

R'=UG, ,
m
Et, puisque R’ est un G; de E, c’est un espace de Baire ; la réunion

U, des intérieurs dans R’ des G, est un ouvert partout dense de
R'. 1l existe donc des points x,, , ; dans R’ tels que

m:qumM+m»
n,i

!
et RN (x,;;+B,)C G,,,x pour un m au moins.

Nous désignerons par w, lintérieur dans N, de E,, N N,, et par
B,, I'intérieur dans Ede B, .

Alors : W, = Ui (ry Gp i) + w,)

est un ouvert de N, , qui contient I’image par r, de ’ouvert

U X6t B::)
n,i

de E. Puisque le fermé

xn,k,i + (Bn \B:l)

est rare, 'ouvert
U, = R'ﬂ(u_ Gnp * B:n))
n,i i
est partout dense dans R’, puisque U, \'U," est maigre. Nous posons
maintenant
S=u7?(ShNn N W
r (5 keN k¥
L’ensemble S est un G; de N,, puisque les W, sont ouverts,

que S’ est un G;, et que u, est continue. On voit immédiatement
que S contient r; ( ﬂN U'k) ; et puisque les U; sont des ouverts partout
ke

denses de R', leur intersection R est un G; partout dense de R’, donc
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un G; partout dense de E. Par conséquent, r; (R) est partoﬁt dense
dans r, (E) = N,, et puisque S contient r, (R), S est partout dense
dans N, .

Nous montrons maintenant que 4 o u; est continue sur S. Soient
x un point de S, et € > 0. Il existe des entiersi,n et k tels que

1 e
k"3
et XEr (X5 T W,
Puisque x,, , ; + B, est inclusdansunG,, ,,ona:
Vp>m,Vg>m VyER'ﬂ(xn,k',.+Bn)

1
Ihpou(y)——hqou(y)l<-lg

La continuité de h, et de h,, et la densité de u (R") dans S' font que
cette inégalité est valable en tout point de

S'N{uG,e; +BII =8N [ux,,)+C,
donc, a fortiori, que
Vp=2m,Vg=2m , Vz€SN[r (x,,,) tw,l]

1

Ih, o u, (z)—hqoul(z)l<z

et par conséquent que, en passant 4 la limite,

1
VzESN[r, (x,;) tw,] |hou, @) —h,ou (Z)I<;

La continuité de h,, o u, § au point x nous permet d’affirmer I'exis-
tence d’un entier n’ = n tel que

x + wn'c r (xn,k,i) + w,

1
et VzeSNx +w,) lhmoul(z)—hmou,(X)l<;

Pour tout point z de S N (x + w,) on adonc:
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thou,(z) —hou, xX)|S|hou,(z) —h,ou,(z)| +

3
+thou (2) — hy ouy () + (h, ouy(x)—hou, (x) <;<e
ce qui exprime la continuité en x de h o u, | g, et termine la démons-
tration du lemme.

THEOREME 49. — Si h est une fonction borélienne de classe
de V dans R, il existe un G; dense, R, de E et un Gy dense, S, de
N,, contenant r, (R) tels que la restriction de h o vy, d S soit
continue.

L’énoncé est trivial dans le cas « = 0, en prenant R = E et
S=V.

Si I’énoncé est vrai pour un ordinal «, et si 2 est une fonction
borélienne de classe a + 1 sur V, il existe une suite (h,,)de fonctions
de classe a sur V qui converge vers A. Si on applique alors 1’énoncé
aux fonctions &, , on obtient une suite (R,) de G; denses de E et
une suite (S,,) de G; denses de N, tels que r, (R,,)C S, et que

hp o Yo,4{S,, soit continue.
Si on pose alors R’ = (’1 R,, et §' = Q S,.» R' et S’ sont des
G; denses respectivement de E et de N, et on a
S'Dr, (R)

De plus, puisque les h,, o v, o|S’ sont continues, la fonction
h o vy 48" est de premicre classe de Baire. Et puisque on obtient
N, ., a partir de N, et r, comme N, a partir de V et u, on peut
appliquer le lemme 48 : il existe un G; dense, R, de E et un G; dense,
S, de N,,, contenant r,,, (R) tels que h o v, ,,,|§ soOit continue,
ce qui est I’énoncé du théoréme pour ’ordinal o + 1.

Si ’énoncé est vrai pour tout ordinal 8 inférieur a I’ordinal limite
«, et si h est une fonction borélienne de classe «, il existe, en vertu du
lemme 11, deux suites monotones (h:n) et (h))) de fonctions de classes
B,, strictement inférieures & o, a valeurs dans R qui convergent vers A
respectivement en croissant et en décroissant. Il existe alors puisque R
est homéomorphe 4 [0, 1] des G; denses R}, et R',:, de E et des G;
denses S, et S,, de Ny tels que
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(Tom (R,,)CS,, et hyovgg (S soit continue
( 7o, Ru)C Sy et hyo Uo,g,, IS, Soit continue

Si on pose S R = Q(R'm N R,)
( S =Nl (S, NS,

R est un G; dense de E et S est un G; de N, qui contient r, (R).
Et puisque 7, (R) est dense dans r, (E) donc dans r, (E) = N, S est
un G; dense de N, .

De plus, les fonctions &,, o v, , et hyy o vy o Ont des restrictions
a S qui sont continues. Par conséquent
ho Vo,o|S = SUP (hr’n ° ”o,aIS)
m

est semi-continue inférieurement, et

—_ n
ho VooiS = lrrnlf (hm ) ”o,alS)
est semi-continue supérieurement.

La fonction h o vy, g est donc continue, ce qui montre que
I’énoncé est vrai pour 'ordinal a.

Par conséquent, I’énoncé du théoréme est vrai pour tout ordinal
dénombrable.

PROPOSITION 50. — Soit Z une partie de V, de classe a-additive,
contenant V. Alors vg,‘a (Z) contient un Gz dense de N, .

L’ensemble Z est réunion d’une suite croissante d’ensembles
Z, de classes multiplicatives < «, dont les fonctions caractéristiques
X, sont de classes < a. La fonction

est limite uniforme d’une suite de fonctions de classe < «, donc elle
est elle-méme de classe < a (cf. [5], p. 293). De plus, ’ensemble

KEVIX®)>0=Uixlx, ®)>0=VU2Z,

=127
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Si on applique & la fonction X le théoréme 49, on obtient un Gg
dense R de E et un G5 dense, S, de N, telsque SO r, (R) et Xo v, 1S
soit continue. Par conséquent S N Vo o “1(Z)y={xE€S|Xo Voo (x)>0}
est ouvert dans S donc est un G5 de N,,, qui contient

r, (R) N o3t (Z) D r, (R) N o5t (V) = r, (R) N7, (B)=r,(R)

Et puisque r, (R) est partout dense dans r, (E) donc dansr, (E) = N,
I’ensemble vg‘a (Z) contient le G5 dense S N vg,i (Z)de N, .

THEOREME 51. — Soit Z une partie de V, de classe o + 1-multipli-
cative contenant V. Alors vy, (Z) contient un G, dense de N,, .

L’ensemble Z est l'intersection d’une suite (Z, ) de parties de \
de classe o-additive. Puisque Z contient V, chacun des Z, contient V ;
d’aprés la proposition 50, chacun des v‘l (Z,) est un résiduel de N,

ce qui entraine que v‘fx 2) = ﬂ v“1 (Z ) est un résiduel de N, d’ou
le théoréme.

THEOREME 52. — Soit Z un sous-espace vectoriel borélien de {/, de
classe o + 1-multiplicative, contenant V. Alors Z contient v, (N ).

Il résulte du théoréme précédent que v“ (Z) est un resxduel de
N, . Soit x un point de N, ; puisque v‘l (Z) et x + v“ (Z) sont des
res:duels de N, ils se coupent. Il ex1ste donc yetz dans v“‘ (Z) tels
que

y=x+tz
donc que
Voo x) = Voo y—2)= Voo ) - Vo o )eEZL-Z =1

Ceci montre que Z contient le point v, , (x), donc que Z contient
v (N).
43 [+3

COROLLAIRE 53. — Le sous-espace v, , (N,) de V est le plus Apetit
sous-espace vectoriel borélien de classe o + 1-multiplicative de V qui
contienne V.

D’aprés le théoréme 44, v, o st de degré a. Et d’aprés le théoréme
20,v, , (N,) est de classe a + l-multnphcatlve
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Inversement, le théoréme précédent montre que tout sous-espace
vectoriel de classe « + 1-multiplicative contenant V contient v,  (N,).
On peut remarquer que si « est un ordinal limite, la deflmtlon de N
comme limite projective des Ng pour § < a donne que :

LND = 0, ()

et puisque v, (NB) est de classe § + I-multiplicative, v, , (N ) est de
classe a—multxpllcatlve Le plus petit sous-espace vectorlel de classe
o+ 1-multiplicative contenant V est alors de classe a-multiplicative.

THEOREME 54. — Pour que le degré de u soit égal d o, il est néces-
saire et suffisant que V soit de classe o + 1-multiplicative dans V. Si o
est un ordinal limite, V est alors méme de classe a-multiplicative dans V.

Le théoréme 20 montre que si u est de degré «, V est de classe
multiplicative « +1. La remarque qui précéde montre que V est méme
de classe multiplicative « si le degré a de u est un ordinal limite.

Inversement si V est de classe a + l1-multiplicative dans \A’, il
résulte du théoréme 52 que V contient v, , (N ), donc que

v“a V) =r,(E)=N

L’application continue injective r, de E dans N est donc sur-
jective, donc est un isomorphisme puisque E et Na sont des espaces
de Fréchet. D’aprés le corollaire 45, u est alors de degré a.

THEOREME 55. — Soit V un espace localement convexe métri-
sable qui posséde le modéle séparable E. Si H est un hyperplan borélien
de V, toute forme linéaire de classe o sur H se prolonge en une forme
linéaire de classe o sur V.

Si u est Iapplication canonique de E sur V, nous désignerons par
M le sous-espace borélien u~! (H), qui est un hyperplan de E. Si « est
un point de E qui n’appartient pas a M et si fest la forme linéaire nulle
sur M qui vaut 1 au point a, si X est une partie borélienne de R, on a :

(f'X) =M+ X.a
(X

M + (CX).a
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Puisque X et CX sont boréliens, donc analytiques, M + X.a et
M + (CX).a sont tous deux analytiques, et complémentaires dans E
donc boréliens dans E. Ceci montre que la forme linéaire f est boré-
lienne, donc continue d’aprés la proposition 8.

L’hyperplan M est donc fermé ; et puisque u est injective et que M
est un Fréchet, M est le modéle de H.

Nous allons maintenant démontrer que, pour tout a, les topolo-
gies induites sur H par le modéle d’ordre a de V et le modéle d’ordre o
de H sont identiques.

C’est immédiat si « = 0, auquel cas, ces topologies sont la topo-
logie induite par V.

Si cette propriété est vraie pour tout « inférieur strictement a un
ordinal vy, nous allons la démontrer pour I’ordinal . Si 7 est un ordinal
limite, ces topologies sont les limites projectives des topologies induites
respectivement par les modéles d’ordre o de V et les modéles d’ordre
a de H, pour a < v ; et puisque ces topologies coincident pour a < 7,
les limites inductives coincident encore.

Si v est le successeur d’un ordinal «, une base de la topologie
induite par le modéle d’ordre v de V est donnée par

(r, M) N r_(B)),
et une base de la topologie induite par le modéle d’ordre vy de H est
donnée par TR A MO
p (r, M) 0 r (B, N M),

Dans les deux cas, les adhérences sont prises dans r, (E), puisque
les topologies des deux modéles d’ordre o coincident sur r, (M).

Si, pour tout n, les ensembles r, (B, N M) N r, (E) engendrent
E, les ensembles r;‘ (ra (B, N M)) sont des tonneaux de I’espace de
Fréchet E, donc des voisinages de 0. Pour tout n, il existe n' tel que

r,(B,) Cr_ (B, N M)

donc que

7o B,) Cr, B, NMCr, (B)
Oou encore que

r,M) N7 B )Cr,MN7 B, NMCr,MNr (B)
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ce qui signifie que ces bases de voisinages sont équivalentes donc que les
topologies coincident.

Si, au contraire, il existe un n tel que r, (B, N M) N r_(E) soit
contenu dansr,, (M), les ensembles

1
MN B’l + [——,—]a

ou a est un point de E extérieur 4 H sont des tonneaux de E, donc
des voisinages de 0, et forment un systéme fondamental de voisinages
de 0 dans E. Alors, d’aprés la compacité de

1 1
[———, — ]ra (a)
n n

7, (M) N 7, (M N B,)+ [—%,Ha) =r, DN (7, MN B)

on a :

+ [—l,l]ra(a)) =ra(M)ﬂra(MﬂBn)
n n

ce qui signifie encore que les topologies induites sur H par les modéles
d’ordre o + 1 de V et de H coincident.

Cette propriété est donc valable pour tout ordinal a. Les formes
linéaires sur H qui sont continues pour la topologie induite par le mo-
déle d’ordre a de H sont les formes linéaires de classe « sur H.

Les formes linéaires sur H qui sont continues pour la topologie
induite par le modéle d’ordre a de V sont, d’aprés le théoréme de
Hahn-Banach, restrictions des formes linéaires sur V continues pour la
topologie du modéle d’ordre o de V, c’est-a-dire restrictions des formes
linéaires de classe a sur V.

L’identité de ces deux topologies entraine donc le théoréme.

THEOREME 56. — Soient N, et P, respectivement les modéles
d’ordre o de V et de son hyperplan borélien H. Alors P, est un sous-
espace fermé de N, .

On a montré dans le théoréme précédent que I’hyperplan
M = u~! (H) est fermé et est le modéle de H, et que sur H, les topo-
logies induites par P et par N coincident. Par conséquent 'adhérence
de r, (M) dans N est isomorphe au complété de H pour la topologie
induite par Pa, c’est-a-dire Pa. Il en résulte que Pa est canoniquement
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isomorphe a I’adhérence de r, (M) dans N_, qui est un sous-espace
fermé de N o

THEOREME 57. — Les notations étant les mémes que ci-dessus,
P, est de codimension au plus 1 dans N .

Le dual de P'espace de Fréchet N /Pa est isomorphe a I’espace
des formes linéaires continues sur Na nulles sur Pa, c’est-a-dire des
formes linéaires boréliennes de classe o sur V nulles sur H. Comme
H est un hyperplan de V, cet espace est de dimension 1 s’il existe une
forme linéaire de classe a sur V nulle sur H, et sinon de dimension 0.1l
en résulte que N [P, a la méme dimension finie que son dual, c’est-a-
dire 1 s’il existe une forme linéaire de classe a sur V nulle sur H, et
sinon 0.

THEOREME 58. — Soient V un espace localement convexe métri-
sable possédant le modeéle séparable E, | une forme linéaire borélienne
non nulle sur V, H le noyau de 1, et a un point de V qui n’appartient
pas a H. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

i) H est de classe a-multiplicative dans V
ii) / est de classe o
ili) @ n’appartient pasd v, , (Pa)

iv) P_ est de codimension 1 dans N

ou N, et P désignent respectivement les modeéles d'ordre a de V et
de H.

Si le point a n’appartient pas a Vo o (Pa), et puisque Voo (Na)
contient V, donc contient a, on a nécessairement Na + Pa donc Na /Pa,
qui n’est pas de dimension O est de dimension 1, d’aprés le théoréme
57. Donc la proposition iii) entraine la proposition iv).

On a vu au théoréme 57 que si P, est de codimension 1 dans
N, il existe une forme borélienne de classe « sur V non nulle sur
V, et nulle sur H. Cette forme linéaire est proportionnelle a /. Donc
I est de classe de Baire a, et la proposition iv) entraine la proposition
ii).

Si la forme linéaire I est de classe de Baire a sur V, son noyau
H =171 (0) est de classe a-multiplicative dans V, et la proposition
ii) entraine la proposition i).
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Si le point @ appartientd v (P ), le sous-espace v, (P ) contient
H et contient a, donc contlent V et puisqu’il est de classe o+ 1-multi-
plicative dans V, il contient LI (Na) d’aprés le théoréme 52. Et
puisque Vo o est injective, on a nécessairement Pa = N, ce qui montre
que la proposition iv) entraine la proposition iii).

Reste 4 montrer que la proposition i) entraine la proposition iv).
Pulsque H est de classe a-multiplicative dans V, il existe un ensemble
Z dans V de classe a-multiplicative tel que :

ZNV=H

Puisque ZAest de classe a-multiplicative, donc de classe o +1-4nulti-
plicative dans V, il résulte du théoréme 51 que vy fx (Z) est un résiduel
deP . ’

a

Puisque \7\ Z est de classe a-additive, on voit comme dans la pro-
position 50 qu’il existe une fonction X de classea de V dans R ; telle
que

V\Z = {x/X(x) > 0}

En appliquant a X le théoréme 49, on trouve un G, dense R de E
et un G, dense S de N, contenant r, (R) tels que la restrlctlon aSde
Xow est continue. Donc SN v'1 (V \ Z) est un ouvert de S. De plus

—1(%7 \Z)=E —M est un ouvert partout dense de E puisque M est
un hyperplan fermé de E. Par consequent RNu?! (V\ Z) est partout
dense dans E, et r, (RN u’1 (V\ Z)) est partout dense dans I, (E)
donc dans N_. Et S n v“ (V\ Z) qui contient r, RNyt (V\ 7))
est un ouvert partout dense de S, donc un G; dense de N, -

Sl N, et P coincidaient, v" (Z) qui est un résiduel de P_,

" (V \Z) qui est un résiduel de N se rencontreraient. Pulsque ces
deux ensembles sont complementalres dans N_, il est impossible que
P, soit de codimension 0 dans N . Ceci montre que la proposition i)
entraine la proposition iv) et termine la démonstration du théoréme.

THEOREME 59. — Si V est un espace localement convexe métri-
sable qui posséde le modéle séparable E, et si H est un hyperplan
borélien de V, le degré de V est égal au degré de H.

On a vu dans la démonstration du théoréme 55 que ’hyperplan
M = u~! (H) de E est fermé dans E, et est le modéle de H. Si u~! est
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de classe de Baire «, sa restriction a H est de classe au plus a. Donc le
degré de H est au plus égal au degré de V.

Inversement, si « est le degré de H, le modéle P, d’ordre o de H
s’identifie au modéle de H, c’est-a-dire M.

Par conséquent, Vo,a (P,) est identique a H, et ne contient pas V.
Donc v, , (P,) n’est pas €gal d v, o (N,). Il en résulte que N, /P, n’est
pas de dimension O, donc est de dimension 1. Alors le théoréme 58
nous permet d’affirmer que les formes linéaires sur V qui sont nulles
sur H sont de classe de Baire a.

Si- f est une forme linéaire borélienne sur V, f |H est une forme
linéaire borélienne sur H, donc de classe au plus «, puisque H est de
degré a, et en vertu du corollaire 45. D’aprés le théoréme 55, f|g
s’étend en une forme linéaire g sur V de classe «, et puisque g — f
est nul sur H, la forme linéaire g — f est de classe de Baire a sur V.
Alors

f=g—-@&-0
est aussi de classe de Baire asur V.

Puisque toute forme linéaire borélienne sur V est de classe au
plus «, V est de degré au plus o, donc de degré inférieur ou égal a
celui de H.

On a donc prouvé que les degrés de V et de H étaient égaux.

THEOREME 60. — Soient V un espace localement convexe métri-
sable qui posséde le modéle séparable E, et H un sous-espace vectoriel
borélien de V de codimension finie dans V. Alors H posséde un modéle
séparable, et si N, et P, désignent respectivement les modéles d’ordre o
de VetdeH:

i) Toute forme linéaire de classe o sur H se prolonge en une
forme linéaire de classe asur V.

ii) P, est un sous-espace vectoriel fermé de codimension finie
de N

a

iii) Les degrés de H et de V sont égaux.

Le sous-espace u~! (H) de E est borélien et de codimension finie.
Si F est un supplémentaire algébrique de u~! (H) dans E, et si p désigne
la projection de E sur F parallélement a u~! (H), pour tout borélien X
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de F, on aura :
p'X) =X+utH) est analytique
p~1(CX)=CX +u~! (H) estanalytique

Ces deux analytiques sont complémentaires I’'un de I’autre dans
E, donc sont boréliens dans E. Il en résulte que I’application p est
borélienne, donc continue d’aprés la proposition 8. Par conséquent
p'@O)=utH) =M est fermé dans E, donc est un espace de
Fréchet ; et puisque u |M est injective et que u (M) = H, M est le modele
de H.

11 existe, si n est 1a codimension de H dans V, c’est-d-dire la codi-
mension de M dans E, une suite finie My = M,M,,..., M, =E
croissante de sous-espaces fermés de E telle que M, soit de codi-
mension 1 dans M;,, . Si on pose H; = u (M,), et si on applique a H,; et
H;,, les théorémes 55, 56, 57 et 59, on obtient pour toute forme
linéaire borélienne f,, de classe a sur Hy, des extensions successives f;
de classe a sur H;, donc une extension de classe & sur V ; on obtient
que P, est isomorphe a un sous-espace fermé de N, de codimension
au plus n et que les degrés de tous les H; sont égaux, donc que le
degré de H est égal au degré de V.

THEOREME 61. — Soit V un espace localement convexe métrisable
qui posséde le modéle séparable E. Si ¢ est une application linéaire
borélienne sur V de rang fini, une condition nécessaire et suffisante
pour que ¢ soit de classe o est que le noyau de o soit de classe o-
multiplicative dans V.

La condition est trivialement nécessaire.

Nous démontrons la réciproque par récurrence sur le rang de
¢. Si ¢ est de rang 1, le théoréme est une conséquence du théoréme
58. S’il est vrai pour toute application de rang n, et si ¢ est de rang
n + 1, soient H le noyau de ¢ et @ un point situé hors de H. Puisque
H est de classe a-multiplicative dans V, il est de classe a-multiplicative
dans le sous-espace H + R. a de V. 1l résulte alors du théoréme 58 que
la forme linéaire / nulle sur H et qui vaut 1 au point a est de classe «
sur H + Ra, donc se prolonge, d’aprés le théoréme 60 en une forme
linéaire 7 sur V. La restriction de ¢ au noyau de 7 est de rang n, et
puisque H est de classe a-multiplicative dans Ker 7, la restriction de
¢ a Ker 7 est de classe o en vertu de 'hypothése de récurrence. Il
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existe donc des points z,,..".,z, dans I'image de ¢ et des formes
linéaires f, , . . . , f, de classe a sur Ker tels que

n
VxEKerl ox)=7Y f(x).z
i=1
Si on prolonge, en vertu du théoréme 58, les formes linéaires
f; en des formes linéaires g; de classe « sur V, ’application linéaire

n
x> px)— 2 g (x).z;
i=1
sera nulle sur Ker /. Il existe donc z,, ,, dans I'image de ¢ tel que

n

p(x)— Y g ) .z; =T(x).z,,,
i=1

Et, puisque px)= g(x) .z, +T(x).z,,,

i=1

Papplication ¢ est de classe de Baire «, ce qui termine la récurrence.
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