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OPÉRATEURS DISSIPATIFS
ET SEMI-GROUPES DANS LES ESPACES

DE FONCTIONS CONTINUES
par Jean-Pierre ROTH

INTRODUCTION

L'objet de ce travail est d'étudier quelques aspects de la
théorie des opérateurs dissipatifs et des semi-groupes à con-
traction dans ^°(X), où X est un espace localement com-
pact. Nos préoccupations vont essentiellement dans quatre
directions :

— décrire la forme des opérateurs dissipatifs, soit en
les approchant par des opérateurs dissipatifs d'un type par-
ticulièrement simple comme dans le chapitre i, soit en don-
nant une formule de représentation comme dans le cha-
pitre in;

— établir un lien entre les opérateurs dissipatifs et les formes
de Dirichlet ce qui nous a amené à l'introduction des opéra-
teurs carrés du champ;

— étudier la relation entre les opérateurs dissipatifs et les
semi-groupes. C'est le problème de la génération des semi-
groupes. Il est abordé dans le chapitre n, pour le cas invariant,
et dans le chapitre iv, pour la technique de restriction dans
le cas d'un opérateur local;

— résoudre en un sens faible certains problèmes d'évo-
lution, ce qui est fait dans les chapitres iv et v.

Nous allons donner un aperçu par chapitre des résultats
obtenus.
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Chapitre I : Nous montrons que tout opérateur dissipatif
de domaine dense dans ^°(X, A) est limite simple d'opéra-
teurs de la forme a(R — I), où a est un réel strictement
positif et R un opérateur borné de norme ^ 1 dans
^(X, A).

Par certains de ses aspects ce résultat rappelle le balayage.
Il est à la base de plusieurs théorèmes des chapitres 11 et ni.

Chapitre I I : Pour donner une formule de représentation
des opérateurs dissipatifs, invariants, de domaine dense dans
^(R", C), J. Faraut a eu l'idée de réduire les distributions
dissipatives sur R'1 à des laplaciens généralisés sur

R- x T([9]).

X = G/K étant un espace homogène, nous utilisons cette
idée du passage de X à X X T pour associer à tout semi-
groupe (P()(^O à contraction, invariant sur ^(X, A),
un semi-groupe (Q()^O d6 Feller invariant sur ^(X X T, R)
tel que

Y( > o, vy 6 <^o(x, A), ZP,(/-) = Q,(Z/-),
où Q( est l'opérateur complexifié de Q( et où, pour tout h
dans ^°(X, A), on note Zh la fonction de ^°(X X T, G)
définie par

V(;r, z) e X X T, Zh(x, z) = zh(x).

Il s'agit donc d'une généralisation du résultat de J. Faraut.
Nos méthodes sont complètement différentes des siennes
puisque nous n'avons plus de structure différentielle sur X.

Dans une seconde partie, nous utilisons l'idée de « double
régularisation » déjà exploitée dans la première partie pour
résoudre le problème de génération des semi-groupes inva-
riants sur les espaces homogènes. Le théorème essentiel,
obtenu avec la collaboration de F. Hirsch, est le suivant :

Tout opérateur dissipatif, de domaine dense et invariant
sur ^°(X, A) se prolonge en le générateur infinitésimal Sun
semi-groupe à contraction invariant sur ^°(X, A).

Ce théorème s'inscrit dans la ligne de nombreux travaux
antérieurs menés par Hunt ([15]), Faraut ([8], [9]), Faraut
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et Harzallah ([10]), Hirsch ([11], [12], [13]), Hirsch et
Roth ([13], [14]). Du point de vue de l'existence d'un semi-
groupe associé à un opérateur dissipatif, notre théorème
englobe et unifie tous les résultats particuliers mentionnés
(cas où G est commutatif, compact, de Lie, etc...).

Par contre du point de vue de l'unicité de ce semi-groupe,
notre théorème ne dit rien.

Chapitre I I I : Nous définissons la notion d'opérateur carré
du champ. Soit V un sous-espace de J^(X), dense dans
^°(X), tel que

Vfe V, V<p e ̂ (R, R), (9(0) = 0) —^ <p o fe V.

B est un opérateur carré du champ si B est une application
bilinéaire symétrique de V X V dans ^(X) vérifiant,

^ VA g e V. (g contraction de f) ̂  B(g, g) ^ B(f, /•).
b) V/', g e V, Va; e X,

(f(x) = Sup f ̂  0, g(x) = Sup g ^ 0) ̂  B(/-, g){x) ^ 0.

La motivation de cette définition réside dans le fait que la
notion d'opérateur carré du champ établit un intermédiaire
entre les opérateurs vérifiant le principe du maximum positif
et les formes de Dirichlet.

De façon précise,
— si A est un opérateur satisfaisant au principe du maxi-

mum positif et de domaine D(A) assez riche dans ^(X),
l'opérateur B, défini par

B(/-, g) = A(/g) - /A(g) - gA(^),
est un opérateur carré du champ,

— si B est un opérateur carré du champ et si v est une
mesure de Radon positive bornée sur X, la forme Q, définie
par

W,g)=fB(f,g}dv,

est, à peu de choses près, une forme de Dirichlet au sens de ([!]).
Le problème inverse du passage de Q à B, puis de B à A,

n'a pas été abordé.
Par ailleurs, nous donnons une formule de représentation
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des opérateurs carrés du champ, de laquelle nous pouvons
déduire, d'une part la formule de Lévy-Khinchine pour A,
d'autre part la formule de représentation de Q qui correspond
à celle que donne Allain dans ([!]).

Chapitre IV : Si (P()(^O es^ un semi-groupe de Feller sur
^°(X) dont le générateur infinitésimal A est local et de
domaine assez riche, et si Q est un ouvert régulier de X,
nous montrons qu'il existe un semi-groupe de Feller (Q()(>O
sur ^°(û), appelé « semi-groupe sur ^°(Q) tangent à
(P()^O »? tel que, V^e ^°(ti), VK compact c: ^

l |P.(f)-Q^)llK=^),

où f est la fonction prolongée de f par 0 sur X.
Par ailleurs nous montrons que le générateur infinitésimal

de (Q()^o ^t? en un certain sens, la restriction de A à û.
Dans ce but nous résolvons en un sens faible le problème

d'évolution

^u= Au sur tî X ]0, + oo [

Vx e Q, u{x, 0) = f(x)
\ x e ô^, V( ^ 0, u{x, t) = f{x)

où f est une fonction donnée continue sur ti.
Nous terminons ce chapitre par la résolution en un sens

faible du problème de Dirichlet

(Ag = 0 sur 0.
(Vxeb^ g{x) =f{x)

où f est une fonction donnée continue sur ôQ.

Chapitre V : Soit A le générateur infinitésimal d'un semi-
groupe à contraction (P()^O sur ^°(X) et 9 une applica-
tion de ^(X) dans ^+(X). On suppose qu'il existe trois
réels strictement positifs a, 6, c tels que

(V/'^o(X), a ^ 9(/*) ^ fc,
fv / ;gG^fo(X) , II <?(/•) -<p(g)|| ^ diy-gH.

Pour tout f dans ^(X), 9(/*) A est le générateur infinitésimal
d'un semi-groupe noté (PC(/),()(^O-
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Nous démontrons le théorème suivant :
Pour tout f dans D(A), il existe tç > 0 et une unique

fonction continue u de [0, to[ dans ^(X), telle que

W)=f
(V( e [0, <o[, MI +s}- P ,̂(u(())|| = o(5).

Il s'agit d'une nouvelle notion de solution pour le problème
d'évolution non linéaire suivant :

u(0) = f

^ (t) = <p(u(t))A(u(()).

L'étude détaillée d'un exemple montre, qu'en général, on
ne peut pas obtenir une fonction u définie sur tout l'inter-
valle [0, + oo [.

J'exprime à Messieurs J. Deny et F. Hirsch ma profonde
reconnaissance pour la part qu'ils ont apportée dans ma
formation mathématique et pour leur soutien dans mon tra-
vail de recherche.

Je remercie aussi Messieurs G. Choquet et P. A. Meyer
qui ont accepté de participer au jury de thèse auquel les résul-
tats de ce travail ont été soumis.
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CHAPITRE PREMIER

APPROXIMATION
SUR DES OPÉRATEURS DISSIPATIFS SUR ^o(X)

Dans ce chapitre nous montrons essentiellement un théorème
d'approximation des opérateurs dissipatifs de domaine dense
sur ^°(X). Nous les mettons sous la forme d'une limite
d'opérateurs du type a(T -— I), où a est un réel stricte-
ment positif et T un opérateur de norme ^ 1 sur ^(X).

1. Notations et définitions.

X est un espace localement compact et A désigne R ou
C.

^,(X, A), ^(X, A), <^o(X, A), 3t(X, A) désignent l'ensem-
ble des fonctions de X dans A respectivement bornées,
continues, continues et tendant vers 0 à l'infini si X n'est
pas compact, continues à support compact.

On note 3t+(X, A), ^o.(X, A), ^(X, A) les sous-cônes
de fonctions positives de 3î(X, A), ^o(X, A), ^(X, .A).

Lorsque f est un élément de ^(X, A) on note

||/1| =Sup |/^)|
xex

la norme habituelle.
^(X, A) (resp. ^(X, A)) désigne l'ensemble des mesures

de Radon (resp. bornées) sur X à valeurs dans A.
On note Supp le support d'une fonction ou d'une mesure.
T désigne le tore, c'est-à-dire le groupe des nombres com-

plexes de module 1.
E étant un espace vectoriel sur A, on dit que A est un

opérateur de domaine D(A) dans E, si A est une appli-
cation linéaire d'un sous-espace vectoriel D(A) de E à
valeurs dans E.
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(Pt)^o est un semi-groupe à contraction sur ^°(X, A)
(on omettra de dire fortement continu) si,

— V( ^ 0, P( est un opérateur borné sur ^°(X, A) et
UP<11 ^ 1;-v^^ o, p ^ = p < o p ^

~ P O = I ;
- V/'e ^o(X, A), Pt{f)-^-f dans ^>(X, A).

(P()t>o es^ un semi-groupe de Feller si, de plus, pour tout
t > 0, P( est un opérateur positif.

Pour les notions de familles résolvantes, Lo et L^-familles
résolvantes, générateurs, cogénérateurs, etc..., on se réfère à
([ii]).

1.1.1. DÉFINITION ET PROPOSITION. — A étant un opéra-
teur de domaine D(A) dans %'°(X, A), considérons les trois
propriétés suivantes :

(i) VX > 0, V/-e D(A), \\\f - A(/-)|| > \\\f[\^
(ii) V/-6 D(A), 3x 6 X, \f{x}\ = \\f\\ et R^/^A^)^)] < 0
(iii) V/-6 D(A), Va; e X, {\f{x)\ = ||/-1|) __

=^ (Re[^)A(/-)(a;)] < 0).

Le5 propriétés (i) e( (ii) 5on( équivalentes et si A. vérifie Vune
(Ventre elles il est dit dissipatif.

Les trois propriétés sont équivalentes si D(A) est dense dans
^°(X, A).

1.1.2. DÉFINITION ET PROPOSITION. — A étant un opéra-
teur de domaine D(A) dans ^°(X, R) on dit qu'il vérifie
le principe du maximum positif faible si,

V/'eD(A), {Supf > 0)
==^ Cix e X, f{x) = Sup f et A.(f){x) ^ 0).

Lorsque D(A) est dense dans ^°(X, R) cette propriété est
équivalente à celle qui suit, appelée principe du maximum
positif,

V^e D(A), Vx e X, {f(x) = Sup f ^ 0) => (A(f)(rr) ^ 0).
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1.1.3. DÉFINITION ET PROPOSITION. — V étant un opéra-
teur de domaine D(V) dans ^(X, A), les deux propriétés
suivantes sont équivalentes,

(i) VX >0, V/-eD(V), ||/-+ÀV(/-)|| > ||XV(^)||
(ii) V/-6 D(V), 3x 6_X, |V(/-)(a;)| == HV^H

^ R^)V(/^)] > 0.

5l V vérifie Vune des deux propriétés il est dit codiss ipatif.

1.1.4. DÉFINITION. — V étant un opérateur de domaine
D(V) dans ^°(X, R), on dit qu^il satisfait au coprincipe du
maximum positif s9 il vérifie la propriété suivante,

V/-e D(V), >fx e û, (V{f){x} = Sup V(/") > 0) ̂  (/^) ^ 0).

On dit qu^il satisfait au coprincipe du maximum positif faible si

V/^V), (SupV(y) >0)
-^ (3^ e X, N(f)(x) = Sup V(/*) ^ f(x) > 0).

Pour toutes ces définitions et pour l'essentiel des démonstra-
tions on peut consulter (fil]).

Remarque. — Dans le cas où D(A) est dense, ^équivalence
de (ii) et (iii) de 1.1.1 et l'équivalence entre principe du maxi-
mum positif et principe du maximum positif faible de 1.1.2
sont des corollaires de 1.2.3.

2. Approximation des opérateurs dissipatifs [17].

1.2.1. PROPOSITION. — Si A. est un opérateur dissipatif
sur ^(X, A) (resp. vérifiant le principe du maximum positif
faible sur ^°(X, R)), alors, pour tout point e de X, il existe
une famille (e^)x>o de mesures de Radon {resp. positives)
sur X, telles que :

(i) VX >0 , 1|£)J < ^

(ii) ¥/•€ D(A), VA > 0, f(e) = f ^f{x) - A{f){x)] de^
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Démonstration. — II s'agit d'une simple application du théo-
rème de Hahn-Banach. Faisons-le dans le cas où A vérifie
le principe du maximum positif faible sur ^°(X, R).

Soit p la forme positivement sous-linéaire définie sur
^(X, R) par p(g) = (Sup g)+ == Max (0, Sup g). X étant
fixé dans ]0, 4- °° [ et e dans X, considérons l'applica-
tion \f— A.(f) i—^f{e) définie sur l'image de Xl — A (notée
Im (Xi — A)) à valeurs dans R. Cette application est définie
sans ambiguïté, car si À/* — A/* = Àg — Kg alors

W-g}\\ ^ \\Uf-g)-^f-g}\\=o
d'où f= g.

Par ailleurs cette forme linéaire \f — A(/*) i—>• f{e) définie

sur Im (Xl — A) est majorée par L—') en effet, soit fe ^(XyR),À
ou bien Sup f > 0. Il existe x dans X tel que

f{x) = Sup f et A{f){x) < 0.
On a donc

\f(e)^ X Sup f = 7.f{x) ^ 7.f(x) - A(f){x) ^ Sup (^ - A(^)).

D'où f(e) ^^p^f-A{f)),

ou bien Sup f ̂  0. L'inégalité est alors triviale.
D'après le théorème de Hahn-Banach il existe une forme

linéaire s^ sur ^°(X, R) qui prolonge la forme linéaire

précédente et qui est majorée par -r— On a donc
A

Vfe^o(X,R), ^(V-A^)) =f(e)
vye^o(X,R), ^{f) ^ (Sup^.

La seconde relation montre que Xe^ est une mesure positive
de masse ^ 1 sur X.

On a une proposition analogue dans le cas codissipatif.

1.2.2. PROPOSITION. — Si V est un opérateur codissipatif
sur %'°(X, A) (resp. vérifiant le coprincipe du maximum
positif faible sur ^°(X, R)), alorSy pour tout point e de X
il existe une famille (e^>o de mesures de Radon (resp. positives)
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sur X telles que,

(i) VX > 0, Kl < -^

(ii) V/- 6 D(V), VX > 0, ¥(/•)(.) = / [f{x) + ̂ V(/-)^)] (̂ (a;).

1.2.3. PROPOSITION. — 5i A est un opérateur dissipatif
sur ^°(X, A) (resp. vérifiant le principe du maximum positif
faible sur ^°(X, R)) et si D(A) est dense dans ^°(X, A),
alors il existe une suite (TJ^o d'applications linéaires conti-
nues {resp. positives} de ^°(X, A) à valeurs dans .̂ (X, A)
telles que

(i) V n e N , ||TJ < 1,
(ii) V^ e D(A), A.{f) = lim n^f) - f)

n>oo

où la limite est prise au sens de la norme dans «^(X, A).

Démonstration. — A tout À dans ]0, + oo[ et à tout e
dans X on associe une mesure s^e comme dans la propo-
sition 1.2.1.

Pour f dans ^(X, A), x dans X et n dans N on pose

T,(/-)(^ = n ff{y) < ,̂,(y).

On a \Tn(f)(x}\ < 1|/'||, donc, d'une part, T,(/') est dans
^(.(X, A) et d'autre part, ||T,|| < i.
On a la relation

V n e N , V/-eD(A), <= nT^f) - T,(A(/-)).

En divisant par M on en déduit

V/"6D(A), /•=limT,,(/') dans ^(X, A).
n^-oo

Or la famille (TJ^j^ est équicontinue et D(A) est dense
dans ^'°(X, A), par suite

vye<^o(x,A), /•-limT^).
n->ao

En particulier, si /"eD(A), A(/') = lim T,(A(f)).
n»'»

Donc A(f) = lim ra(T,(y) - f).
n>oo
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1.2.4. LEMME. — I I existe un ensemble J, un filtre ^
sur J et une famille (U/)ygj d9 applications linéaires continues
de normes ^ 1 de .^(X, A) dans ^(X, A), tels que,

V/'e^o(X,A), /•=HmU,(/').
ç

*S^ A == R on peu( avoir des Vj positifs.

Démonstration. — Soit ?t le compactifié d'Alexandroff
de X. Notons co le point à l'infini.

Notons J le filtre des entourages de la structure uniforme
de ?C.

Soit ^ le filtre sur J dont une base est formée des parties
de la forme

G^={ke J//c c: /},
où / parcourt J.

Soit / un élément de J. C'est un entourage. On recouvre X
par un nombre fini d'ouverts O^i, . . ., Oj,n(j) (( de diamètres
inférieurs à / ». Soit 9y,iî • • • ? 9y,n0) une partition de
l'unité sur X surbordonnée à ce recouvrement.

Dans chaque ouvert 0^ choisissons un point Xj ̂ . Si
Oj^ contient co on prend Xj ̂  == <o.

Pour tout f dans ^(X, A) on pose
n(J)

W)=^f{x^

(par convention on pose f{<^) == 0 dans cette formule). Uy(/*)
est bien dans ^°(X, A) et la propriété

V^O^A), f=limV^f)
Ç

résulte de la continuité uniforme de f.
Enfin Vj(f} est positive si f est positive.

1.2.5. THÉORÈME. — Soit A un opérateur dissipatif sur
^°(X, A) (resp. vérifiant le principe du maximum positif
sur ^°(X, A)) et de domaine D(A) dense dans ^°(X, A).
Il existe un ensemble I, un filtre SF sur I, une famille
(a^çi de réels strictement positifs et (Rf)igi une famille
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d'opérateurs continus (resp. positifs) de normes ^ 1 dans
<^o(X, A) tels que Vfe D(A), A.{f) == lim a,(R,(/') - /•).

^

Démonstration. — On pose 1 === N X J où J a été intro-
duit dans le lemme précédent. Pour i == (m,/) on prend
R» = U/ ° T^ et a, = m. Soit ^" le filtre sur I dont une
base est constituée des parties F^ ^^ de I définies par

^..../^n = {(^ /)/^ < rn et |[U//;) - /,|| ^ 1

m2

pour î == 1, . . ., k}

n et k parcourant N, /i, . . ., f^ parcourant <^o(X, A)
Soit f dans <^o(X, A)

^(W) - /•) - A(/*) = m(U, o T^f) ̂ f)^. A(/*)
== U,[m(T^) - /•) - A(/')] + m(U//1) - f)
+ [U/A(f)) ̂  A(H]

e > 0 étant donné, il existe p e N tel que

Vm e N, (p ^ m) ==> \\m(T^f) - f) - A{f)^ < e.

Soit n un entier vérifiant p ^ n et -"- ^ e. On obtient
alors : n

vl e F/,Aœ;., lla,(R,(/1) - f) - A l̂ll ^ 3e.

1.2.6. PROPOSITION. — Si A. est un opérateur dissipatif
(resp. vérifiant le principe du maximum positif) partout défini
sur ^°(X, R), alors il existe un réel a positif et un opérateur
borné (resp. positif) T sur <^(X, R) de norme ^ 1 tels que

A = a(T - I),

où I est l'identité dans ^(X, R).
Ce résultat tombe en défaut sur ^°(X, G).

Démonstration. —- Supposons A dissipatif non nul. Posons
A

T = I + — . - et montrons |]T|| ^ 1.
ll-^ll

Soit fe^{X,R) et x e X.
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Si ^^ojT^^i^^l ^ iiyn.

Si f{x) > 0, posons 9 = inf fl|/-||, m f+\ - /•+
\ /W /

9 est une fonction de ^'°.(X, R) qui vérifie

•P^) = II ? 11 = Sup y

et (<p + n(x) == u/"i =n<p+/ -u
AA étant dissipatif, —. (9 + f)(x) ^ 0. Par suite

11^1

-^ (9 + f)W + (y + f)(x) < (y + /•)(^) = fl/'l

^(y^+y^+T^)^) < 11/-H.

or ~ài{<?){x} + ?(a;) = ii^f(9)(a;) + l l ( p"> 0'
Donc T(/-)(.r) < 1|/1.
D'autre part

- T(/-)(^) = - /•(^) - -^ (/-)(a0 ^ - ̂  (/•)(.r) < ll/'ll.

Si f(x) < 0, en changeant f en — /* on montre

ro)(^)i ^ ii/ii.
Finalement ||T(/')|] < l|/'||, donc l|TU < 1.

Si l'on suppose que A vérifie le principe du maximum
positif alors on peut montrer que T, ainsi défini, est positif :

Soit f dans ^(X, R) et x un point de X.
Posons ^ = Inf Çf, f{x)). ^ est une fonction de %'°.(X, R)

qui vérifie

W = II <H = f{x) et f(x) - W = Inf ( / • - + ) = 0.
On a A(/" — ^)(x) > 0.

Donc ^ {f){x) ^ -^ W{x) ^ - 1 1 4 - U = - f{x).

D'où T(f)(a;) > 0.
Contre-exemple dans le cas ^'°(X, %'). — Soit A l'opérateur

défini sur <ë°(X, C) par V/"e ^o(X, C), A{f) = if. A est
dissipatif.
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Supposons que A se mette sous la forme

A = a(T - I)

avec a > 0 et ||T[| ^ 1. ,
On a Vfe ^o(X, <^), T(f) = Ci + -L^ (^ par suite

| |T(/')H= i+-^ uni.
Or 1 + -l- > 1 ce qui contredit |T|1 ^ 1.

3. Approximation des opérateurs dissipatifs invariants
sur un espace homogène.

1.3.1. Notations. — Soit G un groupe localement compact,
d'élément neutre e. On note -Vgf (resp. Ggf) la translatée
à gauche (resp. à droite) d'une fonction f de ^°(G, A)
par un élément g de G :

Vx e G, ^f(x) = f^x)
VrreG, a/{x) = f(xg-1)

[L étant un élément de ^(G, A) on introduit de même
T^(JL et (5g[L définis par les relations suivantes :

vye^^A), ^f)=^f)
vye^o(G,A), ^f)^^f^

[L et v étant deux mesures de Radon bornées sur G, on
définit leur convolée (JL * v par

V/'e ^O(G, A), (x ^{f) = fffÇgg') d^(g) d^Y

Si n e N, on note ^ la n1^6 puissance de convolution
de (A.

Si K est un sous-groupe compact de G on note ^Tïl^G, A)
l'ensemble des mesures pi de Tïï^G, A) telles que

V/c e K, T^ = a^ = p..

Si pi et v sont deux telles mesures biinvariantes par K
on vérifie que [L ^ v est aussi biinvariante par K.
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Notons X l'espace homogène G/K et n la surjection
canonique de G sur X. n est propre, en particulier, si f
est dans ^o(X, A), alors fo n est dans ^°(G, A).

Si g est un élément de G on note n{g) = g == gK. G
opère à gauche sur X. On note gx le résultat de l'action
d'un élément g de G sur un élément x de X.

Pour f dans <^°(X, A) et g dans G on note T^ la
fonction de ^°(X, A) définie par r/{x) = fÇg^x) pour tout
x de X.

Pour (A dans ^(X, A) et g dans G on note T^(JI
la mesure sur X définie par T^(/*) = ^(ï^-,/*) pour tout f
de <^°(X, A).

^^(X, A) désigne l'ensemble des éléments (JL de ^(X, A)
tels que

V/c e K, T,(JL == (JL.

Si A est un opérateur de domaine D(A) dans ^°(X, A),
on dit qu'il est invariant sous l'action de G si

V/-eD(A), V g e G , r/e D(A) et A(V) = T,A(/').

J^(^°(X, A)) désigne l'ensemble des opérateurs partout
définis et bornés dans ^°(X, A).

On note ^,(^°(X, A)) l'ensemble des opérateurs de
.^(^(X, A)) invariants sous l'action de G. (On dit simple-
ment invariant lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté). Une famille
(A^ d'opérateurs sur ^°(X, A) est dite invariante si chaque
A.\ est invariant.

1.3.2. PROPOSITION. — L'application qui, à tout élément T
de .^(^(X, A)), associe la mesure p. sur X, définie par

vye^o(x,A), ^)=T(y)(é),

est une bijection de JSf,(^°(X, A)) sur ^W^X, A).
L'application qui^ à tout élément (JL de ^TTC^G, A), associe

la mesure pi sur X, définie par

vye^o(X,A), ^)=^o^

^ umî bijection de ^^(G, A) 5ur ^TC^X, A).
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On a donc une bijection pi i—^ T^ de ^^(G, A) sur
-S?i(^°(X, A)). Elle vérifie les propriétés suivantes

V(JL, v e W(G, A), Va, & G R,
Tçx o Tv = Tp ,̂,

TajJL+ftv = ^Tpt. + &1\,

1HI -IIT^II.

Démonstration. — Pour montrer que les deux applications
considérées sont des bijections i] suffit de donner leurs inverses.

T est donné en fonction de [L par la relation

V/* e ^o(x, A), Vg e G, T(/*)(^) = J^) (̂o;)
T(f) est dans <^o(x, A).

(A est donné en fonction de [L par la relation
VFG^O(G,A), ^F)=^f)

où /> est la fonction de ^°(X, A) définie à partir de F
par la propriété

V^G. f{g)=f^{gk)dk
dk étant la mesure de Haar normalisée de K.

Les propriétés de la bijection (A i—^ T^ sont immédiates.

1.3.3. PROPOSITION. — Soit A un opérateur dissipatif sur
^°(X, A) (resp. vérifiant le principe du maximum positif sur
^°(X, R)) invariant et de domaine D(A) dense dans ^°(X, A).
Il existe une suite (TJ^o d'opérateurs bornés (resp. positifs)^
de normes ^ 1, invariants sur ^°(X, A) tels que

vyeD(A), A{f) = lim n(T^f) - ̂ ).
n>oo

Démonstration. — D'après la proposition 1.2.1 il existe des
mesures e^ de ^(X, A) telles que

^) VX >0, K|| ^ 1

À
&) ^ V/e D(A), VX > 0, /•(e) = f[\f{x) - K[f){x}} d^(x).
Soit é^ la mesure sur X définie à partir de e^ de la

façon suivante
Vf 6 <^o(X, A), è^f) = ̂  ̂  /-(^) J/c d^(x).
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s^ est dans ^'TTC^X, A) et vérifie

a') VX > 0, H êj < -^-,

&') Vf 6 D(A), VA > 0, f(è} = ̂  [À/-(^) - A(f)(a;)] rfê^).
Soit T^ défini par

V/-6^o(X,A), V g e G , T^g} ̂  n f f(gx) dè^x),

T^ est un opérateur borné, invariant et de norme < 1 sur
<^o(X, A).

La relation b1) et l'invariance de A entraînent

VfeD(A) , ^{nf - A{f)) = nf.

On termine la démonstration comme celle de 1.2.3.

Remarque. — Cette proposition sera beaucoup améliorée dans
le chapitre n (11.3.1).



CHAPITRE II

SEMI-GROUPES INVARIANTS SUR <^o(X)

Dans une première partie, X étant un espace homogène,
nous associons à tout semi-groupe (P()(^O à contraction,
invariant sur ^°(X, A), un semi-groupe (Q()^O de Feller,
invariant sur ^°(X X T, R) tel que

W ^ 0, Vfe <^o(X, A), ZP,(f) = Q^Zf),

où, pour toute fonction h de ^°(X, A), on note ZA la
fonction de ^°(X X T, G) définie par

VQr, z) e X X T, (ZA)(^, z) == ^(aQ,

et où Q( est le complexifié de l'opérateur Q(.
Dans une seconde partie, nous utilisons les idées de la pre-

mière partie pour résoudre le problème de génération des
semi-groupes à contraction invariants sur les espaces homo-
gènes.

Ce chapitre est le développement d'une note antérieure
([18]).

L Passage des mesures complexes sur X
à des mesures positives sur X X T.

11.1.1. PROPOSITION. — Soit [L un élément de Tîl^X, A)
où X est un espace localement compact. Il existe un élément v
de ^(X X T, R) tel que

(i) v est positive,

(ii) Ml - Ml,
(iii) ¥/•€ ^o(x, A), ̂  fd^ = f^ Z/^v,
(iv) pr^ (Supp v) == Supp (A, où pr^ désigne la projection

de X X T sur X.
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Remarque. — Les conditions (i), (ii) et (iii) déterminent v
de manière unique.

Démonstration. — D'après une conséquence du théorème
de Radon-Nikodym il existe une fonction borélienne a de
X dans T telle que p. = a|(i|.

On définit v, mesure sur X X T de la façon suivante :

Vg e ^°(X X T, R), f^ g{x, z) d^{x, z) = f^ g{x, a(rr)) d\ [L\{x).

v est un élément de "Ïlï^X X T, R). On vérifie aisément
que ^ satisfait à (i), (ii), (iii) et (iv).

Nous allons en donner un premier exemple d'application
dans la proposition suivante qui généralise au cas complexe
un lemme de Choquet-Deny ([4]).

11.1.2. PROPOSITION. — Soit G un groupe commutatif
localement compact et (JL un élément de ^(G, C) de masse
^ L

Si f est une fonction complexe uniformément continue et
bornée sur G vérifiant

V^eG, ff^y-^d^y)^^
alors,

>fy e Supp (A, 3c e T, T^ == cf.

On dit que y est une pseudo-période de /*.

Démonstration. — Soit v la mesure positive sur X X T
associée à |JL par la proposition II.1.1.

On a la propriété
\fx e G, f{x) == fzf{xy-1) dv{y, z).

Soit h la fonction définie sur G X T par

V(rr, u) e G X T, h{x, u) = u-^Çx).

h est une fonction uniformément continue et bornée sur le
groupe commutatit G X T et elle vérifie

V(o?, u) e G X T, h{x, u) = f h{xy-1, uz-1) d^{y, z).

v étant une mesure positive et de masse < 1, on est dans
les conditions d'application du lemme de Choquet-Deny ([4]).
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On a donc
V(y, a) e Supp (v), V(^, z) e G X T, /i(.r, z) = h{xy-\ za-1)

c'est-à-dire a-Y(^) = f{xy-1}.
On conclut en utilisant la propriété pri (Supp v) == Supp pi.
La proposition suivante a été démontrée par Hirsch ([12])

par une méthode de balayage. Ici nous allons l'obtenir comme
une conséquence des propositions 1.2.2 et 11.1.2. Ceci montre
que pour un certain nombre de problèmes l'approximation
des opérateurs dissipatifs ou codissipatifs remplace avan-
tageusement le balayage.

11.1.3. PROPOSITION. — Soit V un opérateur codissipatif
invariant et de domaine D(V) dense dans ^°(G, A), où G
est un groupe commutatif localement compact.

Si Im(V) n'est pas dense dans ^(G, A), alors

3(y, c) e (G\{.}) X T, ¥/•€ D(V), ^{f) = cV(/1).

Démonstration. — D'après 1.2.2 et l'invariance de V on a,
en reprenant les notations de 1.2.2.

(1) VfeD^) , V g e G ,
V(y)(g) = f [f{gx) + XV(f)(^)] d^{x).

Comme Im (V) ^ ^(X, A) on peut trouver o- dans ^(G,
A), non nulle et orthogonale à Im (V).

Par suite, d'après (1),

Vf 6 D(V), ^ (Jj(^) da{g)) d^{x) = 0.

Soit [L une valeur d'adhérence faible de la suite de mesures
(^JneN (^n e ^» ll^8/»!! ^ 1)- Si (JL = 8^, où 8^ est la mesure
de Dirac au point e, on a

VfeD(V) , fj{g)da{g)==0,

ce qui est impossible car a- 7^ 0 et D(V) == ^°(X, A). Par
suite (A ^ 8^.

D'après (1) on a

V/*eD(V), V g ^ G , ¥(/•)(§) = f V{f)(gx) d^x),

ce qui permet de conclure d'après 11.1.2.
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11.1.4. Remarque. — Soit G un groupe localement com-
pact et K un sous-groupe compact de G.

Dans la proposition II.1.1, si [L est pris dans ^TÏÏ^G, A),
on peut trouver la mesure v dans ^Tï^G X T, R), cette
notation désignant l'ensemble des mesures réelles, bornées
sur G X T, invariantes sous l'action du sous-groupe com-
pact K X {1}.

Démonstration. — Partant de a comme dans II.1.1, on
«définit v par

Y g 6 <^O(G x T, R), f^ g{x, z) d^x, z)

= ffjLxJL SG g^l^ o(•{x}) ̂  ̂ {x) dk! dk^

La mesure v convient.

2. Passage d'un semi-groupe à contraction
invariant sur ^(X, A)

à un semi-groupe de Feller invariant sur ^(X x T, R).

X est un espace homogène G/K. On reprend les nota-
tions de 1.3.

11.2.1. — T étant un opérateur de domaine D(T) dans
^°(X X T, R), soit T le prolongement canonique de T
dans ^°(X X T, C) défini par

D{T)={f+iglf,geD{T)}
T^+^^n+nxg).

Si T et S sont deux opérateurs de domaines D(T) et
D(S) dans <^°(X X T, R) et X et pi deux nombres réels,
on a

(XT + (iS) = XT + (x§ et (T^S) == T o g.

Si T est un opérateur partout défini et borné sur ^°(X X T,
-R) alors |)TI| = ||T|1.

11.2.2. — Les lemmes qui suivent sont utiles pour la suite
du paragraphe. Les démonstrations sont faciles.
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LEMME 1. — Soient ^ et ^ dans ^TC^G, A) et Vi et Vg
dans ^(G X T, R) <e^ que Vfe ^o(G, A),

^(/>) =:: ^(Z/) P^^ ^ == ^2.

Afor^ Vfe^^A), p4 ̂ (H = YI * ^(Zf).

LEMME 2. — 5oi'( ^r un filtre sur un ensemble ï et (a^^
une famille de mesures de Radon positives, bornées de masse ^ 1,
sur un groupe localement compact G. On suppose

Vn e N, (3^ = lim vague a? existe,
^

Alors, Vn e N, (3; ^ ^.

LEMME 3. — 5oi( ^ im /îfare 5ur un ensemble ï et (a^ç^
une famille de mesures de Radon positives sur un groupe locale-
ment compact G. S9 il existe une mesure positive bornée y sur
G qui majore tous les a^ et si a == lim vague a^ existe^

^
alors, pour tout n e N, lim vague a? existe et vaut a".

^

11.2.3. THÉORÈME. — Soit (R^)^o une famille résolvante
à contraction sur ^°(X, A), invariante sous l'action de G.
Il existe (U^)^^o une famille résolvante sous-markovienne sur
^(X X T, R), invariante sous l'action de G X T, telle que

vye ^o(x, A), VA > 0, ZR^) = C^Z/1).

5i, de plus, (R^>o e6?( une L^-famille résolvante alors (U^>^
e^t une Li^-famille résolvante.

Démonstration. — D'après 1.3.2, pour tout À > 0, soit
2^ e -m^G, A) la mesure associée à l'opérateur invariant R^.

La famille (s)J^>o vérifie

(i) VA, (ï > 0, £^ — s^ === ((ï — À)£^ ^ e^,
(ii) VX >0 , ||XsJ ^ 1.

Par suite

VA, (JL e R, (0 < X ^ (i) =^ ̂  = S ((JL - x)1^1),,
1=0

la série convergeant au sens de la norme des mesures.
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Pour tout X > 0, il existe, d'après 11.1.4, une mesure de
^.(GXT.R), notée Y?O, telle que

ll^n,J < 1,
et

V/-6^"(G,A), fjd^=f^Zfdf^

La démonstration se déroule en plusieurs étapes au cours
desquelles on régularise progressivement la famille (yx x)x>o
jusqu'à obtenir finalement des mesures associées à une famille
résolvante (U^o-

a) Pour tout n e N et tout X, 0 < À ^ n, on construit
une mesure Yn, x :

ïn,x= S (n-À)1^.
1=0

Cette série est normalement convergente car ||raYnn|| < 1.
Les mesures Yn.). vérifient les propriétés suivantes:

(1) y»,x e ̂ (G X T, R)

(2) IIXYnJ < |̂ (n - ̂ IIY,,!!-* < J| ̂ ^^ = 1,

(3) V/"6^o(G,A), Yn,5.(Z/-) = e,(/-).

Cette propriété résulte du lemme 1 :

ïn^Z/") = S (n - ̂ Y^W) = S (" - X)'^-1^) = £,(/•).
»==o i==o

(4) Vn e N, VX, (A G R, (0 < X ^ ^ ^ n)

==^ ^'^ = le (ÎJL ~~ À)iï<n4'ljl•
C'est une conséquence de la relation

ïn,X — ïn,(X = (P. — X)y^ * Y^^

qui s'obtient à partir de la définition des Yn À-
b) Soit ^ un ultra filtre sur N convergeant vers l'infini.
Pour tout X > 0 on pose y^ == lim faible Yn x-

(u

Cette limite existe car, pour X fixé, tous les y^ ^(n ^ X)
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j[
sont dans la boule de rayon — de W^G X T, R) qui estÀ
faiblement relativement compacte.

Les mesures y^ vérifient les propriétés suivantes :

(1') n e ̂ l(G x T, R),
(27) f lxnl l < 1,
(S7) V/'E^^A), ^{Zf)=^(f),

(4') VA, (i e R, (0 < X < (JL) =^ Y ^ > 1 ((JL - xyY^1.
1=0

Montrons cette dernière propriété.
D'après (4) on a

VmeN, $ (^-x^ ^ Yn,x.
1=0

On passe à la limite vague et on utilise le lemme 2. Il vient

V m e N , S (^-x)^1 ^ y^
1=0

c) Pour tout n e N et tout X, 0 < X < n, on construit
une mesure (3^

Pn,X= S (^-W.
i=o

Les mesures P,^ vérifient les propriétés suivantes:

(l") ^ 6 ̂ .(G x T, R),
(2") ||X(3,J| < 1,
(3") V/-6^o(G,A), ^{Zf}==^{f),
(4") Vre 6 N, VA, (A e R, (0 < X ^ (A < n)

-^ pn,). = à (^ - ̂ yp^
1=0

(5") Vn e N, VX e R, (0 < X < n) =^ ̂  ̂  yx.

Cette dernière propriété est une conséquence de (4').
d) On passe à nouveau à la limite suivant l'ultra filtre %.

Pour tout À > 0 on pose

^ == lim faible (î^.
<U
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Les mesures ^\ vérifient les propriétés suivantes :

(H px e ̂ ,(G x T, R),
(27") \\W\ ^ 1,
(3") V/"e^o(G,A), p,(Z/-) =£,(/•),

(4") VX, (z e R, (0 < À < (.) =^ (i, = 5 ((A - X)1^
i=o

Démontrons cette dernière propriété.
Soit g e <^o(G X T, R). D'après (4") on a

00

Vn, (0 < X < y. < n) =>- P^^(g) = S (^ - ̂ )W(g).
1=0

Or d'après (5"),

VieN, Vn, ((A < n)==>\^{g)\ < ï^dgl),
oo

et, d'après (27), la série S ((Jl -~ ^yïp^dgl) est convergente^
1=0

il s'ensuit donc que la série S (^ — ^^^(ë') est unifor-
1=0

mément convergente par rapport à n. On peut donc passer
à la limite terme à terme selon le filtre ^. D'après (5") et
le lemme 3 on obtient

px(g) = i {v- - ̂ y\g)-
1=0

La propriété (4W) entraîne
(6^ VX, (JL e ]0, o)[, Px - P{X = (^ - ^Px ^ P(X.
e) Pour tout X > 0, soit V\ l'opérateur invariant sur

^°(X X T, R) associé à la mesure ^ e ̂ ^(G X T, R).
On déduit de (6^) et de 1.3.2 la relation

VX, (x 6 ]0, oo[, Ux - U^ == (pi - X)U^ o U^.

(U^)x>o est donc une famille résolvante invariante sur
^°(X X T, R). D'après (!"') et (2W) cette famille résolvante
est sous-markovienne. V\ est lié à ^\ par la relation

V/*6^o(Xx T,R), V X > 0 , U,(y)(é,l)
'^/GXT^^^^g^)-
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Par suite

V / - 6 ^ o ( X x T , C ) , VA >0 , Û,(/-)(é,l)

^XxT^^Wg^).

D'après (S"), si f est dans ^°(X, A) et À > 0, on a

Û,(Z/-)(é, 1) = /^^(g) ̂ (g, z) == W{f" Tt))
=e,(/-o7r)=R,(/")(é)=ZR,(/-)(é,l).

U^ et R^ étant invariants par translation, il vient

Û,(Z^) = ZR,(/-).

f) Plaçons-nous maintenant dans le cas où (R^>o est une

L^-famille résolvante, c'est-à-dire

V/'e <ë'o(X, A), f= lim XR^(/') dans ^o(X, A).
x*-"

D'après 1.3.2 soient ê^ et (3^ les mesures sur X et sur XxT,
associées à s^ et p^. On a

V/-e ^o(X, A), VX > 0, R,(/-)(é) = J/-(a;) rfê^)

V/e <î?o(X, A), VX > 0, tW)(é, 1) = fzf(x) d^(x, z).

D'où
V/'e %'o(X, A), VA > 0, è^f) = p,(Z/-).

D'autre part
Vf e <^o(X, A), f{é) = lim X f f{x) àé^x}.

\^» •/

Xs^ converge faiblement vers 8<, lorsque X —>• oo.
Montrons que Xj3^ converge faiblement vers Sy ^ lorsque

7. -» oo. On a
VX > 0, HXjîJ < 1.

Soit Ç une valeur d'adhérence faible de X(3^ lorsque X —> oo.
On a

V/-e<^o(X,A), /-(é) = Ç(Z/-).

Soit /-e <<?o(X, R), /• ^ 0, /-(é) = \\f\\ = 1.
On a

0 = Re[Ç(Z/') - 1] = Ç(Re(Z/-)) - 1 < Ç(Re(Z/-) - 1) < 0.
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Donc R^(Z/1) = 1 sur Supp Ç. D'où

Supp Ç c= {(^ z) e X X T/(Re z)f{x) = 1}
SuppÇ <= {xeXlf{x)==i} X {1}.

Ceci étant vrai pour toute fonction f de ^.(X, R) telle que
A6) ==: 11/11 ==: l? on a donc

SuppÇ c: {(é , l )} .

Il existe donc a e R tel que Ç == a 8(e,i).
La relation ^(Z/*) == 1 entraîne a == 1. Donc À (3^ con-

verge faiblement vers 8(^1) lorsque X -> oo. Les mesures
X(3^ étant de masse ^ 1, la convergence est étroite.

Une démonstration classique montre que les opérateurs
XU^ associés satisfont alors à la condition

V/" e ^°(X X T, R), f = lim XU^/*) dans ^°(X X T, R).
X>ao

La famille résolvante (U^)^>o est donc L^,.

11.2.4. COROLLAIRE. — Si A e5( ^ générateur infinitésimal
(Kun semi-groupe à contraction invariant sur ^°(X, A), alors
il existe B, générateur infinitésimal d'un semi-groupe de Feller
invariant sur ^(X X T, R), tel que

\ff e <^o(X, A), f e D(A) ̂  Zf e D(Ê)

e( ZA(/*) == B(Z/1).

Remarque. — Ce résultat a été démontré par Faraut ([9])
dans le cas X == R".

Démonstration. — D'après le théorème de Hille-Yosida et
un théorème de Hirsch ([11]; page 109) il y a identité entre
les générateurs infinitésimaux de semi-groupes à contraction
et les générateurs de L^-familles résolvantes à contraction.

Soit A le générateur d'une L^-famille résolvante (R^>o
à contraction et invariante sur ^(X, A). D'après 11.2.3,
il existe une L^-famille résolvante (U^>o sous-markovienne
et invariante sur ^°(X X T, R) telle que

v/-6^°(x,A), ZR,(/-) = ûx(zy).
Notons B le générateur de (U^)^o-
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B est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de
Feller invariant sur ^°(X X T, R).

On a d'autre part

f e D(A) ̂  3g e <^o(X, A), g = lun X(XR, - !)(/•),
^ 3g e <^o(x, A), Zg = ifm X(XUx - I)(Z/*),

x><»
<4=^ Z/'eD(B),

et on a alors Zg = ZA(/') == Ê(Z/1).

11.2.5. COROLLAIRE. — Soit (P()(>O url semi-groupe à
contraction invariant sur ^°(X, A). i7 existe un semi-groupe
de Feller (Q()^() invariant sur ^°(X X T, R) tel que

>ft ^0 , V/*e ^o(X, A), ZP^f) = Q,(Z/1).

Démonstration. — Soit A le générateur infinitésimal de
(P()^O- D'après 11.2.4, il existe B, générateur infinitésimal
d'un semi-groupe de Feller (Q()^O invariant sur ^°(X X T,
R), tel que

V/1 e ^o(x, A), f e D(A) <^ Zf e D(Ê),

et ZA(/1) = Ê(Z/1).
Pour f dans ^°(X, A) et t ^ 0 on définit S^/*), élément

de <^o(X, A), par

s^-Q^n^i).
On a donc

Vfe <^o(x, A), V( ^ 0, ZS,(f) = Q,(Z/1).

Soient s et ( ^ 0 et f dans ^°(X, A),

ZS^(/1) = Q^,(Z/*) = Q^Q^Z/*)) = Q.(ZS,(^)) =: ZS,(S,(/1)).
Par suite S<+, = S^ o S^.

On a d'autre part

So == 1 et V/* e <^o(X, A), /• = lim S^f).
(•>0

(S()^o est donc un semi-groupe sur ^°(X, A). Si C est
son générateur infinitésimal on voit immédiatement

vye^x^A) , / •eD(C)^Z/'eD(Ê) et ZC(f) = Ê(Zy).
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Donc A = C, ce qui entraîne l'égalité des deux semi-groupes
(Pt)t^o et (S()^Q- Finalement:

V( ^ 0, ¥/•€= ^o(X, A), ZP^) = Q,(Z/1).

3. Générateurs infinitésimaux
des semi-groupes invariants sur ^(X, A).

11.3.1. THÉORÈME. — Si A est un opérateur dissipatif
[resp. vérifiant le principe du maximum positif)^ de domaine
dense et invariant sur ^°(X, A), alors A. se prolonge en le
générateur infinitésimal (Kun semi-groupe à contraction (resp.
de Feller) invariant sur ^(X, A).

Remarque. — Ce théorème ne dit pas que le semi-groupe est
unique. Cette question reste ouverte dans le cas d'un espace
homogène quelconque.

Démonstration. — Supposons A dissipatif.
Pour n e N, soit e^ e ^TC^G, A) la mesure associée par

I.3.2 à la mesure é^ 6 ̂ ^(X, A), introduite dans la démons-
tration de 1.3.3.

s^ vérifie

(i) II^J ^ 1
(ii) V/^e D(A), f{e) - ̂  [nf{g) - A(f)(g)] d^(g).

Pour tout n e N, il existe, d'après 11.1.4, une mesure de
^^.(G X T, R), notée Y,,,, telle que

(l') ll^ïnj ^ 1

(ii7) V/'e D(A), f{è) = f^ z[nf(g) - A(n(g)] d^(g, z).

On poursuit alors la démonstration comme celle du théorème
II.2.3.

a) Pour tout n e N et tout X, 0 < X < M, on construit
une mesure Yn,^,

Tn^= î {n-\)V^\
i==0
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Les mesures Yn,x vérifient les propriétés suivantes,

(1) Yn .xe^^GxT.R) ,
(2) ||XY,,,|| < 1,
(3) V^ D(A), f(è) = f^ zWg) - A(/-)(g)] d^(g, 2),

en effet,

Jz[X/-(g)-A(/-)(g)]dY,,,(g,z)

= § (n - X)1^4,,1 [Z(X/-o Tt - A(/-) o ^)]
1=0

= S (" - ̂ W [Z(n/-o ^ - A(/-) o n]
1=0

+ S {n - W^ [(X - n)Z(/- o îr)]
1=0

- J| (n - ̂ ^(Z^o 7T)) - S (» - ^)i41ï^l (Z(/-o Tt))

=8(^)(Z(/-o^))=y(é).
(4) Vn e N, VX, p. 6 R, (0 < X < y. < n)

=^ ïn,x = S (t^ - ̂ ï^.
1=0

b) Soit ^ un ultrafiltre sur N convergeant vers l'infini.
Pour tout À > 0, on pose

Yx = lim faible y^.
U

Cette limite existe car, pour X fixé, tous les ïn,^ ^ x)
j[

sont dans la boule de rayon — dans ^(G X T, R).
À

Les mesures y^ vérifient les propriétés suivantes,

(l7) ïx e ̂ l(G X T, R),
(27) I IXyJ ^ 1,
(S7) V/*e D(A), ^(é) = ^^^ z[Xf(g) - A(^)(g)] dyx(g, ^),

(^ VA, 11 G R, (o < À ^ (i) -^ y^ ^ i (^ - xyT^.
i=o

c) Pour tout n e N et tout À, 0 < X ^ n, on construit
une mesure p^ ^,

Pn,X = S (n - ̂ )iï^l.
1=0
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Les mesures p,^ vérifient les propriétés suivantes,

(lff) Pn^e^tïï^G X T,R),
(2ff) ||x(î, |̂| < 1,
(3-) V^e D(A), /•(e) = jL,W(é) - A(/-)(ê)] < (̂g, z),
(4") Vn e N, VX, (A e R, (0 < X ^ (A < n)

=^ Pn.X = | (^ - X)^^,

(5") Vn e N, VX e R, (0 < À < n) ̂  p,̂ °̂  yx.

^) On passe à la limite suivant ^U. Pour tout X > 0,
on pose

P^ == lim faible p, ^.
'U

Les mesures (î^ vérifient les propriétés suivantes,

(H Px e ̂ .(G x T, R),
(2W) 11̂ .11 < 1,
(3") V/-6 D(A), f(é) = fz[^) - A(/-)(^)J dp,(g, z),

(4W) VX, (x 6 R, (0 < X < (A) =^ (̂  == ^ ((A - x)1^1.
1=0

La propriété (4W) entraîne

{6'") V X , ( X 6 ] 0 , + 0)[, Px - ̂  = ((. - X)p,* p,.

e) Pour tout X > 0, soit U^ l'opérateur invariant sur
%'°(X X T, R) associé à la mesure ^ e ^'ÏTI'-UG X T, R).
D'après {6'") on a

vx, (i e jo, + oo[, u^ - Vy. = ((x - x)u^ o n,.
(U),)^>o est donc une famille résolvante invariante sur
^"(X X T, R). D'après {1'") et (2W) cette famille résolvante
(U;0>.>o est sous-markovienne et, d'après {3'"), elle vérifie

V/-6D(A), Z/-=Ûx(Z[x/--A(/')]).
f) On définit l'opérateur R^ sur ^°(X, A) par

V/^o(X,A), R,(/-)=Û,(Z/")(.,1).

Par suite
V/-6^o(x,A), ZR^) == C^(Z/-),
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(R)Jx>o vérifie l'équation résolvante, en effet, pour

/•6^0(X,A),

on a

ZR,(y) - ZR^) = Û^Z/) - Û^Zf) - ((x - X)Û, o Û,(Zn
= ((. - X)Û,(ZR,(/1)) - ((x - X)ZR, o R^).

D'autre part ||ÀRJ ^ ||ÀÛJ == ||XUJ ^ 1.
(R^>o est donc une famille résolvante à contraction

invariante sur ^°(X, A) et elle vérifie

(*) V/-eD(A), /•=IW-A(/-)).

On en déduit

V/-eD(A), /•=limÀR^).
^>30

La famille (^R^)x>o étant équicontinue, il s'ensuit

vye^o(X,A) , /•==limXR^(/1) ,
x>^

(R^)^^o est donc une L^-famille résolvante.
Soit B son générateur.
D'une part B est le générateur infinitésimal d'un semi-

groupe à contraction invariant sur ^(X, A). D'autre part,
d'après ( * ), B prolonge A, ce qui achève la démonstration.

Remarque. — Si A vérifie le principe du maximum positif,
alors les mesures £„ de la démonstration précédente sont
positives et l'on peut raisonner sur X au lieu de X X T.
On obtient alors une famille résolvante (U^>o sous-marko-
vienne invariante sur ^(X, R), donc, à la fin, un semi-
groupe de Feller invariant sur ^°(X, R).

On peut donner un théorème analogue à 11.3.1 dans le cas
d'un opérateur codissipatif.

11.3.2. THÉORÈME. — Si V est un opérateur codissipatif
(resp. vérifiant le co principe du maximum positif faible), de
domaine dense et invariant sur ^°(X, A), alors V se prolonge
en le co générateur d'une Lo-famille résolvante à contraction
(resp. sous-markovienne) invariante sur ^(X, A).
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Démonstration. — A partir des mesures s^ de 1.2.2, on
refait une construction analogue à celle de la démonstra-
tion de 11.3.1. On obtient alors une famille résolvante (Rx)x>o
à contraction (resp. sous-markovienne) invariante sur ^(X, A)
telle que

M v/^v), v(n=iw+^v(n).
Par suite

vyeD(V) , l imXR^^O.
\->0

Ce qui donne, compte tenu de Féquicontinuité de la famille
(^R^XX)?

V/'e^o(X,A), l imXR^)=0,
\->0

(Rx)x>o est donc une Lo-famille résolvante.
Soit W son cogénérateur.
La relation ( * ) montre que W prolonge V.

Remarque. — Le défaut des théorèmes 11.3.1 et 11.3.2
réside dans le fait qu'ils ne disent pas si le semi-groupe (resp.
la famille résolvante) associé à A (resp. à V) est unique.
Les deux théorèmes suivants montrent que, dans de nom-
breux cas, A est un prégénérateur de semi-groupe et V
est un précogénérateur de Lo-famille résolvante. Dans ce
cas le problème d'unicité est a fortiori résolu.

11.3.3. THÉORÈME. — Soit A un opérateur dissipatify
de domaine dense et invariant sur ^°(X, A). On considère
les trois propriétés suivantes :

(i) X est compacta
(ii) la con^olution est commutati^e sur ^lî^G, A),

^(iii) V/^A), ^ V^eX, ^./^(A),
où c^f est la fonction de ^°(X, A) définie par

V g e G , ^f{g) == f^f(gkx) dk.

Sz Vune de ces trois propriétés est vérifiée, alors A préengendre
un semi-groupe à contraction invariant sur ^(X, A).
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Remarque. — La propriété (ii) est vérifiée en particulier si X
est un espace riemannien symétrique. La propriété (iïi) est
vérifiée en particulier si G est un groupe de Lie et D(A)
est l'ensemble ^(X) des fonctions indéfiniment dérivables
sur X et à supports compacts.

Le cas (i) a été démontré par Faraut ([8]), le cas (ii) par
Hirsch et Roth ([13], [14]) et le cas (iii) par Hirsch ([12], [13]).

On peut noter à ce propos les travaux antérieurs de
Hunt ([15]), de Faraut ([9]), de Faraut et Harzallah ([10]),
de Hirsch ([11]) et aussi un travail récent de Duflo ([6])
utilisant les distributions sur un groupe localement compact
quelconque.

11.3.4. THÉORÈME. — Soit V un opérateur codissipatif, de
domaine dense et invariant sur ^°(X, A). Si V une des deux
propriétés (i) et (ii) introduites dans Vénoncé 11.3.3 est vérifiée^
alors V précoengendre une l^o-famille résolvante à contraction
invariante sur ^°(X, A).

La démonstration du théorème 11.3.4 et celle du théorème
11.3.3 dans les cas (i) et (ii) reposent sur le lemme suivant :

LEMME. — Si B est un opérateur fermé, injectif, de domaine
dense et invariant sur ^°(X, A) et si X vérifie (i) ou (ii)y
alors B est d'image dense,

On applique ce lemme à I — A et à I + V, où A et V
sont les fermetures des opérateurs préfermés A et V.



CHAPITRE III

OPÉRATEURS CARRÉS DU CHAMP
ET FORMULE DE LEVY-KHINCHINE

SUR LES ESPACES LOCALEMENT COMPACTS

Nous introduisons la notion d'opérateurs carrés du champ,
pour lesquels nous démontrons une formule de représentation.
Nous en déduisons une formule de Lévy-Khinchine pour
les opérateurs vérifiant le principe du maximum positif sur
^o(X, R).

Dans tout ce chapitre : A == R.
Ces résultats ont été annoncés dans ([19]).

1. Définition et représentation
des opérateurs carrés du champ.

III.1.1. Préliminaire.— C désigne l'ensemble des fonctions
T de R dans R, vérifiant T(0) == 0 et

V ^ y e R , |T(^)-T(!/)| ^ \x - y\.

C^ désigne l'ensemble des fonctions de C qui sont de classe
<^00.

Si f et g appartiennent à ^°(X) on dit que g est une
contraction (resp. contraction <^00) de f s'il existe T dans
C (resp. CJ tel que g = T o /*. Il est facile de voir que
« g est une contraction de fv) est équivalent à

V^, y e X, \g{x) - g(y)| ^ \f{x) - f(y)\ et \g{x)\ ^ \f{x)\.

Soit A un opérateur de domaine D(A) dense dans ^(X)
vérifiant le principe du maximum positif. On suppose de plus
que D(A) est stable pour la multiplication :

VA g G D(A), fg e D(A).
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Pour f et g dans D(A) on pose

B(/-, g) = A(/g) - /A(g) - gA(/-).

III.1.2. PROPOSITION. — B ainsi défini vérifie les trois
propriétés suivantes^

1) B est une application bilinéaire symétrique de
D(A) X D(A) dans ^°(X),

2) Vf, g e D(A), (g contraction de f) => B(g, g) ^ B(f, /•),
3) V/; g e D(A), V^ G X,

(/•(a;) == Sup f ̂  0 et g{x) == Sup g ^ 0) =^ B(/, g)(^) > 0.

Démonstration. — Soit rc un point de X. D'après 1.2.3.
1il existe des mesures s^ sur X positives, de masse ^ — et

vérifiant

Vf 6 D(A), A(f){x) == lim n[n f f(y) d^{y) - f{x}].
n>ûo - "

Nous allons calculer B(/', g)(x) à l'aide de cette expression de
A.(f)(x). Soient f et g dans D(A).

B(^, g){x) = A{fg){x) - f{x}A{g){x) - g{x)A{f){x)
= lim n[n f f(y)g{y) ds.,(y) — f{x)g{x) — n f f{x)g{y) de,(y)

+ f(x)g(x) -nfg(x)f{y) d^{y) + f(x)g(x)].

B(f, g)(x} = ̂ m n[n/{f{y) - f(x))(g(y) - g(x)) d^(y)

+ (1 - \\n^[\)f{x)g(x)]-

Sous cette forme on voit que 3) est vérifié.
D'autre part, si f est dans D(A),

B(/, f){x) == lim n[n f' \f{y) - fW d^y} + (1 - \\n^\fW}
7î>oo •- ^

ce qui donne 2) compte tenu de la définition des contractions.
Nous sommes ainsi conduits à poser la définition suivante :

III.1.3. DÉFINITION. — Soit V c 3t(X) un sous-espace
dense de ^°(X) tel que

V/'eV, VTeC,, T o / ' e V .
3
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En particulier V est stable par multiplication. B est un
opérateur carré du champ défini sur V, si

(1) B : V X V —> ^(X) est une application bilinéaire symé-
trique,

(2) V/", g G V, (g contraction de f) ==^ B(g, g) < B(y, /•),
(3) V/", g e V, V^ e X,

(/•(^ - Sup f ̂  0 ^ g{x) = Sup g ^ 0) ̂  B{f, g)(n0 ^ 0.

B vérifiant (3) on dit qu'il satisfait au principe du maximum
positif.

On utilisera aussi la propriété suivante :

(2 bis) V/*, g e V, (g contraction ^°° de f)
=^B(g,g) ^B{f,f).

Le théorème suivant est une formule de représentation
des opérateurs carrés du champ. Elle ressemble à celle donnée
par Allain dans ([!]) pour les formes de Dirichlet.

III.1.4. THÉORÈME. — Soit B un opérateur carré du
champ. Il existe :

(i) une famille {[^Çx, .)}a;ex ^e mesures de Radon positives
sur X\{rr}, telles que, pour tout f dans V,

^^—f^{f{y)-fW^dy)

est une fonction semi-continue inférieurement et finie sur X;
(ii) une fonction x\—>- a{x) semi-continue supérieurement

et positive sur X;
(iii) une application bilinéaire symétrique G de V X V

dans W (où W est le sous-espace de ^(X) engendré par les
fonctions s.c.i.), G vérifiant (2 bis), (3) et G étant local,
c est-à-dire Vf, g e V, Vrr e X, (/* constante au voisinage de
x) ̂  G(f, g){x) = 0,

tels que

V^,g6V, B(f,g)
==afg+f (/•(.) - f{y)){g{.) - g{yW.,dy) + G{f, g).

De plus {y.{x, .)}a;gx, a et G sont uniques.
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Démonstration. — Elle va se faire en plusieurs étapes. Le
début s'inspire largement de la méthode classique utilisée pour
les formes de Dirichlet ([l], [2]).

a) LEMME 1. — Soit 0, un ouvert et K un compact contenu
dans Q.. Il existe y dans V tel que O ^ Y ^ I Î Ï ^ I sur

K, Supp y <= î2.

Démonstration. — Soit a G JT(X) tel que

0 ^ a ^ 4, a == 4 sur K, Supp a <= iî.

D'après la densité de V dans ^°(X), il existe ? dans V
tel que [|j3 — a|[ ^ 1. On a donc

P ^ 3 sur K et (3 ^ 1 sur [ f2.

Soit T e C^ vérifiant

0 ^ T ^ 1, T = 0 sur ]- oo, 1]
et

T = 1 sur [3, + oo[.

La fonction y == T o (î convient.
Pour tout ouvert <o de X on note V(co) l'ensemble

des fonctions de V à support dans <o et on pose

V+(co) = V(co) n jf\(X).

On a la propriété suivante :

LEMME 2. — Pour tout ouvert œ Je X, V+(œ) engendre
V(co) ^ V+((o) <?^ ricAe dan5 Jf+(œ), c'est-à-dire que, pour
tout f dans jr+((o), il existe un compact K de (^ et une
suite (/*Jn>o de fonctions de V+((o) qui converge uniformément
vers f et dont chaque élément a son support dans K.

Démonstration. — Soit / 'eV^œ). Considérons d'après le
lemme 1 une fonction y de V+(œ) valant 1 sur Supp f.
f s'écrit f=U-U ^ A - l i n i ï ^ A-I l / I l Ï-/1-
/i et /g sont dans V+(œ) donc V+((o) engendre V(œ).

Soit f e ^+(0)). Posons K === Supp /'. ^
Pour tout n G N, il existe g^ e V tel que I]/* — gj ^ —

n
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Soit T, e C, tel que T, = 0 sur 1- oo, -!-], T, positive
et J "J

Va; 6 [0, + °o [, |T,(a;)-^| < À.
Tv

U suite des fonctions f^ = T\ o g^ convient.

LEMME 3. — Soient œi é?( cog c^urc ouverts de X ^ 9
une forme bilinéaire sur V(œi) X ¥((03). On suppose que 9
e^ positive, c'est-à-dire

V(A g) ^ V^) X V^co^), 9(/*, g) ^ 0.

7Z ^15^ une mesure de Radon positive unique a sur coi X (03
telle que

V(/-, g) 6 V(^) X V((^), y(/', g) = ff ® g da.

Démonstration. — D'après le lemme 2 on peut prolonger y
en une forme bilinéaire positive sur jT((di) X .^((Oa). On
applique alors un résultat connu sur la représentation des formes
bilinéaires positives sur jf(ù)i) x 3f{w^.

b) ^f, g e V^, (inf (/•, g) = 0) ̂  ÇBÇf, g) < 0).

Démonstration. — /•+ g = |/-— g|. Ceci montre que /•+ g
est une contraction de f — g. On a donc

W+g, f+g) <B(/ - -g , f-g),

ce qui donne, en développant et en utilisant la symétrie de B,

W g) < 0.
c) Vf, a 6 V+, (0 ^ a s: 1 et a = 1 sur Supp /•)

=^ B(/-, a) > 0.

Démonstration. — Soit T 6 C défini par

T = 0 sur ]-oo, O], T = = l sur [1, + oo[

et T(x) == x pour x e [0, 1].
Pour tout s > 0, on a T ( s / '+a )=a , donc

B(a,a) < B(s/"+ a,s/'+ a).
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Par suite :
Vs >0 , 0 ^ sB(/',/')+2B(/',a).

Finalement B(/*, a) ^ 0.
d} Construction des mesures ^(x, .):

Fixons e dans X.
D'après la propriété 6), pour tout couple (f, g) de fonctions

de V+ à supports disjoints B(/*, g)(e) est négatif. Pour tout
couple (o)i, Og) d'ouverts disjoints de X, il existe donc,
d'après le lemme 3, une mesure de Radon positive, unique,
^^,(02 sur œ! X ^29 t^^ q116

V(/; g) e V(œ,) X V(œ,), B(/*, g)(.) =- ff®g da^

Les ouverts œi X œg, où coi et cog sont des ouverts dis-
joints de X, forment un recouvrement de X^A (A désigne
la diagonale de X2).

D'autre part les mesures CT^,^ satisfont, d'après l'unicité,
la condition de recollement.

Par recollement des mesures CT(^,(^ on obtient une mesure
de Radon positive CTI sur X^A, telle que

Vf, g e V, (Supp f n Supp g = 0)
=^ B(/-, g)(.) = - ff{x)g{y) da^x, y).

B étant symétrique, a^ est une mesure symétrique.
Pour tout couple (/*, g) de fonctions de V+(X\{e}), on a

B(A g)(.) ^ 0 .
Cette propriété découle de la condition (3) dans la définition

de l'opérateur carré du champ. D'après le lemme 3, il existe
une mesure de Radon positive, unique, a^ sur (X\{e})2

telle que

Vf, g e V(X\{.}), B(/1, g)(.) = ff(x)g(y) da^x, y).

Pour tout couple (/*, g) de fonctions de V4-(X\{e}) à
supports disjoints, on a

B(A g){e) = - ff{x)g{y) d^x, y} = f f{x)g{y) da^x, y}.

Donc B(f, g){e) == 0.
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Par suite

Suppoi c: ({e} x X) u (X X {^})\{(^)}

et Supp (Tg c= A\{(e,e)}.
Il existe donc deux mesures de Radon positives sur X\{e},

v et Ç, telles que

V/i e ^(X^A), f h(x, y) d^(x, y)

=fh(e,y)d.(y)+fh{x,e)d.(x)
\/h e Jf((X\{^})2), f h(x, y) da^x, y) = f h{x, x) d^{x).

Soit (/*, g) un couple de fonctions de V tel que
(Supp/' X Supp g) ^ (e,e).

Par exemple e ^ Supp /'.
D'après le lemme 1, on peut trouver une fonction y dans

V+ telle que
Y ^ 1, Y == 1 dans un voisinage de Supp f

et
Y == 0 dans un voisinage de e.
Posons gi = yg et ga = g — gi = g{i — y).
Les fonctions gi et gg sont dans V. D'autre part :

e ^ Supp gi et Supp f n Supp ga === 0.

On peut donc écrire

B(^, g)(.) = B(f, g,)(e) + B(f, g,)(e)
= ff{x)g,{x) dî,{x) - f [g,{e)f{x) + f{e)g,{x)] d.{x).

D'où

B(f, g)(e) = / /•(^)g(.ï) d^x) - f [g{e}f(x) + f(e)g{x)] d^x)

car g = gi sur Supp /', g(e) = g^e) et /'(e) = 0.
Soit (/, g) un couple de fonctions de V+ tel que f -= 0

sur un voisinage de e, 0 s$ g < 1 et g = 1 sur

(Supp/-) u{e}.

D'après c), B(f, g)(e) > 0.
D'autre part, comme B vérifie le principe du maximum

positif, B(f, g)(e) < 0. On a donc B(f, g)(e) = 0.
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Or B(f, g){e) == f fd'c, — f fdv. Par suite :

V/-6V+(X\{e}), ffd^==ffd..

Comme V+(X\{e}) est riche dans ^f+(X\{e}), il s'ensuit
S =v.

On pose (x(e, .) == Ç == v.
C'est une mesure de Radon positive sur X\{e}, telle que

V(/-, g) 6 V2, (Supp f X Supp g ^ (e, e))
=> B(f, g)(e) == / (f(x) - f(e))(gW - g^}^, dx).

e) Construction de a(<°).
Soit /*eV+. Notons Ey l'ensemble des fonctions de V+,

inférieures à 1 et valant 1 sur Supp /*. La famille

(B(A a)(.)),^

est filtrante décroissante d'après b) et minorée par 0 d'après
c). On note X(/1) sa limite . À est défini sur V+ et se prolonge
en une mesure positive, encore notée X, sur X.

Soit f e V+ telle que f{e) == 0. Comme B satisfait au
principe du maximum positif, on a X(/') === 0.

X est donc de la forme a{e) 8^ où a{e) est un réel positif
et 8g la mesure de Dirac au point e.

Soit / 'GV+, constante dans un voisinage U de e.
Soient g e V+ et a G îLg n Ey.
D'après d) on a la relation

B(/*- A^)^ g)(^) = / (/N - /W^))(^) - g(^M^ dx).

Soit (3 une fonction continue sur X, comprise entre 0 et 1,
[ ^

valant 1 sur U et 0 sur un voisinage de e.

B(f- f{e^, g)(c) = f ^{x){f{x) - f(e)^x))(g(x) - g(e))y.{e, dx).

Par suite,

B(/; g){e) - /(.)B(a, g)(e) = f Wf{x){g{x) - g{e)^(e, dx)

+ f(e)g(e) f ^(x)^x)^e, dx) - f{e) f ^(x)g{x)v.{e, dx).
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Passons à la limite dans les deux membres selon le filtre des
sections de Ey n E^. On obtient

B(y, g){e) - a{e)f{e)g(e) = f ^(x)f{x){g(x) - gÇe))^ dx)

+ f(e)g{e) f P(^, dx) - f{e) f ^(x)g(x)^ dx).

On remarque en particulier que la fonction (3 est {i(e, .)-
intégrable.

Finalement on a

B(f, g){e) = a{e)f(e)g(e) + f (f{x) - f{e))(g(x) - g{e))^e, dx).

Cette formule s'étend aisément au cas de deux fonctions f
et g de V dont l'une est constante au voisinage de e.

La fonction a ainsi définie sur X est semi-continue supé-
rieurement. En effet, soit U un ouvert relativement compact
et f une fonction de V+ valant 1 sur U.

Pour tout x de U on a

a{x) = Inf {B(/; oc)(o;)/a e E^}.

La restriction de a à U est donc s.c.s. comme enveloppe
inférieure de fonctions continues sur U.

f) Définition de G.
Montrons d'abord que pour toute fonction f de V

f (f(x) — Ae))2^, dx) est fini.

Soit f une fonction de V.
Pour tout e > 0, on considère une suite (pg.JneN ^e

fonctions croissantes, de classe <^00, de R dans R, telles
que, pour tout n dans N,

V.r e R, (\x - f(e)\ ^ -i-\=> <ps,n(^) = ̂
\ n /

<pg^ == f[e) dans un voisinage de f(e)

11 ?UI < 1 + 8

9^(0) =0
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et telles que

Vrr e R, VM e N, (x ^ f{e)) ==^ (9^1^) ^ y,^))
Vx e R, Yn e N, (^ ^ /•(e)) =^ (?,,^i^) ^ (ps^))

La fonction g == ^-^—^ est une contraction de /*.

Comme g est une constante au voisinage de e on a,
d'après e) :
B^ ̂ ) = TT-^ [^fW(1 + .)2

+f{^n°fW-fW^dx)}

D'autre part B(g, g)(^) ^ B{f,f){e).
D'après les hypothèses faites sur la suite (?e,n)neNî ^es

fonctions (çg.n ° f — A6))2 convergent en croissant vers la
fonction (/*— f{^))2 lorsque n tend vers l'infini.

Par application du théorème de convergence croissante,
on obtient :

Ve > 0, a{e}{f{e)Y

+ / (/N - f(e))^{e, dx] < (1 + .Wf, f){e).
Par suite,

V/- e V, a(c)(/-((^ + / (/•(^ - />(e))2^t(e, dx) < B(/-, /•)(e).
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Pour tout n e N, la fonction

e i—^ J (çs^ o /'(a;) — f{e)Y\L{e, dx)

est une fonction <t\ semi-continue intérieurement. (D'après e)
0^ est la différence d'une fonction continue et d'une fonction
S.O.S.).

Or $^ converge en croissant vers la fonction $ définie
par

^{e)=f(f{x)-f{e^^dx),

0 est donc une fonction s.c.i. finie.
Pour tout couple (/, g) de fonctions de V on pose

G(f, g){e) = B(f, g)(e) - a{e)f(e)g{e)
-f{f{x)-f(e))(g{x)-g{e))y.{e,dx).

D'après ce qui précède G est bien définie, elle est bilinéaire,
symétrique, locale et elle prend ses valeurs dans le sous-
espace de ^(X) engendré par les fonctions s.c.i.

Pour obtenir les autres propriétés de G nous allons établir
deux formules d'approximation.

Soient f e V et (<pn)neN une smte de fonctions de C^
telles que

VM e N, Vx e R, (\x - f(e)\ ^ -^ ==> 9^) = 0

et 9n(lr) == x — A^) pour tout x dans un voisinage de f{e).

\7/X
f ( e )

Fonction y^.

G étant locale on a

G(f,f){e) = G(y, o f, <?„ o f){e)
G{f, f)(e) = B(y, o /•, cp, o f){e) - f (<?„ o ^))^(e, dx).
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D'après le théorème de convergence dominée,

lim f ̂ n°fW^dx) =0,
n>oo ^

donc
G{f,f){e)=ïimB(^of, 9, €/•)(,).

n>oo

Soit (/*, g) un couple de fonctions de V. On reprend la
suite (pn)^eN définie ci-dessus.

G étant locale on a

G(f, g)(e) == G(9, o /•, g)(e)
G(f, g)(e) == B(<p, o /•, g)(e) - f ^ o /•(.r)(g(o;) - g(e))(i(e, da;).

D'après le théorème de convergence dominée

, lim F cp,, o /"(a;)(g(a;) — g{e))y.(e, dx) = 0.
n>oo «/

i./Qn ^în't'e

G(/- ,g)(e)=l imB(y^o/- ,g)(e) .
n>oo

Montrons que G vérifie le principe du maximum positif.
Soit (/*, g) un couple de fonctions de V telles que

f{e) = Sup f ̂  0 et g{e) = Sup g ^ 0.
Vn G N, 9, o f{e) = Sup (<p, o f) = 0.

Donc
VM e N, B(cp. o /•, g)(,) ^ 0.

Par passage à la limite on obtient

G(A 8){e) ^ 0.

Montrons pour conclure que les contractions <^00 opèrent
sur G.

Soient fe V et T e C,.
Posons

T,(r) = T(r + f(e)) - T(/-(e)).

TI e C^ et on a

T i ^ n ù / ^ T o ^ — T(/*(e)) au voisinage de e.
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On en déduit :

G(T o /•, T o f)(e) = G(T\ o <p, o /•, Ti o ̂  o /•)(,)
= lim B(Ti o 9^ o /; TI o <p^ o /*)(e)

n->ao
^ limB(<^ o /*, <pn o y)^).

n>oo
Donc

G(T o f, T o f){e) ^ G{f,f}(e).

La démonstration de l'unicité de la décomposition est immé-
diate.

Nous allons maintenant montrer que G a des propriétés
qui F apparentent à un carré de gradient.

III.1.5. THÉORÈME. — Soit G une application de V X V
dans W, bilinéaire, symétrique, locale, vérifiant (2 bis) et (3).
Alors G satisfait aux relations suivantes :

(i) V/-, g, h 6 V, G{h, fg) == fG(h, g) + gGÇh, f),
(iï) V/', g 6 V, V6, 4- e C«,

G ( e o / • , ^ o g ) = ( 9 ' o / > ) x W o g ) X G{f,g).

Démonstration. — Nous allons d'abord établir la propriété
suivante :

V f e V , {f(e) = 0) ̂  G(/V^) = 0.

Pour M e N, soit 9^ e C^ tel que
r 1 1 1o == 0 en dehors de | — —? — |»rn L ^ ^ J

<p(0) ==0 et <pn(^) === ^ au voisinage de 0.
^2 == ((p^ o f)2 au voisinage de e.

A

La fonction — (?n ° f) prend ses valeurs dans l'intervalle
n

r 1 1 1r j _ j_i
L 2n2' 2^^'L 2n2 2^^

Or la fonction t —>• n2^ est une fonction %"", nulle en 0,
dont le module de la dérivée est majoré par 1 sur

r-j- 1-1
L 2n2' 2n2]'
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La fonction (q^ o fy est donc une contraction <^00 de la
4

fonction — (?n ° /*)•

Par suite

G(/*2, ̂ )(.) = G((Ç, o /•)2, (^ o /*)2)(,) ^ ̂  G((9, o f), (^ o /•))(,).

Donc, pour tout n e N,

^v2)^) ^G(An(^.
Par passage à la limite on obtient G(/*2, f^Çe) = 0.

On en déduit, d'après l'inégalité de Schwarz,

VA g ^ V, (f(e) = 0) =^ G(/*2, g)(^) = 0.

Il s'ensuit, d'après la relation 2/g = (/*+ g)2 — f2 — g2,

V/*, g, /i e V, (/^) = g(^) = 0) =^ G(/'g, /i)(^) = 0.

Nous sommes en mesure de montrer la propriété (i).
Soient /*, g, /i des fonctions de V. Soit a une fonction

de V valant 1 au voisinage de e. On a la relation :

G{(f-f{e)^{g-g{e^),h)(e)==0.

On en déduit

G(/g, h)(e) = G(/*(.)ag, h){e)
+ G(gW, h){e) - G(^)g(^)a2, h)(e),

ce qui donne (i), compte tenu du caractère local de G.
Soient f et g dans V et 6 et ^ dans C^.
Posons a == f{e) et 6 = g(e). Il existe des fonctions O^

et ^i de R dans R, de classe ^°°, telles que

Vy e R, 6(y) = 6(a) + 6'(a)(î/ - a) + 6i(î/)(y - a)2

Vy e R, ^(y) = ^(&) + ^'(fc)^ - b) + ^(î,)(y - 6)2.

Soit a une fonction de V valant 1 au voisinage de e.
Les deux fonctions suivantes sont constantes dans un voi-

sinage de e :

e °f-Q'{a}f^ (61 o /•)(/• -/^a)2

et
^ o g - 4/(fc)g -. (^ o g)(g ̂  g(^a)2.
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Comme G est local, il s'ensuit,

G(6 o f, ^ o g)(e) = G(Q'(a)f- (61 o f)(f- /•(e)a)2,
'mg - (4'i ° g){g - g(eW{e).

D'après (i), on a donc,

G(6 o f, ^ o g)(e) == Q'{f{eW{g{e})G(f, g){e).

III.1.6. Remarque. — Supposons que pour tout n e N,
pour tout n-uple (/i, . . . , /*J de fonctions de V et pour
toute fonction 6, de classe <^700, de R71 dans R, telle que
6(0, . . ., 0) == 0, on ait 6(/i, . . . , / ,) e V. On montrerait
comme dans la démonstration de (ii) de III.1.5 que l'on a
la propriété suivante :

V(f i , . . . ,A)eV",
V6 : R" -> R de classe %'°°, 6(0, .. ., 0) =0,

V(gi, ...,gJeV'»,
V^ : R"" -̂  R de classe '<?", <j/(0, ..., 0) == 0,

G(9(A, ...,^,), +(gi,...,g^))
= à 5^(A,•••,/•J| i(gl,•••,gJG(/;,g,).1=1 y=iô^ °y^

Comme cas particulier on obtient la représentation des
opérateurs carrés du champ dans le cas où X est un ouvert
de R" et V est l'ensemble ^(X) des fonctions indéfiniment
différentiables sur X.

COROLLAIRE. — Soit X un ouvert de R'1 et G une appli-
cation de ^(X) X ^(X) dans W, bilinéaire, symétrique,
locale, vérifiant (2 bis) et (3).

Alors il existe une famille (^)i^i^n de fonctions réelles
sur X telles que i<^^71

(i) Vx e R-, V(Çi, . . ., ÇJ e R-, S S ^W^- ^ 0

(ii) V6, + e ^(X), G(6, +) = S S a.^ ̂
( j ^X^ OXj

On définit a^j de la manière suivante :
Soit e e X et a une fonction de V valant 1 au voisinage

de e. On pose û^(e) == G(^a, x^}[e) où ^ désigne la
fonction ième projection de R71.
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2. Formule de Lévy-Khinchine
sur les espaces localement compacts.

111.2.1. Soit A un opérateur de domaine D(A) dense
dans ^(X) et vérifiant le principe du maximum positif.
On suppose que D(A) est contenu dans ^f(X) et qu'il
vérifie la propriété suivante :

V/'eD(A), VTeC,, T o / * e D ( A ) .

Si e est un point de X et n un entier, on note ^\(e) l'idéal
de D(A) engendré par les fonctions g", où g est un élément
de D(A) s'annulant au point e.

On vérifie facilement la propriété suivante,
V/*6^), VTeC,, To/*ej<^) .

111.2.2. THÉORÈME. — Avec les notations précédentes^ il
existe :

(i) une mesure de Radon positive [Lg sur X\{^}, telle que

Vfe^^), f\f\d^ < + oo,

(ii) une forme linéaire Tg sur ^^{e)
— locale^ portée par {e} (V/*e ^ïÇe), e ^ Supp f===> T^/*) = 0),
— vérifiant le P.M.P. (V/'e ^(^), f ^ 0 ==^ T,(/*) ^ 0),
— d'ordre 2 (V/*e ^3^), T^f] = 0),

telles que
V^E y,(.), A(y)(.) - T^) + ff{x)^(dx).

Démonstration. — Elle peut se faire directement mais nous
allons la déduire de ce qui précède.

Pour f et g dans D(A), on pose

( * ) B(/; g) - A(/g) - /A(g) - gA(n.

La proposition III.1.2 prouve que B est un opérateur
carré du champ. Nous pouvons donc, en utilisant les notations
du théorème III.1.4, écrire B sous la forme

( . . ) B(f, g) = G(A g) + a/g
+/(^)-A.))(^)-g(.))^(.,^).
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On pose (Ag = pi(e, . ) . C'est une mesure de Radon positive
sur X\{e} et, d'après III.1.4 on a bien

Vfe^{e), f\f\d^ < + (X).

Pour fe^{e), posons T,(/1) = A.{f){e) - f f(x) d^(x). T,
est une forme linéaire sur ^^{e).

Soient g et <p dans D(A) et supposons g{e) === 0. D'après
( * ) et ( * * ) on a

B(g, Vg)(e) = A(9^)(c) = G(g, yg)(c) + J <Pg2 d^.

Il s'ensuit,

Vg, y e D(A), {g{e) = 0) =^ T.(<pg2) = G(g, 9g')(e).

Cette expression va nous permettre de trouver les propriétés
de T,.

n

a) Soit /*== ^ Pie'3 un élément de ^3(^)5 avec
i==l

Vi, 1 < i ^ n, 9.e D(A), g, e D(A), g,{e) = 0
T.(y) - ^1 T.(9.g?) == 1^ G(g,, <pg?)(.) == 0.

6) Soit f dans D(A) avec Supp/'^e.
Il existe une fonction a de D(A) valant 1 sur Supp f

et 0 au voisinage de e.
On a f^ya3, donc f est dans ^(e), d'après a), T\ (/*)== 0.
c) Montrons que T^ vérifie le P.M.P.
Soit f une fonction positive de c/^{e).
Pour tout n e N, soit 9^ une fonction de C^ telle que

19^(a;) ^ 0 pour ^ ^ 0, |)<pJ| ^ — et ^^x) == *r au voisi-
nage de 0. n

On a
<p^ o f = f au voisinage de e.

Par suite,

W) == T.(<p, o /•) = A(<p, o /•)(<,) - / y, o /-d^.

Or, d'une part, A(y, o y)(e) ^ 0, car

— <Pn ° /'(e) == Sup (— <p, o /•) == 0
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et, d'autre part, d'après le théorème de convergence dominée,

lim F 9^ o fd[L, = 0.
n->ao v

Finalement
W) ^ o.

Dans le cas où X est un ouvert de R" et D(A) = ^(X),
le théorème II 1.2.2 permet de retrouver une formule de
représentation donnée par Courrège ([3]).



CHAPITRE IV

RESTRICTION A UN OUVERT
D'UN GÉNÉRATEUR INFINITÉSIMAL LOCAL

Si A est un prégénérateur local d'un semi-groupe de Feller
sur ^°(X, R) et si û est un ouvert de X, nous définissons
la restriction de A à l'ouvert Q. — c'est un opérateur dans
^°(û, R) — et nous cherchons à quelle condition sur 0.
cette restriction est le générateur infinitésimal d'un semi-
groupe sur ^°(û, R).

Pour cela nous résolvons en un sens faible le problème
d'évolution

ôu = Au sur û X ]0, + oo[,ô t
VrK e tî, u{x, 0) == f(x),
^x e ôî2, Vî ^ 0, u{x, t) = f{x),

où f est une fonction donnée, continue sur Q.
Nous terminons ce chapitre par la résolution en un sens

faible du problème de Dirichlet

(Ag == 0 sur t2,
^eôti, g(x)=f{x),

où f est une fonction donnée, continue sur ôt2.
Dans tout ce chapitre, X est un espace localement compact

et A == R. Les résultats de ce chapitre ont été annoncés
dans une note antérieure ([20]).

1. Préliminaire.

IV.1.1. — On note ^(R, R) l'ensemble des fonctions de
classe <^00 de R dans R s'annulant en 0.
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On se donne, pour tout ce chapitre, un opérateur A de
domaine D(A) dense dans ^°(X) et on suppose que A
vérifie les propriétés suivantes :

(i) A est un opérateur local, c'est-à-dire

VU ouvert c X, V/ 'eD(A),
(f= 0 sur U) => (A(/*) = 0 sur U),

(ii) V/ > eD(A) , Vcp e ^°(R, R), ( p o / * e D ( A ) ,

(iii) A est un opérateur préfermé et il préengendre un
semi-groupe de Feller (P()^O sur ^°(X).

__ Remarque.—Si Von note A la fermeture de A dans ^°(X),
A est le générateur infinitésimal de (P()^O? c'est un opérateur
local et il vérifie le principe du maximum local positif^ c^est-à-
dire, V/*G D(A), V^ e X, _

(/* admet un maximum local positif au point x) => A.(f)[x) ̂  0.

Démonstration. — Soient f dans D(A), U un ouvert
de X et x un point de U tels que

f(x)=Supf{y) > 0.
yeu

Supposons A.{f)(x) = a > 0.
Il existe un ouvert relativement compact V de X tel que

o ; e V < = V ^ U et A(f) ^ -̂ - sur V.
Zi

Soit 9 une fonction de D(A) vérifiant

a
0 ^ 9 ^ <P(^), Supp 9 c= V, |1A(9)|| ^ ^-, ^{x) > 0.

Une telle fonction 9 existe, d'après le lemme 1 de III.1.4.
Il existe une suite f^ de fonctions de D(A), telles que

et
fn ~n^t f uniformément sur X

A(^) -̂ - A(/*) uniformément sur X.

Soit ^ une fonction de D(A) vérifiant

0 ^ ^ < 1, Supp ^ c: U, ^ = 1 sur V.
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Pour n assez grand, la fonction ^ + 9 atteint son
maximum positif en un point x^ de V. On a donc

AW. + <p)(^) ^ 0.
Par suite

A(/,)(^) = A(^)(^) ^ - A(ç)(^) ^ ||A(cp)ll ^ ̂

ce qui contredit le fait que A(/*J converge uniformément

vers A(/*) qui est supérieur à -^ sur V. On a donc
2i

A(f){x) < 0.

A vérifie donc le principe du maximum local positif.
On en déduit immédiatement que A est local.

IV.1.2. Si U est un ouvert de X on définit un opérateur
Au de domaine D(Au) sur ^(U) de la manière suivante :

D(Au) est l'ensemble des fonctions de ^(U) qui coïn-
cident localement avec des fonctions de D(A), et

V/*G D(Au), Vx e U, Au^) = A(g^x),

où ga. est une fonction de D(A) qui coïncide avec f dans
un voisinage de x.

Le caractère local de A assure que A.v(f){x) est défini
sans ambiguïté.

Lorsque f est un élément de D(Au) on notera fréquemment
A(/*) au lieu de Au(/*). __

A partir de l'opérateur local A on définit de la même
manière un opérateur Au de domaine D(Au).

IV.1.3. LEMME. — Pour toute fonction f de D(Au) et pour
tout compact K de U, il existe une fonction g de D(A)
qui coïncide a^ec f sur K.

Démonstration. — D'après le lemme 1 de III.1.4, on peut
faire des partitions de l'unité avec des fonctions de D(A).
f étant donnée dans D(Au), pour tout x de K il existe

un ouvert Vp contenant x et une fonction g^ de D(A)
qui coïncide avec f sur V^.
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On recouvre K par un nombre fini de V^ et on considère
(cpi)i, une partition de l'unité subordonnée au recouvrement
(V^)i, les épi étant dans D(A). On prend alors g == ^ <Piga;,.

<

IV.1.4. — Nous allons utiliser la notion classique de barrière
(cf. par exemple ([7])). Nous en donnons la définition suivante :

Soit 0, un ouvert de X et x un point de où, où où
désigne la frontière topologique de û. Une barrière de 0.
au point x est la donnée d'un ouvert Ua. contenant x et
d'une fonction continue <pa. sur U^., tels que

— 9^) = 0, _
— Vy e U, n û, (y ^ x) ===> <p,(z/) > 0,
— 9./u,nû^D(Au^nû) et A(<pJ ^ 0 sur U^ n 0

IV.1.5. — On dit qu'un ouvert Q. vérifie l'hypothèse de
régularité ^ si

— û est un ouvert Ky relativement compact,
— i2 admet une barrière en tout point de ôQ,
— il existe deux fonctions ^ et 6 dans D(Au), où U

est un voisinage ouvert de iî, strictement positives sur U
et vérifiant

A(^) < 0 sur U et A(6) > 0 sur U.

2. Le problème de Cauchy.

IV.2.1. Pour tout ouvert t2 de X et pour tout intervalle
ouvert 1 de ]0, + oo[, on note A(t2, I) l'ensemble des
fonctions u réelles, continues sur Q X I, telles que, pour
tout ouvert Q7, Q.' c: t2, pour tout intervalle ouvert borné J,
J c I, il existe une suite (^n)ueN ^e fonctions réelles, conti-
nues sur û' X J, telles que,

— Vn e N, Vf e J, u,(., () e D(AÛ'),
— VM e N, V.r 6 û', u^(rc, .) est dérivable sur J,

— Vn e N, V(^, t) e £î1 X J, ̂ -l (n;, () == A(u,(., t)){x),

— u^ converge uniformément vers u sur Î2' X J lorsque
n tend vers l'infini.
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IV.2.2. PROPOSITION.

(i) A(îi, I) est un espace vectoriel stable par limite uniforme.

(ii) Soit f une fonction de ^°(X), nulle sur Q et to un
réel positif.

Pour tout x dans ii, on pose

u{x, t) = 0 si t ^ to,
et u{x, t) = Pt-df)W si t ^ to.

Alors u, ainsi définie, est dans A(ti, ]0, + °o[).

Démonstration de (ii). — On se place d'abord dans le cas où f
est dans D(A). Le résultat est alors évident, car on a, d'après
les propriétés des semi-groupes et le caractère local de A,

V(o;, () e Q x ]0, + o)[, ^ (x, t) = A«, t))(x).

Pour passer au cas général il suffit de montrer qu'il existe
une suite {gn)nw ^e fonctions de D(A), nulles sur 0. et
convergeant uniformément vers /*. Les fonctions u^ de
A(^, ]0, + oo [) construites à partir des fonctions g^ con-
vergent uniformément vers u, car le semi-groupe (P^>o
est à contraction. On applique alors (i).

Montrons l'existence de la suite (gn)nw
D'après la densité de D(A) dans ^°(X), pour tout n e N

il existe h^ e D(A) tel queîf-u^i-
Soit 9^ une fonction de ^o°(R, R) nulle sur l'intervalle

r 1 1 1| — -—y .r- et telle que
L 27Z în\

j[
Vx e R, |?n(^) — x\ ^ —-n

Les fonctions g^ == <?„ o ^ sont dans D(A), nulles sur ti
et vérifient i/-&i^.
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IV.2.3. PROPOSITION [principe du maximum pour les fonc-
tions de A(t2, I)). — Soit iî un ouvert relativement compact
de X.

Supposons qu^il existe une fonction ^ de D(AQ), vérifiant
A(<p) < 0 sur û. Alors, si 1 = ]ab[ avec b ^ + oo, on a

Vue A(t2, I), /Supu > 0\

=> Sup u = Sup î îmî u(y, s) î .
Û><I (^OeCôûxDUCÛxIal) ( (y^)-X^ 0 )

Démonstration. — Soit J == ]cd[ avec [cd] <== ]a&[, et O.1
ouvert, avec t^ <= il, tels que

Sup u > 0.
û'xj

II existe une suite (u^)^^ de fonctions continues sur un
voisinage de û' X J, convergeant uniformément vers u et
vérifiant

^-A.u
ô( - Kun

sur ce voisinage de ^/ X J. Fixons M dans N. Soit s > 0
tel que £||^/^'|| < Sup u^

Û'XJ _ _
La fonction (u^ — s^)/^' X J atteint son maximum en un

point (x^ ^i) de O.1 X J. Ce maximum est strictement
positif.

Supposons (a;i, ^) e i2' X ]cd].
La fonction (u^( . , t^) — e^)/Q' est dans D(AQ,) et elle

admet un maximum positif dans û'.
Comme A vérifie le principe du maximum local positif.

on a
A(u,( . ,<i) - e^)(^) ^ 0.

Par suite
5^ „ __

-^ {x^ t,) = A(u,(., ^))(^) ^ sA(^)(rr,) < 0.

Il existe donc un réel t^ c < t^ < t^ tel que

Un{^l, t^) > ^n( l̂, <l).
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On obtient,

{Un + e+)(^l, ^2) > (^n + e+)(^l? <l),

ce qui est impossible.
La fonction (i^ — s^)/Q' X J atteint donc son maximum

sur (û' X {c}) U (ôQ X J). Ceci reste vrai lorsque e tend
vers 0, puis lorsque n tend vers l'infini. La fonction u/tî' X J
atteint donc son maximum sur (Q' X {c}) U (ôil X J).

Plaçons-nous dans le cas où l'intervalle 1 est borné. Notons
F l'ensemble des couples (Q', J) où û' est un ouvert de X,
avec tT <= t2, et J un intervalle ouvert, avec J <= I. F
est ordonné par la relation

(QI, Ji) ^ (Qg? J2) si QI <= Qg et Ji c Jg.

D'après ce que l'on vient de voir, pour tout élément (t2', J)
de F il existe un point (^(Q',J), <(Q',J)) de

(t? X {c}) U (ôiî X J)
tel que Sup u == ^(^(Q',J), <(Q',J)).

û'xJ

Soit (n-o, <o) une valeur d'adhérence de (^(Q',J), ^(Q'.J))
selon le filtre ^ des sections croissantes de F.

D'une part [x^ tç) e (Û7 X {a}) u (ôti X T), et d'autre
part,
Sup u == lim /Sup u\ == lim u(x^ n, ((Q< j)) ^ lim u(î/, s).
ÛXI ^ \ Q^J / ^ ' ' 0^)^o.to)

On a donc l'inégalité
Sup u ^ Sup ( lim u(y,s)^
ûxi (a-.Oe(ûx^l)U(ôûxî) ^(^^^(^(o) )

L'inégalité inverse est triviale.
Si l'intervalle 1 n'est pas borné, alors, pour tout X,

X < Sup u, il existe un intervalle ouvert borné I'
ûxi

(F == ^fc'O tel que X < Sup u.

Par suite
X ^ Sup ( lim u(y, s) (

(a',Oe(ûxîa|)U(ôûxD ((^^^(^o.fo) )

On obtient l'inégalité voulue en faisant tendre X vers Sup u.
ûxi
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IV.2.4. THÉORÈME. — Si 0 est un ouvert vérifiant Vhypo-
thèse de régularité ^, alors, pour toute fonction f continue sur
ti, il existe une et une seule fonction u continue sur

t2 X [0, + oo[
telle que

— ul^î X ]0, + œ[ e A(Q, ]0, + oo[),
— Vrc e t2, u(x, 0) == f(x),
— Vx e où, Vï e [0, + oo [, u(^, () == f(x).

Remarque. — Si, pour tout ( > 0,

lim||P,(l^)L==0,
7l>oo

où (K^)^ç^ est une suite exhaustive de compacts de t2,
alors on peut résoudre le problème précédent avec une donnée
à la frontière continue et dépendante du temps.

Démonstration du théorème. — Soit f une fonction de
^(Q). On la prolonge en une fonction de Jf(X) que l'on note
encore /*.

A l'aide des hypothèses de régularité faites sur û on va
construire une suite décroissante (SJ^j^ de fonctions de
Jf(X) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) VM e N, 2 ,^ /•,
(ii) VM e N, Va; e où, S,(^) ^ f(x) + -1-,

» ^
(iii) VM e N, VK compact c: Q^ 3^ > Q, V^

(Q ^ ̂  ^) =^ (P,(SJ)/K ^ S./K.

On utilise les notations de IV.1.4 et IV.1.5.
Soit s > 0.
Il existe un réel a > 0 tel que f < a^ sur ti. Pour tout

x de ôfl, il existe une fonction continue 0-3. sur tl telle que

(J^Q e D(AQ), A«) < 0 sur û, a^) = f(^) + — :

on prend pour o^ une fonction de la forme X^ — [LQ où À
et (JL sont des réels positifs non tous deux nuls. Soient Vp
et Va. des ouverts contenant x tels que

V, ^ V, <= V, <= V, c= u,
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(où Ua; est l'ouvert de la barrière de û au point x) et

Vî /£V, na , /•(y) ^ o,(î/).

Il existe un réel by^ strictement positif tel que

Vy e (V,\VJ n Q, b^{y) + o,(î/) > a^(î/),

car ç^ est minorée par un nombre strictement positif sur le
compact (V^\VJ n Q.

Posons

(^(î/) = inf {^p(î/), b^{y)_+ <^(î/)} si y e V^ n Ïî,

i^(2/) =^{y) si 2/e^\V.,.

Les deux définitions coïncident sur (V^\Va.) n ti et
d'autre part ^ x i ^ ' n O . et ^xiQ^v sont des fonctions continues.

Par suite T^. est une fonction continue sur Q. T^p vérifie

f ^ T^, sur ti et T^(a;) ^ /'(^) + -.p

II existe W .̂, voisinage ouvert de x, tel que

Vy e W, n Q, T,(î/) ^ f{y) + e.

Soient W^, . . . , W ^ recouvrant ôti.
On pose

^ == inf (r^, . . . , T.J

et on prolonge Çg sur tout X en une fonction de Jf(X),
majorant f sur X. On appelle encore Çg cette fonction.

On a Çg(^) ^ /'(n;) + £ en tout point x de ôt2.
Montrons que, pour tout compact K de t2, il existe

Y] > 0 tel que

Vf, (0 ^ ( ^ 7]) => (Pf(^))/K ^ ÇS/K.

Commençons par montrer le lemme suivant :

LEMME. — Soit g une fonction de Jf(X) et U et V rf^ua;
ouverts relativement compacts de X ^s çue V '= U. Suppo-
sons glu e D(Au). Il existe alors une fonction h de D(A)
majorant g et coïncidant avec g sur V.
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Démonstration. — Soit a une fonction de D(A) valant 1
sur un voisinage de V et à support dans U. La fonction
g — ga est nulle sur un voisinage de V. On peut alors trou-
ver une fonction l de D(A) valant 0 sur V et majorant
g — ga. On prend h = ga + l-

Nous revenons à la démonstration du théorème 1.
Soit K un compact de Î2.
D'après la construction de Çg, pour tout x de K, il

existe W .̂, voisinage ouvert de x et y^? • • • ? ïê^ des
fonctions de D(AwJ telles que

et
A(yi.) < 0 sur W.,

Ce == inf Y^ dans W^.

Soit Ha. un voisinage compact de x contenu dans W ;̂.
D'après le lemme, il existe des fonctions yjp de D(A) telles
que

^ ^ Y^ sur X
et Y^. = y! dans un voisinage de HLp.

On a donc,
A(yL) < 0 sur H,.

Comme (P()(^O est fortement continu, il existe un réel Yj^i > 0
tel que

V(, (0 ^ ( ^ 7^) =^ P,(A(yL)) < 0 sur H,.

On a donc

^ W.){y) = Pt(A(r.))(2/) < o

pour tout y dans H^ et tout t dans [0, ^i].
On en déduit,

Vï e [0,7),.,], Vy e H,, Pi(%)(y) ^ T^y).

Posons ïîa. = inf 7)3.̂ . On a
i

Vf e [0, •»),], Vi, Pt(YL) < Y^ sur H,.
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Par suite,
V( e [0, 73,], P^) ^ ̂  sur H,.

On recouvre K par un nombre fini de H^., soient H^ . . . HL^.
On pose T} = inf {73,,, . . .,7)^}.
On obtient

V(, (0 ^ t ^ 73) -^ (P^,) < ?:, sur K).

On pose finalement

S, = inf(î:i,^2, . ..,î:i/J.

On montre facilement que 2^ satisfait les propriétés (i),
(ii) et (iii) annoncées.

On construit de même une suite croissante (lï^neN ^e

fonctions de JT(X) vérifiant les propriétés suivantes :
(i7) VM G N, n ,^ /-,

(ii7) Vn G N, V^ e ôt2, n,(.r) ^ />(^) — -̂,
/c»

(iii7) Vn e N, VK compact c Q, 37] > 0, Vf,
(0 ^ ̂  73) ̂  (P,(nj)^ ^ n^.

0 est un ouvert Kçy. Soit (KJ^^ une suite exhaustive
de compacts de t2. Pour tout n e N, on considère T]^ un
nombre réel strictement positif qui convient à S^ et 11̂
pour les propriétés (iii) et (iii7) sur le compact K^.

Pour tout n dans N, on construit une fonction i^ sur
X X [0, + °° [ de la façon suivante :

Pour ( e [07)J et x e X, on pose

u^ t) = Sup [11 )̂, Inf (S,^), P,(/')(^))].

Supposons u^ construit sur X X [0, ir\^\ pour un certain
entier i.

Pour t e [i7^, (i + 1)^] et n; e X, on pose

u^x, t) = Sup [IL(;r), Inf (S,(^), P<_^(u,(., ^J)(a;))].

La fonction u^ vérifie les propriétés suivantes :
- u^ est continue sur X X [0, + °° [?
- V(x, t) e X X [0, + ^>[, n^) ^ u^x, t) ^ S,(^),
- Va; e X, u,(.r, 0) = f(x).
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n étant fixé dans N, nous allons montrer qu'il existe une
suite (gp)pw de fonctions de ^°(X), nulles sur K,, telles
que

VxeK,, Vie [iri,, {i + l)^],

un{x, t}= i p^{gp)(x) + pi(f)(x).
p=l

D'après le choix de ï), la propriété est vraie pour i == 0,
en effet

Va; 6 K,., V( 6 [0, y)J,
Tl,{x) < P^Tl^x) ^ P,(f}{x) < ?W(x) < 2,(a;)

donc u,{x, t) = Pt(f){x) sur K, X [OY)J.
Supposons la propriété vraie pour i, on a donc

Va; 6 K,,

u,(x, {i + 1)7),.) = ̂  P(.+i-p),,. (gp)(a;) + P(,+I),,. (f)(x).

Il existe donc une fonction g^ dans %'°(X), nulle sur K,
et vérifiant,

Va;eX, u^x, {i + 1)^)

= ̂  P(.-+i-^(gp)(a-) + g,+i(.r) + P(i+i),,.(/')(a-).

Par ailleurs on sait que II,, ^ u,(., (i + l)ï),,) ^ S,.
D'après le choix de Y),, on a donc,

Va;eK,,, W6[ ( i+ lh , , ( i+2)^],
n,,(a;) < P,_(;^^(^(., (i + !)^}){x) < 2,(.r).

Par suite, pour x dans K, et ( dans [(i + 1)^,, (i + 2)-»)J,

"n(a;, () == P(-(,+I)^(U,(., (i + l)7î,))(a;)
Ï-+-1

"n(̂  <) = ̂  P<-p,„(gfp)(^ + P,(f)(x}.

Cette écriture de u^x, t) montre, d'après la proposition
IV.2.2 que u^^^^ est un élément de A(K,, ]0, + oo[).

Nous allons montrer que (u,/ax[o,+«[),6N est une suite de
Cauchy dans %'(,(Q x [0, + oo[).

Soit n et m dans N, avec n < m.
La fonction (u^ — MJ/É^]O,+»[ est dans A(K,, ]0, + oo[).
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D'après le principe du maximum (IV.2.3) on a

Sup [ ̂  — uj ^ _ Sup | u^ — uj.
KnX[0, +oo[ (Q\&n)X[0, +oo[

D'où
_ Sup 1 ̂ m — ^1 ^ _ SUR | U^ — Uj .
QX[0, +oo[ (û\èn)X[0. -+-oo[

Par suite
_Sup | ^ — u j ^ S u p i ^ — n j .
QX[0, -+-<»[ û\&n

e > 0 étant donné, soit n^ tel que

V ^ G Ô Û , |s^)-n^)| ^ y.
Il existe n^ £ N, ^i > /Zo? tel que

Sup]s^-nj ^ s.
û\&n,

Pour tout m et tout n, tels que n^ < n ^ m, on a

l l^m — ^J^x[o,+oo[ ^ Sup |s, — nj ^ Sup |s^ — nj
û\èn Û\&n,

d'où,
ll^m —— ^nll^XCO.+ooC ^ £-

La suite (^n/nx[o,+oo[LeN converge donc uniformément sur
0. X [0, + oo [ vers une fonction u qui, d'après les pro-
priétés de u^ vérifie

— u est continue sur û X [0, + °° [?
~ ^/QX]O_+.[ ^ A(û, ]0, + oo[),
— Vrc e t2, u(a;, 0) == f{x).

De plus, pour tout x dans ôt2 et pour tout t dans
[0, + oo [, on a

Vn e N, Tl,{x) ^ u^x, t) ^ 2,(^).

Par passage à la limite on obtient

u(x, t) = f{x).

L'unicité de u est une conséquence immédiate du principe
du maximum IV.2.3.
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3. Semi-groupe sur ^°(û) tangent à (P^o-

Î2 est un ouvert de X.
Si f est une fonction de ^°(t2) on note f la prolongée

de f par 0 sur X.

IV.3.1. — Introduisons les deux opérateurs suivants sur
<^°(X).

AQ i dont le domaine est l'ensemble des fonctions f de
^°(û), pour lesquelles il existe une fonction g de ^°(0.)

qui soit limite uniforme sur tout compact de Q de f l / ; ~ /

lorsque t tend vers 0. t

On pose alors AQ i(/*) == g.
AQ 2, dont le domaine est D(AQ) n jf(iî).
On pose AQ^/*) = A^/*).
D'après IV.1.3 et le lemme 1 de III.1.4, le domaine de

AQ 2 est égal à l'ensemble des fonctions f de ^T(i2), telles
que /* soit dans D(A). Ceci montre en particulier que AQ i
prolonge AQ^.

IV.3.2. THÉORÈME. — Soit Q, un ouvert vérifiant Vhypothèse
de régularité ^. On a les trois propriétés suivantes :

(i) I I existe un et un seul semi-groupe de Feller (Q()(>O sur
^°(û) tel que

V/-e ^o(^ VK compact c: û, ||p^) - Q^)||^ = ̂ ).

(Q^o e5^ ^^ semi-groupe sur ^°(i2) tangent à (P()(>O.
(ii) Si B e5( îe générateur infinitésimal de (Q()(>O) o^ ^

B === AQ,I = AQ,I = AQ^

où Z^5 fermetures sont prises dans ^(ti) X (ëo{0.), le premier
étant muni de la convergence uniforme et le second de la conver-
gence uniforme sur tout compact de Î2.

(iii) I I existe deux constantes strictement positives Ci et Cg
telles que

V/-e«^o(Q), ||Q,(/-)|| < C^-Vll.
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Démonstration de (i). — Soit f une fonction de %'°(Q).
D'après le théorème IV.2.4 il existe une et une seule fonc-

tion M continue sur û X [0, + oo[ telle que
— ^/QX]O,+»[ e A(û, ]0, + oo[),
-u(.,o)=y,
— V( ^ 0, u(.,t) e ^0(0).

On pose Q((/") =» ( . ,< ) .
^(^> ]0» + °o[) étant un espace vectoriel, Q( est un

opérateur linéaire dans %'o(û). (Q,)o,o vérifie la propriété

V/-6^o(n), hm||Q,(/-)-/-l| ==0.
t-^O

Le principe du maximum pour les fonctions de A(û, ]0, + oo [)
entraîne que Q( est sous-markovien.

Enfin, V^, t ^ 0, Q^ == Q, o Q,.
C'est une conséquence de la propriété évidente suivante de

A(t2,]0, + œ[),

Vu e A(t2, ]0, + oo [), V5 > 0,
u(.,^+ .)eA(ii,]0, + oo[)

(Q()^O est donc un semi-groupe de Feller sur ^°(û).
Soient f une fonction de ^°.(Q) et K un compact de û.
Soit 9 une fonction de D(A) n jT+(X), valant 1 sur ôîi

et de support disjoint de K.
Il existe 73 > 0, tel que, pour tout s, 0 ^ s ^ 73, P,(f — y)

soit une fonction négative sur ôfi.
Pour tout ^ de Q. et tout ^ de [0, + oo [ on pose,

u{x, t) = ̂ (f){x) si x e û, 0 si ^ e ôti
^(^ <) = P^f)^)
^(^, ^) = PiW{x)

u, ^ et w sont dans A(t2, ]0, + oo[).
On a la double inégalité,

v — w ^ u ^ ^ sur (Û x {0}) U (où X [0, 7]]).

D'après le principe du maximum IV.2.3 on a

P — w ^ u ^ y sur Si X [OT]].
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On a donc

V. e [OTî], P.OO - P,(cp) ^ Q^) ^ P,(n sur Q
V^ e [OT]], )P,(f) - Q )̂| ^ P,(9) sur Q
V^e[073] , IIP^-Q^II^ ^ |P,(<p)||K.

Or,

P.(y)|| J|P.(?)-y P.(y) - 9A(9)

ce qui montre que lira ^ / ==0.
s-^O S [s.

L'unicité de (Q() provient de la caractérisation de son
générateur infinitésimal (voir (ii)).

Démonstration de (ii). — Soit (QO^o un semi-groupe de
Feller sur ^°(X) vérifiant

V/* e ^o(a), VK compact <= t2, \\¥,(f) - Q,(/')BK - o(^).

On note B le générateur infinitésimal de (Qt)^o- Soit B'
l'opérateur dans ^(û) défini de la manière suivante :

D(B') est l'ensemble des fonctions f de ^°(Q) pour
lesquelles il existe une fonction g de ^°(û) qui soit limite

uniforme sur tout compact de Q de wl}——I lorsque (
tend vers 0, et alors, B^/") = g.

B' vérifie le principe du maximum positif et prolonge B.
Or B est maximal parmi les opérateurs de ^(û) vérifiant
le principe du maximum positif, donc B == B'.

Or il est équivalent de dire que g est limite uniforme sur

tout compact de Î2 de -vlv/——/ et de dire que g est limite
1 p ff\ _ f

uniforme sur tout compact de û de txl '——L' C'est unei/
conséquence du fait que (Q()(^O es^ tangent à (P()^Q- On a
donc B7 == AQ i, d'où B == AQ i. D'autre part on sait
déjà AQ^ c A^i.

Nous allons montrer que B est fermé dans ^°(û) X ^°(û),
le premier étant muni de la topologie de la convergence uni-
forme et le second de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts de Î2.

4
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Soit (h^ B(/iJ)^^ une suite d'éléments du graphe de B
convergeant, au sens indiqué ci-dessus, vers

(A, l) e ^o(t2) X ^°(t2).

Soit XQ un point de Sî tel que

h(xo) == Sup h ^ 0.

On va montrer par l'absurde que l(xo) est négatif.
Supposons donc l[xo) > 0.
Il existe un réel a > 0 et un ouvert U, XQ e U c= U c iî,

tels que
l > a sur U.

Soit cp une fonction dans D(AQ) n jf\(Q), valant 1
au point XQ et à support contenu dans U.

Il existe À > 0 tel que X||B(<p)|| < a

2i
Pour n assez grand, la fonction h^ + Xy atteint son

maximum en un point y^ de U et, pour n assez grand,
ce maximum est positif.

On a donc
B(A, + ̂ W ^ 0.

Par suite

B(^)(yJ ^ - ̂ B(ç)(^) < -|,

ce qui contredit le fait que B(^) converge uniformément
sur U vers l qui est strictement plus grande que a sur U.
Donc l{xo) ^ 0.

Ce résultat montre d'abord que B est préfermé. En effet,
si h = 0, on doit avoir l == 0. Si l'on note B la fermeture
de B dans ^°(f2) X ^°(tî) pour les topologies indiquées,
le résultat précédent montre de plus que B vérifie le principe
du maximum positif.

Or B, en tant que générateur infinitésimal d'un semi-
groupe de Feller est maximal parmi les opérateurs vérifiant
le principe du maximum positif. On a donc

B =B.

Il reste à montrer AQ 2 == B.
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D'après ce qui précède on a évidemment AQ^ c B.
Montrons la réciproque.
Soit f une fonction de D(B). La fonction n Ç^P^dt

est dans D(A), et on aK(n^^^dt}=n^^-f^
On peut alors trouver une suite {fn}^ de fonctions de D(A)
telles que

1 r 1 ! " - ^ 1 1
\f.-n P,{f) dt ^ -J-
! Jo [x n

et l|A(/,)-n[P^(f)-^fl^±.
il

Soit (cpn)neN une su]te de fonctions de D(AQ), comprises
entre 0 et 1, valant 1 sur K^ et de supports contenus
dans K^+i, où (KJ^ç^ est une suite exhaustive de compacts
de t2.

On a

Wn-fIlQ ^ IIPn^-nb

+ll9n/>-/>llQ ^ ll/n-/1x+||/W,.

La suite (^nfn)nw de fonctions de D(AQ^) converge donc
vers f uniformément sur ti.

D'autre part

VneN, AQ^(9n/n) = A(/,) sur K,.

Or la fonction n{P^^(f) — f), donc aussi A(/,), converge
vers B(jf) uniformément sur tout compact de Q. La suite
Aû,2(?n/n) converge donc vers B(f) uniformément sur tout
compact de Q.

Finalement f est dans D(AQ^) et AQ^^) == B(/").

Démonstration de (iii). — îi vérifie l'hypothèse ^. II
existe donc une fonction ^ dans D(Au), où U est un voi-
sinage ouvert de Û, avec A(^) < 0 sur U et ^ > 0 sur
U. Soit $ une fonction positive de D(A) qui coïncide avec
^ sur un voisinage de t2.

Posons — s = Sup A($)(^).
a-eû
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Pour tout {x, t) dans X X [0, + oo [, posons

a(o;, () = P^){x).

On a, V(^, () e X X [0, + oo[, ^ (^ ^) = P,(A($))(o;).

(P()^O étant fortement continu, il existe T) > 0, tel que,
pour tout ( dans [OT]], on ait

||P,(A($))-A($)|| ^-1-.

Par suite,

V( e [OT]], V^ e Q, ̂  (^ () ^ A(î)(^) + y ^ - y

II s'ensuit

Vrc e û, a(a;, T}) ^ a(^, 0) — -^- 73.
^

Or il existe y? 0 < Y < 1, tel que y l l î l l x ^ -i- -y]. On a donc,
Zi

\fx e Q, a(o;, 73) < a(o;, 0) - y^) = (1 - Y)a(^, 0).

Posons Ç = inf $(^).
a-eû

Soit /* une fonction non nulle dans ^.(û) et posons

P(^ <) == Q^ (—— /*) (^ pour tout (rr, () e Q X [0, + oo[.

a et p sont dans A(t2, ]0, + oo[). On a alors,

VQr, () e Q x [0, + oo[, p(a;, t) ^ v.{x, t).

C'est une conséquence du principe du maximum IV.2.3
appliqué à P — a. En particulier,

V^ e Q, p(.r, 7]) ^ oc(.r, 73) ^ (1 - y)a(^, 0).

Par un raisonnement analogue, en appliquant le principe du
maximum IV.2.3 à la fonction

(^ <) ——^ p(^ ^^,t) - {1- Y)a(^, t)

on obtient,

- Vx e û, p^, 27î) ^ (1 - Y)oc(^, ïî) ^ (1 - y)^^, 0).
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De proche en proche on montre,

\fx eu , Vp e N, ^{x, p^) < (1 - y)Pa(rr, 0).

Par suite,

V P ^ N , |1Q )̂|| ^lJl|]^(i_^.

Finalement,

Vf 6 [0, + co[, 1|Q^)[| < ||Q^(/-)|| < -"f l̂Kl - Y)"^1.
Il L ^ J II <»

Si /> est dans ^°(Q), on la décompose en partie positive
et partie négative, d'où

V/6<î?o(Q), ^ v<e[0, + oo [,

IIQ,(/-)11 ^^(l-ï)^1!/-!!.

4. Le problème de Dirichlet.

IV.4.1. — Pour tout ouvert Sî de X, on note r(Q)
l'ensemble des fonctions g, continues sur t2, pour lesquelles
il existe une suite (gj^ de fonctions de D(A) telles que
^ converge vers g uniformément sur tout compact de f2
et A(gJ converge vers 0 uniformément sur tout compact
de Q.

IV.4.2. PROPOSITION (Principe du maximum pour les
fonctions de r(t2)). — Soit Q, un ouvert relativement com-
pact de X.

Supposons qu'il existe une fonction ^ de D(AQ) telle que
A(^) < 0 sur û. Si g est une fonction de r(Q) et si

alors
Sup g > 0,
û

Supg== Sup Kg{y))
û a-eôû ( y^x ' }

Démonstration. — Soit ti' un ouvert de X tel que t? c Q
et Sup g > 0. Soit e > 0 un nombre assez petit pour que
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l'on ait
Sup (g — s^) > 0.
û'

Supposons Sup (g — e^) < Sup (g —- e^).
où' , û'

En prenant la suite (gJ^N de IV.4.1, il existe alors un
entier n^ tel que, pour n ^ Mo,

^P (^ - £^) < SUR (g, - £^) et Sup (g, —— £^) > 0.
W û' Q'

Comme A vérifie le principe du maximum local positif, on
a donc

A(g,-^)(^) ^ 0,

où x^ est un point de t27, en lequel g^ — s^ atteint son
maximum sur il'. Par suite,

A(gJ(^) ^ sA(+)(^) ^ s Sup A(+) < 0,
û'

ce qui contredit le fait que A(gJ converge vers 0 uniformé-
ment sur iî'. Pour tout e > 0 et tout ti^Q' c: fi) on a
donc

Sup (g — e^) = Sup (g — e^),
û' où'

dès que Sup (g — e^) > 0.
Q'

Par passage à la limite lorsque s tend vers 0, puis lorsque
0' croît vers tî on obtient le résultat.

_ IV.4.3. PROPOSITION. — Soit g une fonction continue sur
Q, où Q est un ouvert relativement compact de X. On suppose
qu'il existe un prolongement g de g tel que g e ^f(X) et

t{o——° converge vers 0 uniformément sur tout compactt
de 0, lorsque t tend vers 0.

Alors g/Q est un élément de F(û).

j_
Démonstration. — L a fonction n 1 P/g) dt est dans D(A)

et

ï{nfJtpt{g)dt)=^l|n{g)-g^
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II existe donc une suite {gn)nevs ^e fonctions de D(A) telles
que

JL
g,-n FP^dt ^ l

Jo | ^

et HA(gJ-n(P^(g)-g)|| ^ ^-

§̂  converge vers g uniformément sur X et A(g^) converge
vers 0 uniformément sur tout compact de 0.

IV.4.4. THÉORÈME. — Soit 0, un ouvert de X vérifiant
Vhypothèse de régularité .̂

Pour toute fonction f définie et continue sur ôtî, il existe
une et une seule fonction g continue sur Q telle que g/^Q = f
et g/Qer(t2).

Démonstration. — Nous allons montrer que cette fonction g
est la limite uniforme sur t2, lorsque t tend vers l'infini,
de la solution u{., t) du problème de Cauchy traité dans
IV.2.4.

On prolonge f en une fonction continue sur 0. On note
encore f ce prolongement.

Soit u la fonction sur ii X [0, + °°[ associée à f par
IV.2.4.

La famille de fonctions { u ( . , ( ) } ( vérifie le critère de
Cauchy au voisinage de l'infini, en effet, si t < s, on a

u ( . , ^ ) - u( . , ( ) = Q , (u ( . ,5 -<) -/•),

donc, d'après la propriété (iii) de IV.3.2,

K.^)-u(.,<)|| ^ 2^11/11.-^.

u{., () converge donc uniformément sur û vers une fonction
g lorsque t tend vers l'infini, g est continue sur Q et on a
g/ôQ = //ôQ- _

Pour {x^ t) dans û X [0, + ^E on pose ^{x, t) = g{x).
On a ^/Qx]o,+oo[ e •^(Û, ]0, + oo[), en effet, 9 est la

limite uniforme sur Q X [0, + oo[ de la suite de fonctions
(^JneN définies par uj^x^ t) = u(x, t -{- n). La limite est
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|^--uJ ^ 2Cl[|/1|e-c<inf(^.m).

S?^ g un prolongement de g sur X avec g e jf(X).

Montrons, pour conclure, que ^/——^ converge vers 0
t

uniformément sur tout compact de û quand t tend vers 0.
Soit K un compact de Q. et h une fonction de

Jf^X) n D(A)

nulle sur un voisinage de K et valant 1 sur ôî2.
(Pt)^o étant continu, il existe T} > 0 tel que

V< e [0, 7î], \fx e ôt2, P,(g - h){x) ^ g{x) ^ P,(g + h)(x}.

Par suite,

V(^,<)e( t2 x {0}) U (ôfî X [0,7]]),
P,(g -- /i)^) < p ,̂ () ^ P^(g + /,)(o;).

D'après le principe du maximum IV.2.3 on obtient,

\fx eu, V^e [0, Tî], P,(g - A)(^) ^ ̂  t) ^ P,(g + h)(x).

Par suite,
Va;ei2, v^e [0 ,7 î ] ,

P,(g)(^) - P^)(^) ^ g{x) ^ P,{g){x) + P,(h){x).

h étant nul sur K, on a donc Vx e K, V( e [0, Y)] :

- ptW{x) - h(x} P,(g){x) - ̂ x) ^ P,{h){x) - h(x)
t ^ ————t———— ^ ————t————•

Comme A(A) est nul sur K, ^ ) ~ converge uniformé-(/
ment vers 0 sur K lorsque t tend vers 0. Il en est donc
de même pour ^0/——S.

D'après IV.4.3, g/Q est un élément de F(û).
L'unicité de la solution g résulte du principe du maxi-

mum pour les fonctions de r(t2) (IV.4.2).



CHAPITRE V

UNE ÉQUATION D'ÉVOLUTION NON LINÉAIRE

Nous introduisons une nouvelle notion de solution pour un
problème d'évolution non linéaire particulier. En utilisant
une méthode d'approximation par des semi-groupes linéaires
nous démontrons un théorème d'existence et d'unicité des
solutions. Enfin, l'étude d'un contre-exemple montre que le
résultat ne peut pas être amélioré dans le cas général.

1. Perturbations multiplicatives
d'un générateur infinitésimal.

V.l.l. — Soient s et M deux réels tels que 0 < e < M.
On note -Sf(e, M) l'ensemble des fonctions ^ de ^(X, R)

vérifiant la condition

e ^ Inf ^ ^ Sup ^ < M,

et on pose S = Ĵ j$f(e, M).
0<e<M

Si ^ est dans JSf, on note M^ l'opérateur de ^°(X, A)
défini par

Vfe ^o(x, A), M^f) =^fe ^o(x, A).

Pour tout + de 50, M^ est un isomorphisme de <^°(X, A)
et on a (M^)-1 == Mj_ : c'est une conséquence du fait que X

^
est stable par passage à l'inverse.

Si T est un opérateur de domaine D(T) dans ^°(X, A)
on écrira souvent ^T au lieu de M.̂  o T.

Dans tout ce chapitre on fixe un semi-groupe (Pt)t>Q à
contraction dans <^o(X, A), de générateur infinitésimal A.
D'après un résultat de Dorroh ([5]) on sait que, pour tout ^
dans 5e, ^A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe
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à contraction dans ^o(X, A). On note (P^)^o ce semi-
groupe et (R^ ,^>o la famille résolvante associée à ce semi-
groupe.

On a donc
R^ = (XI - ̂ A)-1

et V/'e^o(X,A), R^^^^-p^^)^^

V.1.2. — Soit 6 e j$f. La relation 61 — A = MQ ^1 - ̂ -A^
/ ^ \-i \ 6 /

montre, puisque ( 1 — . A ) existe ainsi que (Me)-1, que

Fon peut définir l'opérateur (61 — A)"1.
On pose Se = (61—A)-1 .
On a SQ = R i o M i .-,i
SQ est donc un opérateur borné sur ^(X, A) et

I I S e o M e l l ^ 1.

Montrons la relation suivante

V6, ^ e ^f, s^ - Se = S^ o MQ_^ o SQ ( * )
S^ -So=S^( I - (^ I -A)Se) ' :

= S ^ ( I - ( 6 I - A ) S ô 4 - ( 6 - ^ ) S ô )
= S^ o MQ_.^ o SQ.

(Se)e6^ est donc une généralisation de la famille résolvante
de l'opérateur A. Ces équations résolvantes généralisées ont
été étudiées en détail et utilisées dans un cadre différent par
Neveu ([16]).

V.1.3. PROPOSITION. — Avec les notations ci-dessus on a la
majoration suivante

V+,6 e ^f, V( ^ 0, Vge D(A),

l!PU^)-PM(g)ll ^ t i——6 l|6A(g)||.

Démonstration. — Soient ^ e S et X > 0

R,^ = (XI - ̂ A)-1 = rM, (— 1 - AM~1 = Sj)-^^^I-A^J =S^.

On a donc S^ == R^ o M.j;.
^
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La relation ( ^ ) donne alors

R^M^ - Re^Mô - R^M^ ^RQ^MQ, - , i \
,, , 6 ^d ou

V6, ^ G J^, VX > 0,
R^.xM^ — RQ^MQ = ^R^M^RQ^MÔ. ; • •

6

En tenant compte de l'expression de R^ en fonction de
(P^,()^O? o11 obtient \

V 6 , ^ e ^ , VA > 0, V/ 'E^O(X,A) ,
^'[P^M^-Pô^MQy)]^^

== À F àv ^ du [^^^.M^Pe.uMô^l ( . . )

Or la fonction (^ u)——^ ^-^"^..M^Pe^MQ^) est forte-

ment mesurable de ([0, + oo [)2 dans ^o(X, A) (elle est
séparément continue) et sa norme est intégrable. Elle est
donc intégrable et, d'après le théorème de Fubini, le second
membre de ( ^ - x - ) vaut

À /o00 f^ ^^^..M^ôPe^Mô^) du d^
6 •• '

On fait le changement de variable u + v = t et v = s\ On
obtient x r '"" r^' ̂ M^po^jw) ̂ 1 ̂ .

L Q _J

Supposons maintenant que Qf soit dans D(A).
Le second membre de ( ^ ^ ) vaut

x J;" ̂  \^ ^-M^ (^+ J;" ̂ (^(e/-)) ^r) ^1 ̂ .
L Q J

Or une intégration par parties montre que

x F e-" [J^' P^M^-ôy) ̂ ] dt = f; e-^M^{f) dt.

La relation ( * * ) devient alors

J^EP^W) - Pe-tMe^-^
== x ^00 e-xt [F ̂ ^ (^'-î ^.(^(e/-)) dr) d^ dt.
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On pose g = Qfe D(A) et on applique le théorème de Fubini

f; [P^(g) - PUë)]^ dt
== x /o00 ̂  fJX ^M^Pe^eA^)) rfr ̂ 1 ̂

avec D( == {(s, r)/0 ^ s ^ t, 0 ^ r ^ t — s}.
On fait dans l'intégrale double le changement de variable

s -}- r = u et s == v. On a

^ [p^(g) - pe,.(g)]<'-^
== x /." e-xl F^' (/." P^»M^P9,«-.(eA(g)) (IP\ du1 ̂ .

Par intégration par partie le second membre devient

J.°° ̂  rr p^"M<hePe,.-.(9A(g)) ̂ 1 rff.

L'égalité est vraie pour tout À > 0. D'après l'injectivité
de la transformation de Laplace on a donc

V<^, 6 e S, \ft > 0, Vg e D(A),
P^(g) - Pe.((g) == J;' P<i,^M^Pe,,-.(9A(g)) dp.

6

Ce qui donne en particulier la majoration annoncée.

V.1.4. — Pour m e ]0, + °°[ on définit D^ comme
l'ensemble des fonctions f .de ^(X, A) pour lesquelles il
existe une suite {gn)nw de fonctions de D(A) telles que

i) V n e N , |[A(gJ|| ^ m,
ii) f = Km g, dans ^°(X, A).

n>ao

D'après V.1.3 on a encore la majoration suivante

V^D,, V ^ 6 e J ? , V t ^ 0,

IIP^^-Pe.^ll ^ < i—6||l|8|l^.

2. Étude d'une équation d'évolution non linéaire.

V.2.1. — Soient a, 6, c trois nombres strictement positifs,
avec a < 6. Soit 9 une application de ^°(X, A) dans
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-S?(a, &), lipschitzienne de rapport c, c'est-à-dire

VA g e <^o(X, A), W) - <p(g)|| < c[\f^ g».

81

On pose K = a
2&c*

THÉORÈME. — Pour tout m e ]0, + oo[ et pour tout f
dans D^ il existe une et une seule fonction u continue de

[ K "I
0, —— dans ^o(X, A) telle que

u(0) = f

(I) w e [0? ̂  Mt + s) ~~ pî(»(0^(u(())ll = °(5)
pour 5 positif assez petit.

Remarque. — Soit u une fonction continue de [0-^] dans
D(A) telle que

(II)
u(0) = />

u est dérivable sur [0^[ et -̂  (t) = 9(u(())A(u(()).

La fonction M, solution du problème II, est solution du
problème I. 1 est donc une généralisation de l'équation d'évo-
lution non linéaire II.

La démonstration du théorème va se faire par une succession
de lemmes. On va construire u par approximation.
f étant une fonction de ^°(X, A) et a un nombre stricte-

ment positif, on définit u^t) e ^°(X, A), pour n G N et
( e [Oa], de la façon suivante :

Si ( e 0, — on pose

^-P^A t(f).

c- , r1» (l + i-)ai
t e [^ 2" on pose

^nW = P^

ainsi définie par récurrence sur i\La fonction Un

(0 ^ i < 2^, est continue sur l'intervalle [Oa].
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aLEMME 1. — Si fe D(A) et si a < on a
2c||<p(/-)A(/-)U

Vf 6 [Oa], u,(<) e D(A)
et H9(u,(Q)A(u,(())H < 2|l<p(/-)A(/-)||.

Démonstration. — u^t) e D(A) est vrai par construction

(• \
de Un. On pose /", = M» — ) pour 0 < i < 2".

/

On définit la suite (K^o^i^a" P31" récurrence :
Ko=Wo)Ayo)l|

K-= (1 + ̂  K-) K-

On va montrer par récurrence sur i (0 ^ i ^ 2") la propriété
suivante :

lly^A^ll < K. et H/-. - /•,_il| <S ̂  K.._i.
Pour i=0 on a Hy(/o)A(^)ll = Ko.

Supposons vraie la propriété pour i et vérifions-la pour
i + l :

11/-.+1 - /'.H = ||P^),^(A) - A|| = 1 f^P^MWi)) ̂ ||

<^||<p(/-.)A(/-,)||<^-K.

y(^i)W..i)A(̂ )|| = -^/ ?(f.)AP^^(A)

< l - ̂ ^ ̂ J^"^ lly(/-.)A(/-,)||
< l+-^tK. K.=K,,

Nous cherchons maintenant à majorer les Ki
Soient^Ul̂ Hl»

^)=/'1+^_^^ et S{x)=
\ a 2 /

/ N ( A . ^_ a \ . <,,̂  a;
a , ç a1 — —-T,-^a 271

Pour 0 ^ x < c a
~a "F

on a Y(rr) ^ S(rc) et les fonctions y

et 8 sont croissantes sur cet intervalle.
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On définit une suite (H()o^,^2» par récurrence

Ho = Ko et H^i - 8 (H,).

Explicitons les H;

H H,
i+l

1 c a W
1 ~ ~a 2» Hi

d'où H.^ - -°- — H.H,^ = H.
tt Zi

J-_—L ==-^-a- d ' ' J--J-
H. H.+i a 2" uou Ho H,

. c a
'T"^

H»On obtient H, ==
. c a TJ
l ^2^ H O

Or, pour tout i compris entre 0 et 2'1 on a

i i v " ï-r1 ~ l ~ -On- "0

i — -T.- Ho ^ — aKo ^ -7- d'après le choix de a.a 2'1 a 2

Ceci montre Vi, 0 ^ i ^ 2", Ho = Ko ^ H, ^ 2Ho = 2Ko

[ 1 1en particulier tous les H, sont dans 0, ——— | donc pour
-£- a

tout i, K , ^ H, ^ 2Ko. ~o"2^
Finalement pour tout i, 0 ^ i ^ 271, on a

wwou ^ 2ii9(nA(nii.
Soit te [Oa[. Il existe i, 0 < i < 2", tel que

l^. < t ^ (l + ^)a
2. ^ t < 2.——

(_^*

^(<) - /'.II = | Jo 2" î'^^y^A^)) ̂
^^lly(/'.)A^)|| ^K,

||9(u,(f))A(u,(t)|| -

<

^-^^AP^^(A)

i-^^^^lll^^A^II

< ( l+- c -—K.^K. == K,^ < 2||y(/-)A(/-)||.
\ a i )
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LEMME 2. — 5i fe D(A) e( 51 a <
ems^ une constante C^ ^iïe çue

a
2cW)A(/-)B aZors if

VneN, V(e[0a], ||u,(() - u^(ï)l| < .̂

Démonstration. — On pose

/< = "n (-^) pour 0 < i < 2"

et gj = "n+i (̂ i) Pour 0 ^ /' < 2't+l.

On définit une suite (L,)o^j^2" par récurrence
L o = 0

L^ = (i + 2^ n^)Ay)ji) L. + (f)2 ̂  »9(nA(nn2.
On va montrer par récurrence sur i(0 < i ^ 2") la majora-
tion \\f, — ggfll ^ L.. C'est évident pour i == 0.

Supposons vraie la propriété pour i et vérifions-la pour
i + 1. Nous allons en fait démontrer le résultat plus fort
suivant

V^^1 ,̂,11"} K(<)-u^(()|| <L,,

Le raisonnement distingue deux cas :

ler——^(2^}0nposep=<-^

K(f) - »,+i(<)ll = II Pyœ. ?(/'<) - Py(,.,-u(g2.)ll
< II FTO.), ?(/'.) — (̂/i).̂ .̂)!! + l|PT(/i).p(g2i) — Py(y..),p(g2i)ll

< II/-. - g.i\\ + P ll9^,9^! Il <p(g.)A(g,.)|| (d'après V.1.3)
(g2.)

< L. + 2p -c- L.ll v(/')A(/')|| (d'après le lemme 1).

D'où [JM,(() - u,+i(()|| < L.+i.
On a aussi l'inégalité

u, (̂ 2'ti1 )̂ - g2.+i < L. + ̂  -^ H 9(nA(/-)|| L,.
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Ceci nous sert dans le second cas.

«„ , r(2l+ l)a (l+ l)a~I ^
2e cas: te |_-^Ti——' 2'- J on pose

85

P = ( (2t + l)a
2"+1

K(<) - ̂ l(()ll = P^.P^^^t1^)) - P ,̂,p(g..x)

< ??(/.). P ("« ( '̂fl )) - PT</,), P(ê'2.+l)

+ IIPî.Oa.P î+l) — ?»(?,(+,), p(g2i+l)U

< „ P1 + 1)^< u^ 2»+1 ;" é'2î+l

+ p \W - ̂ g^\\ i <p(g,^)A(g,^)l| (d'après V.1.3)
V(g2i+l)

a c
iF'a'< L.+^-^||<p(/-)A(niLi

a c+^-^lly(nA^)B||/<-g^j.
Or

II/'. — g2i+lll < 11/i — g2.11 + llg2i — g2i+lll

< L.+
a

'a714-1

^^(^A^i)) ̂

^ L,+-^ll9(/>)A(/>)ll•
On a donc

11̂ ) - ̂ i«)ll ^ LYl + 2 ̂  -^ llp^A^ll)

(t)2^-"9^^112'+ JL} c-1 \ 2 ' • / a
Par suite ||^(() — u^{t)\\ ^ L^+i.

Nous allons calculer L(.

L..i+^lly(nA(nil

= (1 + 2 "̂  i 11^)^)11) (L. + 2^1 w)^)")



86 JEAN-PIERRE ROTH

D'où

Li = [(1 + I^T W)^)")1 - (l^ll^/W)»-
Pour tout i, 0 < i < 2",

L^ [(i + |ï f w)A(/-)u) 2' -1] M)^m ̂ i
( / 0 \ \

Or la suite ^( 1 + ^— ll?(^)^(f)ll j 2 ( est convergente.
(\ Jn a ^ / )n€N

Elle est donc bornée. Il existe donc une constante Ci
telle que

Vn EN, [(l + |Ï -^ 11 P^A^ll) 2- - l] H ̂ /W)» -I- ^ Ci.

On a donc

Vn <= N, V., 0 < . < 2», W e [̂ , {l:^i>]

HM,(<) - u,+i(()|| < L,̂  < ̂ .

COROLLAIRE. — La suite de fonctions (^n)neN converge
uniformément sur [Oa] wrs une fonction continue u de
[Oa] dans <<?o(X, A).

LEMME 3. — Soit (^n)n6N M7le suite de fonctions de %'°(X, A)
qui converge uniformément vers h. Alors,

V/'6 <<?o(X,A), Vs > 0,
PÎ^/V-^P^/') ^^ ^(X,A).

Démonstration.— Soit /'e D(A). D'après V.1.3 on a

np .̂̂ ) - p^nn < ^IIA(/-)|| 1 1 / 1 - AJI ̂ o.tï

Comme la famille (Pç(^),.?)neN est équicontinue et D(A)
est dense dans ^°(X, A), la limite est nulle pour toute fonc-
tion de ^°(X, A).
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aLEMME 4. — Si f e D ( A ) et si a <
2cW)A(nl a^

87

pour <ou( ender M, pour <oî  entier i, 0 ^ i < 271, et pour
la(ou( nombre réel s ^ 0 ^ gué -7.— + ^ ^ a on a^

/ la i^(-27-+- p?(un^s ^n

la
< ^||y(/-)A(/-)||^.a

Démonstration. — On fixe n et i, 0 ^ i < 2".
Pour 7c entier, k ^ i on note

A-^(^) et g.=P^^^).

Soit / C o e N tel que (/^l)a ̂  + -̂  < .̂

Pour À* e N, i ^ k < ko — 1 on a

ii^-^ii=||p^^(fj-p^^i
< ll1 '»^»^) - P.. a2 (A)|| + ||P,, a (A - )̂

WA-^'?(/i),—TCA).^-

a c
^ 2^ a "/lk - /''11 B9^)A(^11 + "A - ^1!-

Or »<p(/,)A(/,)[| < 21|<p(/')A(/-)|| d'après le lemme 1

et |1A - f,\\ < S1 B î - /pli < S1 ̂ . II y(^A(^)ll
P=i P=i zl

< (/c-i)^2n9(/")A(/-)l| < 2s||<p(/-)A(/-)||.

c aPar suite ||/̂  - g |̂| < ||/, - gj + — — 4By(/')A(/-)||^.
61 Zi

De la même manière on montre

(^ i \ T^ / Y^a '
^ h^ + s

la
^

c a< IIA.-X - g -̂i ii+ -^-^ wf)A{f)rs.
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Finalement, compte tenu de ||/^i — g^J =0 on a

^ , \ T. / /ia\\||(^-•W^))
(ko — i — l)a 4c

2 "

u,

,-||y(/-)A(/-)r
4c< ^-lly(/')A(/")|2.a

aLEMME 5. - Si /'eD(A) et si a < ^A^M,
4^ 24?(/W)||

existe une constante Cg = — ^(f)^(f)\\2 telle quea

alors il

V^e [0, a[, V5 > 0,
(s + < < a) =^ ||P^(O).,(U(()) - u(( + 5)|| ^ C^2

où la fonction u est celle introduite dans le corollaire du lemme 2.

Avec ce lemme le théorème d'existence est démontré dans
le cas où la donnée f est dans D(A).

Démonstration. — Soit ( 6 [Oa[ et s > 0 avec s + ( < a.
Il existe, pour tout n e N, un entier i tel que

lv- < t < (l + ̂
^ ^ t < 2" •

Posons p = ( — —.2"

Î OnO»,̂ 1^)) — U^t+ S

< K(<+<l|"n(<+^)-P .^N(U^))
\ "W/

+ ll1^., (iî\\ , (^(^ - PW», Mt))
1 1 < "W/

(f+^-)-^Ma>..^^))<| | ^ (^+P+^
+ (̂n/l)),. (un^)) - (̂«nO», .("»(<))

On utilise le lemme 4 pour majorer le premier terme et V.1.3
pour majorer le second.
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On obtient

1|M,((+S)-P,(^),,(U,(())||

< ̂  W)A(nn2^ + p)2

, c II / la \
uj^-}-u^t) [jy(u,(())A(u,(())B

< ̂  II <p(M(/')112 ̂  + -)2 + ̂  4|| ç(/-)A(/-)r -i

+ s — u" hir- -u»
2^j_^ ^^4||ç(/-)A(/-)U^

On fait un passage à la limite dans cette inégalité lorsque n
tend vers Finfini. On sait que \\u^(t + s) —• u(t-}-s)[\ -^^r0.

Par ailleurs,

l|P^a))..(^(<))-P,(u(o).,(^(<))]l
^ I|P^(O),.(^(<) - u{t))\\ + ||P^(O).,(U(()) - P^a)).,(u(())a
^ ||u,(() - u{t)\\ + ||P^)^(u(t)) - P^Uu(t)||

d'après le lemme 3 cette quantité tend vers 0.
On obtient donc

\\u(t + .) - P )̂),(U(())|| < ^^f)A{f}\\^.

LEMME 6. — Soient f et g deux fonctions de D(A) et

a ^ Inf ( A / / » \ | | ? n A / MI )' J^ar ^a construction précédente on

associe à f et g deux fonctions u et v de [Oa] dans ^°(X, A)
avec u(0) == f et ^(0) == g.

On a l'inégalité

Sup||»(,)-.«)l<l/-g||«K"w>t•/"l

t€[0a]

Démonstration. — On va d'abord majorer \\u^{t) — ^n(^)ll-
Pour tout entier i, 0 ^ i < 2", on pose

p f la \ / la \
^= un ̂ ^ et gi == va [~^)
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0 . , F la (i + 1-)°^ /-. laSoit ( 6 j^, ̂ —^r—J- On pose ? = ( - -^.

K(<) - ^)11 - II PÎ(/.), ?(/•,) - P^,),p(g.)ll

< II PW/i) - PÎ«,,),P(/".)II + l|P^p(/'. - g.)||
^ P-ll/'.-g.lIll^A^II+ll/'i-g.llu/

^ ll/ ' .-&ll(l+2^^||v(/-)A(/-)li).
En particulier

ll/H-l - ̂ lll < 11^ - gâ (i + 2 - ̂  ||q)(/)A(/-)||\
v /Par suite

Vi, 0 < i ^ 2",

uy. - gâ < il/-- gii (i + -^ -c- ̂ uy^A^nV.\ ^ a i
D'où

V f e [Oa],

K(<) - ^)11 < 11/"- gll (i + -^-^[^(/W)!! '̂'\ ^ a y

Vî 6 [Oa], l|u(() - P(()|| < ||y- g^'^^,

par passage à la limite.

COROLLAIRE. — Nous obtenons le théorème d'existence dans
le cas général où fe D^.

Démonstration. — Soit m G ]0, + oo[ et f e D .
Il existe une suite {fn)n^ de fonctions de D(A) telles que

V^eN, IIA/.II ^ m

et f=ïimf^ dans <^o(X, A).
n>oo T '̂

On pose a = —.
m

A toute fonction /* de D(A) n D^ on associe, par la cons-
truction précédente une fonction u de [Oa] dans ^°(X, A),
u étant une solution du problème (I) avec u(0) = /*.

Pour tout n e N, soit u71 la fonction de [Oa] dans
^°(X, A) associée à f^
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D'après le lemme 6 on a l'inégalité
2bca.m

Vn, p e N, sup [[u^) - u^)[[ ^ |[/, - f,[\e a

^ecoa]

(^LGN est une sulte de Cauchy dans ^([Oa], ^°(X, A)). Elle
converge donc vers une fonction continue u de [Oa] dans
^°(X,A).

D'autre part l'inégalité du lemme 5 donne

Vt(=[0,a[ , V5 > 0, (5 + ( < a), VM e N,

11P^(0).(^W) - ̂  + ^11 ^ 4C ^m2^.ât'

Par passage à la limite, d'après le lemme 3, il vient

l|PîW)),.(^)) - ̂  4- ^)[| ^ (/±c bw} s\\a /
De plus on a bien u(0) = f.

On a donc démontré le théorème d'existence.
L'unicité provient du lemme 7, compte tenu de la remar-

que suivante :
r x ~i

Remarque. — Pour tout f de D/n et tout t dans | 0 — |L m]
on a u{t) e D 5 , où u est la solution de (I) associée à

a

la fonction f par la construction précédente.
C'est une conséquence du lemme 1.

LEMME 7. — Soit f une fonction de ^°(X, A) et u et v
deux solutions du problème (I) sur un intervalle [OP]. Sup-
posons qu^il existe m e ]0 + oo[ tel que

\ft e [Op], u(t) e D,.
Alors u === v.

Démonstration. — Supposons u ^ 9.
Soit s == inf {( e [0(3]/u(^) ^ y{t)}.
On a u(s) === ^(s) et s < P.

Posons 8 == inf ( —.—? p — s y, s > 0 étant donné on
considère \ïbcm /

ïî = Sup {r < 8/V( e [Or], [|u(5 + <) — ̂  + t)\\ ^ st}.



92 JEAN-PIERRE ROTH

On a en particulier \\u{s + 73) — (^(s + Y])I ^ e-y].
Supposons que l'on ait T] < 8.
Pour Ç assez petit on a

I|PW )̂),Ç(̂  + ^3)) - u(^ + 73 + Ç)[| < -^ Ç

et HP9(̂ )U(̂  + 7î)) - ̂  + 7, + Ç)[| ^ e Ç.
4

Par suite

Qu(5 + TÎ + Ç) - p(^ + 73 + Ç)[| < ^- Ç

+ HPî(t<^)).?(^ + ^ï) — ^(5 + TQ))||

+ IIPy(^+^)).ç(^ + ^3)) - P?(u(^)).ç(^ + ^))||
11^4- ^ + Ç ) - ^ + ^+S) | |

^ y S + ̂  + £6m ^Ç (d'après V.1.4)

< y S + ^ + y Ç = e ( ^ + S )

ce qui contredit la définition de 73. Par suite T] = 8, donc

V(e [08], | |u(5+<)~^+^) | | < s^.

Ceci étant vrai pour tout e, on a

V( e [08], u(s + t) = ^(5 + ()

ce qui contredit la définition de s.

3. Étude cPun contre exemple.

Nous allons montrer, à l'aide d'un contre exemple, qu'il
existe des cas où la fonction u du théorème V.2.1 ne peut
pas être prolongée sur tout l'intervalle [0 + oo [ en une
solution de (I).

V.3.1. — On prend pour X l'intervalle ]— oo, 3].
On définit un opérateur A sur ^°(]— oo, 3], R) par

D(A) = {fe ^o(]_ oo, 3])//" est dérivable et

f^°(]- û^ 3])}A(n=-f.
A est le générateur infinitésimal du semi-groupe (P()(>O
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défini sur <^0{]— oo, 3]) par
>/fe^{]-co,3]), Vt ^ 0,

Va; e ]- oo, 3], P,(f}{x) = f(x - t).

Soit 6 une fonction continue de ]— oo, 3] dans [ab], avec
0 < a < b. Si g 6 ^°(]— oo, 3]), t ^ 0, x e ]— oo, 3] on
pose

Pe,.(g)^) = g{y)
r*x /7y,

où y est l'unique point de ]— oo, 3] tel que ( .— = t.
Jy Q{r)

La famille (Pe,t)(^o es^ un semi-groupe sur ^°(]— oo, 3])
en effet,

(i) P9,o(g)==g
(ii) Pô,,(Pe,,(g))Cr) = Pe,,(g)(z) == g(î/)

, , ,„ . /la! dr . . C1 drou z et y sont définis par 1 —- = ( et 1 —— = s.
^ ^ J j QM J j e('•)

Par suite ( —— == t + s, on a donc bien
Jï e(r)

Pe,.(P9,,(g))(^=Pe^(g)(^).
(iii) Si g est une fonction de %'°(]— oo, 3])

Vf > 0, Va;e ]— oo, 3],

[Pe,t(g) — g](a0 = g(î/) — g(x) avec F ^— = f.
On a donc |a; — y\ < ht.

D'après l'uniforme continuité de g sur ]— oo, 3] on
obtient

lim||P8.t(g)-g|| ==0.
t->0

Le semi-groupe (PQ.^^O admet l'opérateur 6A pour
générateur infinitésimal.

Soit g e D(A) et a; e ]— oo, 3],

P^(g)(^) -- g{x) _ g(y) - g{x) r-^^t
t t Jy 6(r)

= y-J^ g'^i) avec Zi e [yx]

= — 6{z2)gf^l) avec Zg e [yx]
—> — Q{x)g'{x) lorsque ( —> 0.
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Par suite p8^——^-^ 6A(g) 6 ^o(]_ oo, 3]) simplement.

Or le générateur infinitésimal d'un semi-groupe à contrac-
tion sur ^°(X, A) est un opérateur dissipatif maximal.
Il peut donc être défini indifféremment par limite uniforme
ou limite simple.

Donc 6A est le générateur infinitésimal de (Pe.^o-

V.3.2. — Soit T la fonction de R dans R définie par

^ T(rc) = 2 si x ^ 0
T(^) = 2 — x si 0 ^ x ^ 1
T(^) =1 si 1 ^ x.

Pour g e ^°(]-~ oo, 3]) on pose ç(g) == T o g.
On définit ainsi une fonction y de ^°(]-— oo, 3]) dans

-^(1, 2) lipschitzienne de rapport 1.
Soit f la fonction de ]— oo, 3] dans R définie par

f{x) =0 si x ^ 0
/*(*r) == ^ si O ^ ^ ^ l
/'(o;) =1 si l ^ n ; ^ 3

f est une fonction de Dr
Soit u la fonction de ]— oo, 3] X [01 [ dans R définie

par
u{x, t) = 0 si x ^ 2t

rr __ ^f

u[x, t) == _ si 2t ^ x ^ 1 + (
J. u

u(x^ t) = 1 si 1 + t ^ ^ ^ 3.

PROPOSITION. — u vérifie les propriétés suivantes :

(i) u(.,())==/•,
(ii) V(e [0, 1[, u(.,()eD^_

i—(
^(iii) V( G [0, 1[, 11 ,̂ - P^).,(u,)|| = o(s),(iii)

OÙ Ut = û(., ^),

(iv) u n'a pa^ de limite au point (2, 1).

Cette proposition et le lemme 7 de V.2.1 montrent qu'il
n'existe pas de solution du problème (I) avec condition ini-
tiale f et définie sur tout l'intervalle [0 oo[.
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Démonstration. — Les propriétés (i), (ii) et (iv) sont immé-
diates. Montrons (iii).

Soit t fixé dans [0, 1[.
On pose 6 = <p(U(). On a donc

6(0;) = 2 si x < 2t

[ 6(0;) = çl——x- si 2t ^ x ^ 1 + t
1 ^ — ^e(^) =1 si i + ^ ^ ^ ^ 3 .

Pour tout x dans ]— oo, 3] et tout s ^ 0 notons a(rr, s)
l'élément y de ]— °o, 3} défini par

r35 1
X 6M

dr === 5.

On a PQ^(U()(^) = u(a(a;, 5), (),
D'autre part on vérifie facilement la relation suivante

V( e [0, 1[, V5, 0 ^ s < 1 — t, 1x e ]— oo, 3]

, , , (x(t - 1) + 2s \
^+^-^-74^-^^)U [ X ,

où l'on prolonge u en posant u^x, t) =1 si ( e [0, 1[ et
x ^ 3. On a donc

ll^t+s — PçOif),^ II
., /^(t — 1) + 25 \ „ ^ .= Sup u(^-——' . , t ) — u{^{x,s),t)

a-e]-oo3] \ t + S — 1 /

.r(f — 1) + 2^Posons y(a;, 5) = ^(^ 5)^ + s — i
y est de classe <^1 sur [0, 3] X [0, Y)] pour T) assez

petit et on a

^ï f, ^ - (2 - x)[t - i) „ .^ ^ s ) - ( (+ , - i )2 +BW,.)).

D'où ^ (^ 0) = ̂  + 6(0;).

Par suite ôï (n;, 0) = 0 pour 2t ^ x ^ i + t.
05

D'autre part Va; e ]— oo, + 3], y(o;, 0) == 0.
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e > 0 étant donné, il existe donc ^ > 0, tel que

V< 0 ^ s ^ Ci, V^,
2t ~ ^ < x ^ 1 + t + î, |ï(^ 5)| < e5.

De plus il existe ^ > 0 tel que, pour tout s < Çg,

^(o;) == P^),,(^)(a;) ==0 si ^ < 2t - Ci
et u^(a;) == P^\s{Ut){x) ==1 si ^ ^ 1 + ( + ^.

En posant Ç = inf (^, ^) on obtient, V^ e [0, Ç],

11^. - P9(u^(^)ll = ||̂ , - P^).^)1|^-?,1-H-^

^ N Sup iï(^5)| ^ Ne5
^e[2(-^,r4-(+^] v /1

où l'on a noté N le rapport de Lipschitz de la fonction
lipschitzienne u^ / N == —~—\

\ 1 - V
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