
ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER

MICHEL LASSALLE
Sur la transformation de Fourier-Laurent dans
un groupe analytique complexe réductif
Annales de l’institut Fourier, tome 28, no 1 (1978), p. 115-138
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1978__28_1_115_0>

© Annales de l’institut Fourier, 1978, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de l’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AIF_1978__28_1_115_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Ann. Inst. Fourier, Grenoble
28, 1(1978), 115-138

SUR LA TRANSFORMATION
DE FOURIER - LAURENT

DANS UN GROUPE ANALYTIQUE
COMPLEXE RÉDUCTIF

par Michel LASSALLE

Introduction.

Ce travail généralise au cas d'un groupe analytique compact un
résultat bien connu pour l'espace euclidien (ou pour le tore) : la pos-
sibilité de caractériser l'analyticité d'une fonction dans certains do-
maines du complexifié du groupe par la décroissance exponentielle
dans des directions correspondantes de sa transformée de Fourier-
Laplace (ou de Fourier-Laurent). Les "tubes" dans C" (resp. les
"domaines de Reinhardt" dans (C*)") sont alors les domaines d'ana-
lyticité appropriés. On désigne ainsi les domaines de C" (resp. de
(C*)") invariants par le groupe réel des translations (resp. du tore).
Ces domaines sont caractérisés par leur "base", qui est un ouvert
connexe de R". On sait alors qu'il est équivalent de dire qu'une
fonction est holomorphe dans un tube (resp. un domaine de Reinhardt)
de base B, ou que sa transformée de Fourier-Laplace (resp. de Fourier-
Laurent) admet comme "indicatrice de décroissance" l'ensemble
"polaire" de B.

On généralise ici ce résultat à un groupe de Lie compact connexe
H. Son complexifié universel G est alors un groupe analytique
complexe réductif. On introduit dans G une classe de "domaines
de Reinhardt généralisés", bi-invariants par H et caractérisés par
la donnée d'une "base" définie dans une sous-algèbre abélienne maxi-
male de l'algèbre de Lie du groupe H et invariante par le groupe
de Weyi.

On donne (Théorème 1) une caractérisation par la "décroissance
exponentielle" de leurs "coefficients de Fourier-Laurent" des fonc-
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tions qui sont holomorphes dans un domaine de Reinhardt généralisé
et régulières sur le groupe H. Cette restriction est écartée au Théorème
2 où la caractérisation précédente est étendue au cas général de valeurs
au bord hyperfonctions.

On montre (Théorème 3) qu'un domaine de Reinhardt généralisé
à base convexe est une variété de Stein.

On obtient au Théorème 4 une généralisation du "théorème
du tube" : l'enveloppe d'holomorphie du domaine de Reinhardt gé-
néralisé de base B est le domaine de Reinhardt généralisé dont la
base est l'enveloppe convexe de B. Cependant l'invariance par le groupe
de Weyl fait apparaître de nouveaux phénomènes géométriques par
rapport au cas abélien.

Finalement on peut établir très simplement un théorème de
prolongement analytique global du type "edge of thé wedge" (Théo-
rème 5).

Je suis reconnaissant à M. Jacques Bros qui m'a indiqué ce pro-
blème. Je remercie M. Louis Boutet de Monvel pour ses suggestions.

1. GénéraHtés.

7.7. Groupes analytiques complexes réductifs.

Soit H un groupe analytique compact, ^ son algèbre de Lie,
G le complexifié universel de H d'algèbre de Lie g . H est alors
un sous-groupe compact maximal de G et f) est une forme réelle
de 8 ([7], Théorèmes 5.1 et 5.3, p. 226-229). On a :

8 = ï) © i ^
et l'application a définie par :

a ( X + f Y ) = X - f Y ( X , Y G ï ) )

est un automorphisme involutif de g , qui induit un automorphisme
involutif de G dont l'ensemble des points fixes est H.

Alors ([6], p. 174) l'espace homogène G/H est un espace
nemannien globalement symétrique à courbure non positive. On
note TT : G —> G/H la projection naturelle.

i) est la somme directe de son centre à et de l'algèbre semi-
simple compacte ^ ' = [ I), ^] :

î) = à ® î) \
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Soit a une sous-algèbre abélienne maximale de \} . Alors à est
contenue dans a et on a :

a == à ® c
où c est maximale abélienne dans f) '. On note ^ la complexi-
fication de \} ' et c la complexification de c . Alors ç .̂ ' est une
sous-algèbre de Cartan de î^ : on note A l'ensemble des racines
correspondantes.

Celles-ci prennent leurs valeurs réelles sur i c : on choisit une
chambre de Weyl ic^ dans i c , c'est-à-dire une des composantes
connexes de l'ouvert de i c où aucune racine a G A ne s'annule.
c + est un cône ouvert convexe dans c et on note :

a + = â e c + , a + = â ® c +

où c + désigne la fermeture de c-^ dans c .

THEOREME. — On a les deux décompositions suivantes de G :
i) G = (exp i i] ). H

Tout élément de G peut s'écrire :
g= expiX. h. (1)

Cette décomposition est unique et l'application de Q x H dans G
définie par (X,A) ^—> exp iX.h est un difféomorphisme analytique.
L'application ^ : X '—> TT (exp iX) est un difféomorphisme analytique
de ï) dans G/H.

ii) G = = H. (expf(T ' ) .H
Tout élément de G peut s'écrire :

g=h^expiA(g).h^ (2)

où A(g) € û^ est unique, mais ni h^, ni h^.
La preuve de ces décompositions est classique lorsque G est

un groupe analytique complexe semi-simple [8]. Pour le principe
de leur extension au cas où G est analytique complexe réductif,
voir [12], p. 42.

Remarque 1. — Le lien entre les deux décompositions est le
suivant. Désignons par A le centralisateur de û dans H. Alors
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([6], Lemme 1.16, p. 381) l'application : (AA,X) *-̂  Adh.X est
un difféomorphisme de (H/A) x a + dans î) moins un ensemble de
mesure nulle.

1.2. Transformation de Fourier sur H.

H est un groupe analytique compact : on note dh sa mesure
de Haar de masse 1 et H l'ensemble des classes d'équivalence de
ses représentations irréductibles (de dimension finie).

Dans chaque classe de H on choisit un représentant M : M est
une représentation unitaire de H dans un espace hilbertien V^ de
dimension rf(M). L'ensemble des représentations ainsi obtenu est
encore noté H.

Si /e: Î^Çîi^dh) sa transformée de Fourier est définie par :

/(M) == / f(h) M*(A) dh (M e H). (3)

C'est pour tout M £ H un opérateur continu dans V^ (M* est
l'adjoint de M dans ^(V^)).

On a une formule de Plancherel :

H/Il2 = S d(M) |||/(M)|||2 (4)
M€H

où I I I A| I I = (trAA*)172 est la norme de Hilbert-Schmidt de A. Si
/ est C°°, on a une formule d'inversion :

/(A)= S^(M)tr[/(M)M(A)]. (5)
MGH

Chaque représentation unitaire M G H induit une représentation
de l'algèbre de Lie Ç (encore notée M) par des opérateurs anti-
hermitiens.

Par la propriété universelle du groupe complexifié G ([7], ch.
XVII.5, p. 225) chaque représentation M G H du groupe H dans
VM (ou son adjointe M*) se prolonge de manière unique en une re-
présentation holomorphe (encore notée M ou M*) de G dans V^.
On remarque que dans cette extension les éléments de la forme
(exp iX, X e f) ) sont représentés par des opérateurs hermitiens définis
positifs.
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1.3. Représentations irréductibles de H.

On désigne maintenant par A le tore maximal de H d'algèbre
a . On note H' le groupe compact semi-simple simplement connexe
d'algèbre Ç '. Soit t le rang de H' et s la dimension de à .

On note A4' C A l'ensemble des racines positives de ( ̂  , c )c c
associées à la chambre de Weyl i c ^ C ic , et { c ^ , . . . , c^} le système
de racines simples correspondant. Soit { H ^ , . .. , Hy} l'ensemble
des coracines associées. Si <. , . > désigne la forme de Killing induite
par g sur i c x i c, on a par définition :

<H^. ,H)=a,(H) ( H E f c )

<a, ,a , )=<H^,H^>

H,^—2—^. (Kj\k<t)./ <a,,a,> a/

On note W le groupe de Weyl de {\}9 , c^). Si w E W on étend
w à a .̂ en posant wX = X pour tout X G ^.

On désigne par { A ^ , . . ., A^} l'ensemble des poids dominants
fondamentaux sur i c définis par :

A,(H^)=6^ (K/, k < t ) .
Si l'on pose :

A = t ^/A/ Oî^N, 1 < / < ^ )
/-i

on voit que les formes linéaires intégrales dominantes sur i c sont
paramétrées par les points d'un réseau isomorphe à N r.

On sait alors ([11], Théorème 4.6.6, p. 96) qu'il y a une cor-
respondance bijective entre les éléments de H' et les formes linéaires
intégrales dominantes sur < c : celle qui à toute représentation
M G H' associe le plus haut poids de la représentation de ^corres-
pondante.

On sait aussi ([11], Théorème 4.6.12, p. 98) qu'il existe une
correspondance bijective entre les éléments de H et les formes li-
néaires à valeurs réelles sur i a :

i) qui sont la différentielle d'un caractère de A,
ii) dont la restriction à i c est une forme intégrale dominante.
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On note (i a)* l'ensemble des formes linéaires à valeurs réelles
sur i a et % C (f'a)* le sous-ensemble discret défini par ces conditions.
Chaque forme A E % spécifie un élément de H, qu'on désigne dé-
sormais par M^ : on dit que A est le plus haut poids de M^.

Désignons par :
F = {X G à : exp X == 1}

le réseau des périodes de à et par F* le réseau dual défini par :

F* = { X E O â ) * : XQT)C 27rZ}.

Alors tout A G % s'écrit de manière unique : A = X+A', où XGF*
et A' est une forme intégrale dominante sur i c .

2. Définitions.

2.7. Domaines de Reinhardt généralisés.

On appelle domaine de Reinhardt généralisé dans G tout ouvert
connexe (0 C G bi-invariant par H, c'est-à-dire :

H6DH =CD.

La décomposition (2) indique qu'un tel domaine est uniquement
determiné_par la famille î? = [A(g), g ^ d ) } des éléments de
o+ = à e c-^- définis par:

g = h^. expiA(g). h^.

B est une partie connexe, relativement ouverte de a^ On désigne
par :

B = U wB
wGW

la réunion de toutes les W-orbites de a rencontrant S : B = B/W.
B est appellée la base de CQ : c'est une partie ouverte de a inva-
riante par le groupe de Weyi. On note :

®B = H.exp^'B. H

le domaine de Reinhardt généralisé de base B.
Tout élément de <3)g s'écrit :

g = Ai . exp iX. h^ (X G B ; ̂  , ̂  ^ H)
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et de manière unique :

g = u. exp iX. u^h (X EÎ, h e H, uA E H/A) (6)

(A est le centralisateur de a dans H).

Sans que cette hypothèse soit restrictive de généralité, on ne
considère plus désormais que des domaines bi-invariants dont l'adhé-
rence contienne H : l'origine de a appartient alors à l'adhérence
de B (et à celle de S). On leur réserve le terme de domaine de
Reinhardt généralisé.

Remarque 2. — Notons que contrairement au cas abélien la
base d'un domaine de Reinhardt généralisé n'est pas nécessairement
connexe.

Remarque 3. — Soit ê un domaine de G invariant à droite :
êH = &. La décomposition (1 ) indique que :

& = exp i E.H

où E est un domaine de î) : E = ^~~1 o TT(&). Il résulte de la
Remarque 1 que dans le cas d'un domaine bi-invariant 6D, <^~1 o 7r(ûD)
est stable par Ad H. Il est immédiat que parmi les domaines invariants
à droite cette propriété caractérise les domaines bi-invariants.

2.2. Fonction d'appui, polaire.

Soit B une partie bornée de a . On appelle fonction d'appui
de B et on note h^ l'application de (ia)* dans R définie par :

^B^) = su? ^O'X).
XGB

Elle est continue et homogène de degré un :

V^ > 0 h^tn) = t h^).

On appelle polaire de B l'ensemble :

B = OiG^a)* : h^)< 1}.

B est un fermé convexe de C'a)*.
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Dans toute la suite, on munit i a d'une norme II ||, invariante
par le groupe de Weyi. On note ib la boule unité ouverte correspon-
dante. On munit O'tt)* de la norme duale, encore notée || ||.

Ultérieurement les relations suivantes seront utiles. Si A et B
sont deux parties bornées de a , on a :

^A+B = ^A + ^B (7)

hAUB = su? ^A ' h^ (8)

\c = ̂  (9)

où B0 désigne l'enveloppe convexe de B. Pour e > 0, on a :

V^-e Ml (10)
par définition de la norme duale.

Remarque 4. - Soient A l'opérateur de Casimir de \}1 et
s

[ e ^ , . . . , e^} une base de à . L'opérateur V = — ^ e2 + A ap-
7 = 1

partient au centre de l'algèbre enveloppante de î) . On note 6 (A)
les scalaires positifs définis par :

V A G % M^(A) = (S(A))2 ly,. .
"•A

Alors on sait ([11], Lemme 5.6.6, p. 125) que S(A) et ||A|| sont
équivalents :

3 c,, €2 > 0 VA e% cJ|A|| < Ô(A) < cJ|A||.

Remarque 5. — On rappelle ([11], Lemme 5.6.7, p. 126) que
rf(M^) est polynômial en ||A|| :

3 c > 0 , r C N V A E % rf(M^) < c(l + ||A||y. (11)

3. Caractérisa tion des fonctions holomorphes.

Nous nous proposons maintenant de donner une caractérisation
par leurs coefficients de Fourier-Laurent des fonctions holomorphes
dans un domaine de Reinhardt généralisé. Nous utiliserons pour cela
les résultats auxiliaires suivants.
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PROPOSITION 1. - Avec la notation (2), on a pour tout A E %
et tout g E G :

ll|M^)|||=|||M^(expjA(^)|||

(3A(IA(?)) < 11|M^)||| < (d(M^))1/2 <?A(,A^)) ^

Preuve. — L'égalité est une conséquence directe de la décom-
position (2), de l'unitarité des opérateurs {M^(A), h e H} et de la
relation tr(AB) == tr(BA).

Comme on Fa vu on a pour tout A G 02: A = X-hA', où
X(resp. A') est une forme linéaire sur f â (resp. intégrale dominante
sur ic).

Désignons par {c^., 1 < / < d(M^)} la famille des poids (avec
multiplicité) de la représentation de ^ ayant A' pour plus haut
poids.

C'est par rapport à la chambre de Weyl ic^ que nous avons
défini le système de racines positives. Aussi pour tout X € c +, on a :

^ O'X) < A'OX) ( 1 < / < rf(M^)). ( 12)

Dans une base convenable l'opérateur M^ (exp iA(g)) est re-
présenté par la matrice diagonale hermitienne définie positive :

{e^^^f (ix^ , K/<d(M^)}

où Z(g) (resp. X(g)) désigne la composante de A(g) E a + dans
à (resp. 7"'").

Alors ( 12) implique :

^0-zor))+A' o-xoo) < |||M^ (exp iA(g))\\\ < WM^))1/2 ^O'^^A' O-xor))

ce qui achève la preuve. •

PROPOSITION 2. - Pour tout M € H et tout g G G, on a :

f M(u . exp iA(g). u-^du = (rf(M))-1 ^[M(exp ^A(^))] ly .(13)
H wl

Preuve. - C'est une conséquence élémentaire du lemme de Schur.
Le membre de gauche de (13) est en effet en endomorphisme de
VM qui commute avec la représentation irréductible M : ceci résulte
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immédiatement de l'invariance par translation de la mesure du. On
a donc :

/ M(u . exp iA(g).u-l)du= \ ly,
H M

et la valeur de X est obtenue en prenant la trace de chaque membre. •

Remarque 6. - On a, pour tout A e% et tout X e 0"^ :

e^^ < tr[M^(exp iX)] < d(M^) e^1^. (14)

PROPOSITION 3. - Pour toute partie bornée B C a invariante
par le groupe de Weyl, soit B = B/W la partie de ̂  correspondante.
Alors on a la relation suivante entre les fonctions d'appui de B et
de S:

VAG% ^(A)=Ag(A).

Preuve. — II suffit de montrer que :

VA G9; Ag(A)<Aç(A) (15)
puisque l'inégalité :

V/zeOd)* h^)>h^n)

est évidente. Pour tout A G % on a vu que : A = X + A ' , où
X(resp. A') est une forme linéaire sur i 3 (resp. intégrale dominante
sur ic).

Alors pour tout X E c +, on a :

Vw e w A'(iwX) == w-^A'ax) < A'O'X)
puisque w-1/^' est un des poids de la représentation de ^ ayant
A' pour plus hautj)pids (dans l'ordre induit par ic^). On en déduit
que pour tout X € a4', on a :

VA G«, w G W AO-wXXAO'X)

d'où (15) et le résultat annoncé. •

PROPOSITION 4. - Soit F une fonction holomorphe dans un
domaine & de G invariant à droite par H , / sa restriction à H
supposée continue. Pour tout M G H , on note :
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//M) = / T(gh) M*(gh) dh (g € S).
H

Alors fg(M) est constant sur & et c'est le coefficient de Fourier
/(M) de la fonction f.

Preuve. — Clairement fg(M) est une fonction holomorphe de
g dans l'ouvert connexe 8>. Pour conclure il suffit donc de vérifier
qu'elle est constante sur une classe à gauche ggH , g^ € ê arbitraire.
Mais c'est une conséquence immédiate de l'invariance par translation
de la mesure dh. •

DEFINITION. - On dit que les opérateurs continus {/(M) , M € H}
sont les coefficients de Fourier-Laurent de la fonction holomorphe.
On appelle série de Fourier-Laurent de f la série :

S rf(M) tr[f(M) M(g)} (g^&Y
M(=H

THEOREME 1. — Soient f une fonction C°° sur H, B un ouvert
de a invariant par W, avec 0 € B. // est équivalent de dire :

i) / est la restriction à H d'une fonction F holomorphe dans
le domaine de Reinhardt généralisé (0^ de base B,

ii) pour tout compact K C B invariant par W, il existe une
constante C^> 0 telle que :

VA G % 111/(M^)||| < CK ^K(A). (16)

La série de Fourier-Laurent de f converge alors normalement
vers F sur tout compact de <3)g.

Remarque 7. — :
a) Dans le cas particulier où la base est une boule centrée en

0, ce résultat a été obtenu indépendamment dans [5] par une autre
méthode.

b) En vertu de l'homogénéité de h^, la condition ii) est une
condition de "décroissance exponentielle" en dehors du polaire B
de B. On peut exprimer ce résultat en disant que B est le "support
essentiel" de la famille d'opérateurs {/(M), M e H}.

c) Par la Remarque 5, la condition ii) et la condition suivante
sont visiblement équivalentes : pour tout compact K C B invariant
par W, il existe CK > 0 tel que :

V A G % lll/(M^)|||<CK[rf(M^)]3/2 ^'K(A).
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Preuve. — Première partie : i) =^ ii)
Utilisons l'invariance à droite de (Dg : la Proposition 4 assure

que pour tout g G <3)g, on a :

VA E <£ /(MJ = [/ F(gh) M^(h) dh} M^(g) .
H

Utilisons la bi-invariance de û^ : la relation (6) indique que
pour tout uA G H/A et tout X €B = B/W, on a :

V A G % /(MJ=
[j* F(M . exp iX. u^h) M^(h) dh] M^(u. exp /X. u-1)

ou encore :
/(M^)M^(M.expfX.^-1) = / FÇu.expiX.u^^M^Wdh.

On peut intégrer cette relation sur le groupe H et appliquer
la Proposition 2. On obtient pour tout X G Ê :

V A G % /(MA) =
rf(M^) [tr(M^(exp iX))]-1 f F(u. exp iX. u^h) U^(h) dh du.

HxH

II en résulte que si l'on pose :

Cx = / \F(u. exp iX. ̂ /Ol dh du
HxH^

on a pour tout X E B :

V A G % IIIÀM^)|||<Cx(d(M^))3/2 [tr(M^exp iX))]-1

ou encore grâce à (14) :

VA G% , X G B |||/(MJI|| < CxWM^))3/2 ^A<fx). (17)

Soit alors K un compact contenu dans B et invariant par W. De
la définition de la fonction d'appui de K = K/W il résulte que :

VA E % 3X G K AQ-X) = /^(A).

Alors ( 17) implique :
VA E % |||/(M |̂|| < C^WM^))3/2 ^-/ÎK(A)

où on a posé :
C, = sup Cy.K xeR x

La Proposition 3 et la Remarque 7c permettent de conclure.
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Seconde partie : ii) =^ i)
On va montrer que la série de Fourier-Laurent de / :

^ d(M) tr[f\M) MQO] (^ G û^) (18)
MCH

converge normalement sur tout compact de 60 g. La somme sera
alors une fonction holomorphe dans (Dg dont la restriction à H
coïncidera avec / grâce à (5).

Pour tout compact A C 6E)g il existe un compact L invariant
par W tel que A C (3>o. Alors il résulte de (16) et de la Proposition 1
que :
3C\>0 V A G % , ^ G A

Irf(M^) tr[f\M^) M^QO]| < d(M^) |||/(M^)||| |||M^)|||

<(:L(rf(M^))3/2 e^^-^W. (19)
On note :

K = {A(g) , g G A}
et

K = U wK.
wGW

II existe un e > 0 tel que K+eb C L. Alors il résulte de (7) et (10)
que :

VA eçg /^(A) > /^(A) + e||A||

ou encore :
VA G% , X € K AO'X) < h^(A) - e l lAI I .

Insérons ce résultat dans (19). On obtient :

3 e > 0 , 0 0 V A E % , ^ G A

jd(M^) tr[f(U^ M^g)]\ < C WM^))3/2 ^-e"A"

< c3/2 C(l + IIAIj)3^2 ^-e"AII

où on a tenu compte de (11).
Ceci montre que la série de Fourier-Laurent de / converge nor-

malement sur tout compact de CDg.
La somme est donc une fonction F holomorphe dans ûE)g. Il

est immédiat que ses coefficients de Fourier-Laurent sont ceux de F.
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Sur chaque orbite ^ H (^ e COg), (18) considérée comme série
de Fourier d'une fonction C°° sur H converge alors vers F. On en
conclut que F = F, d'où la dernière assertion du Théorème. •

Nous sommes alors en mesure d'établir un premier corollaire.

PROPOSITION 5. - Une fonction f analytique (réelle) sur H
est la restriction d'une fonction F holomorphe dans G si et seule-
ment si :

Ve > 0 3C, > 0 VA G % 1||/(M^)||| < C, ^-€IIA".

La série de Fourier-Laurent de f converge alors vers F normalement
sur tout compact de G.

Preuve. - Les ensembles [eb, e>0} forment une famille exhaus-
tive de compacts de a invariants par W. Compte tenu de (10), l'énoncé
est une conséquence immédiate du Théorème 1. •

Remarque 8. - On retrouve ainsi un résultat déjà connu [2-5].
Dans [2] (Proposition 12, p. 267), c'est le coefficient de Fourier 5(A)
de l'opérateur V (introduit à la Remarque 4) qui fournit une mesure
de décroissance. Mais on a vu que ||A|| et Ô(A) sont équivalents.

4. Valeurs au bord hyperfonctions.

Le but de cette section est d'étendre la caractérisation des fonc-
tions holomorphes dans un domaine de Reinhardt généralisé donnée
au Théorème 1 au cas général des fonctions qui ne sont plus régu-
lières sur le groupe H : leur valeur au bord sur H est alors une hyper-
fonction. Les propriétés élémentaires suivantes seront utiles.

On note Ct(H) l'espace des fonctions analytiques sur H muni
de sa topologie habituelle d'espace de Fréchet-Schwartz (limite in-
ductive des espaces de fonctions holomorphes dans les voisinages
de H dans G).

H est une variété analytique réelle compacte sans bord : l'espace
tf3(H) des hyperfonctions sur H s'identifie alors canoniquement
avec celui des fonctionnelles analytiques sur H (voir [10], p. 53 et 69).
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II en résulte une définition des coefficients de Fourier
{t(M), M G H} d'une hyperfonction T E <B(H) :

VM G H t^(M) = <T, M^> (1 < a, ^ < d(M))

où l'on désigne par { M * , l<a,^<d(M)} les éléments matriciels
(holomorphes dans G) de l'extension à G de M*. Par convention
on note :

VM G H f(M) = <T, M*). (20)

Considérons alors la famille {(Qç, e > 0} des domaines de
Reinhardt généralisés de base eb, où ib désigne la boule unité ouverte
de ia. Ce sont des voisinages de H dans G et nous pouvons établir la

PROPOSITION 6. — Toute fonction analytique (réelle) sur H se
prolonge en une fonction holomorphe dans un certain (D ç .

Preuve. — Comme H est compact, il existe sur f) une forme
bilinéaire symétrique définie positive (. ,.) invariante par Ad H ([7],
p. 156). Si une fonction est analytique réelle sur H, il résulte de la
décomposition (1) et de la compacité de H qu'elle se prolonge dans
G en une fonction holomorphe dans un domaine du type :

C, = {g = exp iX. h ; h G H , (X, X) < r2}

pour un certain r > 0. Mais Cy est un domaine de Reinhardt géné-
ralisé puisque (. , .) est Ad H — invariante (Remarque 3). Et il existe
un e > 0 tel que ( D ^ C C y . •

Comme corollaire du Théorème 1, on peut alors donner la ca-
ractérisation suivante des éléments de Ct(H) par leurs coefficients
de Fourier (voir aussi [2], p. 254).

PROPOSITION 7. — <^ est une fonction analytique (réelle) sur
H si et seulement si :

3e>0,00 VA ES; III^MJIIKCÉ?-^".

Sa série de Fourier-Laurent converge alors normalement vers <p sur
tout compact de û&ç.

Preuve. - On applique la Proposition 6 et le Théorème 1 en
tenant compte de (10). •
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On peut donner (voir aussi [2], p. 255) la caractérisation sui-
vante des hyperfonctions sur H par leurs coefficients de Fourier.

PROPOSITION 8. - Une famille {f(M), M E H} d'opérateurs
continus est la famille des coefficients de Fourier d'une hyperfonction
T E û3(H) si et seulement si :

Ve>0 3C,>0 VAG« ll|t(M^)||| < C,^". (21)

Preuve. - On écrit la condition de continuité de T sur les fonc-
tions holomorphes {M^} dans la famille de compacts {®,,e>0}
et on applique la Proposition 1.

Inversement si on a (21) la fonctionnelle

^ —^ Z ûf(M) tr[Ï(M) ^(M*)]
M(=H

est clairement une hyperfonction dont les coefficients de Fourier
sont {T(M), M E H}. •

DEFINITION. — Soit F une fonction holomorphe dans un do-
maine de Reinhardt généralisé ôDg. On associe à F une fonction-
nelle analytique notée F (sa valeur au bord sur H) de la façon sui-
vante. Pour toute fonction <p G a(H) (prolongeable dans un certain
(%), on pose :

< F , ^ > = fF(gh) ^p(gh)dh (22)
H

avec g arbitraire dans CD.HCDg. On vérifie que cette définition
est indépendante du choix de g .

THEOREME 2. - Soient T une hyperfonction sur H, B un
ouvert de a invariant par W avec 0 EB. Il est équivalent de dire :

i) T est la valeur au bord d'une fonction F holomorphe dans
le domaine de Reinhardt généralisé (Dg de base B,

ii) pour tout compact K C B invariant par W, il existe une
constante C^ > 0 telle que :

V A G % IIITdMJIIKCK^'^. (23)

La série de Fourier-Laurent de T converge alors normalement
vers F sur tout compact de (Dg.
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Preuve. - i) ^ ii) : Des définitions (20) et (22) il résulte immé-
diatement que les coefficients de Fourier de T satisfont

\/g G a)g , A E% t(M^) = <T, M^> = J^ FQr/0 M*(^) dh.

La suite est alors comme au Théorème 1.

ii) =^ i) : On considère la série de Fourier-Laurent des coeffi-
cients de T :

S d(M) rr[T(M) MQr)] (g G ©3).
M€H

On montre comme au Théorème 1 qu'elle converge sur tout compact
de CDg vers une fonction F holomorphe dans (0^. Il reste à établir
que la valeur au bord de F sur H est précisément T. Mais c'est
une conséquence immédiate de (3) et de la relation de dualité :

<T, y?) = Z d(M) tr[T(M) ^(M*)]
MGH

facilement vérifiée. Enfin on établit que F = F comme au Théo-
rème 1. •

5. Enveloppe d'holomorphie, convexités.

On sait ([9], Théorème 1, p. 312) que le groupe analytique
complexe réductif G est une variété de Stein : c'est une conséquence
de l'existence d'une représentation holomorphe fidèle de dimension
finie ([7], p. 226). Nous allons donner dans cette section une carac-
térisation des domaines de Reinhardt généralisés qui sont de Stein.

PROPOSITION 9. — Toute fonction holomorphe dans un do-
maine de Reinhardt généralisé de base B se prolonge au domaine de
Reinhardt généralisé dont la base est l'enveloppe convexe de B.

Preuve. — Soit F une fonction holomorphe dans û0g et F
son hyperfonction valeur au bord sur H. La première partie du Théo-
rème 2 indique que la relation (23) est satisfaite pour tout compact
K C B invariant par W. Mais par (9) on a :

^K=^
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et si {K. , / E M} est une famille exhaustive de compacts de B, la
famille { K ^ / E M} est une famille exhaustive de compacts de B0.
Il résulte alors de la seconde partie du Théorème 2 que la somme de
la série de Fourier-Laurent de F est holomorphe dans ( D e et y
définit le prolongement de F annoncé. •

Considérons en particulier le cas d'un groupe compact semi-
simple (s = 0). Son complexifié universel est un groupe analytique
complexe semi-simple ([7], Théorème 3.2, p. 221) et on a le corollaire :

PROPOSITION 10. — Soit W un groupe analytique compact
semi-simple de complexification G\ et ûDg un domaine de Reinhardt
généralisé arbitraire de G\ Toute fonction holomorphe dans û&g se
prolonge à un voisinage complexe de H' dans G. En particulier,
elle admet sur W une restriction analytique (réelle).

Preuve. — Si B est une base arbitraire dans c , 8e est un voi-
sinage de l'origine dans c . •

Nous allons voir maintenant que l'extension holomorphe de la
Proposition 9 est maximale. Le résultat auxiliaire suivant sera utile :

PROPOSITION 1 1 . — Soit B une partie bornée convexe de a
invariante par W. L'ensemble:

Sî = {X e a : 3A €% A(fX) = /^(A)}
est dense dans 3B Fl a + .

Preuve. — Dans O'c)* on considère la chambre de Weyl fermée :

C = { ^ E O'c)* : jn(H,) > 0 , 1 < / < t}
et on pose :

A = (i à)* ® C.

Il est classique ([3], 21.4.6.ii), p. 97) que A est exactement l'en-
semble des formes linéaires fi G (i a)* telles que vv^i < JLI pour tout
wGW. C'est-à-dire :

V/x € A , X e^ , w E W ju(wX) < Ai(fX). (24)

On sait aussi ([3], 21.4.7.1, p. 99) que A est un domaine fon-
damental pour l'action de W dans ( f û ) * : pour tout À € ( f o ) * ,
il existe un couple unique (w, p.) G W x A tel que X = w/x. (25)
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Clairement % C A et le cône engendré par S (réunion des
demi-droites issues de l'origine passant par les points de %) est dense
dans A. Par continuité et homogénéité de h g, il en résulte que :

S2 = {X Œ a : 3fi G A p.(iX) = h^(p.)}.

En vertu de la convexité de B, on a :

ÔB = {X E a : 3X E Q-a)* XQ'X) = h^(\)}

ou encore grâce à (25) :

ÔB = {X e a : SJLI G A , wEW ^(w-^X) = AB^)}-

L'invariance de B par W implique celle de h g et on a :

ÔB = {XC a : 3^ G A , w G W /xO'w-^X) == AB^)}-

Maintenant en tenant compte de (24), il vient :

3B nT^ = {XE a : 3jn G A ^O'X) = /^(M)}

ce qui achève la preuve. •

THEOREME 3. — Tout domaine de Reinhardt généralisé à base
convexe est une variété de Stein.

Preuve. — On établit d'abord le résultat pour tout domaine
de Reinhardt généralisé 6D^ à base convexe bornée. Puisque G est
une variété de Stein, il suffit de montrer que O&g est holomorphi-
quement convexe. Pour ceci on procède en deux étapes :

a) On considère la famille d'opérateurs {/(M^), AG%} définis
par :

VA Œ % /(M^) = e-W 1 .
M^

Ce sont les coefficients de Fourier d'une distribution sur H ([2],
p. 251) et il résulte immédiatement du Théorème 2 que leur série
de Fourier-Laurent converge vers une fonction holomorphe dans 6E)g :

f(g) = S ^(MA) ^B(A) tr[M^(g)] (^ŒCDg).
AeîK

Cette fonction est à valeurs réelles sur exp i a et (14) implique :

VX eT+ /(exp (X) > ^ d(M^) ^'^-^(A) ^6)
Ae%
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Si A G®, il résulte aussitôt de la définition de % que pour
tout entier n> 1, / î A Œ % . Désignons alors par :

Î2 = {X e a : 3Ax E% : AxO'X) = /^x»

l'ensemble (dense dans 3B H a +) de la Proposition 11. (26) implique :

VX G Î2 /(exp iX) > S ^A ) ^X^-^AX)
«>i x

d'où par homogénéité de Ag :

VX G Î2 /(exp «) > ^ ûf(M^).
M>1 x

Ainsi / est holomorphe dans (Dp et non bornée en tous les
points de exp iSî C ô(3)g .

b) Soit g un point arbitraire de la frontière de ®g :

g = h ^ . exp iA(g). h^

où A(g) G 3B H a'^. On considère la fonction :

F^)=/(/;71.^.^1).

Il résulte de a) que F^ est holomorphe dans CDg et non bornée
en tous les points de ôCDg de la forme :

g = h^. exp /X. h^ , X G Î2.

Î2 est dense dans ô B H a ' ^ et il existe une suite {X^}^^^ d'élé-
ments de Sî convergeant vers A(g). Ainsi pour tout point g G 3 6i)g ,
il existe une fonction F^ holomorphe dans Q)g et non bornée en
tous les points d'une suite {gn\n>i d'éléments de ôû)g convergeant
vers g .

û)g est donc holomorphiquement convexe, ce qui achève la
première partie de la preuve.

Soit maintenant un domaine de Reinhardt généralisé (Dp à base
convexe non bornée. On peut construire une famille { B ^ , ^[0,1[}
de parties ouvertes de B, convexes, bornées, invariantes par W telles
que :

B = U B,
re[o,i[

et pour tout ^ G ]0,1[ :
B. = U B, .

0 ^[<Vol
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Alors ®g est une variété de Stein comme réunion de la suite
continue croissante {®g , t G [0,1[} d'ouverts de Stein [4]. •

Rassemblant les résultats de la Proposition 9 et du Théorème 3,
nous pouvons alors énoncer la généralisation suivante du "théorème
du tube".

THEOREME 4. - L'enveloppe d'holomorphie du domaine de
Reinhardt généralisé de base B est le domaine de Reinhardt géné-
ralisé ayant pour base l1 enveloppe convexe de B .

Remarque 9. - :
a) Dans le cas particulier où la base est une boule centrée en 0,

le Théorème 3 a été obtenu indépendamment dans [5].
b) Soit & un domaine de G invariant à droite, E = 7r(ê)

sa projection dans l'espace riemannien globalement symétrique G/H.
On dit que E est convexe s'il contient l'unique segment de géodé-
sique de G/H reliant deux quelconques de ses points. L'enveloppe
convexe Ec de E est définie comme l'intersection de tous les do-
maines convexes de G/H qui le contiennent.

Alors on sait ([9], Théorème 2, p. 316) que l'enveloppe d'holo-
morphie d'un domaine invariant à droite de projection E contient
le domaine invariant à droite de projection E0. Dans le cas parti-
culier d'un domaine bi-invariant, ce résultat est à comparer avec le
Théorème 4.

6. Théorème edge of thé wedge.

Un corollaire immédiat du Théorème 2 nous donne la

PROPOSITION 12. - Si une fonction holomorphe dans un do'
maine de Reinhardt généralisé (D g a une valeur au bord sur H égale
à zéro (au sens des hyper fonctions), elle s'annule sur tout (Dg.

Nous allons établir ici un théorème de prolongement analytique
global du même type. Compte-tenu de la Proposition 10, il n'a évi-
demment d'intérêt que 5-f H n'est pas semi-simple (s^O).
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THEOREME 5. - Soit F^ (resp. F^) une fonction holomorphe
dans un domaine de Reinhardt généralisé à base convexe (Dp (resp,
®B^). Si F^ et F^ ont même valeur au bord sur H (au sens des
hyper fonctions), il existe une fonction holomorphe dans le domaine
de Reinhardt généralisé de base (B^ U B^)0 qui est un prolongement
analytique commun de F^ et F^ .

Preuve. — Soit T l'hyperfonction valeur au bord commune de
F^ et F^. La première partie du Théorème 2 indique que pour tout
compact Ky C B. (/'= 1,2) invariant par W, on a :

3C^.>0 V A G % IIITCM^IIKCK^""^ a-1,2).

En tenant compte de (8) et (9), il en résulte que :

300 VA G% ll|t(M^)||| < C ̂ ^i^)'^

La seconde partie du Théorème 2 indique alors que la somme de la
série de Fourier-Laurent de T définit le prolongement analytique
annoncé. •

7. Exemples.

A) H = T" = R^/Z" ; G = (C*F.
C'est le cas abélien : ^ = 0 , 5 = w , H = s ! ; Z W . On retrouve les

domaines de Reinhardt de (C*)'1 caractérisés comme l'on sait par la
donnée d'un domaine dans l'espace des variables {log |zJ,...,log l^j},
qui s'identifie à l'algèbre abélienne Ï ) .

B) H = SU(2); G = SL(2,C).
H est un groupe simple simplement connexe : t = 1, s = 0,

dimî) = 3, H ^ N. 8 = ̂  est l'algèbre des matrices complexes
2x2 à trace nulle ; c^. la sous-algèbre des matrices diagonales ; T^
s'identifie à la demi-droite { X G R , X > 0}.

La base d'un domaine de Reinhardt généralisé de SL(2,C) est
un intervalle ]-R,R[. Le Théorème 3 indique que les domaines
de Reinhardt généralisés de SL(2,C) sont tous des voisinages de
Stein du groupe réel SU(2) [1].

C) H = U ( 2 ) ; G=GL(2 ,C) .
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H est localement isomorphe à Tx SU(2) : 5=1, r=l , dim ^ =4.
Ï) est l'algèbre des matrices complexes 2x2 antihermitiennes, a la
sous-algèbre formée des matrices diagonales anti-hermitiennes, à
la sous-algèbre formée des matrices scalaires imaginaires pures.

a s'identifie au plan R2 des variables (Z,C) et a+ au demi-
plan 00. Le groupe de Weyl est réduit à deux éléments : l'iden-
tité et la symétrie par rapport à la droite C == 0.

Un domaine de Reinhardt généralisé de G à base convexe est
un voisinage de H si et seulement si l'intersection de sa base et de
la droite Z==0 est non vide.
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