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QUELQUES THÉORÈMES
DE BASE NORMALE RENTIERS

par Philippe CASSOU-NOGUÈS*

1. Introduction.

Soit K un corps de nombres et soit N une extension galoi-
sienne finie de K dont le groupe de Galois est noté F. Pour tout
corps de nombres L on note (\ son anneau d'entiers. Nous nous
intéressons à la structure de module galoisien de 0^ c'est-à-dire
à sa structure de module sur l'algèbre de groupe Z[F] et plus par-
ticulièrement à la recherche de cas où 0^ est un Z [F]-module libre.
On sait que 0^ est un Z[F]-module projectif si et seulement si
N est une extension modérément ramifiée de K ; en particulier seuls
les anneaux d'entiers d'extensions modérément ramifiées de K peu-
vent être des Z[F]-modules libres; on suppose cette hypothèse dé-
sormais réalisée. Lorsque K est le corps Q des rationnels on remarque
que la propriété pour 0^ d'être un Z [F]-module libre équivaut
à l'existence d'une base normale d'entiers c'est-à-dire d'un entier
formant avec ses conjugués une base du Z-module 0^ .

On sait, par un résultat ancien de Hilbert et Speiser ([18]), que
toute extension abélienne modérément ramifiée de Q possède une
base normale d'entiers, par contre Martinet, ([21]), a construit une
extension galoisienne de Q dont le groupe de Galois est le groupe
quaternionien Hg et dont l'anneau d'entiers n'est pas un Z[Hg]-
module stablement libre. Ceci nous montre que l'ordre de l'élément
UN/K défini par 0^ dans le groupe projectif C(Z[F]) n'est pas
toujours égal à 1 . Il est apparu récemment qu'il existait un lien très

* Laboratoire associé au C.N.R.S. n° 226.
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intéressant entre le problème de la structure de module galoisien de
ON et de l'ordre de U^/K et 1e problème de la détermination des
signes des constantes d'équation fonctionnelle des séries L-d'Artin
généralisées associées aux caractères symplectiques de F. Frôhlich
conjecture que U^ == 1 et n^nie que UN/K = 1 sl ^es constantes
W(x,N/K) associées aux caractères symplectiques \ de F sont
égales à 1. Les théorèmes généraux qui relient U^/K e^ les cons-
tantes W(,N/K) ([5]) ont permis à Frôhlich de démontrer que
^N/K appartient au noyau D(Z[F]) de l'homomorphisme induit
par l'extension des scalaires de C(Z[F]) sur le groupe projectif as-
socié à un ordre maximal de Q[F] contenant Z[F], ce qui avait
été conjecturé par Martinet lorsque K est égal à Q ; si K est égal
à Q le théorème de Hilbert et Speiser implique que U^/K appar-
tient au noyau Do(Z[F]) de l'homomorphisme naturel défini de
D(Z[F]) sur DCZIF06]) où F^ désigne le groupe F rendu
abélien. Pour tout nombre premier / , Frôhlich définit un groupe
E/(F) et une projection À/(F) de D(Z[F]) sur ce groupe et en
utilisant le lien général qui existe entre U^/K et ^s sommes de Gauss
galoisiennes associées aux caractères de F il démontre que U^/^
ou UN/K appartient au noyau de /^(F). Ces résultats ont permis
de démontrer la conjecture lorsque F est un groupe métacy clique
d'ordre Iq où / est un nombre premier impair et où K est égal
à Q ([8]) ou un 2-groupe diédral ou quaternionien ([11]).

On peut définir ([5]) un groupe E(F) et une projection h (F)
de D(Z[F]) sur E(F) faisant intervenir simultanément tous les
nombres premiers /. Dans un article précédent ([3]) nous avons
démontré que U^ ou UN/K appartient au noyau de ^(F), en
général strictement contenu ([4a]) dans l'intersection des noyaux
des h^ (F). De manière plus précise, U^/K se décompose dans
D(Z[F]) en un produit ^(W^/K) YN/K où ^(^/ic) est un élé-
ment d'ordre 1 ou 2 défini à partir des constantes d'équation fonc-
tionnelle des séries L-d'Artin et où V^/K appartient au noyau de
h(T). Dans cet article, nous étudions par les méthodes de la théorie
des algèbres de groupes, l'exposant du groupe Ker/2(F) pour un
groupe F fini et nous en déduisons des résultats pour l'ordre de
VN/K lorsque F est le groupe de Galois de N sur K. Le résultat
obtenu le plus général est le suivant :

"Pour toute extension modérément ramifiée N d'un corps
de nombres K l'ordre de V^/K divise le degré de N sur K , que
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l'on note [N : K], et même [N : K]/2 lorsque ce degré est pair".
Une meilleure majoration de cet exposant pour certains groupes mé-
tabéliens nous permet de donner des exemples d'extensions N d'un
corps de nombres K pour lesquelles V^/K est égal à 1 c'est-à-dire
de démontrer la conjecture de Frôhlich dans de nouveaux cas par-
ticuliers (corollaires 3.3, 3.5 et 3.6). Plus généralement, pour toute
extension N de K dont le groupe de Galois est le groupe quater-
nionien H^ où m est un nombre entier impair, on montre que
la 2-composante de UN/K est égale à ^(WN/K:). Ces résultats gé-
néralisent les résultats que nous avions obtenus dans [4]. Lorsque
F est un /-groupe, le groupe Ker/2(T) est égal au groupe D(Z[F])
et la méthode précédemment décrite ne donne pas de résultats.
Notons que dans ce cas M. Taylor ([27]) a défini un autre sous-
groupe de D(Z[F]) auquel appartient UN/K et obtenu l'existence
d'une base normale d'entiers lorsque F est un groupe métacyclique
d'ordre /3 .

Nous avons dans cet article adopté le plan suivant : le para-
graphe 2 contient les principales notations. Dans le paragraphe 3
nous donnons les résultats obtenus et nous les démontrons dans les
paragraphes 4 et 5 ; enfin, dans le paragraphe 6, nous montrons
comment dans le cas particulier du groupe quaternionien îî n on
peut améliorer les résultats généraux du paragraphe 3.

L'article se termine par deux appendices. Dans le premier, nous
donnons une interprétation algébrique du sous-groupe Ker/î(F)
et des sous-groupes Ker/^(F) définis par Frôhlich ([6]) du groupe
D(Z[F]). Dans le second, nous montrons comment les résultats des
paragraphes 3 et 6, et de très récents résultats de M. Taylor, dont
l'auteur a eu connaissance lors de la rédaction de cet article, per-
mettent de démontrer la conjecture de Frôhlich dans de nouveaux
cas particuliers lorsque N est une extension d'un corps de nombres
K dont le degré et le discriminant sur K sont premiers entre eux.

2. Notations.

On note A* le groupe multiplicatif des éléments inversibles
d'un anneau A. Si M est une extension de F on note G(M/F)
le groupe de Galois de M sur F. Les symboles Z , Q, R , C et Q
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désignent l'anneau des entiers relatifs, le corps des nombres rationnels,
réels, complexes et la clôture algébrique de Q dans C. Un corps
de nombres K est une extension finie de Q contenue dans Q et
l'on note Î2^ le groupe de Galois de Q sur K et U(K) le groupe
des idèles unités de K ; le groupe U(Q) est défini comme la limite
inductive des groupes U(K) lorsque K parcourt l'ensemble des
corps de nombres. Les extensions modérément ramifiées de K sont
supposées galoisiennes sur K. Si F est un groupe fini on note | F [
son ordre et Rp le groupe additif de ses caractères virtuels. On
entend par caractère irréductible (resp. de degré 1) un caractère abso-
lument irréductible (resp. irréductible de degré 1). Le groupe SÎQ
opère naturellement sur les groupes Rp, 0^ et U(Q) et l'on définit
le groupe Hom (Rp, U(Q)) et son sous-groupe Hom (Rp, 0*).

ÎÎQ ÏÏQ L Q
Si R'p7 désigne le sous-groupe de Rp des caractères symplectiques
on note Hom(Rp,U(Q)) (resp. Hom (Rp, 0*)) le sous-groupe

ÏÏQ _ ÎÎQ
de Hom(Rp,U(Q)) (resp. Hom(Rp,0*)) des éléments / qui

^Q l ÎÎQ Q

vérifient :
/(x)i; ^> 0 pour tout élément \ de R^ et toute place infinie

v complexe ou réelle de Q . On définit un homomorphisme noté det.
du groupe des idèles unités U(Z[F]) de Z[F] dans Hom (Rp, U(Q))

ÏÏQ 1

en prolongeant par linéarité à Rp l'application qui à a associe
det (a) définie pour le caractère \ d'une représentation T par :

det^(a) = det(T(a)) où det(T(a)) est le déterminant usuel.
Frôhlich ([6]) a défini un isomorphisme du groupe D(Z[F]) sur
le groupe :

Hom(Rp,U(Q)) /Hom(Rp,0*) . det(U(Z[F])).
ÏÏQ ÏÏQ u

A tout nombre premier / qui divise I F I on associe le sous-groupe
Ker df p de Rp des caractères \ de F tels que :

X(ï) = 0 pour tout élément 7 /-régulier de F et le radical
R de / dans 0^ . L'homomorphisme de restriction de Rp à Ker dj p
et la surjection naturelle de U(Q) sur le groupe (O^/-<?)*, noté
V/, permettent de définir un homomorphisme surjectif r ^ p de
Hom(R^,U(Q)) sur H o m ( K e r ^ p , V / ) ; on sait ([6]) que l'image
"Q r ÏÏQ

par ^ p de det(U(Z[F])) est réduite à l'élément neutre. Si S désigne
l'ensemble des nombres premiers qui divisent |F| l'homomorphisme
( II r. p ) , qu'on note r^ , définit par passage au quotient un homo-
/es ' '

morphisme h (F) de D(Z[F]) sur le groupe E(F) défini par l'égalité :
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E(F) = ^(Hom (R^ , U(Q)))/ ̂  (Hom (R. , 0*)).
1 ÏÏQ • 1 ÏÏQ I Q

On s'intéressera dans cet article au sous-groupe Ker/î(r) (resp.
KerVr) égal KerA(r )nDo(Z[r ] ) ) de D(Z[F]) (resp. Do(Z[F])).

Soit T rhomomorphisme de Rp dans R^ défini par
T(x) = X + X où x désigne le caractère complexe conjugué de x-
Le groupe Î2o opère (resp. opère trivialement) sur le groupe quo-
tient R^/TXRr) (resp. réduit à deux éléments {±1}) . Tout élé-
ment / de Hon^R^/TXR^i 1) se relève en un élément, encore
noté /, de Hom(R ± 1 ) (on pose /(x) = 1 pour tout carac-

ÏÏQ '

tère irréductible non symplectique de F). On associe à - 1 l'élé-
ment (^,) de U(Q) défini par : ^ = - 1 (resp. 1) pour toute place
v finie (resp. infinie) et ainsi à tout élément / de Hom(R,, ,± 1)

— "Qon associe l'élément / de Hom (Rp, U(Q)) défini pour tout ca-
ÎÎQ 1

ractère irréductible x de F par: /'(x) = (x^) (resp. 1) si /(x)
est égal à - 1 (resp. 1) ; on note ^(/) l'élément de D(Z[F]) défini
par /+ et k(T) l'homomorphisme de Hom (R^/^Rp), ± 1) dans
E(r) égala h(r)o t+ . "Q

Si F est le groupe de Galois d'une extension modérément ra-
mifiée N d'un corps de nombres K on note U^/K l'élément défini
par ON dans D(Z[F]) et h et k les homomorphismes h (F) et
k(F). L'application de R^ dans ± 1 définie par (x—^W(x,N/K)),
où W(x, N/K) désigne la constante de l'équation fonctionnelle de la
série L-d'Artin associée au caractère symplectique x. définit par
passage au quotient un élément W^/K de Hom (R^/T(Rp), ± 1). On
a montré ([3]) le théorème suivant :

THEOREME. - On a l'égalité : h(\J^ = kÇW^^). "
D'où le corollaire :

. COROLLAIRE. - L'élément UN/K ^(^/ic)"1 appartient au sous-
groupe Ker/î(r) (resp. Ker^(r) lorsque K = Q) de D(Z[F])
(resp. Do(Z[F])).

Pour tout nombre entier d on note G^0 (resp. Z00) la d-ème
extension cyclotomique (resp. son anneau d'entiers). On désigne
par On un ordre maximal de Z dans Q[F] contenant Z[r] et,
pour tout nombre premier / , on pose OT^ = 011 ® Z, où Z/ désigne
l'anneau des entiers du corps /-adique Q,. On sait que 01̂  est
un ordre maximal de Z, dans QJF] contenant ZJF].
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3. Enoncé des résultats.

Ce paragraphe contient les principaux résultats que nous avons
obtenus dans l'étude de l'exposant du sous-groupe Ker/z(F) (resp.
Ker/^(F)) de D(Z[F]) (resp. Do(Z[F])) et leurs applications arith-
métiques. On rappelle que pour toute extension modérément ramifiée
N du corps de nombres K on note U^/K l'élément de D(Z[G(N/K)])
défini par l'anneau des entiers de N et ^(W^/K) l'élément d'ordre
1 ou 2 de D(Z[G(N/K)]) défini à partir des constantes d'équations
fonctionnelles. On note [ F I l'ordre du groupe fini F et ( , ) dé-
signe le P.G.C.D.

THEOREME 3.1. — Si F est un groupe fini, alors l'exposant du
groupe Ker h (F) est un diviseur de rentier | F [ / (2, | F | ).

COROLLAIRE 3.1. — Si N est une extension galoisienne modé-
rément ramifiée d'un corps de nombres K alors l'ordre de U^/K
divise le degré de N sur K . En outre l'ordre de U^/K est impair
lorsque le degré de N sur K n 'est pas divisible par 4.

En effet on a défini V^/K tel qu'on ait dans le groupe
D(Z[G(N/K)]) l'égalité UN/K = ^(WN/K) YN/K et ̂  sait par le
théorème 3.1. que l'ordre de VN/K divise [N : K]/(2, [N : K]).
Si [N : K] n'est pas divisible par 4 l'ordre de Vp^ est impair, en
outre le groupe G(N/K) n'a pas de caractère irréductible et sym-
plectique ce qui implique que ^(W^/K) est égal à l'élément neutre.

DEFINITION. — Soit F un groupe métabélien, c'est-à-dire une
extension d'un groupe abélien F par un groupe abélien H. On dit
que F vérifie la condition (C) si l'on a les deux conditions suivantes :

(i) Les entiers |F| et |H| sont premiers entre eux.
(ii) Tout sous-groupe U de H tel que H/U soit cyclique est

distingué dans F.

Remarques
1) La condition (i) implique que F est égal à un produit semi-

direct d'un sous-groupe H abélien et distingué par un sous-groupe
F abélien. Si le sous-groupe H est cyclique la condition (ii) est
vérifiée.
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2) On montre dans le paragraphe 5 que tout caractère irréduc-
tible ^ d'un groupe F vérifiant la condition (C) est induit par un
caractère de degré 1 d'un sous-groupe F^ de F déterminé de ma-
nière unique. On note ^o(F) le P.P.C.M. des entiers |FJ lorsque
\l/ parcourt les caractères irréductibles de F de degré strictement
supérieur à 1 et ^o(^) (^SP. ^(F)) le produit des nombres pre-
miers qui divisent ^o(^) (ï^sp. i r i ) .

THEOREME 3.2. — Si F est un groupe métabélien qui vérifie
la condition (C) alors :

(i) L'exposant du groupe Ker/2(F) divise l'entier \^\/et(^)
(n) Si H est cyclique, l'exposant du groupe KerAo(r) divise

l'entier eo(F)/^(F).
Dans l'énoncé des corollaires qui suivent nous notons F le groupe

G(N/K).

COROLLAIRE 3.2. - Si N est une extension galoisienne modéré-
rément ramifiée d'un corps de nombres K dont le groupe de Galois
est métabélien et vérifie la condition (C), alors on a l'égalité suivante
dans D(Z[F]) :

UN/K = t (^N/K) • ^N/K ?

où VN/^ est un élément de D(Z[F]) dont l'ordre divise |F|/^'(F).

Ce corollaire est une conséquence immédiate du théorème 3.2
(i) et du théorème 6.2 ([3]).

COROLLAIRE 3.3. - L'anneau des entiers d'une extension N
galoisienne modérément ramifiée d'un corps de nombres K dont
le degré sur K est sans facteur carré est un Z[r]-module libre.

On sait (théorème de Zassenhaus) que tout groupe fini dont les
sous-groupes de Sylow sont cycliques est métacyclique et vérifie la
condition (C). Le corollaire 3.2. implique qu'on a l'égalité :
^N/K = ^O^N/ïc)' ^n outre, puisque l'ordre de F n'est pas divisible
par 4, on sait que F n'a pas de caractère symplectique irréductible,
d'où l'égalité U^/K = 1 , et que l'algèbre Q[F] a la propriété de
simplification, ce qui achève la démonstration de ce corollaire.

Remarque. — Si K est le corps Q des rationnels, le corollaire
3.3. signifie que N possède une base normale d'entiers.
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COROLLAIRE 3.4. — Sous les Hypothèses du théorème 3.2. (ii),
l'ordre de l'élément V^/^ divise ^(rV^r) dans les cas parti-
culiers suivants '.

(i) K est le corps Q des rationnels.
(ii) Le groupe F^ est cyclique d'ordre 4, 6, S, 9, 70, 14,

ou un nombre premier, ou non cyclique d'ordre 4.
Il suffit de montrer que V^/K appartient au groupe Ker/^F)

et d'appliquer le théorème 3.2. (ii). Or si K = Q c'est une consé-
quence du théorème de Hilbert et Speiser et si F^ est un des groupes
définis en (ii) alors on sait ([2] et [23]) que D(Z[^(Û&)]) est réduit
à l'élément neutre.

Remarque. - Sous les hypothèses du corollaire 3.4. la conjecture
de Frôhlich est démontrée lorsque ^o(F) est sans facteur carré. On
généralise ainsi un théorème de base normale donné par Frôhlich ([8]).

Notons G „ le groupe métacyclique engendré par les éléments
a; et a qui vérifient les égalités : co^ = 1 = 0e1 et a a? a"1 == eu1'
où r est une racine primitive q-ème de 1 module / , / un nombre
premier régulier et impair et q un diviseur de (/ - 1).

COROLLAIRE 3.5. — Si N est une extension galoisienne modé-
rément ramifiée d'un corps de nombres K dont le groupe de Galois
est isomorphe au groupe G^ on a l'égalité : U^ == ^^N/K^
dans l'un des deux cas particuliers suivants :

(i) K = Q
(ii) q est un nombre premier ou est égal à 4, 6, S, 9, 10, 14.
On sait, par le corollaire 3.4, que sous l'hypothèse (i) ou (ii)

l'ordre de V^/K ^t égal à une puissance de / . Or Keating a
montré ([20]) que lorsque / est un nombre premier régulier, le
groupe D()(G^ ) est un /'-groupe ; ceci démontre que V^/K est

égal à 1 .
On note x^ la 2-composante d'un élément x d'un groupe

abélien.

COROLLAIRE 3.6. - Si N est une extension galoisienne modé-
rément ramifiée d'un corps de nombres K dont le groupe de Galois
est isomorphe au groupe quaternionien H^ où m est un nombre
entier impair, alors on a les égalités :
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(0 UN/K.2 = ^(WN/K)

(ii) 57 m est sans facteur carré : Uj^ = ^(W^y^).
Nous sommes en effet dans les hypothèses (ii) du corollaire 3.4.

et l'entier eQ^^/e^H^) est impair (resp. égal à 1) si m est
impair (resp. impair et sans facteur carré).

4. Démonstration du théorème 3.1.

On utilise les notations que l'on a rappelées au paragraphe 2.
On a identifié le groupe noyau D(Z[F]) et le groupe quotient :

Hom (R^ , U(Q))/Hom (R^ , 0-). det(U(Z[r])) .
ÏÏQ Î2Q u

On a alors la suite exacte de groupes et d'homomorphismes :
1 —^ Hom (R^ , 0^). Ker r^/Hom (R^ , 0^). det(U(Z[F]))

^Q ^Q wrt——> D(Z[F]) ̂  E(F) —> 1 .
Le groupe Ker h(T) est donc isomorphe au groupe quotient :

Ker ^/det(U(Z[F])) (Hom (R^ , 0^) H Ker ^). (1)
HQ

Tout élément de Ker h(T) possède donc un représentant dans
Ker r , c'est-à-dire un représentant det(a) dans Hom (Rp , U(Q))

^Q
où a désigne un élément (c^) de U(01Z) tel que, pour tout nombre
premier / , o^ est un élément de OTZ *̂ qui vérifie les congruences :
deiff(a^)=\ (mod. K) pour tout 9 de K e r r f ^ p . Nous nous
proposons de trouver pour tout élément de Ker h (F) un représen-
tant dans Ker r? plus facile à utiliser.

PROPOSITION 4.1. -Soit a^ un élément de ^* qui vérifie
les congruences: det0(a,)= 1 (mod. G) pour tout Q de K e r ^ p .
Alors, il existe un élément ^ de OU,* qui satisfait les propriétés
( i ) et (ii) suivantes :

(i) det^(^)= 1 (mod. K) pourtant 6 de Rp
(ii) det(^) ==det(a,) mod. det.(Zjr]*).

COROLLAIRE 4.1. - Tout élément de KerA(r) possède un re-
présentant dans Kerr? de la forme det(a) où a = (a^) est un
élément de U(OTC) qui vérifie pour tout l les congruences :
det0(a/)= 1 (mod. Q) pour tout caractère Q de F.
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La démonstration de ce corollaire est immédiate. En effet,
soient x un élément de Ker h(T) et a = (a,) un élément de U(OTl)
tel que det a soit un représentant de x dans Ker /p . Pour tout
nombre premier / la proposition 4.1. permet d'associer à a/ un
élément ^ de OTC* qui vérifie les conditions (i) et (ii) de cette pro-
position ; notons j3 l'élément (j3/) de U(OTl). La congruence :
det fS= det a mod. det(U(Z|T])) implique que det j3 est un re-
présentant de x ; en outre il satisfait les congruences : det^(^)= 1
(mod. ë) pour tout caractère 6 de F et tout nombre premier /.

Nous démontrons maintenant la proposition 4.1. Si / ne divise
pas [FI alors ZJF] est un ordre maximal de Z/ dans QJF], les
ordres ZJF] et 3TI/ sont égaux et la proposition est immédiate.
Nous supposons maintenant que / divise |r|.

On désigne par K un corps local, extension finie de Q^, sur
lequel les caractères absolument irréductibles de F sont réalisables
et on sait que ces caractères peuvent être associés à des représenta-
tions de F à coefficients dans l'anneau d'entiers 0^ de K ; on
note P l'idéal maximal de K et k son corps résiduel. Pour tout
élément a/ de OTCf et pour tout caractère 6 d'une représentation
-T de F on considère l'élément det T(o^) de 0^ qu'on noté
detgCap et on étend par linéarité à Rp l'application 6 —> det^a,).
Avec ces notations, la proposition 4.1. s'énonce de la manière
suivante :

PROPOSITION 4.2. —Soit c^ un élément de 01̂ * qui vérifie
les congruences: detff(a^)= 1 (mod. P) pour tout caractère 6
de Kerû?, p , alors il existe un élément j3, de CTl̂ * qui satisfait les
propriétés ( i ) et (ii)

(i) detff(fî^^ 1 (mod. P) pour tout caractère 6 de T ;
(ii) det(^) =det(c^) mod. det(ZJF]*).
Notons d l'homomorphisme de décomposition ûf, r - C'est

une application surjective de RKŒ) sur R^(r). Selon les cas on
considère le groupe RK^) (resp. R^(r)) comme le groupe abé-
lien libre engendré par les classes de K[F] -(resp. k[Y}—) modules
simples ou comme le groupe des K-caractères (resp. /r-caractères
modulaires) virtuels de F. L'application d est alors définie par :
d(6)(x) == 6 ( x ) pour tout 0 G R^Œ) et tout élément x de F
/-régulier.
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Soit {^-} , 1 < ? < ^2, une famille de K-caractères virtuels
de F dont les images par d engendrent R^(F). On a le lemme
suivant :

LEMME 4.1. - Soit un élément a, de OT^* vérifiant les con-
gruences : detff(a^)= 1 (mod. P) pour tout caractère 6 de Kerrf .
S'il existe a/ de ZJF]* tel qu'on ait : det^.(û^) = det^.(û/)
(worf. P), 1 < ^ < n, a/o^ î7 ^jw^ un élément ^ ûfe OT^* qui
vérifie les propriétés ( i ) et (ii) de la proposition 4.2.

Notons ^ l'élément û^"1 de OTÎ * et montrons qu'il vérifie
les propriétés (i) et (ii). Par définition même de ^ la propriété (ii)
est vérifiée. Soit 6 un caractère virtuel de F ; il existe des entiers
{mj, 1 < i < n, et un caractère u de Ker d tels qu'on ait l'égalité :

9 = ^ + S ̂ ,.
1=1

On en déduit :
det,(^) = detjj3/) fl det^F'.

Par hypothèse on a : det^.(^) ^ 1 (mod. P), 1 < i < n, et donc
on a :

.n det^r^ 1 (mod. P).

En outre on a : dety(c^) = 1 (mod. P) puisque ^ appartient à
Kerr f . Or pour tout x de ZJF]* et tout caractère u de Kerûf
on a : det^x)^! (mod. P). On en déduit la congruence :
det^(^)= 1 (mod. P), ce qui montre que det(^) vérifie la pro-
priété (i).

Le lemme 4.1. ramène donc la démonstration de la proposition
4.2. à celle du lemme :

LEMME 4.2. - Soit {V/,.}, 1 < i < n, une famille de K-carac-
tères de F qui relèvent les k-caractères modulaires irréductibles
de F. Alors pour tout élément a^ de 01̂ * il existe un élément
âf ^' ^/[F]* tel qu'on ait les congruences : det^.(c^) = det^.(^)
(mod. P), 1 < i < n.

On suppose pour simplifier la démonstration que F vérifie
les hypothèses du théorème de Fong-Swan et que pour tout i,
1 < i < n, V/, est le caractère d'une représentation T, de F dans
GL^.(O^). La surjection canonique (0^—> k) induit un homo-
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morphisme surjectif de M^.(O^) sur M^.(A:) qu'on note T T ' . Alors
TT' o T .̂ définit une /^-représentation irréductible de F que l'on
note T,, de caractère ^, qui définit un homomorphisme, encore
noté T,, de FJF] dans M^.(/0. Le diagramme suivant est com-
mutatif :

zjn ——^—-M^.(OK)

T, VFjr]—————^Mr/;)

où TT désigne l'homomorphisme d'algèbre induit par la surjection
canonique ( Z , — ^ F / ) . On sait ([22], théorème 6.10.) que TT
induit par passage au quotient un homomorphisme surjectif de
Zjr]/rad(Zjr]) sur Fjr]/rad(Fjr]) et on en déduit que la res-
triction de TT au groupe des unités de ZJF]* est un homomor-
phisme surjectif de ZJF]* sur FJF]*. Pour démontrer le lemme
4.2. il suffit donc de démontrer, pour tout élément c^ de 3TI*,
l'existence d'un élément b^ de F/[F]* tel qu'on ait dans k les
égalités : _____

det^.(^) == det^(6/), 1 < i ^ n (1)
où on note ~x la classe dans k de l'élément x de 0^ .

Le groupe G ( k / P ^ ) opère sur l'ensemble des /^-caractères ir-
réductibles de F et désignons par {ik-}, / ^ J , une famille de re-
présentants des orbites. Montrons qu'il suffit de montrer (1) pour
/ E J .̂ Soit b^ un élément de FJF]* tel qu'on ait (1), pour /€ J.
Si \l^f est un caractère irréductible de F il existe / E J et un élé-
ment a de G ( k / F f ) , qui se relève en un élément a de G(K/Q/)
tel qu'on ait l'égalité i//, = ^° et on suppose qu'on a choisi l'en-
semble {^J de façon que .̂ = ^a . On a alors les égalités :

det^.(a,) = det^(a/)° = det^ (^)° = det^(^)

et donc l'égalité (1) est vérifiée pour tout i , 1 < ï < n. Il nous
suffit donc de démontrer l'existence d'une unité b^ de F^[T]
telle qu'on ait l'égalité (1) pour tout z ' E J . La F^-algèbre :
Fjr]/rad(Fjr]) est semi-simple et se décompose en une somme
directe d'algèbres simples {A,}, / E J . Pour tout i ^ J on note
k^ le centre de l'algèbre A, et N .̂ la norme réduite de A .̂ dans
kf. On a la suite exacte :
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1——^rad(Fjr])—>Fjr]-^ fi A,-^ 1 .
f e j

On en déduit la nouvelle suite :

1 —> rad(Fjr]) ® k —^ k[r] -^ îî A, ® k —^ 1 .F/ 'ej ^
On a l'égalité: rad Â:[r] = rad(FJF]) ® k ([34]); on sait

F/
en outre, puisque k est une extension séparable de F ^ , que pour
i ^ J l'algèbre A, ® k est une /^-algèbre semi-simple. Les facteursF/
simples de fc[r]/rad(fc[r]) sont donc obtenus en décomposant en
somme d'algèbres simples les facteurs simples deFJT]/rad(Fjr])
étendus à k. Si c^ appartient à OT^* alors (det^(c^))^j définit
un élément de II F^(^.)* et donc un élément (a,)^j de n À:?.
L'homomorphisme de groupe N, : A,* —> k^ est surjectif et il existe
donc un élément a = (a,)^j tel que (a,),çj = (N,(^.)),çj. Or
toute unité de n A? se relève en une unité de Fjr]/rad(Fjr])
et donc en une unité de FJF]. On a donc montré l'existence d'un
élément b^ de FJF]* tel que : det^.(a^) = det, (^) pour tout
f ^ J , ce qui achève la démonstration de la proposition.

Revenons à la démonstration du théorème 3.1.
L'isomorphisme (1) nous donne la suite exacte de groupes et

d'homomorphismes suivante :
1 —" H^m (R^ , 0^) H Ker r^/H^m (Rj., 0^) H det(U(Z[F]))

—> n (Kerr /^/detCZjn^—^KerACD—^l

où ^ F désigne le composé par ^ p de l'injection canonique de
detCOn? dans detU(OIZ). On note det0^^*) (resp. det^^ZJF]*))
le sous-groupe de det(OTZ^) (resp. det(ZJF]*)) des éléments det(c^)
où ^ appartient à ^* (resp. Zjr]*) et vérifie : d e t 0 ( a ^ ) = l
(mod. S) pour tout caractère 0 de F.

La proposition 4.1. permet d'identifier les groupes Ke r r / p
et det(ZJF]*). det0^^*).

On en déduit l'isomorphisme de groupe suivant :
Ker/^/det(Zjr]*) ^ det(l)(^*)/det<l)(ZJ^]*).

Pour achever la démonstration du théorème 3.1. il suffit de démontrer
la proposition suivante où \F\j désigne l'ordre d'un /-sous-groupe
de Sylow de F.
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PROPOSITION 4.3. - L'exposant du groupe det^jri^/det^Zjr]*)
divise \T\^. En outre lorsque l est égal à 2 et divise |F[ , alors
il divise |F^/2.

Nous adoptons dans la démonstration de cette proposition les
notations suivantes: on désigne par {0,}, 1 < î < m, une famille
de représentants des orbites de l'ensemble des caractères irréductibles
de F sur lequel opère le groupe G(Q^/Q^). A tout entier f ,
1 < i < m, on associe un facteur simple A, de Q, [F]. C'est une
algèbre de matrice M^.(D^) sur un corps gauche D, de centre K,
et on note m2 le degré de A, sur K,. On désigne par L, une ex-
tension non ramifiée de K, qui est un sous-corps commutatif ma-
ximal de D,. On note 0^. (resp. OL.) l'anneau des entiers de K,
(resp. Lf) et P, (resp. %,) l'idéal maximal de OK. (resp. OL.).
Si P est l'idéal maximal d'un anneau de valuation discrète A de
corps des fractions E on note TT^ une uniformisante de E, Vp
la valuation P-adique et U1 le sous-groupe des unités x de E telles
qu'on ait l'inégalité: ^ p ( j c — l ) > l . L'ordre maximal OTI^ se

m
décompose en un produit direct II Oïl, où OTC, est un ordre ma-
ximal de Zf dans A, qui contient OL ..

La norme réduite de A, sur K, est notée N .̂ ; en outre la
restriction à L, de la norme réduite définie sur D, coïncide avec
la norme usuelle de corps de L, dans K, que l'on note N L . | K . -
On sait qu'il existe pour tout i un isomorphisme g^ de K^. sur
Q,(0,) tel que pour tout a de QJF] on ait l'égalité :

^,(N,(a,)) = det^.(a)
où Of désigne la composante de OL sur A,. Le conducteur central

YYl

F de JîZ,j dans ZJF] se décompose en un produit direct : F = n F .̂
où F, est l'idéal entier de K, défini par l'égalité (['19]):
F, = /"/m^rfCK,) où /" est égal à l'entier |F|^ et où ûf(K,) désigne
la différente de K,.

Soit OL un élément de OTIJ" qui définit l'élément det(a) de
det^OT^*). Pour tout i, g, associée det^(a) un élément N,(a,)
de UK. . Puisque L, est une extension non ramifiée de K^., il existe
([24]) un élément û, de UL. tel qu'on ait l'égalité : NL.IK.(^) = N^.).

LEMME 4.3. - Pour tout entier i, 1 < i < m, et tout élément
û, de UL. on a les inégalités
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(i) si l est différent de 2 : ^ (ûf - 1) > v (/"/w, rf(K,))
(ii) si l est égal à 2 : v^(af~1 - î ) > ^ (y/m, d(K,)).

Nous démontrons (i) et nous indiquons comment démontrer (ii).
Pour cela montrons l'inégalité :

^.(<- 1 )>^ (TOK,)). (1)
L'élément û, se met sous la forme û, = 1 4- TT^. ̂  avec u. ap-
partenant à 0^.. On utilise la formule du binôme et on montre que
l'inégalité (1) est une conséquence de l'inégalité (2) que nous allons
démontrer :

\ [(0<] >\(lnw) (2)
pour tout entier k avec 1 < k < /".

Il nous suffit donc de montrer pour tout entier k , l'inégalité
(3) suivante :

%^A).û?(K,))> 0. (3)

L'isomorphisme ,̂ nous permet d'identifier les corps K, et Q/0.)
et donc de considérer K, comme une sous-extension de Q/(e^ ,e^)
où e^ (resp. e^) est une racine primitive u-ème (resp. r-ème) de
l'unité où u est un entier non divisible par / . Notons E, (resp. s)^.)
le corps K,(e^) (resp. son idéal maximal). Puisque Q/(e^) est une
extension non ramifiée de Q/ , E, est une extension non ramifiée
de K, ; on en déduit, grâce à la formule de trànsitivité des diffé-
rentes, l'égalité :

^ ((4^). ûf(K,)) = ^((TT^/ÂO . rf(E,)).

On remarque que E, est une extension de Q/(e^) qui est une ex-
tension non ramifiée de Q/ . En utilisant l'égalité précédente et la
formule de trànsitivité des différentes, on remarque que l'inégalité
(3) est équivalente à l'inégalité (4) :

i^((^A).rf(E,|Q,(6,)))>0 (4)
où ri(E|K) désigne la différente de E sur K . Nous montrons
l'inégalité (4) pour toute extension E, d'idéal maximal ^, de Q/(e^)
contenue dans Q/(e^,e^). Distinguons deux cas suivant la parité
de / .

a) / est différent de 2
Le degré de E sur Q/(c^) est de la forme Vd où d est un

entier qui divise (/- 1) ; E est une extension de Q/(e^) contenue
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dans Q^(e^ ,e^+i ) et Q/(e^,e^+i) est modérément ramifiée sur
E. Notons $' l'idéal maximal de Q,(e^,e^+i) . Pour démontrer
(4) il suffit de montrer l'inégalité :

V^Q^e^)/^- ̂ EfO^)) > 0 (5)

où ûf(E|Q^)) désigne l'idéal ûf(E|Q^)). OQ ^ , . . On a
l'égalité : / "' /

I^WEIQ^))) == yWQ^ , <^i))) - ̂ WQ/(e, , e^)|E)).

Or on a l'égalité :
v^.(d(Q^, e^)/E)) = [Q^ , e^i) : E] - 1.

On a donc l'inégalité :

l^(rf(E|Q/(€j) > ̂ WQ/(€,, 6^))/0

et l'inégalité (5) est une conséquence immédiate d'un résultat de
Ullom([28],lemme3.4).

b) / est égal à 2
Le degré de E sur Q^(e^) est de la forme 2t et donc E est

de la forme M(e^) où M désigne l'une des sous-extensions de
Q/(e^r) de degré 2t. On sait ([28]) qu'on a l'inégalité :

V((7^^)//:)•Û?(M(^))/2)> 0.
On en déduit facilement l'inégalité (2) du lemme.

Nous pouvons achever la démonstration de la proposition 4.3.
On peut naturellement associer à ûj" (resp. a2"" ) si / est dif-
férent de 2 (resp. égal à 2) un élément é, de 1 + F,!)̂ . tel qu'on ait :

N,(6,) = N^W (resp. N^.^)2""1)

si / est différent de 2 (resp. égal à 2). L'élément b de OIZ^ dont
les composantes sur 01̂  sont égales à b, appartient à l'intersec-
tion Z^ [F] 0 Jl̂ * ; c'est donc une unité de Z^ [F]. On a les égalités :
det^.(6) = det^a/" (resp. det^a)2""1), 1 < i < m, si /
est différent de 2 (resp. égal à 2). Or tout caractère irréductible Q
de F est conjugué d'un caractère 0, ; on en déduit les égalités :
det^é) = det^ay" (resp. det^a)2""1) si / est différent de 2
(resp. égal à 2) pour tout caractère irréductible de F et donc pour
tout caractère 9 de F .
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5. Démonstration du théorème 3.2.

On suppose, dans ce paragraphe, que F est le produit semi-
direct d'un sous-groupe H abélien, distingué et d'ordre m par un
sous-groupe abélien F d'ordre s ; on suppose que m et s sont
premiers entre eux.

a) Représentations des groupes métabéliens
Déterminons les représentations irréductibles du groupe F. Le

groupe F opère sur les caractères de degré 1 de H et on note x
l'orbite du caractère x - A tout caractère \ de H on associe les
éléments suivants qui ne dépendent que de x : F- le sous-groupe
d'isotropie de x , Fç le produit semi-direct de H par F<,, g-, son

X X X
ordre, c'est-à-dire l'ordre de l'image de H par \. Tout caractère
X de H se prolonge en un caractère de degré 1 de F.. en posant :
\W) = \(h) pour tout h de H et / de F^ .

Soit </? un caractère irréductible de F^ ; en composant ^ avec
la surjection canonique : (F^ —> F^) on définit un caractère de
F^ de degré 1 et d'ordre g . Le produit x<^ est donc un carac-
tère de degré 1 de F^ . On a alors le résultat suivant ([25]) :

PROPOSITION 5.1. -
(i) Pour tous caractères irréductibles x de H et ^ de F-

le caractère Ind^ (x<^) est irréductible.
x

(ii) Les caractères Ind^(x^) et Ind^(x^') sont égaux
si et seulement si x = X' et ^ == ^ P ' '

(iii) Tout caractère irréductible de F est de la forme Ind^(x<^)
où x (resp. <^) est un caractère de H (resp. F..).

Si V/ est un caractère irréductible de F il est donc induit par
un caractère de degré 1 d'un unique sous-groupe de F qu'on note
F^ et qui est égal au produit semi-direct de H par un sous-groupe
F^ de F. On remarque que l'ordre de ce caractère de degré 1
ne dépend que de ^ , on le note g^ . Si ^ est induit par \(p, on
note plus simplement ^ = (x<^)*. Nous voulons déterminer le
corps Q(V/) obtenu par adjonction à Q des valeurs du caractère
^ . Nous nous plaçons dans l'hypothèse restrictive où le groupe F
vérifie la condition (C) définie au paragraphe 3.
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Si 0.g^ désigne le corps cyclotomique des racines g^-ème
de l'unité, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2. — Si ^ est un caractère irréductible d'un
groupe métabélien F qui satisfait la condition (C) alors Q(^) est
le corps des invariants de Q ^ par un sous-groupe de G(Q(^/ /Q)
isomorphe à F/F^, .

Démontrons cette proposition. On suppose que le caractère
V/ est égal au caractère (x<^)* et on note a^ un élément de H tel
que x(û^) soit une racine primitive g^-ème de 1 ; on note €g
(resp. €g ) cette racine (resp. une racine primitive g -ème de 1).
Le sous-groupe Ker x de H est distingué dans F, donc, pour tout
y de F, \(ya^y~~1) est une racine primitive gy-ème de 1. On dé-
finit l'application 0'—> u.,) de F dans G(Q°^)/Q) où u., estf \
le Q-automorphisme de Q ^ défini par: u(Cg ) = x(ya y~1)
et Uy(€g ) = €g . L'application (y '—> Uy) est un homomorphisme
de groupe dont le noyau est le groupe F^ . On considère dans ce
paragraphe F/F^ comme un sous-groupe de GCQ^/Q). Soit K,.
le corps des invariants de F/F^ dans Q r . Le caractère \f/ vérifie
les égalités: ^(x) = T^(^) ((x^OO)) (resp. 0). Si x appar-
tient (resp. n'appartient pas) à F^ . On en déduit l'égalité Q(V/) = K , .

b) Facteurs simples de Q[F]
L'algèbre de groupe Q[F] est semi-simple et se décompose

en une somme directe de Q-algèbres simples. On sait que toute al-
gèbre simple sur un corps de nombres est un produit croisé. Nous
nous proposons de déterminer, à un isomorphisme près, les produits
croisés qui apparaissent, dans la décomposition en facteurs simples
de l'algèbre Q[F], associée à un groupe métabélien, qui vérifie la
condition (C). On peut trouver des résultats pour cette étude dans
[29], [30], [31] ou [12]. Nous adoptons les notations de [22]. Soit
L une extension galoisienne finie d'un corps de nombres K et soit
G le groupe G(L/K). A tout 2 cocycle / de Z^G.L*) on peut
associer une classe d'isomorphisme de K-algèbres centrales simples.
On note (L/K,/) un représentant de cette classe ; c'est une algèbre
qui possède une base sur L de la forme {Uy}y^Q qui satisfait les
propriétés suivantes : Uy. x = a(x) u^ , Uy u^ = f(o , r) u^ pour
tous x de L et a et r de G.
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Soit ^ un caractère irréductible de F. On sait (proposition
5.1) que ^ == (x^)* °ù {? es^ déterminé de manière unique. Soit
t une application de F/F^ dans F qui définit un système de re-
présentants. On désigne par /(v/) l'application de F/F^, x F/F^
dans Q^* définie par l'égalité :

/^(X^) = ^(r(X) r(Y) r(XY)-1) pour X et Y G F / F ^ .
On montre facilement que f(^) est un 2-cocycle c'est-à-dire un élé-
ment de Z2(F/F^ ,Q(^)*) ; on note A^ le produit croisé
(Q^/QC^),/^)) et on désigne par {^XGF/F une ^se de
A^ sur Q^. On définit un homomorphisme d'algèbre de Q[r]
sur A(^), qu'on note ^ (v / ), de la manière suivante: si x appar-
tient à Q[F] il s'écrit ^ a^ t(X) avec o^ appartenant à

XŒF/F^,
Q[FJ ; on définit ^^(x) par l'égalité :

^(x)^ S (X^X^x)^'
xer/F^

Le groupe ^ÎQ opère sur les caractères irréductibles de tout
sous-groupe G de F. On note G l'ensemble des orbites des ca-
ractères de G. La notation x G x signifie que \ parcourt un sys-
tème de représentants des^ éléments de ô. On obtient un système
de représentants S de F en considérant les caractères : {(x^)*
avec X e H ^ (/^F^- On a la proposition suivante :

PROPOSITION 5.3. — L'homomorphisme d'algèbre ^ = II ^^
de Q[F] rfû/î51 II A^ est un isomorphisme.

^/es
On montre facilement que l'homomorphisme $ est injectif

et on achève la démonstration de cette proposition en montrant
que les dimensions sur Q des algèbres Q[F] et II A^ sont égales.

<//es
Dans la suite de ce paragraphe on identifie les algèbres Q[F]

et II A^ ; dans cette identification l'algèbre Z[F] devient un
^/es

ordre de Z dans II A^ contenu dans l'ordre "II == II Zl^
V/es V/es

où CU(V/) désigne le sous-anneau de A^ des éléments de la forme
S axux ou ax ^P^tient à Z g ^ .

xeF/F^

c) Démonstration du théorème 3.2, ( i )
Nous adoptons les notations suivantes : Pour tout caractère

irréductible ^ du groupe F on désigne par R/^ l'anneau des
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entiers de Q(^) et pour tout idéal premier % (resp. P) de Z^^
(resp. R^) on note Z^ (resp. R^) ranneau des entiers du
complété pour la valuation 92-adique (resp. P-adique) de Q y

(resp. Q(VO). Si / est un nombre premier on note \Jl(Z(8^) (resp.
U^R.^)) le produit II U^Z^) (resp. II U^R^)) où

<fe5/ pes/ (. )
'§f (resp. S^) désigne l'ensemble des idéaux premiers % de Z w

(resp. P de R^) au-dessus de / et on identifie U^R^) à un
sous-groupe de U^Z^ ). Le produit des normes locales induit un
homomorphisme N^de U^Z^) dans U^R^). On utilise les trois
lemmes suivants dont nous ne faisons qu'indiquer les démonstrations.

LEMME 5.1. — Pour tout caractère irréductible \^ de Y et tout
nombre premier l qui divise |F| alors N^ est un homomorphisme
surjectifde U^Z^) sur U^R^).

Montrons tout d'abord que pour tout idéal premier P de Q(^)
au-dessus du diviseur premier / de |r| l'extension Q^^ de Q(V/)
est modérément ramifiée en P. En effet si / divise m alors / ne
divise pas [F : F^] et donc / ne divise pas l'indice de ramification
de P dans Q^ ; si / divise s alors P n'est pas ramifié dans Q^.
Soit % un idéal premier de Q^^ au-dessus de P, on sait ([24],
chapitre V) que la norme locale induit un homomorphisme sur-
jectif de U^Z^) sur U^R^) ; on en déduit que N^ est sur-
jectif.

Remarque. — Pour tout caractère irréductible ^ de F le corps
Q g^ est une extension de Q(^) contenue dans A^ dont le de-
gré sur Q(^) est égal à la racine carré du degré de A^ sur Q(V/).
On sait qu'alors la restriction à Q y de la norme réduite de A^
est égale à la norme de corps de Q ̂  sur Q(^) •

Si K est un corps de nombres on note ûf(K) la différente de
K. On définit pour tout caractère ^ de S l'idéal bilatère ^w

de ZL^ par l'égalité : ^lw = IFJ/ûKQ^) et on note ^ l'idéal
bilatère II ^w de Zl .

<//es

LEMME 5.2. - On a l'inclusion suivante : Si^ C Z[F].
La démonstration de ce lemme est laissée au lecteur.
Pour tout nombre premier / et tout caractère \b de S notons

€j ( \ l / )l l'ordre d'un /-sous-groupe de Sylow de F. .
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LEMME 5.3. - Pour tout élément x de U^Z^) on a l'iné-
galité : v^x161^'1 - 1) > ^(^(v/)).

La démonstration de ce lemme est analogue à celle du lemme
4.3 ; nous ne l'écrivons pas.

Démontrons maintenant le théorème 3.2. (i). On sait par un
résultat de Williamson et Harada ([16] et [33]) que ^ est un ordre
héréditaire de Z dans II A^. On sait donc ([17]) que tout élé-

^^s ^ _
ment x de D(Z[F]) possède dans Hom (Rp , U(Q)) un représen-

ta
tant de la forme det(a) où a est un élément de U^). La pro-
position 4.2. et la remarque précédente montrent que tout élément
x de KerA(r) admet un représentant det(a) où a = (c^) est un
élément de L^U) qui vérifie les congruences : det^ (c^) = 1 (mod ff)
pour tout caractère ^ de F et tout nombre premier / . Pour dé-
montrer le théorème il suffit de démontrer l'existence, pour tout
nombre premier / qui divise \V\, d'un élément a^ de ZJF]* tele/(r)—i
qu'on ait les égalités : det^ (a^)1 == det^ (û/) pour tout V/
de S où ^(F) est défini par l'égalité : \Y\^ = /e/(r).

L'élément (det^ (o'/))^es définit un élément de H U^R^)
et l'on sait par le lemme 5.1. qu'il existe 6 / = (é^), ^ç de

( \ • l \^ fc:0

n U'CZ^) vérifiant:
il/es

det^(^) = de4(^) = ̂ \b^) = det^ (^)
pour tout caractère ^ appartenant à S. Or pour tout \b de S

^(F)-l
on sait, grâce au lemme 5.3, que (b^^1 appartient au sous-
groupe l+^^ZL^ de CUW* et donc éf^0"1 appartient
au sous-groupe 1 + (^tl)/ de ^ ; l'élément b1 l appartient
à ZJF] H U^ (lemme 5.2.), c'est-à-dire au groupe ZJF]*. Nous
venons donc de montrer que det(c^y appartient au groupe
det(ZJF]*) ce qui achève la démonstration du théorème 3.2. (i).

d) Démonstration du théorème 3.2. (ii)
Pour démontrer cette proposition il suffit de montrer que tout

élément x de Ker/^F) possède dans Hom (Rp, U(Q)) un re-ÎÎQ
présentant det(a) où a. = (a/) est un élément de U^U) tel qu'on ait :
det^ (a/) = 1 (mod. R) (resp. = 1) pour tout nombre premier /
et tout caractère ^ de F (resp. de degré 1 de F).
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Nous supposons que le sous-groupe H de F est cyclique. Notons
F' le sous-groupe des commutateurs de F et F^ le groupe quo-
tient F/F'. Puisque F/H est un groupe abélien. F' est un sous-
groupe de H.

LEMMI: 5.4. - Si les entiers m et s sont premiers entre eux,
alors le groupe F^ est isomorphe à un sous-groupe de F.

La démonstration consiste en la vérification des assertions sui-
vantes :

(i) Soit H" le centralisateur de F dans H. Alors [H : H"]
et [H" : l ] sont premiers entre eux.

(ii) Soit U le sous-groupe de H tel que u n H " = { l } et
UH"= H, alors F '= U .

On en déduit que le groupe F^ est isomorphe au sous-groupe
H"F de F auquel nous l'identifions et nous considérons Zfr^]
(resp. UCZfF^])) comme une sous-algèbre (resp. un sous-groupe)
de Z[F] (resp. U(Z[F])). Tout caractère de degré 1 de F est trivial
sur le sous^groupe F' de F et définit par passage au quotient un
caractère 0 de F^. L'application (6—^6) définit une bijection
de l'ensemble des caractères irréductibles de degré 1 de F sur l'en-
semble des caractères irréductibles de F^ ; elle se prolonge en
un isomorphisme de R^ sur R^> où R^ désigne le sous-groupe
de Rp engendré par les caractères de degré 1. Si ^ est le caractère
d'une représentation T de F, la restriction de T à ^<a^?> définit
une représentation de ce groupe qui se décompose en une somme
de caractères de 'degré 1 ; on définit ainsi un homomorphisme
(^—> ^') de Rp sur R^) (ou R^).

Soit x un élément de Ker/z^F). Puisque x appartient à
Ker/?(F) il possède un représentant det(a) dans Hom (R , U(Q))
de la forme det(a) où a = (a,) est un élément de ^(U) tel que :
^t^/)^ 1 (mod. J?) pour tout nombre premier / et tout ca-
ractère ^ de F. Puisque x appartient à Do(Z[F]), il existe
ûEU(Z[F^)]) et ^eH^m(R^) ,0^) tel qu'on ait :
det^a) = detff(a) u(6) pour tout caractère 6 de F^. L'élé-
ment a de V(Z[r^]) définit un élément a de U(Z[F]) ; en outre
on définit un élément v de Hom (Rj, ,0-) en posant : u(^) = u ( ^ ' )HQ
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pour tout caractère ^ de F. Si le caractère ^ est symplectique
on sait que ^ ' est symplectique, ce qui montre que v appartient au
groupe Hgm(R^,0^) . Soit j3 = Q3/) l'élément de U^) tel que :
det(j3) = detÇaa-^v-1.

Par définition det(j3) est un représentant de x dans
H^om (R^ , U(Q)). Si 0 est un caractère de degré 1, on a det^jS) = 1 ;
pour tout caractère V/ de F on a la congruence :

det^O^det^ûÇ-1)^-1^) (mod. ff) .
Or on a l'égalité :

det^(^) i^) == det^) ^(^),
et donc :

det^(û,)^(^)= det^(a/).

On en déduit les congruences : det^, (^) = 1 (mod. K) pour tout
nombre premier / et tout caractère ^ de F ce qui achève la dé-
monstration.

6. Etude d'un exemple.

Une étude plus précise du groupe Do(Z[F]) permet dans cer-
tains cas particuliers d'améliorer les résultats du théorème 3.2. Nous
allons faire une étude du groupe D(Z[îî^]) associé au groupe qua-
ternionien généralisé H^ où m est un nombre entier impair ; nous
nous intéressons plus particulièrement au cas où m est égal à la puis-
sance d'un nombre premier / . On utilise une généralisation immé-
diate de la méthode donnée dans [2]. On note C^ l'unique sous-
groupe cyclique d'ordre 2m de H^. L'algèbre Z^J est contenue
dans Z[H4^] et on définit par extension des scalaires un homomor-
phisme 6 de C(Z[C,J) dans C(Z[H^J). En utilisant les descrip-
tions données dans [6] des groupes C(Z[C2j) et C(Z[H4j), l'homo-
morphisme 0 est défini par passage au quotient par l'application :
(/—^/) de ^^(RC^W)) dans Hçm (R^ , J(Q)) où J
est défini par l'égalité: 7(0) = /0'*(0)) ^our t^ut 6 G R^
?* désignant l'homomorphisme de R» dans Rp induit ^ar

"4w ^2m_ v

\ injection canonique J de C^ dans H^ , et où J(Q) désigne le
groupe des idèles de Q .
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a) Résultats

On adopte les notations suivantes : K^ est la sous-extension
réelle maximale de Q^ et on note R^ son anneau d'entiers.
On a un isomorphisme de Z-algèbre de Z[C^] dans II (Z^ x Z^)

cf|w

et on identifie Z[C^] avec son image dans II (Z^ x Z^). On
cflw

désigne par A^ le sous-anneau Z[C^] H n (R^ x R^)
de II (Z^xZ^) ; c'est un ordre de Z dans ^la Q-algèbre

d\m

n (K^ x K^) contenu dans n (R<60 x R^) qui est l'unique
d\m d\m
ordre maximal de cette algèbre. On note D(A^) le noyau de l'ho-
momorphisme induit par l'extension des scalaires de C(A^) sur
n (CXR^) x CCR^)). Pour tout diviseur premier / de m on note

d\m
e^ le plus grand entier n tel que /" divise m.

THEOREME 6.1. -
(i) Le conoyau de l'homomorphisme induit par extension des

scalaires de D(Z[C^^]) dans D(Z[îî^]) est un 2-groupe
ï. e^

élémentaire dont l'ordre est égal à 2 / lw .
(ii) // existe un homomorphisme surjectif de D(Z[rÏ4^]) dans

D(A^^) dont le noyau est un 2-groupe élémentaire.
On dit que H est un /'-groupe lorsque / est un nombre pre-

mier qui ne divise pas |H| .

COROLLAIRE 6.1. - Le groupe D(Z[H^^]) est somme directe
d'un 2-groupe élémentaire dont l'ordre est égal à 2" et d'un 2 '-groupe
isomorphe à D(A ^) . En outre lorsque l est un nombre premier
régulier et que l'ordre de 2 modulo l est pair, alors D(A^) est
un Y-groupe isomorphe au groupe'. II ((R^ / 2)* / îm. R^°*).

i < z < n

Remarque. — Le résultat du corollaire 6.1. complète un résul-
tat de Wilson ([32]) et de Frôhlich ([9]).

COROLLAIRE 6.2. — Si N est une extension galoisienne modé-
rément ramifiée d'un corps de nombres K dont le groupe de Galois
est isomorphe au groupe quaternionien H^ où l est un nombre
premier impair et régulier tel que l'ordre de 2 modulo l soit pair,
alors dans D(Z[G(N/K)]) on a l'égalité : U^/K == ^(^/K:)-
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Le groupe H^ est engendré par a? et a qui vérifient les éga-
lités c^" = 1 = a4 et aa)0~~1 = a;"1. Pour tout entier ;, 1 < î < ^ 2 ,
on note e ^ une racine primitive ^'-ème de l'unité et on désigne par
0^ le caractère de degré 1 de C défini par : 0,(o?) = e - et
^•(<72) = — 1 . Notons 0* le caractère de H^ induit par le ca-
ractère 0 de C^. L'ensemble { 0 ? , l < f < / î } est un système
de représentants des orbites de l'ensemble des caractères symplec-
tiques irréductibles de H^ sur lequel opère ÎÎQ. Si N est une
extension galoisienne de Q dont le groupe de Galois est H^ à
chaque i , 1 < i < n, on associe la valeur ± 1 de la constante
W(0*, N/Q) qu'on note W,(N). Le corollaire 6.1. montre que la
2-composante de D(Z[îi^n]) est un 2-groupe élémentaire d'ordre
2" qu'on identifie au produit de n copies du groupe multiplicatif

{ ± 1 } . Si a est un entier non divisible par / on note ( — ) le sym-

bole de Legendre.

COROLLAIRE 6.3. — 57 N est une extension galoisienne modé-
rément ramifiée de Q dont le groupe de Galois est isomorphe au
groupe quaternionien îî où l est un nombre premier impair,
alors :

(i) on a l'égalité :
/W,(N)

^Q,,'i(-7-),l<«>.

(ii) si l est régulier et si l'ordre de 2 modulo l est pair, on a
l'égalité : ".o'sc^.x,^

Remarque 7. — Si l'unique sous-extension quadratique de N
est imaginaire on sait ([14] ou [10]) que W,(N) == 1 , 1 < i < n ;
on en déduit que UN/Q^ = 1 et même que ON est un Z[G(N/Q)]-
module stablemeni^ libre sous les hypothèses du corollaire 6.3. (ii).

Remarque 2. — Lorsque (—^ = — 1 l'ordre de 2 modulo /

est pair ; inversement si / = 1 (mod. 4) et si l'ordre de 2 modulo^
1 est pair, alors (— ) = — 1 . Le corollaire 3 nous donne les ré-
sultats simples suivants :
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Si N est une extension modérément ramifiée de Q dont le
groupe de Galois est isomorphe à H^ où / est un nombre pre-
mier et régulier lorsque n > 1 :

(i) si / = 1 (mod.4) et / ^ 1 (mod. 8) alors 0^ est un
Z[H^] -module stablement libre.

(ii) si / = - 1 (mod. 4) et / ^ - 1 (mod. 8) alors 0^ est
un Z[H4^] module stablement libre si et seulement si W,(N)= 1
pour tout entier i tel que 1 < / < n .

b) Démonstrations des résultats
Le théorème 6.1. est une généralisation immédiate des théo-

rèmes 1 et 2 de [2]. Les corollaires 2 et 3 sont des conséquences du
corollaire 1 et du théorème 3 de [9]. Démontrons maintenant le co-
rollaire 1. Etudions pour cela le noyau D(A^) de rhomomor-
phisme </? induit par l'extension des scalaires de C(A^) sur

n (Cd^0) x C(R00)) où R0^ désigne par convention l'an-
0<i<n
neau Z des entiers relatifs. Notons C^ le groupe à deux éléments
et considérons l'anneau II R^^C,] ; c'est un ordre de Z dans

0<i<n
n (K^ x K^) qui vérifie :

O<J'<M

A,^ C n R^CJ C n (R^ x R01)).
2( 0<J<M 0<Î<M

L'homomorphisme ^ se décompose en un produit d'homomorphismes
g et / induits par extension des scalaires :

f:C(A )-^ n C(R<^[CJ)
21 0<i</î

g : n CÇR^ [cj) —^ n (cw^) x CÇR^)) .
0<i<n 0<i<rt

On a donc l'égalité numérique :
|D(A^)| == |Ker/| \Kerg\.

Si ^U et 011 sont deux ordres de Z dans une algèbre commu-
tative tels que ^U C OTI , Serre a montré ([26]) l'isomorphisme suivant

Ker [CCU) —^ C(OH)] ^ (JÎZ/F^/^/F)* Im . Jn;* (1)

où F (resp. F) désigne un idéal de ^U, conducteur de OTI dans
^ (resp. l'idéal engendré par F dans Oît). Nous allons en utili-
sant cet isomorphisme déterminer séparément les groupes Ker g
et Ker/.
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Calcul de Ker g :

Pour tout entier i , 1 < i < / î , on note .̂ rhomomor-
phisme induit par l'extension des scalaires de C^R^CJ) sur
CÇR^) x CXR^0). L'isomorphisme (1) nous donne l'isomorphisme
de groupe :

Ker^^CR^^^/ ImR^*.
On en déduit que Ker g est un 2^-groupe isomorphe au produit di-
rect de groupes :

H ((R^^/ImR^0*).
1<Î< /2

Calcul de Ker/:

Pour tout entier / , 1 < / < n, on note L, l'unique idéal pre-
mier de R^ au-dessus de / et, pour tout a, > 0, L^ l'idéal bi-
latère de R^CJ engendré par L^ . Il existe un conducteur de

II R^tCJ dans A de la forme : n L37 où a. est un
0<ï<w zl 0<f<n ï. l

entier > 0 qu'on ne précise pas. Le groupe (R^CJ/L. ')* est
isomorphe au groupe (R^/L^')* x (R^/L^')*. Le l groupe
(R^/L^)* est somme directe d'un /-groupe et d'un groupe cyclique
d'ordre ( / - l ) ; la /-composante de ce groupe étant triviale si
a, = 1 . L'application R^CJ* —> (R^/L,)* x (R<^/L,)* est
surjective. En utilisant l'isomorphisme (1) on en déduit que le groupe
Ker / est un /-groupe qui est réduit à l'élément neutre si n = 1 ce
qui démontre la première partie du corollaire 1.

Montrons la seconde partie du corollaire 1. Nous allons montrer
que Ker g est un /'-groupe lorsque l'ordre de 2 modulo / est pair
et que, si l'entier n est égal à 1 ou si / est régulier, le groupe Ker /
est réduit à l'élément neutre. Pour tout entier i , l < i < n , no-
tons t, (resp. s,) l'ordre de 2 modulo /' (resp. [Q^0 : Q]/r ,) .

Si l'ordre de 2 modulo / est pair, l'entier ^ est pair et l'ordre
du groupe (R^/2)* est égal à (2 r I / 2 - l ) ' l . Le groupe Ker g,
est un /'-groupe pour tout / , 1 < i < n, et donc KQT g est un
/'-groupe.

L'application / se décompose de la manière suivante :

C(A^) ^C(A^)xC(R^[C,])

—>.. .-^ c(Z[c^]) n CXR^CJ).
KKn
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Montrons que pour tout / , 1 < / < n, le groupe Ker f^ est réduit
à l'élément neutre. Nous utilisons pour cela les résultats de Keating
([20]).

Nous donnons un rapide aperçu de la démonstration de l'éga-
lité : Ker/,, = {1}. Il existe un conducteur F, de A^-i x R^tCJ
dans A^ de la forme : F^= F,_i xL^"1-^72. On peut définir
un homomorphisme surjectif de groupe de

(A^^/F.^^xCR^CCJ/P'2-1-1)/2)*

sur (R^CJ/L^"1^2)* dont le noyau est le groupe : (A^/F^)*.
En utilisant (1) on obtient l'isomorphisme :

(R</'î)[C,]/Lf~l+l)/2)*/Im(R</")[C,]*) - Ker/,.

Lorsque / est un nombre premier régulier, Keating a montré ([20])
que quel que soit l'élément x de R^ congru à 1 module L^ il
existe une unité u de R^ telle que xu~1 soit congru à 1 modulo
L^" +1)/2. En outre lorsque l'ordre de 2 modulo / est pair l'entier
(2^72 - 1) n'est pas divisible par / et tout élément de R^ vérifie
la congruence ; x^2 n -1) ^ 1 (mod. 2) ; on peut alors choisir l'unité
u précédente congrue à 1 modulo 2. Le groupe Ker/^ est donc
réduit à {1}. Pour tout entier f , 1 < i <s n, l'homomorphisme
fi est un isomorphisme et donc / est un isomorphisme. On a donc
démontré que lorsque / est régulier et que l'ordre de 2 modulo /
est pair le groupe Ker / est réduit à l'élément neutre.

Appendice I.

Soit F un groupe fini. On désigne par OTI un ordre maximal
de Z dans Q[F] contenant Z[F] et par F le conducteur central
([19]) de DU dans Z[F]. Si U est un ordre de Z dans Q[H
contenant Z[F] on note D^(Z[r]) le noyau de l'homomorphisme
induit par l'extension des scalaires de C(Z[F]) sur le groupe pro-
jectif CW) associé à 'U. On sait ([6]) que D^(Z[F]) est iso-
morphe au groupe :

(Hom (R. , 0*). det ^^^/(Hom (R. , 0*). det U(Z[r])). (2)
no Q no Q

A tout nombre premier / on sait associer ([6]) un homomor-
phisme r^ p de Hom (Rp , U(Q)) sur Hom (Kerû^ p , V^) tel que

SÎQ Î2Q
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l'image par ^ p de det U(Z[F]) soit réduite à l'élément neutre.
On définit ([6]) par passage au quotient un homomorphisme, noté
/^(F), de D(Z[F]) sur le groupe E/(F) défini par l'égalité :

E/(F) = Hom (Ker d, r , V/)/r/ p (Hom (Rp , 0-)).
ÎÎQ ' ' HQ v-

Dans l'anneau des entiers du centre l'idéal F se décompose,
pour tout nombre premier / , en un produit F(/) F'(/) où F(/)
(resp. F'(/)) est un idéal entier du centre égal à un produit de puis-
sance d'idéaux maximaux du centre au-dessus de / (resp. premier
avec /). Si 51 est un idéal d'un anneau commutatif A , on note
rad(50 l'intersection des idéaux maximaux de A contenant ^ l .

PROPOSITION. -
(i) Pour tout nombre premier l on a l'égalité :

Ker^(D=D^(Z[r])
où A(/) est l'ordre de Z dans Q[F] dé fini par l'égalité :

A(/) =Z[F] + rad(F(/)) Oîl.
(ii) On a l'égalité :

Ker/z( r )=D^(Z[r ] )
où A est l'ordre de Z dans Q[F] défini par l'égalité :

A = H A(/) = Z[r] 4- rad(F) 01Z .

Soit N une extension galoisienne modérément ramifiée d'un
corps de nombres K dont le groupe de Galois est noté F. On sait
que le produit AO^ est un sous-A-module localement libre de N
isomorphe à A ® 0^. L'élément U^/K de D(Z[F]) défini par
ON se décompose en un produit ^(W^/K) • ^N/K °ù ^N/K aP'
partient à Ker/z(F) sous-groupe de riKer^(F). La proposition
précédente nous fournit l'interprétation suivante du théorème 6.2 ([3]).

COROLLAIRE. — On a l'isomorphisme de A-module suivant:
AO^ e AO^ ^ A © A . En outre, si pour tout caractère symplectîque
0 de Y on a W(0 , N/K) = 1 , alors AO^ est un A-module sta-
blement libre et même libre lorsque Q[F] satisfait la condition
d'Eichler ou lorsque [K : Q] est supérieur ou égal à 2.

Démontrons la proposition. Pour tout nombre premier /' égal
à / (resp. différent de /) on a l'égalité : A(/)^ = A^ (resp. 3Tl^).
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En utilisant l'isomorphisme (2) et l'égalité :
Ker r[ ^ = det(ZJF]*). det0^^*),

qu'on a déduite de la proposition 4.1., on remarque qu'il suffit de
démontrer le lemme suivant :

LEMME. — Pour tout nombre premier l on a l'égalité :
Kerr;p == det(Ap.

Si / ne divise pas J F I on a les égalités immédiates suivantes:
K e r r ^ p ^ detOlZj") = det(A^). On suppose maintenant que /
divise |r| et on adopte les notations du paragraphe 4 (proposition
4.3.). Tout élément a de A^* s'écrit sous la forme a = a 4- u avec
a (resp. u) élément de ZJF] (resp. (rad(F) .OTC)/ ) . Pour tout
/ , 1 < / < m, on a les congruences : det^.(a) = det^ (a) (mod. P ).
On en déduit que pour tout / , 1 < i < m, det^.(û) appartient
à RT donc a appartient à ZJF] H OTI,* =ZJF]*. On a ainsi montré
l'inclusion : dei(A^) C det(Z/ [F]*). det0^^*). Inversement, on
démontre par une méthode analogue à celle de la proposition 1.3.
l'inclusion : det^OT^*) C det(l + (rad(F). Jïl),), ce qui achève
la démonstration du lemme et de la proposition.

Appendice II.

On sait (lettre de Frôhlich à Martinet) que M. Taylor a récem-
ment démontré une généralisation du théorème de Hilbert et Speiser
sous la forme suivante si N/K est une extension abélienne de corps
de nombres dont le discriminant D est premier avec le degré n,
alors ON est un Z[G(N/K)]-module libre (note : l'hypothèse
( D , ^ ) = 1 est plus restrictive que la simple hypothèse de ramifi-
cation modérée mais cette restriction n'est sans doute que provisoire).

Etant donnée une extension galoisienne N/K, de groupe de
Galois F, dont le degré est premier avec le discriminant, l'applica-
tion du résultat ci-dessus conduit à des améliorations de certains
résultats de cet article. On peut par exemple montrer qu'on a
l'égalité : U^ = 1 où A(F) désigne l'exposant d'Artin de F
qui divise [N : K] (cf. théorème 3.1.). Cette égalité et le théorème
3.2. permettent, en particulier, de démontrer la conjecture de Frôhlich
lorsque F est un groupe diédral D^ ou quaternionien H^ où
m est un nombre entier impair.
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