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SUR LE ROLE DE LA FRONTIERE DE R. S. MARTIN
DANS LA THEORIE DU POTENTIEL

par Ml Linda NAIM.

INTRODUCTION (*)

1. La théorie du probléme de Dirichlet a connu ces derniéres
années un important développement, en particulier pour géné-
raliser dans diverses directions la théorie ordinaire du cas
euclidien basée sur la méthode des enveloppes de Perron-Wiener-
Brelot {1]. Dans’une de ces directions, on conserve les fonctions
harmoniques et on généralise peu le domaine; on opére toute-
fois sur les « espaces de Green » introduits par M. Brelot et
G. Choquet [20], contenant par exemple pour deux dimensions
les surfaces de Riemann hyperboliques; mais I’extension porte
surtout sur la frontiére, obtenue non pas nécessairement comme
frontiére dans un espace de Green plus grand, mais par complé-
tion & partir d’une métrique quelconque compatible avec la topo-
logie dans I'espace de base; de plus les conditions-frontiére,
au lieu de porter sur des fonctions sousharmoniques ou surhar-
moniques u, portent sur %, h étant une fonction harmonique
> 0 fixée. Nous considérerons seulement ici deux axiomatiques
correspondantes (M. Brelot et G. Choquet [20], M. Brelot [18])
qui englobent, outre le cas euclidien classique, divers autres
problémes comme ceux relatifs a la frontiére «ramifiée» [7]
ou «géodésique» [20], la frontiére de Stoilov des surfaces de
Riemann [39] ou celle de R. S. Martin [17].

L’allure d’une fonction harmonique ou surharmonique a

(*) Pour mieux situer les présentes recherches dans la théorie du. potentiel, voir
les articles historiques et bibliographiques [15], [16] et surtout [12].
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la frontiére de son domaine de définition a aussi été fort
étudiée, mais les résultats connus, & part 'approche sur des
lignes de mouvement brownien (J. L. Doob [27] [28]), ne
concernent que des cas particuliers importants, comme les
fonctions & intégrale de Dirichlet finie, les solutions de divers
problémes de Dirichlet, les fonctions harmoniques ou surhar-
moniques positives étudiées au voisinage d’un point-frontiére
irrégulier (M. Brelot [8]), ou bien une frontiére euclidienne
assez réguliére comme dans 1’étude par M™e J. Lelong-Ferrand
[32] des fonctions surharmoniques >0 dans un demi-espace.

Dans toutes ces questions, et dans bien d’autres, est apparu
Pintérét d’un usage beaucoup plus large de la frontiére
de R. S. Martin ('), introduite par son auteur pour étendre
I'intégrale de Poisson-Stieltjes selon une représentation intégrale
des fonctions harmoniques > 0 dans un domaine (qui peut étre
plus généralement un espace de Green). On en connait
maintenant le lien étroit avec la théorie des éléments extrémaux,
qui selon un thécréme récent de G. Choquet, fournit aussi cette
représentation intégrale. D’autres applications de cette frontiére
ont été données, comme une forme générale du principe des
singularités positives de Bouligand et une extension du pro-
bléme d’existence et d’unicité de Cauchy (M. Brelot [9]),
et surtout le développement du probléme de Dirichlet corres-
pondant (M. Brelot [17] 18]), dit probléme de Dirichlet-Martin,
contenu dans la deuxiéme axiomatique qu’il a suggérée et que ce
mémoire va essentiellement prolonger.

Le présent travail mettra donc en relief le role privilégié
de la frontiére de Martin dans les deux questions de théorie
du potentiel soulignées plus haut: allure a la frontiére des
fonctions surharmoniques >0 et probléeme de Dirichlet.
L’outil essentiel et nouveau sera une notion d’effilement en
un point de la frontiére de Martin, notion inspirée de I’effile-
ment classique en un point intérieur [3], et qui dans le cas
trés particulier du demi-espace, équivaut a I'une des notions
introduites par Mme Lelong dans ce cas pour caractériser
diverses raréfactions d’ensembles au voisinage de la frontiére.
Il en dérive une notion de pseudo-limite, plus faible que la

(*) Voir la théorie originale dans [33]. On trouvera un historique dans [26], des
compléments dans [9] et [40], et un nouvel aspect de la question dans [18].
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limite selon la topologie de Martin, et qui semble bien adaptée
a toute notre étude.

Il sera ainsi possible d’établir des propriétés générales de
pseudo-limites pour le quotient d’une fonction surharmonique
>0 quelconque par la fonction de Green, ou par une fonction
harmonique > 0 fixée; elles contiennent la plupart des résultats
obtenus par M€ Lelong dans le cas particulier du demi-espace. Il
enrésulte une forme trés améliorée du principe du maximum ou
de nouvelles conditions-frontiére s’expriment a ’aide de Ieffile-
ment ou de la pseudo-limite.

Grice a ces résultats, I'usage systématique de la frontiére de
Martin dans I’étude axiomatique du probléme de Dirichlet
permettra d’établir I'équivalence des deux axiomatiques
précitées, et d’étudier I'allure a la frontiére de la solution
dans le cas le plus général. Cela s’appliquera en particulier
a la frontiére de Martin, ou ’on peut aller plus loin que dans
le cas général, et étendre les traits essentiels de la théorie
classique. Enfin, par une correspondance convenable établie
entre la frontiére de Martin et toute frontiére pour laquelle
la théorie du probléme de Dirichlet est possible, on raménera
le probléme de Dirichlet le plus général a un probléme analogue
relatif & la frontiére de Martin, ce qui souligne le caractére
en quelque sorte universel de cette frontiére.

2. Donnons un apercu un peu plus détaillé de ce travail:
Dans un premier chapitre de préliminaires, on rappelle les
notions indispensables sur les espaces de Green, la théorie de
Iextrémisation (ou balayage) dans un espace de Green, et
la frontiére de Martin A, dont la réunion avec I’espace fonda-
mental Q est Pespace de Martin (). Pour tout point z, <A,

on sait que la fonction de Green «normalisée» Gg(%%(ye Q,

Yy, fixé e Q) ouK(z, y) admet, pour z—z,, une limite (harmonique)
K(z,, y) qui correspond biunivoquement a z,; les points z,
appelés minimaux correspondent A certaines de ces limites, dites
minimales et jouissant de propriétés extrémales. Suivent de
bréves indications sur les théories axiomatiques du probléme
de Dirichlet pour des frontiéres générales.

Le chapitre 1 introduit la notion d’effilement a la frontiére
de Martin: Deffilement d’un ensemble Ec() en un point
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xo €A est caractérisé, si z, n'est pas isolé de {z,} U E, par
Pexistence d’une mesure m > 0 sur Q telle que

[K (2, y)dm (y) < lim inf [K(z,y) dm(y).

z >y z €

La théorie du potentiel fournit, par un balayage, des critéres
essentiels. On en déduit par exemple une caractérisation
nouvelle des points minimaux, qui se trouvent &tre les points
de A ou Q) n’est pas effilé. La pseudo-limite en un point-frontiére
Z, (nécessairement minimal) signifie la limite prise selon le
filtre formé des ensembles de complémentaire effilé en z,;
elle vaut la limite prise dans Q hors d’un ensemble convenable
effilé en z,.

L’introduction d’un nouveau noyau 0O(z,y) prolongeant

. x
convenablement dans Q le quotient Y > et 'étude
_ THHE (@, o) Gy, o)
des potentiels-0 correspondants permettent de montrer un

autre aspect de l'effilement. C’est ainsi que la pseudo-limite
apparait comme la limite selon la topologie la moins fine
rendant continus les potentiels-0, dite topologie fine. Toutefois
ces potentiels n’interviennent plus guére dans la suite, et le
paragraphe qui en traite peut étre laissé de coté.

Quelques propriétés des domaines partiels complétent ce
chapitre.

Le chapitre 111 étudie I’allure ala frontiére A d’une fonction

surharmonique ¢ > 0. On montre essentiellement que G(‘;:xg)/ )
y JO

admet en tout point minimal une pseudo-limite > 0 finie ou 4 o,

. o(z ..
et que, pour z, minimal, ) admet en z, une pseudo-limite
K(a’o, x) . .
finie >0. Puis, grice 4 une étude de l'extrémisation d’une

fonction harmonique 2> 0, on voit que si ¢ est un potentiel
de Green,%admet a la frontiére une pseudo-limite nulle

sauf sur un ensemble h-négligeable (c’est-a-dire de A-mesure
harmonique nulle); 1l s’y rattache une caractérisation des
ensembles sur lesquels I’extrémale de h est un potentiel de
Green. Le cas particulier du demi-espace est examiné en détail.

Le chapitre 1v donne d’abord dans (} une forme nouvelle
du principe du mazimum, ou la condition-limite est imposée
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non sur un voisinage du point-frontiére mais seulement sur un
ensemble non effilé en ce point;il s’ensuit par exemple la nullité
de toute fonction harmonique dont le quotient par une fonc-
tion harmonique A > 0 fixée est borné et admet en tout point-
frontiére hors d’un ensemble h-négligeable arbitrairement
choisi, une pseudo-limite nulle ou seulement une limite nulle
sur un ensemble non effilé en ce point.

Puis on étudie I'allure & la frontiére de la solution du pro-
bléme de Dirichlet-Martin. Ici encore la notion de pseudo-
limite se substitue & la limite ordinaire et permet d’adapter
le résultat classique fondamental sur le partage des points-
frontiére en points réguliers ou la solution prend la valeur
de la donnée pour toutes les données finies continues et en
points irréguliers qui n’interviennent pas dans la résolution
du probléme de Dirichlet.

Un dernier chapitre traite surtout des applications dela fron-
tiére de Martin & I’étude axiomatique du probléme de Dirichlet,

pour tout espace compact métrisable () dont Q est un sous-

espace partout dense de frontiére ['= Q — Q.

A tout point minimal z,e A, tel que le filtre formé des
ensembles de complémentaire effilé en =z, soit convergent
dans (), on fait correspondre le point limite sur [', dit péle

dans Q) de la fonction minimale K(z,, ). Cela définit une applica-
tion ® d’un sous-ensemble de A, noté A, sur un sous-ensemble
de I, et 'on montre de maniére essentielle que si le probléme

pour () s’intégre dans la deuxiéme axiomatique [18] relative
a une certaine fonction harmonique A >>0dans {, les complé-
mentaires respectifs sont h-négligeables, c’est-a-dire négligeables
au point de vue du probléme de Dirichlet pour les frontiéres A
et I' respectivement, et la fonction h.

Il en résulte I’équivalence pour ) des deux axiomatiques
connues et si 'une de ces deux axiomatiques s’applique a
Iespace (), la solution la plus générale correspondant a une
donnée f sur [' se trouve égale a la solution du probléme de
Dirichlet relatif & la frontiére de Martin et 4 la donnée f;
définie hors de ’ensemble négligeable A — A{ par f; = fo .

Cette correspondance entre les frontiéres a d’autres apph-
cations : lorsque chaque point-frontiére de [' forme un ensemble
h-négligeable, les quotients par k des fonctions minimales dans Q
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sont non bornés; il s’ensuit par exemple que dans les domaines
euclidiens plans ou bornés, les fonctions minimales sont non
bornées. On donnera aussi quelques résultats généraux dans
I'étude d’un phénoméne « d’action & distance » dans le pro-
bléme de Dirichlet, qui se manifeste, comme on le sait dans
le cas euclidien par exemple, par le falt que la solution peut
étre non bornée au v01smage d’un point-frontiére, bien que
la donnée soit bornée au voisinage de ce point.

Cette étude a été résumée dans quatre Notes aux Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences (L. Naim, [35][36] [371 [38]).

Les présentes recherches posent bien des questions et
quelques-unes seront explicitées; mais il faudrait aussi appro-
fondir les relations de la frontiére de Martin avec la théorie
des lignes de Green (trajectoires orthogonales des surfaces de
niveau de la fonction de Green) (voir [20] [13] [29]) ou avec celle
du mouvement brownien (selon les idées de J. L. Doob [27] [28]),
théories qui introduisent de nouvelles conditions aux limites,
ou encore avec la nouvelle frontiére idéale de Kuramochi [30].
D’autre part, bien que notre étude utilise la théorie fine du
potentiel classique, on peut espérer une extension systéma-
tique aux solutions de certaines équations aux dérivées partielles
de type elliptique [34], ou méme & certaines familles de fonctions
dans les espaces topologiques généraux pour lesquels on a déja
développé des axiomatiques d’un probléme du type de Dirichlet
qu’il s’agirait de poursuivre (G. Tautz [41], J. L. Doob [28],
M. Brelot [19]).

Je suis heureuse de pouvoir exprimer ici ma profonde
reconnaissance a M. Marcel Brelot, dont les conseils, les
suggestions et les constants encouragements m’ont été si
précieux, et & qui je dois I’essentiel de ma formation mathé-
matique. Je remercie M. Henr1 Cartan qui m’a fait I’honneur
de présider le Jury, et M. Laurent Schwartz qui a bien voulu
me donner le sujet de la seconde thése. Mes remerciements
vont également & M. Gustave Choquet qui a accepté de se
joindre au Jury lors de la soutenance.



CHAPITRE PREMIER

PRELIMINAIRES

I. — Rappel de notions sur les espaces de Green.

3. Espaces de Green. — Rappelons [20] qu’un espace §&
est un espace topologique connexe séparé satisfaisant aux
conditions suivantes :

a) A chaque point z est associé un voisinage ouvert U,

et un homéomorphisme de VU, sur un ouvert VU, de I’espace R*
(déduit de I'espace euclidien R* & 7>2 dimensions par
I’adjonction d’un point a linfini &, qui le rend compact).

b) Si I'intersection de deux tels voisinages n’est pas vide,
les images correspondantes sont, par D'intermédiaire des
deux homéomorphismes, dans une correspondance isomé-
trique, ou aussi, dans le cas 7 =2, seulement conforme.

Cette correspondance peut étre directe ou inverse.

On démontre que &, localement compact, est métrisable
et dénombrable & I'infini (réunion dénombrable de compacts).
Dans le cas de structure isométrique, tout point dont I'image
dans U est & l'infini, ce qui est indépendant de z, est dit
point a Uinfini; ces points forment un ensemble dénombrable.
On les évite dans le cas de structure conforme en prenant
toujours U, dans R®

Les espaces & comprennent en particulier les surfaces
classiques de Riemann, les variétés analogues a deux dimen-
sions, mais non orientables, et aussi les espaces métriques
connexes localement euclidiens, dont la structure est définie
par 'isométrie locale avec R".

L’harmonicité, la sous ou surharmonicité dans un ouvert
de & sont définies par les mémes propriétés locales sur I'i Image,
ce qui implique la connaissance de ces notions au voisinage
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de R; dans R* (voir [4]). A toute fonction ¢ surharmonique
dans un ouvert de & correspond localement, donc globale-
ment, une mesure positive « associée » (on dit aussi des masses
associées) qui est sur toute image locale la mesure associée a ¢
au sens de la théorie dans R*. Un ensemble de & est dit polaire
sl existe localement une fonction surharmonique valant 4 o
au moins sur lui; « quasi-partout » signifie « sauf sur un ensemble
polaire ». Une fonction est quasi-surharmonique si elle vaut
quasi-partout une fonction surharmonique, dite régularisée,
et nécessairement unique.

S’il existe dans & une fonction surharmonique >0 non
constante, I’espace est dit espace de Green. Il existe alors
pour tout point z une fonction minima dans &, qui soit surhar-
monique > 0 et dont les masses associées contiennent la masse
+ 1 en z; elle est harmonique hors de z, atteint en z seulement
son maximum (fini ou infini suivant que z est a I'infini ou non);
c’est la fonction de Green de pole z, G,(y), symétrique en z
et y, notée aussi G(z, y).

Le potentiel de Green d’une mesure positive m dans & est
par définition la fonction ¢(z) = f G(z, y)dm (y); 1l est par-
tout infini, ou bien surharmonique, harmonique hors du
support fermé de m, et de mesure associée identique a m.
Un ensemble polaire est caractérisé par I’existence d’un poten-
tiel égal & 4 oo sur lui. Si une fonction surharmonique admet
une minorante harmonique, elle vaut la somme du potentiel de
Green d’une mesure >0 et de la plus grande minorante har-
monique.

L’effilement [3] d’un ensemble E de & en un point z, équi-
vaut, si z, n’est pas isolé de {z,{ uE, a l'existence d’un
potentiel de Green ¢ d’une mesure >0 dans & tel que
¢(z,) << liminf ¢(z), avec la restriction que z, ¢ E si z, est un

r-z:;z.:.;EE

point & Pl'infini de & et si 7>3. Les points d’un ensemble
ou 1] est effilé forment un ensemble polaire, réunion dénombrable
d’ensembles fermés dans &. Les ensembles contenant un point z,
et de complémentaire effilé en z, sont les voisinages de ce
point dans la topologie la moins fine sur & rendant continus les
potentiels de Green, topologie introduite par H. Cartan [21],
et appelée par lui topologie fine.
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4. Le probléme de Dirichlet « ordinaire » pour un ouvert contenu
dans un espace de Green. — A tout espace de Green (),
qui est nécessairement non compact, on adjoint un point
d’Alexandroff b qui le compactifie selon 'espace (Y, et on
étudie comme suit [20], pour un ouvert partiel o de Q, le
probléeme de Dirichlet « ordinaire » relatif 4 la frontiére de o
dans (V.

Si f est une fonction réelle sur cette frontiére, on considére
les fonctions qui sont, dans chaque domaine composant »; de w,
sousharmoniques ou — o, et dont chacune est bornée supé-
périeurement et de limsup <{f en tout point-frontiére de ;
Penveloppe supérieure H% est dans chaque w;, + ©,— 0 ou
harmonique, et égale a H“" (ou fest prise sur la frontlere de w,).

Définition analogue de H , qui vaut —H? o et 1{_,<Hw

L’égalité avec une fonction harmonique H?, dite solution,
définit la résolutivité de f. Toute fonction ﬁnie continue est
résolutive, et la fonctionnelle H(x) définit, pour z fixé, une
mesure > 0 m® sur la frontiére, dite mesure harmonique en z
relative 4 ®. Pour » connexe, la résolutivité de f équivaut a
la sommabilité-dm® de f pour un ou tout point z, et la solu-

tion s’écrit
= f fdm®.

Si f est résolutive, la solution Hy vaut, dans tout ouvert
partiel w,, H7* ot f, vaut Hy dans o et f sur la frontiére de w.

L’étude de I'allure de la solution au voisinage d’un point-
frontiére situé dans () se rameéne, vu le caractére local, aux
cas classiques antérieurs. Un tel point z, est dit régulier si
pour toute fonction f finie continue, H7(z)—f(z,), ce qu

T > Ty

équivaut a l’existence au voisinage de z, sur » d’une fonction
surharmonique > 0 tendant vers 0 en z, et de borne infé-
rieure >0 hors de tout v01s1nage de z,. L’irrégularité d’un
pomt z, pour ® équivaut a l'effilement en z, du complémen-
taire, et les points-frontiére irréguliers forment un ensemble
polaire.

Le rdle spécial du point d’Alexandroff b demande une étude
particuliére qu’on ne rappellera pas ici.

Pour une fonction ¢ dans (), on note ¢ la fonction prolongée
par 0 en . *
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5. La théorie de l'extrémisation ou du balayage. — La
théorie dite le plus souvent du « balayage » a été développée
de diverses maniéres; dans [5] elle a, sous le nom d’extrémisa-
tion, une forme qui s’applique immédiatement & un espace
de Green et a une fonction surharmonique > 0 quelconque et
que pour cette raison nous adopterons ici.

Rappelons que [lextrémale d’une fonction surharmo-
nique ¢ > 0 relativement 4 un ensemble E < Q (ou plus briéve-
ment sur E) est par définition la plus petite fonction surhar-
monique > 0 majorant ¢ quasi-partout sur Q—E; elle
minore ¢, I'égale quasi-partout sur Q—E, et en tout point
de Q ou Q — E n’est pas effilé. On la note &, et le passage
de ¢ a & s’appelle extrémisation de ¢ relative & E ou sur E.

&% croit quand E décroit; elle est harmonique a P'intérieur
de E, et si E est ouvert, elle y vaut la solution H,:E

Lorsque ¢ est le potentiel de Green d’une mesure m >0,
c’est-a-dire une fonction surharmonique >0 dont la plus
grande minorante harmonique est nulle, il en est de méme
de I’extrémale, et la mesure associée m’ est dite extrémisée
de m relativement a E (ou sur E). Le passage de m a m’ s’appelle
extrémisation de m relativement 4 E (ou sur E), ou encore
balayage de m relativement &  — E. L’invariance d’un poten-
tiel par extrémisation sur E équivaut a ce que la mesure
associée ne charge (*) pas 'ensemble des points d’effilement
de Q—E, et si ’'on note ¢, la mesure définie par la masse 4 1
en z, 'extrémale sur E de toute ¢ surharmonique >0 admet
la représentation intégrale

&5(a) = [ oly) dealy)-

Si E est ouvert, ’extrémisée ¢, est, pour tout z< E, la res-
triction & {) de la mesure harmonique en z relative a E.

II. — La frontiére de R. S. Martin.
6. L'espace de Martin . — La théorie originale de
R. S. Martin [33] peut s’adapter & un espace de Green (. On

(3) Le substantif charge signifie mesure; ne pas charger un ensemble signifie
« donner la valeur 0 4 la mesure de cet ensemble ».






