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REPRÉSENTATIONS
DE SEMI-GROUPES DE MESURES

SUR UN GROUPE LOCALEMENT COMPACT

par Michel DUFLO

Introduction.

Soit G un groupe de Lie. Une distribution T sur G est dite
dissipative si elle satisfait au principe du maximum du module : pour
toute fonction test / telle que /(l) = sup |/| on a Re T(/) < 0.
C'est le cas en particulier des laplaciens généralisés. Une distribution
dissipative engendre un unique semi-groupe (pour la convolution)
de mesures de Radon ^ ( r > 0 ) de variation totale < 1, va-
guement continu, et tel que ^o = S. Par définition, on a donc
T = lim r-K^ - 5).

t-^O

Soit TT une représentation fortement continue de G dans
un espace de Banach g^. Soit T une distribution à support com-
pact sur G. On note dom TT^ (T) l'ensemble des h E 3€ tels qu'il
existe feE^e tel que l'on ait TT(/* T) h = 7r(/) k pour tout
/•GÛ)(G), et si / z G d o m T T ^ T ) on pose Tr^T)/? == k . L'opé-
rateur 7î^(T) est fermé, de domaine dense contenant l'espace
9€00 des vecteurs différentiables de 9€. On note TT^CT) la clô-
ture de la restriction de TT^T) à 3€°° . On a ^(T) C TT^T),
mais en général ces opérateurs ne sont pas égaux. Lorsque par
exemple TT est la représentation régulière droite dans un espace
L^G) ( l < p < o o ) , ou Co(G), TT^T) est la clôture de l'opé-
rateur / —> f * Ï , défini sur û)(G), et dom TT^T) est l'ensemble
des f^3€ tels que / * T (calculé dans <S)'(G)) appartienne à
30 (on a posé d'î(x) = û?T(x-1)). Si 3€ est un Hilbert et si TT
est unitaire, onja_ T^(T)* = TT^T*) et TT^T)* = 7^(1*) (on a
posé ^T*(x) = ^T(x-1)).
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Soient T une distribution dissipative à support compact, {^}
le semi-groupe de mesures qu'elle engendre, et TT une représentation
fortement continue de G dans un banach 96 . Nous montrons que
T^(T) = TT^CE) ; d'autre part pour tout t > 0 , l'intégrale forte
j ^(g)dp.f(g) existe et définit dans 96 un semi-groupe fortement
continu d'opérateurs bornés dont le générateur infinitésimal est T^(T) .

Ces résultats se généralisent sans difficultés. On peut remplacer
G par un groupe localement compact quelconque. On peut rem-
placer T par une distribution somme d'une distribution dissipative
à support compact et d'une mesure v telle que l'intégrale forte
j Tr(g) dv(g) existe. On peut remplacer TT par une représentation

d'un sous-semi-groupe fermé convenable contenant le support des
/^ ; par exemple pour G = R , du semi-groupe [0,oo[, ou plus
généralement, pour G = R" de semi-groupes fermés contenant un
cône d'intérieur non vide. On peut remplacer G par un espace ho-
mogène G/K avec K compact.

Ainsi généralisés ces résultats contiennent, unifient et précisent
plusieurs cas particuliers déjà connus. Par exemple le cas où TT est
une représentation de norme < 1 de [0,°°[ est traité dans R.S.
Philllps [14] et J. Faraut [5]. G.A. Hunt dans l'article fondamental
[ 11 ] a essentiellement traité le cas de la représentation régulière d'un
groupe de Lie dans l'espace C()(G) et dans l'espace des fonctions
uniformément continues bornées. E. Nelson et W.F. Stinespring [13]
et Jorgensen [12] considèrent le cas où T est une distribution de
support {1} sur un groupe de Lie. Dans ce cas T définit sur G un
opérateur différentiel hypo-elliptique (en un certain sens). Nos ré-
sultats permettent de déterminer ce qui dans [13] et [12] repose sur
le principe du maximum, ou sur l'hypoellipticité.

Les résultats de cet article ont été annoncés dans [4]. Dans [4],
prop. 5, est annoncée une majoration de ^ lorsque T est un
laplacien généralisé à support compact. Je démontre ici une majora-
tion plus faible, car elle suffit pour établir le théorème principal,
et car sa démonstration (une simple adaptation d'un argument dû
à A. Hulanicki pour les laplaciens) est beaucoup plus courte et élé-
mentaire. Je n'écris pas ici ma démonstration de la prop. 2 de [4]
(sur les opérateurs dissipatifs invariants dans C()(G)) car il en existe
une (complètement différente d'ailleurs) dans J.P. Roth, [15] théo-
rème 11.3.1.
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1. Notations.

Dans toute la suite G est un groupe localement compact muni
d'une mesure de Haar à droite dg, K est un sous-groupe compact
de G et dk sa mesure de Haar normalisée, x un homomorphisme
continu de K dans T (le groupe des nombres complexes de mo-
dule 1). On note (D(G) l'ensemble des fonctions régulières à valeurs
complexes à support compact sur G (au sens de F. Bruhat [3]),
û)'(G) l'espace des distributions, * le produit de convolution des
distributions. La mesure dg est utilisée pour identifier les fonctions
localement sommables sur G à des distributions. On notera encore
X la distribution f ̂  f^f(k)\(k) dk. Si /Gû)(G), on pose
7(g)=:f(g~l) et si TEû) '(G), on définit t et T* par les for-
mules t(/) = T(7) et T*(/) = T(/).

Avec ces conventions, on a la formule suivante :

ff(xy) dT(y) = f^ f(x) (pour presque tout x) (1)

si par exemple / est une fonction régulière et T une distribution à
support compact, ou si / est mesurable bornée et T une mesure de
Radon bornée.

On note û>(G,^) le sous-espace de 6D(G) formé des fonctions
vérifiant / * x = /, c'est-à-dire telles que f(gk) = x(^~1) f(g)
pour tout g ^ G et tout k ^ K . On note ®(x ,G,x) le sous-
espace de Û)(G) formé des fonctions / vérifiant X * / * X = /•
On définit de même les espaces 6&'(x, G, x), CQ (G, x) etc.

2. Distributions dissipatives.

DEFINITIONS. - Une distribution T sur G est ^-dissipative
si Teû) ' (x ,G,x) et si pour tout /EQ)(x ,G,x) telle que
/(l) = sup \f(g)\ on a ReT(/) < 0. Si K = {1}, on dit que

^GG
T est dissipative.

Si x est le caractère unité de K, on dit qu'une distribution
T sur G est un \-laplacien généralisé si T G 0&'(x, G, x), si T
est réelle, et si pour toute fonction f réelle de ®(x ,G ,x ) telle
que /(l) > 0 et /(l) = sup f(g), on a T(/) < 0. Si K = {1} ,

j?GG
on parle simplement de laplacien généralisé.
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Lorsque x est le caractère unité, il est clair qu'un x-laplacien
généralisé est une distribution x-dissipative. La structure des lapla-
ciens généralisés est bien connue, elle est donnée par la formule de
Levy-Khinchine (dans le sens de Hunt [11], Hazod [7] ou Roth [15]
théorème 11.2.2). Nous verrons que celle des distributions dissipa-
tives s'y ramène. Pour le moment, donnons juste un exemple.

Exemple. — Supposons que G soit un groupe de Lie et soit
n son algèbre de Lie. Chaque élément X de n définit une distri-
bution (notée par la même lettre) de support {1}. On notera XY
la distribution X * Y. Soient X ^ , . . . , X^, X et Y des éléments
de g , et c , d E R . Alors la distribution X\ 4- . . . 4- X^ + X + c
est un laplacien généralisé si c < 0 . Si Y appartient à l'espace
vectoriel engendré par X ^ , . . . , X^, la distribution X\ + . . . 4- X^
+ X 4- i Y 4- c -h id est dissipative si X\ -h . . . 4- X^ + Y - c est
> 0, considérée comme fonction sur le dual de n , comme il résulte
facilement de la formule de Taylor. Les éléments X ^ , . . . , X^, et
Y e R Xi + . . . + R X^ étant fixés, c'est le cas dès que c est assez
petit.

LEMME 1. — Soit V un voisinage de K et soit T une distribu-
tion x-dissipative. Il existe une distribution T\ €(D'(x, G, \) à
support dans V telle que T - T\ soit une mesure bornée. Si
/eû)(G) et si ^ est une mesure de Radon bornée sur G, on a

< / * T , M > = <t,7*^>. (2)

Démonstration. — La première assertion du lemme est due à
Faraut [5] prop. 11.2 (pour G = R", mais la démonstration s'applique
au cas général). Le reste du lemme est trivial.

3. Semi-groupes de mesures.

Si il est une mesure de Radon sur G nous notons |^i| sa valeur
absolue et ||̂ || sa variation totale.
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Nous noterons M(G) l'ensemble des mesures de radon fi telles
que 11^11 < °°. C'est le dual de Cç(G). On le munit de la topologie
faible. Un semi-groupe de mesures est une application faiblement
continue t '—^ /^ de ]0, °°[ dans M(G) telle que ^+^» = p - ^ * /^
pour tout t et t ' . Il est facile de voir que si HjuJI est borné au voi-
sinage de 0, le semi-groupe se prolonge de manière continue à
[0,oo[. Lorsque de plus 11/^JI < 1 pour tout t>0 (c'est le cas
qui nous intéressera ci-dessous) fio est une mesure vérifiant l l^oll < 1
et fJiQ * P.Q = ^o . D'après [6] th. 2.1.4 ou bien ^ = 0 (et dans
ce cas ^ = 0) ou bien ^ est égale à la mesure de Haar normalisée
d'un sous-groupe compact, multipliée par un homomorphisme continu
de ce sous-groupe à valeurs dans T. Nous introduisons les notations
suivantes :

JTZ,(G,x) est l'ensemble des applications faiblement continues
r'—> ̂  de [0,o°[ dans M(G) telles que ||^j| < 1 pour tout
t . P-o = X , et ^^ = ̂  * ̂ . pour tout t et r' > 0 ;

lorsque x est la mesure de Haar de K , %(G,x) est le sous-
ensemble des éléments de OTC(G,x) à valeurs positives.

Si / est une fonction sur G on note Z/ la fonction sur T x G
telle que Z/(z, g) = zf(g) pour (z, g) G T x G .

LEMME 2. - Soit {^} € 011 (G, x) • *SbîY K' le sous-groupe
de T x G /bwzé ûtes éléments (xW, k) ( f c G K ) ^r x' le carac-
tère unité de K'. // existe {^} € %(T x G,K') ^/ t7^ /'07î ait
^(/) = i/,(z/) po^r tout f E Co (G).

Ce phénomène a été découvert par Faraut [5] pour G = R" ,
et par Roth [15] 11.2.5 dans le cas général. En fait Roth ne consi-
dère que le cas où \ est le caractère trivial, mais la démonstration
donne les résultats énoncés ici.

4. Générateur d'un semi-groupe de mesures.

PROPOSITION 3. - Soit {^} ̂  î?Tc(G,x). Lorsque t —^ 0,
t~l(^f — x) tend dans (D'(G) vers un élément \-dissipatif. Si \
est la mesure de Haar de K et si {^} ̂  %(G, x), /û limite est un
\-laplacien généralisé.
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Démonstration. — Lorsque G est un groupe de Lie et
{JLI^} G %(G, x) ce résultat est dû à G.A. Hunt [11], et il a été étendu
aux groupes localement compacts par Hazod [7]. Il résulte du lemme 2
que ceci reste vrai pour {^} E01^(G,x). Remarquons qu'il est pos-
sible de démontrer la proposition 1 directement (i.e. sans utiliser le
lemme 2),cf. [5] pour G = R" et [4] pour le cas général.

PROPOSITION 4. — Soit T une distribution \-dissipative. Il
existe un et un seul {jLtJ GOH(G, x) tel que lim r"1^ - x) == T

t-^O
dans (D'(G). Si \ est la mesure de Haar de K , on a { JLI^}^%(G,X)
si et seulement si T est un \'laplacien généralisé.

Démonstration. — Si T est un x-laplacien généralisé, la pro-
position 2 est due à Hunt [11] si G est un groupe de Lie, et à Hazod
[7] dans le cas général. Pour une distribution x-dissipative, la pro-
position 4 a été démontrée par Faraut pour G = R" et Roth [15]
11.3.1 dans le cas général. Je rédige ici une autre démonstration, car
elle est plus simple que toutes celles mentionnées ci-dessus.

Démontrons l'existence.
Comme dans Hunt, nous allons construire un semi-groupe de

contractions dans l'espace de Banach Co(G,x). Soit T une dis-
tribution x-dissipative. On note A l'opérateur dans Co(G,x) de
domaine 6D(G,^) définit par la formule A( / )= /* t . Ceci est
possible à cause du lemme 1. Notons [ • L la norme dans Co<G,x).
Comme T est x-dissipative, on a |X/L < |X/— A(/)L pour
tout À > 0 et tout /^0(G,x). Il en résulte que A est fermable
et que A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe {PJ (t> 0)
fortement continu de contractions dans Co(G,x) tel que PQ = Id
si et seulement si X — A est d'image dense pour tout À > 0 (cf.
[9] ch. II). Montrons que tel est le cas. D'après le théorème de Hahn-
Banach, il suffit de montrer qu'étant donné À > 0, toute mesure
JLI de Radon bornée sur G telle que fi * x = P- et telle que
< / ^ V - / * t > = 0 pour tout /Gû)(G,x) est nulle. Il résulte
du lemme 1 que l'on a < / * ^ i , X 5 — T ) = 0 . Comme la distribu-
tion T est x-dissipative, en remplaçant / par une translatée conve-
nable à gauche on voit que l'on a /* fi = 0 pour tout /G Q)(G, x).
Il en résulte que fi = 0 . On note ^ la mesure définie par la formule
/^(/) =P , ( /*x ) ( l ) pour tout /GCo(G) . On a {^} G^(G, x)
et lim t-\^ - x) = T.

r — o
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Démontrons l'unicité. Soit {^}^01Z(G,x) tel que
limr^-^T. Si /GCo(G,x ) , on pose Q,( / )=/*^ .
Il est facile de voir que {Q^} est un semi-groupe faiblement continu
de contractions dans C o ( G , > c ) . Il est donc fortement continu.
Pour démontrer que ^ = v ^ , il suffit de montrer que Q^ = P ^ ,
et donc que ces deux semi-groupes ont même générateur. Pour cela
il suffit de montrer que pour tout /^6L)(G,x) et toute mesure de
Radon bornée JLI sur G, on a lim r~1 </* ^ - /, JLI> = </* t, j u ) .
(En effet les limites lim r^Q/- Ici) au sens fort et au sens faible
sont égales. Le générateur de {Q^} prolonge celui de {P^}, et lui
est donc égal). Par hypothèse r^/* ^ -/) converge vers /*T
simplement. Le théorème de convergence dominée de Lebesgue montre
qu'il suffit de démontrer que \r1 (f * v^ - f)\^ est borné pour
t < 1 . Ceci est vrai car /* vAg) - f(g} == F /* T* v (g)ds pour^o
tout g ^ G , et donc r1 | /*^-/L < 1/*T|<,.

La dernière assertion de la proposition se démontre comme
dansHunt [11].

Dans les conditions de la proposition 4, nous dirons que T est
le générateur infinitésimal de {^}.

5. Structure des distributions dissipatives.
PROPOSITION 5. — So it T une distribution \-dissipative sur

G. // existe un \'-laplacien généralisé U sur T x G tel que
T(/) = U(Z/) pour tout fÇ=.(D(G) (avec les notations du lemme 2).
Si T est à support compact, on peut choisir U à support compact.

Démonstration. — Soit {^} le semi-groupe de mesures engendré
par T. On peut choisir U égal au générateur du semi-groupe {7^}
du lemme 2. On peut remplacer U par aU, où a est n'importe
quelle fonction régulière sur G, 0 < a < 1 , invariante à droite
et à gauche par K, égale à 1 dans un voisinage du support de T,
ce qui démontre la seconde assertion.

La proposition 5, dans le cas de R" , est due à Faraut [5].

6. Support d'un semi-groupe de mesures.

Soit C un sous-semi-groupe fermé de G. Nous dirons que
0^}^Oît(G,x) a son support contenu dans C si sup JLI^ C C
pour tout t > 0.
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PROPOSITION 6. - Soit T une distribution \-dissipative et
soit {^} le semi-groupe de mesures qu'elle engendre. Soit C un
sous-semi-groupe fermé de G tel que K C K = C . Alors C con-
tient le support de {j^} si et seulement si pour toute fonction
/G(î)(x,G,^) telle que f(l) = sup \f(g)\, on a R e T ( / ) < 0 .

^ec

Démonstration. - La condition est évidemment nécessaire.
Réciproquement, supposons que l'on ait Re T(/) < 0 pour tout
/E 0)(^,G, x) telle que /(l) = sup \f(g)\. On a encore Re T(/) < 0g^c
pour tout /Gû)(G,x) telle que /(l) = sup |/(^)|. Il en résulte

s^c
que si /-E û)(G, \) s'annule sur C, on a T(/) = 0, et donc /* t
s'annule dans C. On peut donc définir un opérateur A dans
Co(C,x) de la manière suivante: le domaine de A est l'ensemble
des restrictions à C des éléments de 6D(G,x), et si f^(D(G,\)
on pose A(/|C) =/* T|C. Comme dans la démonstration de la
proposition 2 on voit que A admet une fermeture qui est le géné-
rateur infinitésimal d'un semi-groupe {P^} (t > 0) de contrac-
tions dans Co(C,x). On note 7^ la mesure sur G définie par
v^(f) = P//*xlC)(0). On obtient ainsi un élément de 3TZ(G,x)
à support dans C. Par construction, on a lim r^O - \) = T,
et donc { ^} est le semi-groupe engendré par T.

Lorsque C est un cône dans R", la proposition 6 est due à
Faraut [5].

7. Généralités sur les représentations des sous-semi-groupes de G.

Le contenu de ce paragraphe est soit bien connu, soit à peu
près évident. Il est cependant nécessaire pour la suite.

Dans ce paragraphe, C est un sous-semi-groune fermé de G
tel que 1 appartienne à l'adhérence de l'intérieur C de C, et TT
est une représentation fortement continue de C dans un espace de
Banach 36 telle que 7r(l) = 1 . Pour toute mesure JLI sur G dont
le support est contenu dans C et telle que

/lk(^)|| d\yi\(g) <oo (3)

on pose 7r(/x) = ^ 7r(g) dfJi(g). C'est un opérateur borné dans 9€
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et l'on a ||7r(jLi)|| < f\\Tr(g)\\ d\^\{g). Rappelons que la mesure
de Haar à droite nous permet d'identifier les fonctions localement
sommables avec des mesures, de sorte que, par exemple, TT(/) est
défini pour toutes les fonctions continues sur G à support compact
contenu dans C.

Comme 1 est dans l'adhérence de C, on peut choisir une ap-
proximation^de la mesure de Dirac par des éléments de 6D(G) à sup-
port dans C, de sorte que l'espace engendré par les TT(/) /? , où
/^ û)(G) est^a support dans C et h G 3€, est dense dans 3€. Nous
noterons û)(C) l'ensemble des éléments de ®(G) à support dans
C, et gç^ (g pour Garding) le sous-espace de 96 juste décrit.

Soit U une distribution à support compact sur G dont le sup-
port est contenu dans C. On définit un opérateur TT^ (U) dans 96 :
le domaine de définition dom TT^ (U) est l'ensemble des h ç. 3€
tels qu'il existe ke3€ tel que l'on ait ?r(/) k = TT(/* U) h pour
tout / G (D(C). En faisant tendre / vers la mesure de Dirac, on
voit que k est uniquement déterminé, et l'on pose 7r^(V)h = k .
Par définition, on a donc la formule

7T(/)^(U)/Z = 7 T ( / * U ) / Z (4)

pour tout /z G dom 71-2 (U) et /GCD(C). Il est évident que ^(U)
est un opérateur fermé. D'autre part dom^OJ) contient 9^.
En effet, si /G®(C) et A E 3 e , pour tout fe(D(C) on a
^(// * U) TT(/) h = 7r(/' * U * /) h = TTC/') 7r(U * /) h. On note
TTi (U) la clôture de la restriction de ^ (U) à ̂ g . On a en particulier

^i (U) 7r(/) h == T ^ ( U * / ) / Z (5)
pour tout h G 3e et / e 0)(C).

Lorsque U * / = / * U pour tout /G6D(C), il est facile de
voir que TT^ (U) = 71-2 (U), en utilisant une approximation de la me-
sure de Dirac. C'est le cas par exemple si G est commutatif. Cepen-
dant, si G n'est pas commutatif, en général TT^U) prolonge stric-
tement 7T^ (U) .

Exemple. - On suppose que C = G, que G est un groupe
de Lie (pour simplifier), et que TT est la représentation régulière
droite de G dans une des espaces S€ = LP(G) (1 <p < oo) ou
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36 = Co(G). Pour tout h G.9C, la distribution h * Ù est définie.
Nous allons montrer que dom 71-2 (U) est l'ensemble des h E gç, tels
que h * Ù G 96 , et que si A E dom TT^ (U), on a TT^ (U) /z = /z * Û.
En effet, soit /z E dom TT^ (U). Posons k = TT^ (U) h . Il résulte
de (4) que pour tout /eùD(G) on a k */= /z * (Ù */). Il en
résulte que k = A * Ù et donc que /z * Ù appartient à 9€. La
réciproque se démontre de manière analogue.

L'espace ®(G) est dense dans 36, et contenu dans dom^U).
Nous allons montrer que TT^(U) est la clôture de l'opérateur
/—^/^U, défini dans 6D(G). Notons A la clôture de cet opé-
rateur. Le domaine de A contient en particulier les éléments de
la forme Tr(f)f1 =/ '*/, o ù / , / ^ G 6D(D). Comme A est fermé,
il contient dom TT^(U) . L'inclusion opposée résulte du lemme suivant.

LEMME 7. — On suppose que G est un groupe de Lie. Soit TT
une représentation fortement continue de G. Le domaine de TT^(U)
contient le'sous-espace 9600 des vecteurs différen fiables de TT. (Donc
TT^ (U) est la clôture de la restriction de TT^ (U) à 96 °°.)

Démonstration. — Si q ^ N , on note (D^G) l'espace des
fonctions de classe Cq à support compact sur G. Il existe un entier
q tel que U */ soit continue pour tout /GCD^G). Soit /GQ)^(G)
et soit h egç, . On a TT(/) h E dom TT^ (U). En effet, soit f, G (D(G)
tendant vers la mesure de Dirac. Les vecteurs 7r(/* /;.) /z = TT(/) 7r(^.) h
tendent vers 7r(/)/z, et les vecteurs

^(U)7T(/*/,)/2 = 7 T ( U * / * / , ) A =7T(U*/ )7r ( / , ) /2

tendent vers 7r(U * /) h. .11 suffit pour prouver le lemme de démontrer
que tout élément fcG^e0 0 est combinaison linéaire d'éléments de
la forme TT(/)/Z avec h G 96 et /ECD^(G). On sait ([2] p. 250)
qu'il existe /Eû)^(G), et une distribution D de support {1} telles
que /* D = S + /', avec /'G ®(G). On a donc

k= 7T(Ô)/;= 7T(/*D)/Z - TTCD/Z == 7T(/) ̂  (D) À - ^(D/î.

LEMME 8. — Soit TT M/Î^ représentation unitaire de G, /or^-
ment continue, dans un espace de Hilbert 9€. On a TT^ (U)* = ̂  (U*)
et TT^U)* = 7Ti(U*).
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Démonstration. — II suffit de démontrer la première égalité.
Soit h E dom TT^U*) et soit k = 7r^(U*)h. Pour tout y G 96 ,
/Eû)(G), .ona (TT, (U) 7r(/)^, A) == (7r(U */);., h) = 0, TT(U */)^)
= (^ ,7r( /*-U*)/ î) = (^,7r(/*)Â:) = (y^(fVk) = (TT(/)^,Â:) . Il
en résulte que si x G d o m T T ^ ( U ) , on a (TT^(U)X, /z) == (x, k), et
donc que /2 ^dom TT^(U)* et 7r^(U)*A == /:.

Soit /z C dôm TTi (U)* et k = 7^ (U)*/z. Pour tout ^ e 96 ,
/Eû)(G), on a (TT^U) 7r(/)^, /z) = (TT(/)^, À:). Comme plus
haut, on en déduit ( y , TT(/* * U*)/z) = ( y , 7r(/*)/0 , et donc
7r(/* * U*)/z = 7r(f*)k, ce qui prouve que /? G dom ^(U*) et
que ^(U*)/? = k.

8. Un lemme.

Dans ce paragraphe T est une distribution x-dissipative à sup-
port compact, C est un sous-semi-groupe fermé de G tel que 1 soit

0

adhérent à C, et qui contient le support du semi-groupe de mesures
{p.^} engendré par T, TT est une représentation fortement continue
de C dans un espace de Banach 9Ç, telle que 7r(l) = 1.

LEMME 9. - On suppose que l'on a

sup f l |7 r (^ ) | | û f [ jL iJQO<oo.
f (=[0, l ] •'

Pour- tout t > 0, on . a j I I TT(^) || d \ /^ | (g) < oo. L'application
t 1—^ ^(^f) (^ > 0) est un semi-groupe fortement continu d'opéra-
teurs bornés dans S€ . On note A son générateur infinitésimal,
i.e. la limite forte pour t—>0 de ^(^(ju^) — 7r(x)) . On a
T T i C D C A C T T ^ T ) .

Démonstration. — Les raisonnements qui suivent sont classiques.
Tout d'abord, on a |^J * |/x^| > lj^+^1 pour tout t , t ' > 0 , de
sorte que, si l'on pose c^ = f l|7r(^)|| d\^\ (g ) , on a c^^ < c^ c^.
Il résulte de l'hypothèse que c^ est localement bornée sur [0,°°[.
Il est clair que Tr(jL^) est un semi-groupe d'opérateurs bornés.

0

Soient h^SÇ, et /E®(C). Nous avons vu dans la dernière
partie de la démonstration de la proposition 4 que ^l(f^ A^ - / * X)
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tend uniformément vers 0 quant t —^ 0. Il en est de même de
t~1 (/ * A^+5 — / * /^) pour tout 5 > 0. Pour toute fonction continue
à support compact /' sur G on a donc

<^ * / - x */- n - f^ ^ <^ */,r> dt = ̂  (M, * T ^ f j ' )d t .
Notons 7^ la mesure définie par l'intégrale faible ^ = J f J i ^ d t .

Il est facile de voir que si ^ est une fonction borélienne sur
C majorée par un multiple de ||7r(^)||, alors <p est intégrable pour

ftS

v^ et < ^ , <^> = J < J L I ^ , <^> A. Il résulte de tout ceci que l'on a

îr(^) TT(/) - 7r(x) 7r(/) = 7r(^) 7r(T */) pour tout s > 0. (6)

II résulte de l'hypothèse que ||7r(i^)|| = 0(s) quand s — ^ 0 , et
donc que ||7r(^) TT(/)/Î - ?r(x) 7r(/)/î|| = 0(s) quand 5 — ^ 0 .
Comme les vecteurs de la forme 'ïï(f)h sont denses dans 3€, et
comme l|7r(^)|| est localement bornée dans [0 ,oo[ , le semi-groupe
{7r(^)} est fortement continu.

Soient h G ge et / e 0)(C). Calculons

6(5) = TT(^) 7T(/)/2 - 7r(x) 7T(/)/2 - 5 7r(T * / ) /Z .

Ona e(^)= F (Tr(^) (T */)/z - 7r(x) 7r(T */)/z) ̂Jo r

et donc ||e(5)|| < F l|7r(^)fe - îr(x)^ll ûfr,
"o

où l'on a posé fc = 7r(T */)^. Comme on a \\Tr(^^)k - 7r(x)fe|| = o(l)
d'après ce qui précède, on a e(5) = o(5'). Ceci démontre que l'on a
^ ( T ) C A .

Soit 9e' l'espace de Banach dual de 96 . On note 9C* le sous-
espace fermé de 9€' engendré par les éléments de la forme ^CO^
où /Gû)(C), u ESC', et t . désigne le transposé d'un opérateur.
L'application c —¥ ^(c) induit dans 96* une représentation for-
tement continue du semi-groupe CQ opposé à C. Si h G gç, vérifie
(M/)^) = 0 pour tout /ECD(C) et tout u ^ 9 € ' , on a
(u^(f)h) = 0 , et donc TT(/)^ == 0, d'après le théorème d'Hahn-
Banach. Il en résulte que h = 0 .

Soit h e dom A et soit k = Ah. Soit /E(D(C). Pour démon-
trer que A C TT^CT) , nous devons montrer que 7r(f)k = 7r(/* T)/z .
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II suffit pour cela de montrer que pour tout u G 96* on a
(u^(f)k) = < ^ , 7 r ( / * T ) / 2 > . Ona

(u^(f)k) = lim r^ .TrCOCTrO^-TrCx))^)
r-^o

= lim ^((M^)- MX))W)^A).
r->o

Appliquons à la représentation c —> ^(c) de CQ dans 96* l'in-
clusion A D 7T^(T). On trouve

lim r1 (^TT^) - ^(x)) W)^ = ^Cf* T)^.
r-».o

On obtient donc (u, T r ( f ) k ) = < M , 7r(/* T) /z ) .

9. Majoration du semi-groupe de mesures engendré par un laplacien
généralisé à support compact.

Dans ce paragraphe, \ est la fonction caractéristique de K,T
un x-laplacien généralisé à support compact, ^ un poids sur G,
c'est-à-dire une fonction borélienne, telle que ^ ( g g ' ) < ^p(g) ^ ( g ' )
pour tout g , g ' G G. Pour tout entier m > 1, on pose ^ = inf(<^, m).
Il est facile de voir que ^ est un poids. On note {^} le semi-
groupe de mesures positives engendré par T.

LKMME-IO. - Soit /E CD(G), f> 0, fi- 0. // existe une cons-
tante a > 0 telle que ^ < a ̂  * / pour tout m > 1 .

Démonstration. - On a ^ */(^) = J ^w^^"1) /(^) ̂  • on

a ^(^) = ^(^^'~1^) < ̂ (^-1) ̂ (^) et donc

^m(^~1) > ̂ (x) ^m^)"1 ^ ^mW ^(v)'1'

On a ^ ^ f(x) > ̂ (x) j ^(y)~1 f(y) dy , ce qui prouve l'inéga-
lité.

LEMME 11. - Pour toute fonction ^ uniformément continue à
gauche bornée sur G et tout /G ûD(G), la fonction t —^ (^ * / , M r )

d
est dérivable, et l'on a — < V / * / , J L ^ ) = < ^ * / * T , ^ > pour tout

dt
t > 0.
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Démonstration. — On note TT la représentation régulière droite
de G dans l'espace 96 des fonctions uniformément continues à
gauche, bornées sur G, muni de la norme uniforme. Elle est forte-
ment continue. L'inclusion TT^ (T) C A du lemme 9 entraîne que

d
dans gç, on a — ^ * / * J L ^ = V / * / * T * P ^ , ce qui entraîne le
lemme.

LEMME 12. - On a ^P [ ^ p ( g ) dp.,(g) < oo .
r<E(o , i ] v

Démonstration. - On fixe / ^ 0 , / > 0 , / E ®(G). Pour
t> 0, on pose h^(t) = (^ */,^- On a d'après le lemme 11,
en posant fc = /* t, h^(t) = (^ * ^ , A ^ > , et donc

^(o < i^œi < // ̂ (^-1) 1^)1 ^M^ < b <^ ,^>,
où l'on a posé b = ^(y~~1) \k(y)\ d y . Il résulte du lemme 10
que l'on a h^(t) < a6 h^(t). On a donc A^(0 < ^tab ^(0). Posons
/î(^) = < ^ * / , J L ^ > . On a /2(r) = lim /^(r) et donc A (r) < ^ab /z (0).

w-^00

On déduit du lemme 10 que l'on a <<^ , /^> < c ^tab pour tout ^ > 0,
où c ^ ah(0) ̂  a f ^p(ky~~1) f ( y ) d y .

Remarque. — La démonstration du lemme est adaptée de [10],
paragraphe 4.

LEMME 13. - Soit V un voisinage de K. Ona

f ^p(g) dii^g) = o(l) quand t —> 0.
"G-V

Démonstration. — Soit 96 l'espace des fonctions continues
^/ sur G telles que sup 1^(^)1 ^(x)"1 < °° , et

x(EG

lim sup |^(x>Q - V/(x)| (^(x)"1 = 0.
y->l jceG

Muni de la norme I I V / 1 1 = sup IV/001 (^(x)~1 c'est un espace de
Banach. Les translations à droite y induisent une représentation for-
tement continue TT de G, et on a l|7r(x)|| < <^(x) pour tout x E G.
Soit /'çQ)(G), fi- 0, /> 0. Posons V / = ( < ^ ) * / , où 0 est
la fonction caractéristique de G — V. On a ^ E 96. On choisit
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le support de / assez petit, pour que le support de i// soit contenu
dans le complémentaire de K . D'autre part, un raisonnement ana-
logue à celui du lemme 10 montre qu'il suffit de démontrer que l'on
a ( V / , / ^ ) = = o ( l ) . Le lemme 12 montre que les hypothèses du
lemme 9 sont vérifiées. Lorsque t — > 0 , 7r(^)^ tend dans 96
vers 7r(x) ^ / . En particulier, en considérant les valeurs à l'origine,
( V / , ^> tend vers ( ̂ , \) = 0, ce qu'il fallait démontrer.

La proposition ci-dessous donne notre majoration de /x^ . On
remarquera d'autre part qu'en utilisant des processus de Markov on
peut obtenir de meilleurs résultats (cf. [4] proposition 5 et [1]).

PROPOSITION 14. - Soit T un \-laplacien généralisé sur G
à support compact, et soit {^} le semi-groupe de mesures positives
qu'il engendre. Soit V un voisinage du support de T tel que 1 E V
et V1 C U V". Pour tout entier n > 1 et tout k > 1 , il existe
une constante d > 0 telle que fi^(G - V^) < df1'^1 k~p pour tout
p > n et tout 1 > t > 0.

Démonstration. — Soit ^ un poids sur G. Nous allons montrer
pour commencer que, étant donné n > 1 , on a

f ^P(g) d^(g) = OÇt^). (7)
"G-V"

Nous employons les notations 96 et TT de la démonstration du lemme
9. Nous choisissons un voisinage W du support de T et un voisinage
U de 1 tels que W U C V . Soit 0 la fonction caractéristique de
W" . Soit /e®(G), f> 0, f^= 0, à support dans U. Soit
x G G - V . O n a x G G - W U , et donc

(^0) * f(x) = / ̂ (xy-1) 6(xy-1) f(y) dy > ̂ p(x) f^OQ-1 f(y) dy

(cf. la démonstration du lemme 10). Il suffit donc de démontrer
((^ô)*/,^ = O^1). Soit U' un voisinage de 0 tel que U ^ C U ,
et soit /'E û)(G), /'^ 0, /'> 0. Ce qui précède s'applique à
/=/ '* / ' . On pose V / = = ( ^ 0 ) * / ' . C'est un élément de 30. On
a V/ */' = 7r(/') ̂  . Le lemme 12 permet d'utiliser le lemme 9. Il
résulte de l'inclusion T T ^ ( T ) C A du lemme 9 que la fonction
t —^ ?r(^) 7r(/') ^ (à valeurs dans 9€) est dérivable de dérivée
t—^ Tr(^i^) ?r(T */') ^ . Le même raisonnement montre qu'elle
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est q fois dérivable, de dérivée ^ième t •—> 7r(jL^) ^(T^ * /') V/
pour tout entier q > 1'. Evaluons les éléments de 96 en 1 . La
fonction n— ) > <^*/^JLO est ^ fois dérivable, et sa dérivée ^ièmeÎ * , ^
est t '—^ < V/ * /' * q , 11^). En particulier, la dérivée ^leme à
rorigine est (^ */'* T^, x> = < V / * / ' , T ^ > . Si le support de /'
est assez petit, ce que nous supposons, ces dérivées sont nulles
pour q = 0, 1, . . . , n. La formule de Taylor montre que Fon a
( ^ * f f , ^ J . ^ = 0 ( t n + l ) , ce qui prouve (7).

00

Posons G '= U V q . C'est un sous-groupe ouvert, et donc
fermé, de G et il résulte de la proposition 4 que le support de
{^} est contenu dans G'. On peut donc supposer que G = G'.
Pour tout x ^ G , on note r(x) le plus petit entier m> 1 tel
que x G V772. Soit k > 1 . La fonction </? définie par <^(x) = ^T00

est un poids sur G, et Fon a ^p(x) = km+l si x G V^4'1 - V^ .
Posons c^ = A^(G - V^) de sorte que /^(V^ - V^) = c^ - c^i .
On a

^ ^ ^(x) d^(x) = ^+1 (c, - c,^) + k^(c^ - c^) + . . .

= k^1^ 4- c^^Â;^2 - k^1) 4- . . .

= ^+1 €„ + (k - 1) (c^/^1 + c^ + . . . ) .

Il existe d'après (7) une constante a > 0 telle que la somme de cette
série soit majorée par a ^+1 pour tout t < 1 . Il en est de même de
chacun des termes de la série, ce qui donne Cp < (k — 1)~1 a ^ r t+ l k~p

pour tout p > n si t < 1 .

10. L'équation ^ * T = \^ * \.

Dans ce paragraphe, T est une distribution x-dissipative à sup-
port compact sur G et <p un poids sur G. On note {/x^} le semi-
groupe de mesures engendré par T. On pose c^ = f ^p(g) d \^\ (g).
On suppose que G est limite projective de groupes de Lie.

LEMME 15. - On a c^ < oo et c^. < c^ c^ pour tout
t , t ' ^ [ 0 ^ [ . Il existe cj > 0 tel que lim F1 logc^ = a?. Der->.oo
plus c^ est borné dans [0 ,1] .
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Démonstration. — Soit U un x'-laplacien généralisé sur T x G,
à support compact, tel que U(Z/) = T(/) pour tout /Eu? (G) (pro-
position 5). Soit {v^} le semi-groupe de mesures qu'il engendre, de
sorte que 7^(Z/) = fi^f) pour tout t > 0 et tout /EÛ)(G). On a

Ct < f ^P(ë) d v ^ z . g ) ,
"TxG

et cette intégrale est finie et bornée dans [0,1] d'après le lemme 12.
La seconde assertion du lemme est évidente, et la troisième résulte
de [8] th. 7.6.1.

Soit C un sous-semi-groupe fermé de G contenant le support
de {^} et tel que 1 soit adhérent à C.

LEMME 16. — Soit ^ une fonction borélienne localement som-
mable sur G, majorée en module par \p . Soit X > G; . On sup-
pose que pour tout /G 6E)(C) on a < ^ , (T - \x) */> = 0 (resu.
< ^ , / * ( T - À x ) > = 0). Alors x* ^ = 0 (resp. ^ * x == 0) dans C.

Démonstration. — Nous démontrerons le seconde assertion.
(La démonstration de la première est analogue).

Soit t > 0 et soit /G û&(G). Posons 6 = 7* ^ * A ^ . Il existe
c > 0 tel que \Q\ < c^p et 0 est régulière. Soit U la distribution
sur T x G définie dans la démonstration du lemme 10, et soit V
un voisinage de 1 dans G tel que V = V"1 et tel que T x V soit
un voisinage du support de U. Soit aç(D(G) une fonction égale
à 1 dans un voisinage de V. Posons 0^ == a6 et 0^ = (1 — a)0 .
Comme ^EûiXG) , on a lim u^1 (6^ ,JL^ - x> = < 9 i , T> = < 0 , T > .
D'autre part, \<0^ ̂ -^ = \<6^^)\ <c f ^ ^(g)d\^\(g)

<c l ^p(g)dv..(z, g) (où v.. est défini comme dans
"TxG-TxV

la démonstration du lemme 15. Il résulte de (7) que Fon a
^2 » ^u ~ X ^ = o(u). Nous avons donc démontré que
lim. < 0 , ^ - x > = < 0 , T > .
u->0

Posons h(t) = <(^,/*/^) pour tout t>0. On a
h(t^u)-h(t) = <7*^,^ - ^ > = < 0 , ^ - x>

si M > 0. Il en résulte que A est dérivable à droite, et qu'en notant
A ' la dérivée à droite, on a h\t) = </* ^ * ̂ , T > . En calculant
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formellement, on trouve h \t) = </ * ^, T * ̂ > = </"* V/ , ̂  * T > ,
ou encore :

^(0=<7*.^*t,^). (8)

Nous justifierons cette formule plus bas. (A priori, il n'est même
pas évident que /* ^ *t soit /^-intégrable).

De l'égalité ( ^ J ^ f 9 * (T - \x)> = 0 pour tout f.f'^CDÇC)
(qui est vérifiée par hypothèse), on déduit

<7*^ * t , / ">=x<7*v / *x,/">
de sorte que les fonctions / * ^ / * T et X / * ^ * x (qui sont des
fonctions régulières sur G) coïncident dans C, et donc dans C.
Donc <7* ^ *T ,^> = X<7* V / , ^ > . Donc h\t) == \h(t), ce
qui donne h (0 = e^ < < / ? , / * x > . Comme d'autre part on a
| A ( r ) | < c c ^ , et comme X > co, en regardant le comportement
de h(t) au voisinage de l'infini on obtient < ^ , / * x ^ = 0. Comme
/ est arbitraire dans (D(C), on en déduit que ^ * x s'annule dans C.

Il reste à prouver la formule (8). Appliquons l'égalité
h'Çt) == /* ^ *Af aux translatées de /. On obtient que pour tout

d ^ ^
^ E G , on a ^ / * V / * ^(g) = / * ^ * ̂  * T(^) . D'autre part,

A'(D = lim ^-1 <7* i//,Ai^ - ̂ > = lim M-1 <7* ^ * (^ - X), ^>.
M^-O M-xO

Le théorème de convergence dominée montre que pour prouver (8), il
suffit de montrer que pour u G [0,1] la fonction u~1 /* V/ * (^ - \)
est majorée en valeur absolue par une fonction fixe jn^-intégrable.
D'après ce qui précède, pour tout g E G, on a

7* V/ * (^ - x) (g) = F7* ^ * A, * t(^) A.'o
II nous suffit donc de montrer que pour s Ç. [ 0,1] la fonction
/ * V/ * jjiy * T est majorée par une fonction fixe ^-intégrable.

Comme G est supposé limite projective de groupes de Lie,
il existe, par définition des fonctions régulières, un sous-groupe
compact invariant L tel que / soit invariante par L. Notons ^
la mesure de Haar sur L. On identifie les distributions 17 sur G
vérifiant 17 * { = 17 et les distributions sur le groupe G' = G/L.
Posons T ' = T * Ç . Il existe des mesures .̂ à support compact
sur G' et des distributions ^ de support {1} sur G' telles que
T ' = 2 y , * M , . On identifie les distributions de support {1} dans
G' et l'algèbre enveloppante U de la complexifiée de l'algèbre de
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Lie de G'. On choisit un entier m > 0 tel que tous les u, soient
de degré < m, et on choisit une base Wy du sous-espace "U^ des
éléments de U de degré <m. Le groupe G (ou G') agit .dans
^^ par la représentation adjointe. On pose gu^ = 2 oi^.(g)w. pour
tout g G G. Il existe un poids 7 sur G qui majore en valeur absolue
toutes les fonctions a- .

On a / * V/ * ̂  * T(g) = 2 7* i// * ji, * .̂ * u,(g)
=^ 2 (̂ .) */* V/ * ̂  * î/,(^) = 2 a^.(^) Wj */* i// * ̂  * ̂ 00 •

Il résulte du lemme 12 que chacune des fonctions (w. * 7) * ̂  * ̂  * ̂
est majorée sur G en valeur absolue par un multiple de ^ Indé-
pendant de 5 e [ 0 , l ] . La fonction / * ^ * ^ * t est majorée en
valeur absolue par un multiple du poids 7^?, indépendant de
5 E [0,1]. Le poids 7^? est ^-intégrable d'après le lemme 15 ap-
pliqué au poids 7</?.

Le lemme 16, appliqué à C = G , donne le résultat suivant.

PROPOSITION 17. -Soient ^ une fonction borélienne locale-
ment sommable sur G majorée en module par un multiple de </?,
et \> (^ . On suppose que l'on a i / / * T = X ^ * x . Alors ^ * \ = 0.'

11. Image d'un semi-groupe de mesure par une représentation.

Dans ce paragraphe, T est une distribution x-dissipative,
{^} le semi-groupe de mesures qu'elle engendre, C un sous-semi-
groupe fermé de G contenant le support de {/^}, TT une repré-
sentation fortement continue de C dans un espace de Banach 9e
telle que TT( I ) = 1 . On suppose qu'il existe un voisinage compact
V de K tel que

f^ l l îr(c)||rf|T|(c)<oo (9)

(Rappelons que dans G - V la distribution T est une mesure
d'âpre le lemme 1).

PROPOSITION 18. - La fonction t '—> fl|7r(c)|| d\^\(c) est
localement bornée sur [0,oo[. Pour tout t> 0 TrQ^) est un opé-
rateur borné dans 96, et {7r(/^)} est un semi-groupe fortement
continu.
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Démonstration. - Supposons pour commencer que T soit à
support compact. Soit, comme dans la proposition 5, U un x'-
laplacien généralisé à support compact sur T x G tel que T(/) = U(Z/)
pour tout /ECD(G,x) . Soit {^} le semi-groupe de mesures posi-
tives sur T x G engendré par U , de sorte que l'on a <^ , />=<ï^ ,Z />
pour tout /Gû)(G).

Soit W un ouvert relativement compact de G contenant 1 ,
contenant le support de T et tel que W = W~1 . Posons G' = Û W".

n-- 1

C'est un sous-groupe ouvert, et donc fermé, de G qui, d'après la pro-
position 4, contient le support de {^}. On peut donc, pour démon-
trer la proposition, supposer que G = G\ On définit pour tout
x E G le nombre r(x) qui est le plus petit des entiers n > 1 tels
que x G W". On note d un majorant de l|7r(c)|| lorsque c par-
court W H C. On pose ^p(x) = d^. Alors ^ est un poids sur
G, et l'on a l|7r(c)|| < <^(c) pour tout c G C . Soit V un voisi-
nage de K. L'ensemble T x V est un voisinage de K\ II résulte
du lemme 13 que l'on a, en posant X = T x G - T x V ,
f^^(g)dv,(z,g) = o ( l ) . On a donc f^ ^p(g) d\^\(g) = o ( l ) ,
ce qui entraîne en particulier la première assertion. Pour démontrer
la seconde, il suffit de démontrer que le semi-groupe est faiblement
continu. Soient u un élément du dual de 9€ et h G 3Q. Posons
\j^(c) = < M , 7 r ( c ) A > pour tout c E C. Il faut montrer que lorsque
t '—^ 0, <^ , ^ ) —^ < V / , x ) . Soit / une fonction continue à sup-
port compact sur C égale à 1 dans un voisinage de K. On a
< / V / , J L I ^ > — ^ < / ^ , X ^ car le semi-groupe est vaguement continu.
On a <(1 -/)^, J L I ^ > — ^ 0 , d'après ce qui précède. Comme
^ / ^ î X ^ = ( ^ î X ^ î notre assertion en résulte.

Considérons maintenant le cas général. On peut écrire T ^= T^ + v,
où T^ est une distribution x-dissipative à support compact telle
que Re<1\,/) < 0 pour tout / G Û ) ( X , G , x ) telle que
/(l) = sup l/(c)|, et v une mesure de Radon bornée sur C telle

CGC

que y l|7r(c)l| d\v\ (c) < oo. En effet, soit a une fonction sur G,
régulière à support compact, invariante par K à droite et à gauche,
égale à 1 dans un voisinage de 1 , et telle que 0 < a < 1 . On peut
prendre Ti = aT, et v = T - Ti . On note {\} le semi-groupe de
mesures engendré par Ti . Pour tout n > 0 on définit par récurrence
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ftt
une mesure X? . On pose À? = \, et X?4'1 = J À^ * ^ * X^ du.

On a jLly = ^ À" . En effet, pour le voir, il suffit de vérifier que les
n=o

opérateurs / — ^ / * A r et /—^/*(2Xp dans C()(G) sont égaux.
Ceci résulte de la formule de perturbation des semi-groupes d'opé-
rateurs donnée dans [8] (13.2.4).

Posons P^ = TT(X^) et B = Tr(^). D'après ce qui précède, {P^}
est un semi-groupe fortement continu. Nous notons A son géné-
rateur infinitésimal. D'après [8] th. 13.2.1, A-h B est le générateur

oo

d'un semi-groupe fortement continu {QJ, et l'on a Q^ = ^ P̂ " ,
M=O

où les opérateurs P" sont définis par récurrence par les formules
P ^ = P , et P^1 == ^P^BP^. On a donc Q , = = T T ( ^ ) , ce
qui termine la démonstration de la proposition.

12. Image d'une distribution dissipative par une représentation.

Dans ce paragraphe, T est une distribution x-dissipative sur
G, {^} le semi-groupe de mesures engendré, C un sous-semi-groupe
fermé de G tel que 1 soit adhérent à C et contenant le support
de {^}, ïï une représentation fortement continue de C dans un
espace de Banach 3€, telle que 7r(l) = 1 . On suppose qu'il existe
un voisinage compact V de K tel que f l|7r(c)|| d|T| (c) < °° .w ^c-v

Nous noterons A le générateur infinitésimal du semi-groupe
{7r(^)} (voir proposition 18). D'autre part, écrivons T = T ^ 4 - ^ ,
où v est une mesure bornée sur C telle que fl|7r(c)|| d\v\ (c) < oo
et où TI est à support compact. On pose TT^(T) = TT^ (T\) + 7r(i/)
et ^(T) = ^(T^) + -iï(v), où TT^T^) et TT^T^ sont définis
comme dans le paragraphe 6.

THEOREME. - On a TTi (T) = A = TT^ (T).

Démonstration. — Soit Gç un sous-groupe ouvert de G qui
soit limite projective de groupes de Lie. Posons G^ = Fl k GQ k~^

kGK.
et G^ = K G^ . L'ensemble G^ est un sous-groupe ouvert de G
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limite projective de groupes de Lie. Soit W un voisinage relativement
compact de K dans G^ tel que W = W-1. On pose G' = Ù W" .

M = l

C'est un sous-groupe ouvert de G limite projective de groupes de
Lie. On écrit T = T^ 4- v , où v est une mesure bornée à support
dans C, Et T\ une distribution x-dissipative à support dans W
(voir la démonstration de la proposition 18). Comme dans la dé-
monstration de la proposition 18, on voit qu'il suffit de démontrer
le théorème pour T\ . Changeant les notations, nous pouvons sup-
poser que G est limite projective de groupes de Lie, et engendré
par un voisinage compact de K , et que T est à support compact.

Notons <^ un poids sur G tel que ||7r(c)-|| < <^(c) pour tout
c E C. On définit a? comme dans le lemme 15. Posons 9€^ = 7r(x) 96.
Soit X > ou. Dans S^o , l'opérateur A - À est inversible, et son
inverse est partout défini et borné (cf. [8]). D'après le lemme 9 on
a TT^ (T) C A. Pour démontrer que TT^ (T) = A il suffit de montrer
que 7Ti(T-Xx) et A - Â7r(x) ont même image. Pour cela il suffit
de prouver que ^(T - \x) (3^) est dense dans 3Co (cf. para-
graphe 7). Notons 9C' l'espace dual de 96. Soit u un élément
de 96' nul sur TT^T - \\) (3^). Soient /G<î)(C) et h ^ 9€. On
a <^ ,7T i (T-Xx) ^(f)h> = 0, et donc <^ ,7r i ( (T-Àx) * / ) / ? > = 0.
Notons V/ la fonction sur G nulle en dehors de C telle que
V/(c) = (u^(c)h) pour tout c E C . On a < i / / , (T - \\) * /> = 0
pour tout /G 6D(C). Il résulte du lemme 16 que l'on a \ * ̂  = 0.
En particulier, on a < M , ir(\)h) = 0. Ceci étant vrai pour tout
h G 96, on voit que M s'annule sur S€o . Le théorème de Hahn-
Banach montre que TT^(T- ^7) (S^) est dense dans ^o .

D'après le lemme 9, on a A C T ^ C T ) . Pour démontrer que
TT^ (T) = A, il suffit de montrer que TT^ (T) - X est injectif dans
g^o . Soit h C dom ̂  (T) 0 g^ tel que TT^ (T)A = \h . Pour
tout M ege' et tout /e(j&(C), on a, avec les notations ci-dessus,
0 = <^,7r(/) TT^T-ÀX)^ = <^7r(/* (T-XX))^>

= = < ^ / * ( T - \ x ) > .
Il résulte du lemme 16 que l'on a V/ * x = 0 et, comme /z G 96 ,
que ^ = 0 , ce qui entraîne h == 0 .

Exemples. — Dans les exemples, on suppose que G est un groupe
de Lie et que K = {1}.
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1) Supposons G == R et C = t0,°°[. Dans ce cas {^(t)} est
un semi-groupe fortement continu d'opérateurs bornés dans 96 et
{7r(^)} le semi-groupe obtenu par subordination. Lorsque {7r(f)}
est un semi-groupe de contractions, ces résultats sont très classiques :
cf.Phillips [14]etFaraut [5].

2) Supposons que 9€ soit un des espaces L^G) (1 <jo <°°)
ou Co(G), muni de la représentation régulière droite. Alors
7r(^)/2 = h * ̂  pour h G gç,, t > 0 . Le générateur infinité-
simal de {Tr(jLi^)} est égal à la clôture de l'opérateur / ( — ^ f * ' T
(défini dans <3)(G)). Il est aussi égal à l'opérateur h •—> h * T
définit dans l'ensemble des h E 9C tels que h * T G 96. (voir le
paragraphe 7).

3) Supposons que 9€ soit l'espace des fonctions uniformé-
ment continues à gauche et bornées sur G. Alors TT(^)A = h * jm^
pour A € 9€, ^ > 0. Le générateur infinitésimal du semi-groupe
{7r(^)} est la clôture de l'opérateur h '—^ h * T défini dans l'es-
pace engendré par les h * *f où A ' ç g € , /Gôi)(G). Il est aussi
égal à l'opérateur h '—> h * T défini dans l'espace des h E 9C
tels que /z * t € 9€ .

Les exemples 2 et 3 précisent des résultats de Hunt [11].

4) Supposons que S€ soit un espace de Hilbert et que TT soit
unitaire. L'adjoint de 7ri(T) est alors ^(T*) (lemme 8). En par-
ticulier, si T = T * , la restriction à ge°° de TTi(T) est essentiel-
lement self-adjointe.

Par exemple, soient X^ , . . . , X^ E @ , Y E R X^ 4 - . . . + R X^ ,
X E @ . Soit T == X^ + . . . + X^ 4- i Y -h X (voir paragraphe 2).
Alors l'adjoint de 7r(T) (défini dans 9e00)) est la clôture de
7 r (T -2X) (défini dans 3e00). En particulier, si X = 0 , TT(T)
est essentiellement self-adjoint. On retrouve ainsi des résultats de
Nelson et Stinespring [13] et Jorgensen [12] cor. 1.1. Notons que
ces auteurs utilisent des propriétés d'hypoellipticité de T, ce qui
n'est pas le cas dans notre démonstration.

5) Soient X^ , . . . , X^ , Y et X comme ci-dessus et
T = \\ 4- . . . + X^ + z Y + X. Alors la clôture de ?r(T) (défini
dans 96°°) est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe d'opé-
rateurs bornés fortement continu. Ce semi-groupe est de la forme
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TT(^) , où JLI^ est un semi-groupe de mesures bornées vérifiant, pour
tout voisinage V de 1 dans G les majorations de la proposition
14. Pour Y = 0, on retrouve encore des résultats de [13] et de [12]
th. 3.1.
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