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ANNULATION DU GROUPE
DES /-CLASSES GENERALISEES
D’UNE EXTENSION ABELIENNE REELLE
DE DEGRE PREMIER A /

par Georges GRAS

Dédié a Monsieur Claude Chabauty.
INTRODUCTION

Les résultats de R. Gillard ([3]) et de R. Greenberg ([7]) (dé-
montrés indépendamment par ces deux auteurs a partir des tra-
vaux de Coates et Lichtenbaum ([1]) et d’Iwasawa ([8])) donnent
une démonstration partielle de la conjecture que nous avons for-
mulée dans [4] (cf. aussi [S5] ou [6]) pour le cas d’un corps abélien
réel.

Compte tenu des hypothéses supplémentaires assez fortes qui
sont nécessaires pour cette démonstration (monogénéité des groupes
de classes notamment) on peut penser qu’elle résulte en fait d’une
situation analogue a celle qui se produit dans le cas imaginaire,
lorsqu’on impose la monogéneité : en effet, dans ce cas, le théo-
réme de Stickelberger et l’interprétation arithmétique de Leopoldt
des formules analytiques permettent de conclure facilement (cf. [4],
Cor. 1.4, p. 16).

Nous montrons ici qu’il en est bien ainsi dans le cas réel, grice
a Tlutilisation des méthodes du ‘‘Spiegelungssatz non semi-simple”
de B. Oriat et Ph. Satge ([9]) qui semblent bien adaptées aux pro-
blémes d’annulation des groupes de classes. La différence essen-
tielle par rapport au cas imaginaire est que, ici dans le cas réel, le
groupe des classes d’idéaux est remplacé par le groupe des classes
généralisées qui correspond par le corps de classes au groupe de
Galois & de la R-extension abélienne maximale non ramifiée en
dehors de 2. On obtient alors (Th. II.1) le résultat cité dans le
résumé, résultat qui permet de retrouver celui de [3] et [7]. Outre
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I'intérét théorique du Th. IL.1, le Th. I.1 constitue une approche

n+1
numérique précise du probléme de I’annulation des & “’/.sﬂ“’SZ
pour les “petites valeurs” de n puisqu’on est ramené au seul calcul
d’éléments de Stickelberger.

Enfin, nous donnons une méthode trés simple pour le calcul
effectif de la valuation L-adique des nombres L,(1,¢’).

Dans les démonstrations, on peut toujours se ramener au cas
d’une extension cyclique de Q puisque tout caractére d’une ex-
tension abélienne quelconque est caractére d’un sous-corps cyclique
de cette extension (cf. [4] ou [5]).

CHAPITRE PREMIER

ANNULATION DE ¢ /s?*"""

1. Notations.

Soit 2 un nombre premier impair fixé. Soit K une extension
cyclique réelle de Q (K+#+Q). On suppose que Gal(K/Q) est
d’ordre g premier & 2. On note ¥ le caractére rationnel qui cor-
respond & K (D’aprés les définitions de [4], on a donc K =K, ,
Gal(K/Q) =G, et g =g,).

On note Q; Il'unique sous-corps de degré ¢ sur Q de la
Z,-extension cyclotomique de Q et, pour tout corps L, L, le
composé L Q, (k= 0). Pour tout corps L, on note L' le composé
L'= LQ® . On considére le schéma suivant (n = 0) :

—_—— T T = G,——§\
/’ ‘\\
///— ~\\K ’__-——-H\\\\
’
N
Q, ———= B K, >
_ - - \
-7 1 -
G, _|-=—GCn \
n / -7
el _- T,
-
/ - /
/ 7
/ P /
/ e /
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avec les groupes de Galois suivants :
r, = Gal(K,/K") =~ Gal(K,/K) =~ Gal(Q,/Q) ;
G, = Gal(X,/Q), G, = Gal(X,/Q)
G = GalX,/Q,) ., H = GalK,/K, et G' = GalX,/Q,)

(on considére que les groupes G, G' et H sont indépendants de
n, aisomorphisme canonique prés).

Le groupe I', est engendré par un élément o, invariant K’
et tel que ¢°7 = ¢'**, pour toute racine de l'unité ¢ d’ordre di-

" viseur de 1.

On fait choix d’un caractére f-adique irréductible ¢, | VY ;
¢ est donc un caractére $-adique de K (au sens de [4], p. 6)
que lon considére aussi comme caractére de K'. On pose

o = Y o(rY)7; cest un élément de Z,[G'] qui est
|G | TEG’

I'idempotent associé 4 ¢. On sait que la projection canonique

e

1
G' — G envoie e, sur lidempotent —— 2 o(t™)7; par

¢

IGl T7€G
abus, nous noterons aussi par e, cet idempotent de Zy[G].
Nous aurons souvent a utiliser un résidu modulo £"*! de e, ap-

7,
partenant a Z[G'] ou Z[G] selon les cas; nous notons e: un

tel élément sans faire référence & n pour simplifier ; nous ne dis-
tinguons pas deux tels résidus, de telle sorte que e* désigne aussi,
par abus, limage canonique de e, dans (Z/2""'Z)[G'] (ou
(Z/2"*12) [G)).

2. Involution du miroir.

On considére lalgebre A, [G] ou A, =2Z/*1Z (n=0).
Dans cette algebre, on con81dere Iinvolution dite du miroir (qui
dépend de n): A,IG,] — A,[G,] on x = > a,T a pour

TGG;‘
image x = 2 a Xa(M T, ol xNr)EA, est ainsi défini :
on pose 7= §‘X"(), pour toute racine de l'unité ¢ telle que
§Qn+1 =1
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A tout idéal J, de A,[G], on associe I'idéal J, = {x,x €]}
ainsi que le sous-groupe de G, KerlJ, = {(r€G,, T—1€1],}
(cf. [9]1. D).

Remarque I.1. — On peut définir une opération miroir sur Z,[G']

de la facon suivante : si x = 2 a, 7, alors x = 2 a, 0(r)yrt,
reG’ T7€G’

ol 6 est le caractére d’ordre £ — 1 de Q® bien connu ([4], p. 6).

Il est clair que la restriction de x} a4 G’ est la réduction mo-

dulo 2"*!' de 0 ; on a donc le diagramme commutatif suivant qui

relie les deux opérations miroir définies lorsque ’on se restreint a G’ :

Z,[(G'] - Z,[G]
T —————- > 0(r)r!
mod £"*! mod £"*!
A,[G" > A [G']
T————— == x*n)7!

On considére I'idéal 1, de A,[G,]: 1,= (o, —1,s-1,1— e,
ou s est un générateur du groupe cyclique H.

Commengons par déterminer KerI,,T et Kerl, .

LemME I.1. — Ona Kerl, =T, x H.

Une inclusion étant évidente, on considére la projection cano-
nique A,[G,]— A,[G]; dans cette application, I, a pour image
lidéal (1 — e::) A,[G]; soitalors T€Kerl,, on a 7—1€], et
la projection 7, de 7 vérifie 7T,—1€(1 — e:) A,[G] soit
Toe, = e, mod ¢**1  dans Z,[G]. On utilise un isomorphisme
Z)[G]e, = Z¥ qui donne (en choisissant ¥'|p) ¥'(r,) =1 mod £"*!
(car Y'(e,) =1). Par hypothése, ¥' est d’ordre g+# 1 premier
a 2, donc ¢'(ry,) =1 mod &**! implique 7, = 1 et le lemme en
résulte.

Ona I,=(0,—1,5-1,1-¢}). Calculons e* (cf. Rem.

1 Y oY) T soit

I1):onae, = G
N <{e
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_— 1 -1 - -1
e, |G|,§G,*0(" )0(r) T IG,[EG O') () 7.

On introduit alors le caractére miroir ¢ de ¢ (cf. [4], p. 18) et

?¢ =e; il en résulte que e* est la classe modulo 2'*! de es
que nous notons e~ par analogle

Onadonc T, = (x*(o,)0;' = 1. x*(9)st — 1,1 — e;)
= (0, = x3(0,) . s —0(s), 1 —e€7)
=(0, -1—-2,5-0(s), l—eéi).

LEMME 1.2. — Ona Kerl,CG'.

Soient TE€G' et ol€T, tels que 70! €Ker In ; comme
Pordre de 7 est premier & 2, on a ¢’ €KerI, soit o® EKerT,l .
en appelant Q" ¥ Tordre de ¢! dans I',. On a of,k ~-1€71,
soit o, x (o ) — 1 €1, soit, en utilisant la projection canonique
G,—G,e*x(1+9% —1)=0 dans A,[G] (en effet, I'image
de I, par cette projection est (1 — e;{‘)An[(;]) On a donc
(1+9% - 1=0 mod®"*!" dans Z,, dou k=>n, auquel cas
o =1 et ol =1.

LEMME 1.3. — Soit K CK' le corps dont le caractére associé
est le caractére rationnel au-dessus de ¢ ; alors le corps fixe par

Kerl, est K, =KQ, .

n

Soit 7 €G' tel que 7 invariec K, (onadonc ¥'(r) =1, ¢’ly) ;
on a Oy ~'(r) =1 soit Y'(r) = 6(7); on en déduit que
Te, = ()('r)ew et que (7 — 6(7'))e¢ =0 soit (7 — l)ear— 0 (opéra-
tion miroir)et 71— 1 =0 -e_)(r—-1), dou 7 —1=( —e%)('r~l)
dans A,[G,], ce qui démontre Iinclusion Gal(K}/K,) CKerl, .

Inversement, soit 7€ G/, tel que 7 — 1 €1, ; d’aprés le lemme
[.2,ona TEG' etenrelevant dans Z,[G, ], on peut écrire
T—1=wy(o, — 1)+ w, (s — 0(s)

tw,(1 —e) mod &, wy, wy, w, € Z,[G,].
D’ou, par Oy'~! = ' (trivial sur T,) :
Y'(r) — 1= 9" (w) (Y'(s) - 0(s)) + ¥'(w,) (A - —\17'(8;)) mod ¢ ;

or Y'le;) =1 et Y'(s) - 0(s) =6(s) (¥'7'(s) = 1) =

car sSEH; dou Y'(r)=1 modQ et 7 est nécessairement dans
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le noyau de W', ce qui termine la démonstration (notons que K
dépend de K mais aussi de ¢ |{).

On obtient le schéma suivant :

On note par analogie H= Gal(K;,/Kn) (le fait que K' =K'
et K, =_IS; est évident); on pose enfin G = Gal(K,/Q,) et
G, = Gal(K,/Q); on peut aussi poser G' =G’ et G, =G,.

3. Corps de classes.

Soit M la R-extension abélienne maximale de K non ramifiée
en dehors de 2; M contient le f-corps de classes de Hilbert de K.
On pose # = Gal(M/K); & est un Z,[G]-module. On peut écrire
A=T14 (p parcourant I’ensemble des caractéres L-adiques de

v —
K): on pose ¢ =4 Le quotient & /.941 ‘¢ est canoniquement
isomorphe a4 & ¥ ; on note alors M¢, le corps fixe par.dl‘e‘P ; on

a donc Gal(M,/K) =¥ .

D’aprés la théorie des Z,-extensions d’un corps réel (abélien),
on sait que pour ¢ #1, #¥ est fini (ceci provient du fait que la
Z,-extension cyclotomique de K (qui est la seule Zj-extension de
K, d’aprés I’exactitude de la conjecture de Leopoldt dans le cas
abélien) est contenue dans la composante M,). On voit donc que
A1t est le sous Z,-module de torsion (fini) de & .
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On considére & *¥"*! et on appelle M le sous-corps de M
fixe par o & ' % Ona Gal(M{/K) ~o#/sd?""" .

Le corps de classes permet d’associer a & 1=¢1 un groupe de
classes modulo un conducteur f bien défini ; c’est ce groupe (fini)
‘#f qu nous appelons le groupe des $-classes généralisées de K.
Le groupe des f-classes d’idéaux au sens habituel est alors un quo-
tient de o€ f e

4. Spiegelungssatz généralisé. (d’aprés [9]).

On se propose d’appliquer la premiére partie du ““‘Spiegelungssatz
non semi-simple’’ de [9] dans le cadre 1égérement différent qui consiste
a remplacer le groupe des f-classes d’idéaux de K au sens habituel
par le groupe des K-classes généralisées f de K.

On compose pr") avec K, (Mg') K/ /K, est non ramifiée en
dehors de %).

LemME 14, — Ona M NK, =K.

Soit 7€ Gal(M{” N K,,/K) ; onaen fait M{? NK, =M{"NK, .
Par définition, o ¢/##*"*! est annulé par les ey ®# ¢, en par-
ticulier par e, (puisqu’on a pris ¢ # 1), donc 7°1 = 1 ; mais par
ailleurs 7 commute avec les éléments de G, on a donc 7! =7,
d’oul le résultat.

Le corps K, contient les racines de l'unité d’ordre **! ;

puisque M{V/K est d’exposant diviseur de 2**', on inrlflroduit comme
dans [9] le radical de M{V K, : W/ = (w' €K.*, /w € MWK}
On considére W"p(")/K,',""Z"+1 et on a les isomorphismes (de groupes
seulement pour le second) :

Gal(M{V/K) =~ Gal(M® K[ /K}) = Wim/K*"™

LEMME LS. — Lidéal 1, annulele A,[G)}module W [K*"! .
(méme démonstration que dans (9], corol. 3.4 puisque 1, annule
Gal(M{” /K)) .

Remarque I.2. — Ceci conduit a définir W\(p”) = W:o(”) N E: ;
on montre alors comme dans [9] (lemme 3.5) que l'on a 'isomorphisme:
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W(")/K*Q"H ~ W'(”)/K"“‘n+1 et W(”)/K*Q'ﬁ est canoniquement
un A, [G ]module annulé par lidéal (o, — 1 — 2, s —0(s).1 — e;)
de A,[G].

LeMME 1.6. — Soit wewg’) ; alors lidéal (w) de Kn engendré
par w est de la forme %A " MY o A est un idéal de K, et M
un idéal produit d’idéaux premiers au-dessus de £ dans K, .

Il résulte de la théorie de la ramification dans une extension
de Kummer que, dans K, on a (w)=%¢""0M' M’ produit
d’idéaux premiers au-dessus de 2 dans K, . D’aprés le lemme L5
et la Remarque 1.2, 1, annule W‘fo")/K;"‘l"+1 et on peut écrire :
w7 = @™ a € K*. Ceci donne

(a)gnﬂ =9[(o,,—1—52)32"+19y3,o,,—1—2 .

)

or f étant totalement ramifié dans /K il en résulte que

_ - +1 .
Wont = (1) soit (a)?" =A@ -0 ou le fait que
m =me

Remarque 1.3. — 11 résulte du lemme 1.6 que (w) =9[Qn+1(217é0)\

(M) désignant I'étendu a K, d'un idéal M, de K produit
d’idéaux premiers au-dessus de £.

Qn+1

5. Annulation de & ¢/#4¥

Soit S— I’élément de Stickelberger associé a K et soit 9 ,
I'idéal de Stlckelberger a savoir S— Z[G ]ﬂZ[Gn]. D’aprés [5]

(corol. 1.2, p. 36). ¢ =S¢ ((—)—a, %, ) (idéal de Z[G,])

ou le symbole d’Artin (—) désigne un générateur de G et

Ay un entier convenable (cf. [5], Déf. II.1, p. 35). Appelons encore
" a
- - - K

Ag . par abus, lidéal S— Z,[G,1N Z,[G,] = Sk, ((a—")— a, AK,,)

(idéal de Z [—G ). Alors % ¢ annule le f-groupe des classes au
sens habituel de K .#

Soit alors SE;, I’élément de Stickelberger de K ; si N désigne
la projection canonique Z[Gn]——>Z[Gn], on sait que NS—K;!
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s’exprime simplement en fonction de Sﬁn ({57, th. 11.3, p. 42). De

fagon précise, on remarque que pour n=1, K, et K, ont le
méme conducteur et dans ce cas, NSg = S .
| n n -
Examinons maintenant 1’idéal de Stickelberger de K! dans

n

ZQ[G;,] . D’aprés [5] (Prop. I1.3), on a

Q[E;, = SR;, ( (K;) —a,... ;A’K;)

al

_ K _
(idéal de Zy[G))]), (_,_") parcourant G, , Ay, étant un entier
convenable. a "

’s 72 K:z ’ . ral
LemmE L7. — L’idéal ea(...,(a, ) a,...,AE,n) de Z,[Gyl e
est l'idéal unité pour tout n = 0.
Soit a' choisi de telle sorte que 1’on ait (K,) # 1 (ceci est pos-
a _

n

. K!
sible puisque K # Q) ; on peut toujours supposer que ( o )= 0,7,

7€ G', la restriction de 7 4 K g’_tant distincte de l'identité. Consi-
dérons I’homomorphisme de Z,[G,] =EQ[G'] [T,] dans Zfzg)[l‘n]
(ou g = [K:Q]) défini par 7' €G' —> Y'(7') ; cet homomorphisme
identifie Z,[G,] e et z@I[r,].

ijage de e_(0,7 —a') par cet homom_orphisme est égale
i 0,¥'(r) —a'=%0, —a', en posant § = Y'(r). Considérons

n

le produit ksli]1 (o, — a'E“i"l‘) avec §, racine de I'unité d’ordre
g ; ce produit est égal 2 0 — @'Y =1 -, On a
a'=0(a’) = 0(7) mod £ soit

1-a¥ =100 P

I — (@)Y ()™

=1 -0y (" =1 -y’ ()"
mod £ ; cette quantité est non inversible dans Zg?) si et seulement
si Y'(1)¥" est d’ordre puissance de 2, donc ici si et seulement si
Y'(1) =1, ce qui est contraire au choix de 7; donc o0, —a'§¢™!
est inversible dans Z®[T,], 6’;(0"7 — a") est inversible dans
Z,(G,] e, d’ou le lemme.

COROLLAIRE L1. — L'idéal e_ ((;If—) —a, Aﬁn) de Z,(G,]e,

est aussi l'idéal unité pour tout n = 0.
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En effet, on vérifie que

N(...,(Z,—)—a',.. 2 )=( ( ) —a'.. Ag )
= ((7”-) —a, Ag ) C¥g  (cf. [5], prop. ILS).

D’ou le résultat. On a donc en résumé :

. 3 3 g S
(i) "; SK;1 et ea SK,, sont f-entiers pour tout n = 0,

.. o . >1.
(ii) ea SK» N e SKn , pourtout n=1

DEFINITION L1. — On  pose S = e_ Sg, et S¢ = e_Sg
pour tout n=0; ce sont des éléments de Z [G ] et Z [G ]
respectivement (on peut donc dire que pour n=1, Sr‘f est la

restriction de S'¥).

Considérons alors §;‘7 pour n>1; par restriction a K,,
—S—f opére comme §f et d’aprés ce que ’on vient de voir, §;‘7
annule # :’ (la composante en ¢ du fL-groupe des classes d’idéaux
de K,).

Soit alors wGW(") ; d’aprés le lemme 1.6 et la Remarque 1.3,
w) —2[’2"“(21)20) (M, idéal de K). Distinguons alors deux cas
selon que £ est totalement décomposé ou non dans K ; en terme
de caractéres de Dirichlet, ceci se traduit par E'(JZ) =1 ou ¥'R) #1
(o ¥'ly). B

a) TIJ_(Q)%]. Dans ce cas, comme d’aprés le lemme 1.5
w'” e_ K*Qn ! , on a (w)=(w)es% =(2D20)e% (aux puissances
Qntl elémes s d’idéaux) ; comme le corps de decomposmon de
2 dans K est distinct de K, il en résulte que (SJ? )v’ est puis-

sance_ 2"*!¢™  d’idéal. On a donc (w) =62"" dans K, et
53 1 543 ..
w)” =5 5,7 gt (6)’2"+1 , BE K;" , Ppuisque b S st principal
— s'W +1 L, —
dans K,; don w" = 6Qn €, € unité de K, ; on remarque

que €€ Wg") .

Soit E(K,) le groupe des unités de K,

LemMe 1.8, — Ona E(K,) N WS C EK,)"™" .
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Soit eEE(K )ﬂ W("), on apphque a nouveau le lemme 1.5 :
on a en particulier ¢ % € E(K )’2 soit € = € % 17 ,nE E(K ).
On sait que le corps K,, est imaginaire ; soit alors K,,+ son sous-
corps réel maximal ; on sait aussi que toute unité e de —IZ,, est de
la_forme ¢,§, €, €E(K,,), ¢ racine de Punité. On voit que
€ \PGE(K )‘2'l+l et qu’il en est de méme pour .‘;’“’ car ¢ n’est
pas le caractére 0(p % 1). Par conséquent, I’image de Sn“’ dans
A,[G!] annule w‘">/K*’2” Ym0,

b) JJ (SZ) . Dans ce cas, on a (w)" =95 Q"H(E)JEO) Sn?
Etudions I Sn? pour n=1: comme M, est un idéal de K.
EUE(S)@ —Wti‘p en désignant par S¥ 1a projec_tion canonique de _S_:,‘7
dans Z,[G]. Or d’aprés [5], Th. IL.3, S¥= 0, car sous I’hypo-

thése Q'(Q) =1, K et E; (si n=1) ont l(ﬂlrs conducteurs qui

K\-
différent par le facteur £, et le terme 1 — (E> ' est nul ; d’ou
53

s o" = (1) et on est ramené au cas précédent. L’image de §:?

dans A,[G] annule encore W;")/E,":Q"H (n=1).
Remarques sur le cas particulier n = 0 :

a) Si z'(Q) # 1. On vérifie facilement que si E(Q) = (0, alors
les résultats précédents sont valables pour n = 0.

Y'(®)#0 (2 est non ramifié dans K), alors le Th. IL.3
([5]. p. 42) montre que dans 2 [G]e_ , on a I’égalité

v = (- (5)7) s

par hypothése, on a (%) #1, car ¥’ ((E)) # 1 et il en résulte
. K\ .

aisément que (1 — (E ) e est inversible.

b) Si g'(Q) = 1. Comme on l’a déja vu, N_S—;‘7= 0 dans ce
cas (mais évidlemment S¢ n’est pas trivial). On peut appeler ce cas,
le cas spécial (n =0 et ¥'(®) = 1) comme dans [4].

DEFINITION 1.2. — Dans tous les cas, on désigne par S? Ia
projection canonique dans A,[G] de [I'élément S,? image de
S,? (Déf. 1.1) par l'opération miroir.
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Compte tenu de ces définitions et par utilisation de la ““Spie-
gelungsrelation” (comme dans [9], Prop. 3.3), on peut énoncer :

THEOREME 1.1. — Soit K wune extension abélienne réelle de Q
de degré premier a {. Soit ¢ un caractére SL-adique irréductible
de K, o# 1. Soit M la Lextension abélienne maximale de K
non ramifiée en dehors de £, soit & = GalM/K) et soit 4¥ Ia
p-composante de s . Alors pour tout n =0, ['élément S,‘f de
(Z/97*1 2) [G] annule le module 4 °[4°""" (G groupe de Galois de

K/Q).

Conclusion.

Pour »n assez grand, S‘,‘: annule &% . 1l se pose donc le pro-
bléme de savoir si la suite des S'f admet une “limite”. Il suffit
pour cela de relever arbitrairement S:’ dans Z,[G], mod 2"*! |
pour tout n, et de voir si la suite de ces relévements a une limite
g-adique. C’est ce que nous allons faire dans la deuxiéme partie.

Remarque I.4. — L’étude de Ngﬁf que nous avons détaillée
dans ce § 5 n’est utile, d’'un point de vue pratique, que pour jus-
tifier le fait que §f est, en un sens, le meilleur élément possible
de Z,[G.] qui puisse annuler W;")/—IZ:Q"“, pour tout n>=>0.
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CHAPITRE 1II

ANNULATION DE «#¥

1. Caractéres de Dirichlet.

Nous notons comme dans [4] (chap. II, § 1) x' un caractére
de Dirichlet de caractére sous-jacent x'. On suppogé le module de
x' défini sans ambiguité (en particulier le caractére 6 est modulo
Q ainsi que ses puissances (y compris 0°)).

Soit Y'l¢; ¥’ estde conducteur divisible au plus par 2. Nous
utiliserons plus loin le caractére ¥'0°: si le conducteur f, de ¥’
est divisible par ¢ alors on a Y'0° =y’ (caractére mod fy); s
2 ne divise pas f, alors Y¥'0° est un caractére modulo £ fo -

2. Etude de Sn“’ (n=0).

Nous allons étudier un relévement dans Z,[G] de S"f (que
nous notons encore SY).

On sait que K,, , pour n >0, aun conducteur f, delaforme
[t f premiera 2. Pour n > 1, le conducteur de K, est aussi
ggala fQ"*1 .

1 I K/ \-1
On considére S = — —%) b ; Dbien que
Ky fn 172:1 (b )
J— (b,fn)=1

S} = e S soit L-entier (lemme 1.7), il n’est pas possible de prendre

directement” le miroir de e Sz 4 cause du “dénominateur” f, .
n —,

Pour cela, on multlphe S— par le facteur (—-—) —a, a choisi de
telle sorte que ((—-—) - )e_ soit inversible dans Z [G ]e_,

qui est possible en ayant (—) # 1 (cf. lemme 1.7) ; ceci ne mo-
a

difie pas les propriétés d’annulation de §;‘7 et S7: on a en dési-
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In
gnant par Z* la sommation étendue aux b, (b, f,) = 1
b=1

((%'-)»—a) Sg == gf::k A, («i%’—)_l .ol A, =ﬂ% [,

désignant la fonction résidu mod f,, (cf. [5], lemme IL6).

On a donc S!¥ ((Ea;'—) — a) e, == e_ fn Ny K, ) ce
b=

qui donne par 'opération miroir dans A,,[G;,] et la prOJectlon cano-

nique dans A [G]'
K, K
2 ) ()

()" ) () ) = o ((

* Kn — n+1
on a X «T» =b mod £ , on peut donc prendre comme

K
représentant modulo 8"*! de x*! ((—f-)) le nombre bY @-D-1

(A} étant cyclique d’ordre 2"(2 —1)). On peut donc prendre un
représentant de SY (noté encore S¥), vérifiant la congruence dans
Z,(G] :

a((%)_l — 1) e,Sy=—e, l:fzi* A, bY@ (%) mod 2"+ .

Cette congruence a lieu en fait dans Z [G]e et on peut rem-
placer Z,[Gle, par Z(g) comme d’habltude on obtlent dans Z(g)
la congruence correspondant a la précédente :

In
a (Y@ — DYISH == TN, BED1 (h) mod 01

b=1
Pour simplifier les notations, on pose N =" —-1) (n=>1).

1
On pose TY =-e, b‘é*(!bs)b” ,n=>1.

LemME I1.1. — On a la congruence dans Z,(f) (n=1):
1 - ¢'(@a"¥ 1
a¥ (1 — ¥'(a)) N,

Y'(T?) = Y'(S¥) mod £+ .
1 TR
Ona (y''(a) - 1) 7 Y'(TY) =f_ 2 b)bN "~1(q)

- — Y'(b)bN .
fn bz‘l
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Dans la premiére sommation, posons pour (b, f,) =1,
b =lacl,, 1 <c <f, (cecidéfinitune bijectionde {u,1<u<f,,
(u, f,) = 1}) eton obtient :

-1 | — L ! N 1 f'i* ' N
W@ -1 —y¥(T) =— Z Y'(o) lacl) —— Y7 ¥'(b)bN ;
fn f c=1 fn b=1
ona
lac], = ac — N f, et [acl) = (ac — A f,)N =acN — N(ao)N1A, f,
N(N - 1)

+ - (ac)N‘z)\zf!f + sz , £ Q-entier ;

on a donc, puisque f, = ¢"*1f et
N =22 -1), [a]} =a"cN — N(ac)N' A f, mod €72 .
D’ou :

In
W' '@ -1 }1— Y(Ty) = fl Z ¥'(c) @™ — NN, f,)

n

1 fn*
e 7Y ()b mod £+
n b=1

N In
s;— XV N - Na 2 (c) NI,
c=1 c=1 f
- fL 2 Y'(b) BN mod £*"*!
I
=@ -1 ’fl— YT — Na™ 1 ¥ y'(c) N1, mod "1
n c=1

D’otl (en utilisant la congruence obtenue pour \[/'(Srf)) :

(w'—l(a)—l)% YT =@ 1) — fn Y'(T%)

+ Na" (¥'"(a) — 1) ¥'(S¥) mod Q2n+l

Comme (Y'Y (a) - 1) est inversible par choix de a, il vient

1—1 .
f AN N‘lzw,(fz )a D= NY'(S¥) mod £2™*! | soit, toujours
1 — ¢¥'(a)aN
@® . 2 _ pTe = (¥ n+1
dans Z;%: an Y'(TY) N - v'@) ¥'(SY) mod £ .

Grice aux résultats de Fresnel ([2], § 2) on peut faire le lien
avec les nombres de Bernoulli généralisés.

LeEMME I1.2. — On a la congruence dans Z,(Zg) :
By(y'0°) _ 1
N "~ Nf,

Y'(T?) mod &' (n2>1).
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En effet, c’est la proposition 3 de [2] appliquée au caractére de
In
Dirichlet ¢'0°, compte tenu du fait que Y ¥’ 0°(w)u™ = ¢'(T?).

u=1
CoROLLAIRE I1.1. — Or obtient la congruence dans Zfzg) :
1—y'(a)aN By(Y'6°)

14 (p E
Vs aN(l — Y'(a)) N

mod "' (n>=1).

3. Annulation limite.

Il ne reste plus qu’a utiliser ’approximation f£-adique des fonc-
tions L f-adiques “en s = 1" au moyen des nombres de Bernoulli
généralisés telle qu’elle est explicitée par Fresnel dans [2] (8 5,

p. 329): on a (1——&)1,2@'):"1% (_M)

() -1
ce qui, compte tenu de I’égalité de Leopoldt-Fresnel
N PAQ) :
Ly(1, 9 = (1 === Le(¥)

. . Bong_n (¥'6°)
ermet d’écrire : lim (— ——&-==") = [ (1, y).
p n—oo ( (e —1) ) Q( —di)

On constate que la suite des \IJ'(S""’) a une limite K-adique égale

- V@ By
a nan;la (lN(l . ll/'(a)) N - LSZ(l’_d_/_)

D’aprés le Th. 1.1, & ¥ est annulé par le représentant S? (pour
n assez grand) donc est annulé par Y'(SY) en tant que fo)-module ;
par conséquent, on a prouvé (!) :

THEOREME II.1. — Soit K une extension abélienne réelle de
Q de degré premier a L. Soit ¢ un caractére R-adique irréduc-
tible de K, op#* 1. Soit M la R-extension abélienne maximale
de K non ramifiée en dehors de L, soit & = Gal(M/K) et soit
#? la  pcomposante de S  considérée comme Zfzg)-module.
Alors I'élément L, (1, Y') (valeur en 1 de la fonction L R-adique
associéed Y'|p) de fo) annule o4 % .

(1) Des résultats analogues, sans I’hypothése de ‘“degré premier a X7,
viennent d’étre obtenus par B. Oriat dans le cadre développé dans [5].
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Remarque II.1. — Ce résultat est une approche de la conjec-
ture (notée probléme B* dans [4], p. 62) sur ’'annulation du groupe
des classes d’idéaux dans le cas réel ainsi que de celle (notée pro-
bléme A", dans [4], p. 62) sur 1’égalité des invariants classes et
analytiques.

Le Th.II.1 est valable sans hypothése restrictive, mais il ne
conduit pas 4 la démonstration de ces conjectures sans adjonction
d’hypothéses supplémentaires. Si I’on fait des hypothéses du genre
de celles de [3] et [7], on constate qu’elles entrainent essentielle-
ment la monogénéité de &, ce qui conduit, grice au Th. IL.1 ci-
dessus 4 un résultat sur les ordres des & ¥ (compte tenu de la for-
mule globale du nombre de classes généralisées) ; on peut alors
conclure comme dans [3] que la conjecture est vraie dans ce cas.

Terminons par une propriété qui permet dans la pratique de
trouver la valuation f-adique de Lo(1,y'):

ProrosiITION II.1. — Posons, pour tout n = 0,
"]
1(Qey 72(8) — okn 7(8)
Y8929 = g 2
et posons Lg(1,y") Zflg) = gu¥ fo). Soit n, un entier tel que
e <n,, alors pf = ufo pour tout n=n, et p¥ =p’
0

CorOLLAIRE I1.2. — En pratique, n¥ est la valeur u“’ obtenue
pour le plus petit entier ny, = 0 tel que u“’ S ng .

Démonstration. — Si §:f1 = 2 a, v alors
T€G, 4y
o = * - ¥2 .
Sn+1 = _Z a. Xy, (1) 77! mod £"*2 ;
T€G 41
O X, (7) = x%(7) mod &% et x*(7) = x*(7) (7 image de 7
dans G!) d’ou S¥ = » a, x:(?) 77! mod 2"*! et la pro-
T€Gp+1
jection S¥ -~ de Sr’lfl dans Z,[G] vérifie
SY = X @ XD T mod®™' (7" imagede T dans G).
TE€Gy 4y

D’aprés le_Th. I1.3 de [5] (_p 42), la projection canonique de
S'%  dans Z,[G!] est égale a S’¥ .

n+1
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Ona
o ~ e — . n+1
S¥ = _2 a, 7 soit S¥= Y a xi(7T)T ! mod """ et
T€G 41 7€Gp4
S¢ = Y a, X*(7) 77! mod **', d’ou le résultat puisque Ion

7€C 41
") = (7] n+1
a obtenu S¥ 1 S, mod 77" .
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