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FONCTIONS MEROMORPHES DANS LE CERCLE-UNITE
ET LEURS SERIES DE TAYLOR

par Christiane CHAMFY.

INTRODUCTION

L’objet de cet ouvrage est d’étudier les relations entre le
comportement dans le cercle-unité de certaines familles de
fonctions méromorphes dans ce cercle et holomorphes a I'ori-
gine, et les coefficients de leur développement en série de
Taylor au voisinage de I’origine.

Dans la premiére partie, nous nous intéressons aux fonctions
méromorphes bornées par 1 en module sur le cercle-unité.
Schur avait établi [11] qu’il existe une suite d’inégalités ration-
nelles sur les coefficients du développement d’une fonction
en série de Taylor au voisinage de l'origine, constituant une
condition nécessaire et suffisante pour que cette fonction soit
holomorphe et bornée par 1 en module dans le cercle-unité.
Nous montrons ici qu’il existe de méme des inégalités ration-
nelles sur les coefficients d’une fonction méromorphe, consti-
tuant une condition nécessaire et suffisante pour qu’elle ait
exactement p pdles dans le cercle-unité etsoit bornée par 1 en
module sur ce cercle. Nous indiquons ensuite un procédé pra-
tique pour former ces inégalités, dans le cas ol les coeffi-
cients sont réels, a I’aide de suites de polyndmes associés.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions les fonctions méro-
morphes dans le cercle-unité qui sont holomorphes & I’origine
et ont un développement en série de Taylor a coefficients
entiers. Une classe importante de ces fonctions est formée de
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fractions rationnelles. Des études de Borel [1] et de Carlson et
Polya [2] ont montré que la possibilité de prolonger une fonc-
tion & coefficients entiers a ’extérieur du cercle-unité constitue
une condition suffisante pour qu’elle soit une fraction ration-
nelle. M. Salem [10] s’est intéressé au comportement de ces
fonctions a I'intérieur du cercle-unité, au voisinage de la fron-
tiére, et a démontré que, si une fonction a coefficients entiers
n’est pas une fraction rationnelle, elle approche nécessairement
toute valeur dans toute couronne au voisinage du cercle-unité.
On ignore si la fonction prend alors nécessairement toute
valeur dans le cercle-unité. Le résultat que nous établissons
ici précise dans une certaine mesure le théoréme de M. Salem,
en montrant que, selon un vocabulaire que nous définissons,
une fonction a coefficients entiers, si elle n’est pas une fraction
rationnelle, approche toute valeur, dans le cercle-unité, ou bien
une infinité de fois, ou bien au moins une fois avec un ordre
infini.

Parmi ces fonctions & coefficients entiers, celles qui sont
des fractions rationnelles, ont un seul pdle dans le cercle-unité
et n’en ont aucun sur ce cercle, ont pour péles de module infé-
rieur & 1 les nombres algébriques d’une famille remarquable :
ce sont les inverses des entiers algébriques appelés nombres
de Pisot-Vijayaraghavan [8], [13], [14]. Nous nous intéressons
icl aux inverses d’entiers algébriques qui ont un seul de leurs
conjugués, en plus d’eux-mémes, intérieur au cercle-unité, et
tous leurs autres conjugués extérieurs a ce cercle. En appl-
quant les résultats exposés dans la premiére partie, nous mon-
trons que deux nombres conjugués de cette famille ne
peuvent approcher simultanément trop prés du cercle-unité,
et nous déterminons les couples qui en approchent le plus pres.
Les inégalités du chapitre 11, dans le cas o p = 1, avaient de
méme permis & MM. Dufresnoy et Pisot de déterminer tous
les nombres de Pisot-Vijayaraghavan qui sont inférieurs a une
certaine borne, et en particulier tous ceux qui approchent le
plus petit nombre de I’ensemble dérivé. La méthode employée
pourrait sans doute s’appliquer de la méme fagon a des familles
analogues de nombres algébriques, auxquels on imposerait
d’avoir un nombre donné, supérieur & deux, de conjugués
intérieurs au cercle-unité. Elle est cependant appliquée 1ci
avec trop peu de généralité pour qu’on puisse Daffirmer.
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Certains des résultats exposés ici ont fait 'objet de notes a
I’Académie des Sciences [3], [4].

Je tiens 4 exprimer ma profonde reconnaissance a M. Pisot
pour l'aide que m’ont apportée ses conseils et ses encou-
ragements. Je remercie M. Salem qui a bien voulu faire partie
du jury auquel je soumets cette thése, et M. Dubreil qui a
bien voulu le présider, ainsi que M. Montel qui a bien voulu
présenter mes notes a I’Académie des Sciences et M. Chabauty
qui a bien voulu accueillir ce travail dans les Annales de I’'Ins-
titut Fourier.



PREMIERE PARTIE

Inégalités sur les coefficients des séries de Taylor
des fonctions méromorphes bornées par 1 en module
sur le cercle-unité.

CHAPITRE PREMIER

FONCTIONS HOLOMORPHES

Nous nous bornerons a rappeler sans démonstrations les
principaux résultats obtenus par Schur [11].

Soit donc F(z) une fonction holomorphe dans le cercle-
unité, ayant, au voisinage de l’origine, le développement en
série de Taylor:

Fz)=U,+Uz+ ---+Ugz"+ ...

Supposons que pour |z/ <1, on ait |F(z)] < 1. En vertu
de la loi du module maximum il suffit pour cela que |F(z)| <1
pour |zl = 1. On a alors en particulier |UJ|<{1. Nous dési-
gnerons désormais par fonction de Schur toute fonction satis-
faisant aux conditions ci-dessus.

On considére la suite de fonctions :

Fy(z) =F(2)

F, ()= Fe&)=Uno 1
" 1—T, F.(z) z

oaU,,=F,(0), et ot U, , est 'imaginaire conjugué de U, ,
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Supposons que F,(z) soit une fonction de Schur. Si F,(z)
n’est pas constante, F, ,(z) est holomorphe dans tout le
cercle-unité. Si F,(z) est une constante de module différent
de 1, F,_ ,(z) est définie en tout point sauf a 'origine. Nous
conviendrons, dans ce cas, de poser F, ,(0) =0, et F,H,( )
sera ainsi holomorphe dans tout le cercle-unité si |U, .| £ 1
Cette fonction est d’autre part bornée par 1 en module sur le
cercle-unité. C’est donc une fonction de Schur.

Si [U,, =1, la fonction F,(z) est nécessairement constante
et F,,, (z) n’est définie nulle part.

On peut donc former & partir de F(z) une suite de fonctions
de Schur: ou bien cette suite est infinie, ou bien elle s’achéve
par une fonction constante et de module 1 dans le cercle-unité.

Nous associerons a la fonction F(z) la suite correspondante
des coeflicients U, ,, définie a partir de n =0 en posant
U, , = U,. Ou bien cette suite est infinie, et les nombres U, ,
ont tous un module strictement inférieur a 1, ou bien la suite
est finie et s’achéve par un nombre Us , de module 1, les autres
coeflicients ayant un module strictement inférieur & 1. Dans
le premier cas, nous dirons que la fonction est de rang infini;
dans le second cas, nous dirons qu’elle est de rang S. Nous dési-
gnerons d’une fagon générale par S ce rang, fini ou non.

Le résultat fondamental obtenu par Schur est que I’existence
d’une suite de coeflicients de I’'un ou 'autre type constitue une
condition nécessaire et suffisante pour que F(z) soit ce que
nous avons appelé une fonction de Schur. Plus précisément :

10 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse
associer & une fonction F(z), par le procédé exposé ci-dessus,
une suite finie de coefficients U, , = U,, U, ,, ..., Us , tels que:

U, o <1 pour 0<n<S—1, et [Us, =1

est que: F(z):%?(»z—;, ou Ds(z) et Eg(z) sont deux poly-

némes premiers entre eux tels que Ds(z) est de degré S et
que Eg(z) =¢2°Ds(z7"), ol ¢ est une constante de module 1,
et o Eg(z) a tous ses zéros extérieurs au cercle-unité.

La fonction F(z) est bien définie par la donnée des S 4 1
constantes U,,, U,,, ..., Us,, et en particulier ¢ = Us,.
Nous désignerons cette fonction par le symbole, introduit

par Schur: [z; U, ,, ..., Us,].
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20 D’une fagon générale, le coefficient associé U, , peut, pour
n < S, s’exprimer en fonction des coefficients U, U,, ..., U,
et de leurs imaginaires conjugués. Ona: U, /= ®,(U,, ..., U,),
la fonction ®, étant une fonction rationnelle de

UO’ Uo; ] Un-—i’ ﬁYl—l, Um

indépendante de F(z).

Inversement: U,=%, (U, ,, ..., U,,), la fonction ¥, étant
une fonction rationnelle de U, ,, Uy o, ..., U,_y o, Ua_y oy Uno,
indépendante de F(z).

Soit alors U, ,, U,,, ..., U,, ... une suite infinie de
constantes de module strictement inférieur & 1. Considérons

+ o
la série: Y W, (U, o ..., U, o)z
n=0

Cette série est convergente dans le cercle-unité, et sa somme
est une fonction de Schur. En d’autres termes, les conditions :

[D,(U, ..., Up)| < 1 pour tout n=>0,
ou bien:
®,(U,, ..., Uy)|<1 pour 0<n<S, et |P(U,,..., Us)=1

-+ oo
sont nécessaires et suffisantes pour que la série )} U,z" ait
pour somme une fonction de Schur. n=0



CHAPITRE II

INEGALITES POUR UNE FONCTION MEROMORPHE

Nous allons montrer qu'on peut de méme exprimer, sous
forme d’inégalités rationnelles sur les coefficients de son déve-
loppement en série de Taylor au voisinage de 'origine, une
condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction méro-
morphe dans le cercle-unité, holomorphe a l’origine et bornée
par 1 en module surla circonférence-unité, ait un nombre donné
p de poles dans le cercle unité.

L’existence de telles inégalités a été établie par MM. Dufres-
noy et Pisot [5], dans le cas particulier de fonctions ayant un
seul pdle, simple, distinct de I'origine, dans le cercle-unité, et
ayant un développement en série de puissances a coefficients
entiers rationnels au voisinage de l'origine. Nous suivrons
une méthode analogue a celle qu’ils ont utilisée.

Soit f(z) une fonction méromorphe pour |z] < 1, bornée
par 1 en module pour [z| = 1, et ayant, dans le cercle-unité,
p poles distincts ou non, {,, ..., {,, différents de 0. Soit:

f@)=u,+ upz™ 4ty 2™ ™ o F U

son développement en série de puissances au voisinage de
Porigine, ol m et m' sont positifs, et u, et u, , non nuls
(u, pouvant étre nul).

J’al exposé les résultats qui suivent dans une note citée [3],
dans le cas particulier d’une fonction réelle pour z réel, ayant
en vue certaines applications arithmétiques. Ces résultats sont
encore valables, & quelques modifications de détail prés, pour
une fonction complexe quelconque, ainsi que cela m’avait
d’ailleurs été signalé par M. Bender aprés la parution de ma
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note, et c’est sous cette forme que je vais maintenant les
exposer.

Nous utiliserons le lemme suivant, fondé sur le théoréme de
Rouché :

Lemme. — Sotient A et [B(z) |deux polynémes vérifiant
Pinégalité : |B(z))| < [A(2) sur la circonférence-unité.

Soit la fonction: o(z ) B(z) f(z )—A( ), ayant, au voisi-
nage de Uorigine, le développement en série de puissances:

oz =az*+ -, avec k=0 et a, 0.

St q est le nombre de zéros de A(z) de module inférieur a 1,
onak=<p-+q, et o) aau plus p+ q—k zéros de module
inférieur a 1 autres que Uorigine.

Soit en effet la fonction :

ox(z) = B(2)f (z) —AA(2),

ou A est une constante réelle strictement supérieure a 1.
L’application du théoréme de Rouché a la fonction

(2—28) ... (z—=L)on(2),

holomorphe pour |z] <1, montre que cette fonction a, a
Pintérieur du cercle-unité, autant de zéros que

M (z)(z — ). (2 —Tp)s

soit p + ¢. St on fait tendre A vers 1, k de ces zéros tendent
vers 0, ce qui démontre le lemme.

Nous allons former une fonction holomorphe et bornée par
1 en module pour |z | < 1, telle que les coefficients de son déve-
loppement en série de Taylor au voisinage de l’origine soient
des fonctions rationnelles des u,. C’est en appliquant la mé-
thode de Schur a cette fonction que nous obtiendrons les
inégalités cherchées.

I1 convient de distinguer plusieurs cas :

10 [ug| > 1:

Soit la fonction:

) (8)—1 n
(transformation 1) f,(z)= J —f@)

Nous pouvons appliquer le lemme précédent a f(z) — u,,
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avec A(z) =u,, B(z)=1. Il nous montre que, f(z) ayant
Porigine pour zéro d’ordre m, la fonction [f(z) —u,] z~™ a au
plus p — m zéros dans le cercle-unité. Les poles de f, (z) étant
nécessairement des |zéros de cette expression, f, (z) a donc au
plus p — m poéles dans le cercle-unité.

On a inversement:

— U ﬁz) + z"
f(Z) _fi (Z) + aozm

et le lemme montre de la méme fagon que, si p, est le nombre
de poles de f, (z) dans le cercle unité, p < p, + m.

Donc, py=p —m.

D’autre part, la transformation homographique du plan

z—o - .
complexe X=1——T, ou a et « sont deux nombres 1magi-
—az

naires conjugués de module inférieur & 1, conserve la circonfé-
rence-unité dans son ensemble, ainsi que son intérieur et son
extérieur. Donc:

G _ |/t
U —f(z) 1—u,~ lf(z)

pour tout z tel que |f(z)] < 1, et, par conséquent, |f,(z)] < 1
sur la circonférence-unité; f,(z) étant holomorphe & l'origine,
c’est une fonction de la méme forme que f(z), mais qui a un
nombre de péles dans le cercle-unité strictement inférieur.
Enfin, les coefficients de son développement en série de Taylor
au voisinage de I’origine sont des fonctions rationnelles des u,.

20 |u,| =1:
Supposons tout d’abord u,u, réel.
Formons la fonction:

<1

(transformation 2) g,(z) = (_zz'" + uumz" —1)f () —u,(z""—1)

u(z"" —1)f(2) — (37" — uyupz" —1)

On a inversement :

Flo) = B —Unttnz"— 1)g,(2) — up(z"—1)
uo(z2m__ 1)g.(z)— (zzm _|_ uoumzm—l)

Sur la circonférence-unité, on a:

[ — Tt — 1] = (& — ) — ot
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Sur cette circonférence, z et z7' sont imaginaires conjugués,

et, par conséquent, (z"—z"™) est imaginaire pur; u,u, étant
réel, il en résulte que, sur la circonférence-unité, on a:

|2°" — WUz — 1| > " — 2z 7" = [z —1].

On en conclut tout d’abord que |g,(z)] < 1 sur la circon-
férence-unité. En outre, z’™ — u,u,z™ — 1 a m zéros dans le
cercle-unité. L’application du lemme au dénominateur de
g:(z) montre donc que ce dénominateur a, dans le cercle-unité,
au plus p + m zéros. Soit p, le nombre de pdles de g,(z) dans
ce cercle. Un raisonnement analogue montre que le dénomi-
nateur de f(z) y a au plus p, + m zéros. On a donc dans tous
les cas p < p' + m.

Nous distinguerons encore plusieurs cas :

A) m' < m:
Soit, au voisinage de l’origine:
(Z) Euo + umzm + um+m'zm*m' + um+m,‘2m+m; + e
+ um+m},zm+m;" + uﬂmzzm + Tty
ol u,, peut étre nul.
En tenant compte de ce que w,u, = u,u,, on a alors:

'—(um+m'zm+m'+ e + um+m;‘zm+m"‘) + (aoufn_uQm)zzm + e
- uo(um+m'zm+m' + - + um+m,"zm+m;‘) - uouzmz’m + -
Donc g,(z) est holomorphe a I'origine et a, dans le cercle-
unité, au plus p + m — (m + m’) = p — m’ pdles. Au voisi-
nage de l'origine:

8i(z)=

—_ - —-m'
gl(z):uo_umum+m'zm " +
et, par conséquent:

UnUm s mZ" ™ 4 -
1) UUnUp e mz™ ™™ A

On voit que p < p, + m — (m — m'). Donc p, = p — m'.
B) m =m:
Au voisinage de l'origine:

_ (WUm — Uy - - - - < u;,>+...

zZ) = = =(Uy— —
8= T ° U

On a donc encore p, < p—m=p—m, et g(z) est
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holomorphe & 'origine. Comme p < p, + m dans tous les cas,
ona: p=p—m=p—m.

C)m' >m:

Le développement en série de puissances du numérateur de
g,(z) au voisinage de l'origine est de la forme: u,u2z™™ + - -,
et celul du dénominateur, de la forme : upz® 4 .., avec up=%~0
et D strictement supérieur & 2m. On montre alors comme ci-
dessus que p, = p — m.

En multiphant g,(z) par z°~*", on obtient une fonction
holomorphe & l'origine, quu a p, —D +2m=p 4+ m—D
poles dans le cercle-unité. Cette quantité ne dépend que de p
et des u,, et est inférieure & p. Enfin, il est évident que les coef-
ficients de cette fonction sont des fonctions rationnelles des
u,, et qu’elle est bornée par 1 en module pour |zl = 1.

Supposons maintenant w,u, complexe :

Effectuons dans le développement de f(z) le changement
de variable z = €97, ou 0 est une constante quelconque.
On obtient ainsi une nouvelle fonction f*(Z) qui a les mémes
propriétés que f(z) et le méme nombre p de péles dans le cercle-
unité. Au voisinage de l’origine :

ff(L)y=u,+ upZ™+ - - -,
en posant u’,“,,= Un e""e. Si nous choisissons 6 tel que, par

exemple, e™ = I ' » la quantité u,u, sera réelle. A f*(Z)
correspond alors ur’:e fonction gi(Z) telle que:

gL)= (Z"™ + uu Z"'—i)f*( )_‘uo<Z2m_—'1)_
! (Z™—1)u,f*(Z) — (Z°™— uyunZ™—1)

gi(Z) a les mémes propriétés que la fonction g,(z) étudiée
ci-dessus : le nombre de ses poles dans le cercle-unité, infé-
rieur 4 p, ne dépend que des u,, donc des u,, et, pour obtenir
une fonction holomorphe a l'origine, il suffit de la multiplier
éventuellement par une puissance de Z qui ne dépend aussi
que des u,.

En opérant le changement de variable inverse, Z = e~ "0z,
on obtient, en tenant compte de la valeur choisie pour e™:

(UgUnlm ‘2™ + Uguz" — 1) f (2 )——uo(uou un'z™—1)
(Bt T — 1) () — (28 ety 2" — totin?® — 1)




222 CHRISTIANE CHAMFY

Cette fonction a, dans le cercle-unité, le méme nombre de
poles que gi(Z), et a I'origine pour pdle de méme ordre. Par
conséquent, en la multipliant au besoin par une puissance de
z ne dépendant que des u,, on obtient une fonction méro-
morphe, holomorphe a I’origine, bornée par 1 en module sur la
circonférence-unité, dont les coefficients sont des fonctions
rationnelles des u,, et dont le nombre de péles dans le cercle-
unité, strictement inférieur a p, est lié biunivoquement & p
et aux u,.

30 [u,| < 1:
Formons la fonction :

_fEA—u 1
_1——uofz) z

h,(z) est holomorphe & I’origine et bornée par 1 en module
surla circonférence-unité, et, en vertu du lemme préliminaire,
elle a au plus p poles dans le cercle-unité. D’autre part :

__ Zhl (z) + u,
f( ):ﬁozh,(z) +1

et, si p, est le nombre de poles dans le cercle-unité de #,(z)
le lemme préliminaire montre que p, < p. Donc p, = p.
Si |k, (0)] < 1, nous formons la fonction:

hwzéﬁtﬂwﬁi
T — R (O)h(2) #

et, de méme, tant que |h.(0)] < 1, la fonction:

h '(z) hr‘(z) _ hr (0) i .
T T ROk, (2) %

La condition |k,.(z)] << 1 pour tout r constitue, d’ aprés le
chapitre 1, une condition suffisante pour que f(z) soit une
fonction de Schur. Donc, si p est positif, il existe un rang R
tel que |hg (O)] = 1. Les fonctions h.(z) ont, pour 1 < r < R,
exactement p poles, sont holomorphes & I'origine et bornées
par 1 en module sur la circonférence-unité. En transformant
la fonction hg(z) par les transformations 1 ou 2, on obtient done
une fonction ayant les mémes propriétés que f,(z) ou g,(z).

A Taide d’un nombre fini de transformations des types 1,

(transformation 3) &, (z)=

L)

)

I
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2 ou 3, nous arriverons donc & former une fonction de Schur
F(z) dont les coefficients sont des fonctions rationnelles des
u,. De plus, dans chacune des transformations effectuées, le
nombre de pdles dans le cercle-unité de la fonction obtenue
dépend biunivoquement du nombre de pdles dans le cercle-
unité et des coefficients de la fonction initiale, et la fonction
obtenue est bornée par 1 en module sur le cercle-unité si et
seulement si la fonction initiale I’est. Par conséquent, il est
nécessaire et suffisant, pour que f(z) ait p poles dans le cercle-
unité et soit bornée par 1 en module sur ce cercle, que F(z)
soit une fonction de Schur.

Or, les inégalités sur les coefficients de F(z) obtenues
selon la méthode exposée au chapitre précédent, constituent
une condition nécessaire et suffisante pour que F(z) soit
une fonction de Schur. Ce sont des inégalités rationnelles
sur les u,. Jointes & celles qui conditionnent le mode de for-
mation de F(z), et qui sont aussi des inégalités rationnelles
sur les u,, elles constituent donc les conditions nécessaires et
suffisantes cherchées pour que la fonction f(z), holomorphe a Uori-
gine, soit méromorphe dans le cercle-unité et bornée par 1 en
module sur la circonférence-unité et, ait p péles différents de O,
distincts ou non, dans le cercle-unité.



CHAPITRE III

FORMATION DIRECTE DES INEGALITES DU CHAPITRE I1

La fonction de Schur F (z) se déduit de f(z) au moyen d’une
transformation homographique :

(g = A (2) £ A2

o A,,(z)f(Z) + Aa(z) ’

ou A,(z), A,(3), Ay(z), A,(z) sont des polyndmes dont les
coefficients sont des fonctions entiéres de certains u,. Il existe
donc un entier n, tel que les inégalités (@,(U, ..., U,)| <1
relatives a la fonction F(z) puissent s’écrire |@,(uy, ..., Uy, »)| <1,

la fonction ¢, étant une fonction rationnelle de uy, u,, ..., Uy, n_s,

an.-o-n-—u uno+n'
S1 nous supposons maintenant les u, réels, ces inégalités
pourront se mettre sous la forme:

(P;z(uoa sy un,+n_1) < Upngn < ?Z(uo; ceey un.,-o-n—l)'

Cette forme peut étre particuliérement commode dans les
applications, mais, dans la pratique, la complication des for-
mules rend vite ce genre de résolution impossible.

Dans le cas ou p = 1, MM. Dufresnoy et Pisot ont établi
un moyen pratique d’obtenir directement les inégalités sous
la forme ci-dessus, a ’aide de certains couples de polynémes
[6]. Nous allons montrer que ce procédé peut se généraliser
au cas d’une fonction f(z) ayant un nombre quelconque de
pdles dans le cercle-unité.
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Supposons donc f(z) réelle pour z réel. Nous reprendrons
les notations des chapitres précédents. Nous dirons, par ana-
logie avec le cas d’une fonction de Schur, que f(z) est de rang
s si elle peut se mettre sous la forme f(z) = d(z)/e (z), ou d(z)
et e(z) sont deux polynémes premiers entre eux tels que
d(z) est de degré s et que d(z) =ez'e(z™"), ¢ valant == 1. Si
f(z) ne peut pas &tre mise sous cette forme, nous dirons qu’elle
est de rang infini, et nous désignerons d’une fagon générale
par s son rang, fini ou non.

TatortmMe — 1. Il ewiste, d partir d’'un certain rang n, et
pour n < s un couple unique de polynémes premiers entre eux

di(z) et e(z), tels que:
di(z) est de degré n, e (0)= 41, et di(z)=2z"er(z")
et que, au voisinage de Uorigine:

di(z)
ex(z)

et un couple unique de polynémes premiers entre eux d,(z) et
€. (z), tels que:

d.(z) estdedegrén, e (0)=-41, et di(z)=—2z"¢e(z"")

U+ ooo U2 oz +Vn Y AR S

et que, au voisinage de Uorigine:

e

e (z) et e;(z) ont p zéros dans le cercle-unité.
2. On a les inégalités:

v U, <¥5  pour n,Sn<s

et:
vs<<us=v¢3 st fl)=+1, vvsi=us<<vy st f(1)=—1.

Ces inégalités sont celles qui ont été mises en évidence au
chapitre précédent et qui expriment une condition nécessaire
et suffisante pour que la fonction F (z) associée a f (z) soit une
fonction de Schur.

Remarquons que les n coefficients inconnus des polynémes
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di(z) et ex(z), ou d.(z) et e;(z), sont solutions d’un systéme
de n équations linéaires dont les coefficients sont u,, ..., u,_,.
Ce sont donc des fonctions rationnelles de wu,, ..., u,_,, et il
en est alors de méme de ¢ et ¢;. Les inégalités sont donc
bien obtenues sous la forme souhaitée.

Montrons d’abord que, quel que soit p, chaque couple de
polynémes, s’il existe, est nécessairement unique.

1. Unicité des polynomes.

Supposons qu’il existe, par exemple, deux couples distincts
de méme degré n, d;(z) et e7(z) d’une part, 8} (z) et v (z) d’autre
part, satisfaisant aux condltlons I du théoréme.

Soit, au voisinage de ’origine :

dig:;-—‘:-uo+ v U BT i
l(z =gt U2 W+
N (%

Considérons le polyndéme : P(z) = d}(z)n+(z) — 8} (z)ef(z).

Comme ¢7(0) = n+(0) = 1 par hypothése, nous voyons que
P(z) n’a pas de termes de degré inférieur a n, son terme de
degré n valant (v — wy)z". D’autre part, P(z) = — z*"P(z7").
Par conséquent, P(z) est identiquement nul.

Cela nous montre que:

o7 &

~——

~

e

+(z) _ 8x(z)
er(s) @)

~—

v

Comme les polynémes de chaque couple sont premiers entre
eux, et comme ¢;(0) = »(0) = 1, cela entraine:

dr(z) =81 (z) et e (z) =7 ().

On démontrerait de méme I’unicité du couple d;(z) et e;(z).

2. Cas des fonctions holomorphes.

Soit F (z) une fonction de Schur réelle pour z réel, de rang
S fini ou non.

Soit N un nombre < S. Les N premiers coefficients associés



FONCTIONS MEROMORPHES DANS LE CERCLE-UNITE 227

U, 05 +--s Un_y o sont donc de module inférieur 4 1. Considérons
les fonctions :

R:';(Z)E[Z; Uo,o’-'-’ UN—i,o) + 1]
RE(Z)E[Z; Uo,oa---, UN_a,o, ‘—1]

D’aprés les résultats rappelés au chapitre 1, la fonction
R%(z) peut étre mise sous la forme:

Di(z)
Ri(z) =4
N ( ) E-&- (Z)
ot Dy (z) et Ef(z) sont deux polyndmes premiers entre eux tels
que D{(z) est dedegré N et que Ef(z)=2z"D}(z7"), et tels que
Ex (2) ait tous ses zéros extérieurs au cercle-unité.

Le développement en série de Taylor de R%(z), convergent
dans le cercle-unité, est de la forme:

R}'(z) 2 ‘P‘( 0,00°") Ui,o)zi‘|‘v N+VNN+iZN+l+-.

; Uz + Viz 4 -+

Les polynomes Di(z) et Ex(z) sont définis & un facteur
constant prés. Si on impose de plus que E3(0) =1, ce que
nous supposerons désormais, ils répondent aux conditions 1
du théoréme. On voit qu’ils existent pour 0 < NS.

Considérons la fonction : ¢(z) = F(z)E3(z) — D#(z).

Au voisinage de l'origine, on a: ¢(z) = (Uy — V¥)z* ...,
et le lemme démontré au chapitre 11 nous montre que ¢(z)
n’a pas de zéros autres que l'origine dans le cercle-unité, et
que Uy = Vi si et seulement si ¢(z) =0.

Soit 9y(z) =F(z)E{(z) — AD%¥(z), o A est une constante
réelle strictement supérieure a 1. Cette fonction garde un
signe constant pour p << z <1, p désignant le plus grand des
zéros positifs de ¢(z). Ce signe est celui de ¢3(1), donc celui
de — D3(1). En faisant tendre A vers 1, on voit que 9(z) a,
pour 0 <z <1, le signe de — Dyx(1). Or, D3(1) = E%(1);
comme E3(z) n’a pas de zéros dans le cercle-unité, le signe
cherché est celui de — E3(0): la fonction ¢(z) est négative
pour 0 < z<<1. Quand z tend vers 0 par valeurs positives,
@(z) a le signe de Uy — V§. Donc VV—UN est supérieur
ou egal 4a0,etona legahte si et seulement si F(z) = R{(2),
c’est-a-dire si et seulement si N =S et F(1) = 4 1.
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On voit de méme que Ry(z) = Dx(z)/Ex(z), oo Dx(z) et
Ex(z) sont deux polynémes premiers entre eux tels que Dx(z)

est de degré N et Dy(z)=—z"E5(z™'), et que, au voisinage
de l’origine :
———DEg;EU., + o Unod™ ™ 4 Vg 4+ Ve, 2" - -
N

Ex(z) a tous ses zéros extérieurs au cercle-unité et, si on impose
de plus, ce que nous ferons désormais, que E5(0) = 1, les
deux polyndémes sont bien définis et répondent aux conditions 1
du théoréme.
On a enfin Vy — Uy < 0, ’égalité ayant lieu si et seulement
si N=S§ et F1) =—1.
Montrons enfin que les deux systémes d’inégalités :
Vi<Us<Vi pour 0SNS5,
() T<Us=Vi si F)=+1,
Vs=Us< V¢ si F(1)=—1,
d’une part, et:
|Px(Uyy ..., Uy)| <1 pour 0< NS5,
=1 si F)=+ 1
=—1 st F{l)=—1,

(as)  Ps(U,y ..., Us)
®s(U,, ..., Us)
d’autre part, sont équivalents.

La démonstration est analogue & celle qui a été faite par
MM. Dufresnoy et Pisot dans le cas d’une fonction méromorphe
bornée par 1 en module sur la circonférence-unité et ayant un
seul pdle de module inférieur & 1. Nous ’exposerons briéve-
ment.

On a, de fagon évidente :

DHz)=U,+ =z ¢
Efz)=1+Uz ° (

Par conséquent :

F,(z) = i(a) + E (2)]F(z) —[Di(z) + Di(z)]
[ET(z) — Ei(2)]F(z) — [Dr(z) — Dy (2)]
Montrons par récurrence que, de méme, dans les conditions
d’existence des polynémes considérés :

Fa(z) = [Ex(z) + EN( )]F(z) — [Dx(z) 4 Dx(3)]
‘ [Ex(z) — Ex(2)]F (z) — [Dx(2) — Dx(3)]

U,—z
1—Ug.

/\
vv
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Considérons la fonction: |
P,(z) = D%(z)Ex(z) — Dx(2)E%(z).
Au voisinage de I’origine:
P,(z)= (V& — VR)z" + .-
Comme d’autre part:
P,(z) = z*"P,(z7),
on en déduit:
P,(z) = (V§ — Vy)3".

On établit de fagon analogue les relations :

D¥.0,(2)E4(2) — D§(a) B v (5) = (Us— V)51 —2)
Ds. (E(:) — DS(2)Ex. () =(Us— Vi)(1 + 2
D¥.++(2)Ex(s) — Dx(s)E(2) = (Ux— VR)=¥(1 +2)
DN (&) E(2) — D(e) s (2) = (U — VR)a"(1 —2)
et on en déduit:
(1) Diwls) =g (0 —2)D5 + 2 =E( + 2)Ds
(@) Eiu() =i E— 2B+ U5 + 2)E#
(3 Divld =y (1 +aDF+ 3 = F (1 —2)D;
() Bi() =yigtU + )Ef + e —2)ES

Supposons que :

Fx(z) = (Ex + E§)F(z) — (Dv 4 DE),
— (E§ —ER)F(z) — (Dy — D%

Comme :

Ef(z)F(z) — D%(z) = (Ux— V§)z" + - - -
et: Ex(z)F(z) — Dx(z) = (Uy — V)" + - -
on voit que:

Wy —Vi— V5

Fa(0) =

229
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On en déduit:

[EX(Ux— V&) + Ex(Vi— Un)]F(2)
Fo. =1 —[D¥(Un— Vi) + Dn(Vi —Un)]

YT g [Ex(VE— Us) — E&(Us— Vi)]F(2)
— [Dx(V& — Uy) — D#%(Us— V7)]

et les formules (1), (2), (3), (4) montrent que:

Fy. (2 ):[EN+.(Z)+EN+‘( 2)]F(z) —[Dv. \(z) + D¥. (2)]
- (Ex.(2) —Ex . 4(2)]F(z) — [D¥.4(z) — D¥ . (2)]

Par conséquent, pour 0 < N< S:

2Uy— V¥ — Vx
FN(O) — NV-E __-NVi N,
Donc:
. - V-]:-—UN . UN —_Vj
L—Fy(0) =258 et 14+ Fa(0) =23

et le systéme (q,) entraine (a,).
Réciproquement :

Vi=+1, Vo=—1, et F(0) = U,.
|F(0) < 1 entraine donc bien que Vo < U, < V¢
Les formules (1), (2), (3), (4) montrent que:

_ Vi — Un)(Uy— V3
fo— Vi, = 4= =),

Par conséquent, si Fy(0)| << 1 entraine Vy << Uy < V¥, cela
entraine aussi V§,, — Vy,, > 0. L’inégalité |Fyx,,(0)| <1
entraine alors Vy ., << Uy, , < V¥, ,. CommeI’égalité |Fs(0)|=1
entraine évidemment Vi << Ug = V§ ou Vg = U << Vg, les

deux systémes sont équivalents.
Signalons que I’égalité

Vi, — Vi, = 4(V& — Un) (Un— Vy)/(Vx — V3)

entraine que les différences V§ — Vy vont en décroissant.

3. Cas général.

Nous savons faire correspondre a f(z) au moyen d’un nombre
fini de transformations de trois types une fonction de Schur
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F (z). Ces transformations sont telles que f(z) est réelle pour
zréel si et seulement si F (z) I'est, et de rang fini si et seulement
si F(z) Dest. Soit, dans le cas ol elles sont de rang fini,
f(z) = d(z)/e(z) et F(z) = D(z)/E(z). De la méme fagon
que d(z) et e(z) se déduisent dans ce cas particulier de D(z)
et E(z), nous allons déduire respectivement des couples
D (z) et E3(z), Dx(z) et EN(z) correspondant a F(z) les couples
d:(z) et ey (z), d, (3) et e, (z) correspondant a f(z).

Nous allons considérer les trois types de transformations
permettant de passer de f(z) & F(z). Pour simplifier les nota-
tions, nous supposerons toujours que la fonction initiale est
f(z) elle-mé&me. Nous désignerons par s, le rang et par p,
le nombre de poles de la fonction obtenue. Nous supposerons
Pexistence d’un couple de polynémes, d;(z) et ¢;(z) par exemple,
de degré n,, répondant aux conditions du théoréme, correspon-
dant a cette fonction, et nous en déduirons I’existence d’un
couple analogue, de degré n, correspondant a f(z). Nous
supposerons dans chaque cas, ce que nous justifierons par la
suite que, p, < n, < s,.

Remarquons au préalable que les formules (1), (2), (3), (4)
établies précédemment pour les polynémes Dy (z), E¥(z), Dx(z),
Ex(z) s’établiraient de la méme fagon pour tous les polynémes
d¥(z), ex(z), dr(z) €, (z) répondant aux conditions du théoréme,
quelle que soit la fonction correspondante. Dans la pratique,
ces formules permettront donc, si on connait les deux couples
de polynomes d’un degre quelconque, de former les suivants
par récurrence, sans avoir recours a chaque fois au procédé
que nous allons maintenant employer pour démontrer leur
existence.

Transformation 1: Cas ou [u| > 1.

Soit :
uof)
fi(z2)= ——f(
* _ufia)+ 7
f() fl( +uoz

la transformation inverse.
On sait que p, = p — m.
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Posons :
a0 == [udi(s) + 25
er(z) = % [dn(2) + uoz™er(2)]

ou « est une constante telle que ¢7(0) = 1. Il est possible de
trouver une telle constante car n,, étant supérieur a p,, est
positif, et alors d;(0) ={,(0). Or, £,(0) est différent de 0. Comme m
est positif, 1l en résulte que ei(0) est aussi différent de 0.
On voit que n=n, + m et que d;(z) = z"¢;(z~'). D’autre

part:
(uh —1)di(z) = o[ uod. (z) — e (2))]
Z"(uy — 1) €5 (z) = a| usen (z) — dii (z) .

Si di(z) et ef(z) avaient un facteur commun, il diviserait
d+ (), et il ne pourrait étre lui-méme divisible par une puis-
sance positive de z. Il diviserait donc également e}(z), ce qui
est impossible. Ainsi, d}(z) et e}(z) sont premiers entre eux.

Comme |u,| > 1, Papplication du théoréme de Rouché a
Pexpression de e;(z) montre que, puisque e;(z) a p, zéros dans
le cercle-unité, ¢7(z) en a p, + m = p.

Enfin, on voit que:
—0[E5—re)]

e,,,

[f,(z + u,z" [—-!— + uoz”'] '
—fi(2)

dx(2)

g

+

Transformation 2 : Cas ou |uo| = 1.
Soit la fonction:

Yi(2) =2"8(2),
k(B uunz™ — 1) f(z) — uy(z" —1) ’
uy(z" —1)f (z) — (2" — wpunz™ — 1)
ou k est un entier positif ou nul tel que vy,(z) soit holomorphe
a Torigine, et que v,(0) soit différent de 0. Inversement :

[

z

flz)= (7™ — Upupz™ — 1)Y,(z) — u,z*(z"™ — 1) '
T Uz —1)vu(2) — (2" + gz — 1)z
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Posons :
di(z) =— a(z) [Ug(z"™ — Uugupz™ — 1) dis — (z" — 1)z*ex ],
et (e) = g [ — D — (5™ + e ® — e

a(z) étant un polynome tel que d}(z) et e(z) soient premiers
entre eux. On a:

di(z) = 2B [zm _)er — (e 4 woun — 1) dr],

et(z) = 2B (i uua —1)er — (2 —1)d7]

ce qui montre que, puisque di(z) et ey (z) sont pre.mier's entre
eux, «(z) ne peut étre qu'un mondéme de degré inférieur ou
égal & 2m + k. Nous distinguerons encore plusieurs cas.

A m' < m:
Alors k = 0, et, au voisinage de 'origine :
Va(%) = Uo— Unttn h w2 " 4 -
On a vu d’autre part que p, = p — m'.
Le lemme du chapitre 11, appliqué a v,(z) — u,, montre
que m — m' < p,. On a donc certainement n, > m — m/, et,
au voisinage de I'origine :

da(2) . —1 .
L =Uy— UnlUprwZ T+
e;::(z) 0 m“¥m+m +
On voit alors que «(z) = Az"™™, A étant une constante
2
arbitraire. Comme &;(0) =— A Ym__, nous pouvons choisir A
de fagon que ¢7(0) = 1. Ym e m

D’autre part, n=n, + 2m/, et e (z) =z"d;(z""). Le théo-
réeme de Rouché montre que e7(z) a, dans le cercle-unité,
ps + m' = p zéros. Enfin:
di(z) oy am[dn(z) [uf..+m' ]
o) [A=* [e;j (z) Y‘(z)] w, T

B) m' =m:

On a encore k = 0, et, au voisinage de I’origine:

n(o=(n—22) 4.
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¥:(0) est différent de u,, donc d;(0) aussi, puisque n, est
positif. Cela entraine que «(z) se réduit & une constante A
que I'on peut choisir telle que ¢+(0) = 1.

On a n=n, 4+ 2m et e/ (z) =7z"di(z""). Le théoréme de
Rouché montre que e;(z) a, dans le cercle-unité, p, + m =p
zéros. Enfin:

EO =S8 o]+ ]

C) m>m:

k est alors strictement positif, et p, =p—m —k.

v:(0) est différent de 0, et dy(0) aussi. Par conséquent,
a(z) se réduit 4 la constante A, que nous choisirons encore
telle que ¢7(0) = 1.

On a n=n, 4+ 2m + k, et d;(z) = z"¢;(z"'). Le polyndme
ex(z) a, dans le cercle-unité, p, + m + k = p zéros. Enfin:

d-':-( ) —y2m+k d;:
ef(z) flz)=2 [e,h ] [ ]
Transformation 3: Cas ol |u,| < 1.
Soit :
__ f(@&)—u, 1
"'(")=1—u.,f 2) 7
et: fry= i) "l"( Z)"f)i

la transformation inverse.
On sait que p, =p.

Posons:
dy (z) = u,en(2) + zdn(3)
e (z) = en(3) + uyzen(2)

di(z) et er(z) sont de degré n = n, 4 1, et dy(z) =z"ef(z7").
On a ¢7(0) = 1. D’autre part:

2(1 — ug)d(z) = di (3) — uyeq (z)
(1 —us)en(z) = e (z) — uyda (z)
ce qui montre que, d(z) et é,(z) étant premiers entre eux,
di(z) et ey(z) le sont aussi.
En vertu du théoréme de Rouché, ¢f(z) a, dans le cercle-
unité, autant de zéros que ey (z), soit p, = p.
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Enfin:

o fe=:E0—h@ | —w) + -]

Si nous n’avions pas supposé p, < n, < &, les démonstra-
tions précédentes tomberaient en défaut en plusieurs endroits.
Or, a chaque transformation, on a n—n, > p —p, et il
est évident que, si s et s, sont finis, s — s, = n— n,. Par
conséquent, on voit de proche en proche qu'on pourra déduire
un couple de polyndémes d;(z) et ei(z) de tout couple D%(z)
et Ef(z), sauf peut-étre pour N = 0. Comme d’autre part,
n — n, est toujours indépendant de n, on voit que, si n, est
le degré des polyndmes déduits de D} (z) et Ef(z), les polynémes
di(z) et er(z) existeront pour n, < n=<s.

On a trouvé dans tous les cas:

wg— o= —rel+ent o

Il

e (z) o (

ou ¢,(z) désigne f,(z), v.(z), h,(z) suivant le cas, et ol ¢ est une
constante positive.

Donc:
%";E—:% )= 1 [%—F @]+ Cat -]

ou C est une constante positive.
11 en résulte que, au voisinage de I’origine :

%‘E‘):uo‘F s Uy 2T e
et que v7 — u, = C(V§¥ — UN).

On démontrerait de la méme fagon qu’il existe, pour
n,<n<s, un couple de polynémes d;(z) et e;(z), déduits
de Dx(z) et Ex(z), qui répondent aux conditions 1 du théo-
réme, et qu'on a ¢y — u, = C(Vy — Uy).

On voit d’autre part de proche en proche que, si f(z) est
de rang fini, f(1) = F(1).

Il en résulte qu’'on a les inégalités :

oy < u, << v¥ pour noSn<s,
vy <<u,=¢F si f)=4+1, vi=u<vf s1 f(1)=—1.
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En adjoignant & ces inégalités celles qui conditionnent la
formation de F(z), ainsi que celles qui expriment que |F(0)| < 1,
on retrouve la condition nécessaire et suffisante pour que f(z)
ait p poles dans le cercle-unité que nous avons établie au
chapitre 1.

Remarquons que, la constante C étant indépendante de n, le
fait que les différences Vi — Vy aillent en décroissant entraine
que les différences v; — ¢7 vont également en décroissant.



DEUXIEME PARTIE

Fonctions méromorphes ayant un développement de Taylor
a coefficients entiers au voisinage de I'origine.

CHAPITRE IV

CRITERE DE RATIONNALITE

Nous désignerons dans ce qui suit par f(z) une fonction
méromorphe dans le cercle-unité et ayant au voisinage de
Porigine le développement en série de Taylor:

fR)=u,+uz+ - +uz+ .-,

ou les u, sont des entiers rationnels. Nous dirons pour abréger
que f(z) est a ccefficients entiers.
Une classe importante de telles fonctions est formée des

fractions rationnelles de la forme: f(z )—g( ), ou P(z) et Q(2)

\

sont des polyndémes a coefficient entiers, et ou Q(0) = =*=1.
Fatou [6] a montré que, réciproquement, toute fraction ration-
nelle ayant au vmsmage de l’onglne un developpement en
série de puissances a coefficients entiers peut &tre mise sous
cette forme. Un théoréme de Borel [1] a montré que, si une
série entiére a coefficients entiers rationnels a un rayon de
convergence non nul, et si sa somme est prolongeable et méro-
morphe dans un cercle de rayon R supérieur a 1, c’est une
fraction rationnelle, c’est-a-dire qu’elle est alors méromorphe
dans tout le plan complexe. Le cercle-unité est donc le plus
grand cercle centré a I'origine qu’on puisse assigner comme
domaine de méromorphie & une fonction a ccefficients entiers
sans qu’elle soit nécessairement une fraction rationnelle.
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Le théoréme que nous nous proposons de démontrer concerne
le comportement d’une fonction f (z) non rationnelle au voisi-
nage de la circonférence-unité. Il généralise dans une certaine
mesure le théoréme suivant di & M. Salem:

S’il existe un nombre complexe a, un nombre ¢ > 0 et un
nombre r <1 et positif tels que |[f(z) —a|] >3 en tout
point régulier de la couronne r < |z| < 1, alors f(z) est une
fraction rationnelle.

En d’autres termes, si f(z) n’est pas une fraction rationnelle,
elle approche toute valeur dans toute couronne circulaire au
voisinage de la circonférence-unité.

Nous allons préciser de quelle facon f(z) approche ainsi
une valeur arbitraire. Pour la commodité des énoncés, nous
introduirons les définitions suivantes :

Etant donné un nombre { tel que [{| < 1, nous dirons que
la fonction f(z) prend la valeur a au point z={, si, étant
donnés deux nombres positifs arbitraires ¢ et v, il existe des
points intérieurs au cercle-unité en lesquels sont simul-
tanément vérifiées les inégalités:

p—0<e et |f(z) —al<nm

Si z =10 est un point régulier tel que [{| < 1, la seule valeur
prise selon cette définition est évidemment f ({). En un méme
point tel que |{| = 1, la fonction f (z) peut a priori prendre
plusieurs valeurs distinctes, et méme prendre toute valeur.

Nous dirons plus précisement que { est zéro d’ordre h de
f (z) — a, si, la valeur a étant prise par f(z) au point z = {,
h est le plus petit entier positif tel qu’il existe deux nombres
positifs ¢ et ¢ tels que:

[f(2) —a](z—0)7" > 8
en tout point régulier du domaine défini par
2| <1 et |z—{|<e.

En un point régulier tel que |{| < 1, 'ordre, au sens habi-
tuel du mot, de { comme zéro de f(z) — f({), répond a cette
définition.

Si nous ne pouvons, & un point z =7 tel que [{|=1, et
a une valeur a prise en ce point, faire correspondre un ordre
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répondant a la définition précédente, nous dirons que { est
un zéro d’ordre infini de f(z) — a.

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

TaktorikME. — S’il existe un nombre complexe a tel que
f (3) — a n’ait qu’un nombre fini de zéros dans et sur le cercle-
unité, chaque zéro étant compté avec son ordre, alors f(z) est
une fraction rationnelle.

L’hypotheése faite peut encore s’énoncer: f (z2) — a n’a qu’un
nombre fini de zéros dans et sur le cercle-unité, et & chaque
zéro de module 1 correspond, pour la valeur, a, un ordre fini.

Ce théoréme entraine celui de M. Salem. En effet, ’hypo-
thése faite par M. Salem est, selon les définitions précédentes,
que f (z) — an’a aucun zéro pour r < |z| < 1. Comme f(z) —a
n’a, pour toute valeur a, qu'un nombre fini de zéros, d’ordres
finis, dans |z]< r, la valeur a répond bien 4 la condition
ci-dessus.

Le théoréme de M. Salem entraine que, si f(z) n’est pas une
fraction rationnelle, on peut toujours trouver une suite z,,
Zyy «eey Zpy... telle que le point z = z, tende vers un point
de la circonférence |z = 1, et que |f(z,) — a| tende vers O.
Il peut donc s’énoncer: si f(z) n’est pas une fraction ration-
nelle, elle prend toute valeur au moins une fois sur |z] = 1.

Le théoréme que nous nous proposons de démontrer permet
de plus de préciser que:
ou bien une valeur a est prise effectivement en une infinité

de points de |z] <<1;
ou bien elle est prise une infinité de fois sur |z] =1:
ou bien elle est prise au moins une fois avec un ordre infini.

(Ces différentes hypothéses étant d’ailleurs compatibles.)

Une valeur a peut fort bien n’étre prise effectivement en

aucun point de |z] << 1.
DEMONSTRATION :

Soient ..., {; les zéros de f(z) —a dans [z <1,
d’ordres respectifs A, ..., h;.

k

Si nous formons le polynéme P(z) =C [] (z—{,)", ou C est
i=1

une constante arbitraire, %z——‘-z est, d’aprés les hypothéses

faites, une fonction bornée pour 3] < 1. Posons : a(z) E—f—ﬂﬂ—,
en choisissant la constante C de fagon que «(0) = 1. (2) —a
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Soit :
e(z)=14+ az+ - + az" + ---

le développement en série de Taylor de «(z) au voisinage de
Porigine. Ce développement converge certainement pour

“+
|s] <1, a(z) étant bornée dans ce domaine, et la série ) |o,
converge. h=0
D’autre part, si on pose f(z) = P(z) 4+ a«(z), on a:

5 =L@,
)=o)

Soit :
Bz) =Po+ Bz + -+ + Bz + -

le développement en série de puissances de 3(z) au voisinage
de P'origine. +oo
Désignons par H le degré de P(z), et posons: P(z)= Y, p,z",
ou p,=0 pour n> H. On a alors 3, = p, + aa,. *=°
D’autre part, on a évidemment 8, = u, + o,u,_, + -+ + a,u,,
et, en particulier, §, = u,.
Considérons le déterminant:

U, U, cee Uy,
— U U A /A

Dn__ :1 :2 :n 1],
Up Up,q oee Ugp

Nous savons qu’une condition nécessaire et suffisante pour
que f(z) soit une fraction rationnelle est qu’il existe un rang n,
tel que D, = 0 pour n > n,.

D, est évidemment un entier rationnel. Il suffit donc, pour
pouvoir affirmer qu’il est nul & partir d’un certain rang n,
de montrer qu’il tend vers 0 quand rn augmente indéfiniment.
Pour cela, nous utiliserons une majoration classique due &
M. Hadamard. Nous savons en effet que si:

A=a§3 af:, d"
2 od .. &
on a:

AP<TI( 3 a)-
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Avant de majorer le déterminant D,, nous allons le trans-
former, de fagon 4 exprimer son terme général en fonction
des «; et 3,

Multiplions les éléments des colonnes successives jusqu’a
Pavant-derniére par «,, «,_,, ..., @, respectivement, et ajou-
tons la combinaison linéaire ainsi obtenue & chaque ligne a
P’élément correspondant de la derniére colonne. Puis opérons
de proche en proche une substitution analogue sur toutes les
colonnes & partir de la derniére: pour la (i 4+ 1)** colonne,
nous multiplions les éléments des colonnes successives jusqu’a
la 1** par a; ..., @, et nous ajoutons la combinaison linéaire
des éléments des ¢ premiéres colonnes ainsi obtenue & chaque
ligne a I’élément correspondant de la (¢ + 1)* colonne. On
obtient ainsi:

Y00 P10 oo ¥n,0
D,=|Y,1 ¥5,1 «ev ¥n:

Yo,n Pin oo Yn,n
ou O )= Wiyt QUi g+ oy
= 3i+j—(°‘i+1uj_| +--- 4 ¢t+juo)7

la formule étant valable méme pour i = 0, car:

9o, = U= 0j—(oi s uy_y + - - @, o).

Effectuons maintenant des combinaisons analogues sur les
lignes du déterminant des ¢, ;:

Multiplions les éléments des lignes successives jusqu’a
Pavant-derniére par a,, a, , ..., &, et ajoutons a 1’élément
correspondant de la derniére ligne la combinaison linéaire
ainsi obtenue & chaque colonne. Puis répétons I'opération
pour les lignes successives a partir de la derniére: pour la
(7 4+ 1)** ligne, nous multiplions les éléments des j premiéres
lignes respectivement par a;, ;_,, ..., @, et nous ajoutons la
combinaison linéaire des éléments des j premiéres lignes ainsi
obtenue & chaque colonne a I’élément correspondant de la
(j + 1)* ligne. Nous obtenons enfin:

Woo Wio ses Wy
D,=%o1 Fui oo Py

Won Fin eee Wi
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ou:

W i= "i,j+ RTINS RTE o %P 0
=(13i+j+ “13i+j_1 +”'+“jBi)—[“iH(uj-!'{'“iuj—ﬂ"l'"'+aj—1uo)
+al+2(uj 2+“1uj-3+ +°‘j-2uo)+ +°‘z+juo]
gz+j+ aiﬁu-}—l + + a; trj ;+1BJ..1+°C¢+23; 2+ +ai+jBo
la formule étant encore valable pour ¢ ou j = 0.
Les éléments de D, sont alors des formes bilinéaires des «;

et des f3;. C’est cette expression de D, que nous allons utlllser
pour le ma]orer

Evaluons 2 [w; ;" pour un i quelconque. Comme §,,=p,+ aa,:
j=0

W= [(Puj + -+ ap) — (0 pi_s + -+ ai...jpo)]
+ a[(aiﬂ' + -+ “jai) —(“ina'—i + -+ ai-o-j)]
=P+t “jPi—(“ttu_a + -+ ai+jpo) + aay.
D’autre part, si ¢ < j, certains termes se détruisent, et il
est facile de voir qu’alors:

Wi Jj =pt+j + e + aipj_—(aj+lpi—i + ot + ai,.jpo) + aa,uj
= Wj' i
Il ne figure alors au second membre que des coefficients p,
tous différents. Comme p, = 0 pour H < k, on voit que:
i < poll @i sl + [Pil [ %10 ja| 4 -+ 4 |pal [ j_nl + |aiay),
la formule étant encore valable pour i 4 j— H<CO0 si nous
posons a, = 0 pour m < 0.
D’ou, en tenant compte de ce que, pour u et ¢ réels, on a
(u+ 9) < 2(u’ + ¢°):
i, 1" < 2[(|pol |@i )l + -+ + |Pal s j_nl)* + @[],

Si nous appliquons & la quantité entre parenthéses I'inégalité
de Cauchy-Schwarz, nous voyons que:

I, 5" < 2[(|po[* _uf’) +laxal’].
Si nous posons S = |p,*+ -+ 4 |pxl’, A =’:§o|am|’, il vient :
é}ol“’t, i _S_:g(jl""i.fl2
SUASH+ (3 Jeal )+ faPAle
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On a ainsi pour tout i:

S, o L < K, ot K =2A[(H+ 1)S + [afA].
Jj=o0
De plus, étant donné un nombre positif arbitraire v, on
peut trouver un indice N tel que, pour : > N:

S ol <
m—l—
ce qui entraine en particulier |¢;’<v. Par conséquent, on
peut trouver un rang N tel que, pour : > N:

25(H + 1>( ‘ Iamlﬂ) + [aPAjef <e < 1.
En définitive : =
DLTI( S |w,._,|z> < Ko

avec e < 1 et N et K fixes.
Par conséquent, |D,| tend vers 0 lorsque n augmente indé-
finiment.

Remarques :

1. Cas de la « valeur infinie » de f(z).

Nous dirons, par analogie avec les définitions précédemment
posées, que f(z) prend au point z=7{ (ou [[|<1) la valeur
infinie si, quels que soient ¢ et A p051t1fs, il existe des points
intérieurs au cercle-unité vérifiant |z — (| < e et |f(z)] > A.

Nous dirons que z = { est un pdle d’ordre h de f(z) si k est
le plus petit entier positif tel que [f(z)(z — {)"| soit borné
supérieurement dans la partie intérieure au cercle-unité d’un
voisinage de z = { (ce qui, pour un point intérieur au cercle-
unité, coincide bien avec la notion habituelle de pdle d’ordre &
d’une fonction méromorphe).

Il est donc équivalent de dire que z=7, est un pdle

1

f(z)—C’
C étant une constante arbitraire. Si, en particulier, nous posons
C = u, — 1, la fonction

1 1

f@)—u—1)" T+uz+ -

d’ordre h de f(z) ou que c’est un zéro d’ordre h de
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est méromorphe pour |z] < 1 et a au voisinage de l’origine un
développement en série de Taylor a coefficients entiers. C’est
évidemment une fraction rationnelle si et seulement si f(z)
en est une. En appliquant le théoréme précédent a la fonction

, nous voyons donc que:
&) — (uo—1) y 1

Si une fonction f(z) n’a dans et sur le cercle-unité qu’un
nombre fini de pdles, d’ordres finis, c’est une fraction ration-
nelle.

2. Si nous supposons maintenant que f(z) = B(z)/«(z), ou
a(z) et B(z) admettent les développements en série de puis-
sances :

a(z)=14+oaz4+ - Foaz"+---,
B2 =Fo - btk oo Bt -

+o
convergents dans le cercle-unité, et tels que 2 Ia | et 2 IB,,,I

convergent, on peut montrer d’une fagon analogue que f(z)
est une fraction ratlonnelle

En effet, les séries Z |oca|* et Z |Bm* convergent & fortiori.
Posons :

m_z_ola’"' =A, ”EO!BMI =B, ”Eoi“m'z = A,, ”Eolpml2 = B,.
Nous utiliserons encore la majoration:
On pose: a

Ny=Buj+ -+ et p =8+ 4+ P
Alors :

o ' 2 (A" - |2 )
On a:

. A A = 1Bewil 4 - -+ el By
e

E Pl < (3 ) Ao+ )
+2_ 5 fallal 3 [BadlBar)

0S9<rs
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a la derniére quan-
tité entre parenthéses donne alors:

PN E SN IR ICE R

On montre de la méme fagon que:

o0

Sl (3 el ) OB+ B

=i+t

Donc:

3w ' < 2(A,Bl 4 AlB,) pour tout i,
J=o0
et on peut encore trouver N tel que, pour i > N:

Cé‘lﬂml’)(i e +Iazul)’+(é}_a_:Ioz,nl”>(|p,,|+..._HBHD,,és < % '

11 en résulte encore que |D,| tend vers 0 quand n augmente
indéfiniment, donc que f(z) est une fraction rationnelle.



CHAPITRE V

FONCTIONS AYANT DEUX POLES DANS LE CERCLE-UNITE

11 est donc suffisant, pour qu’une fonction f (z) & coefficients
entiers soit une fraction rationnelle, qu’elle soit bornée au voisi-
nage de la circonférence-unité. Cette condition n’est évidem-
ment pas nécessaire, et caractérise les fractions rationnelles
qui n’ont pas de poéles sur la circonférence-unité.

Considérons les fractions rationnelles f(z) qui ont un seul
pole a 'intérieur du cercle-unité et n’en ont pas sur la frontiére.
Les poéles de ces fonctions sont, d’apres le théoréme de Fatou,
des inverses d’entiers algébriques. La famille de leurs poéles
intérieurs au cercle-unité est celle des inverses des entiers
algébriques appelés nombres de Pisot-Vijayaraghavan. Ces
nombres de Pisot-Vijayaraghavan, évidemment réels, ont la
propriété remarquable, établie par M. Salem [9], de former un
ensemble fermé. Il est en de méme de leurs inverses, dont nous
désignerons I’ensemble par S,. La valeur absolue des nombres de
Pisot-Vijayaraghavan posséde donc un minimum strictement
supérieur a 1, trouvé par M. Siegel [12]: ce minimum est
atteint pour le zéro supérieur & 1 de z*—z—1, et pour son
opposé. Les nombres de S, ayant la valeur absolue maxima
sont donc le zéro compris entre 0 et 1 de z° 4 z*—1, que nous
désignerons par 0,, et son opposé, zéro de z' — z* 4 1. Par
conséquent une fonction a coefficients entiers ayant un seul
pole dans le cercle-unité n’est certainement pas bornée au
voisinage de la circonférence-unité si ce péle a une valeur
absolue supérieure a 0,.

Nous allons montrer que, de méme, il existe une couronne
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au voisinage de la circonférence-unité telle que, si une fonction
4 coeflicients entiers n’ayant que deux pdles de module infé-
rieur & 1 a ces deux pdles dans cette couronne, elle n’est certai-
nement pas bornée au voisinage de la circonférence-unité.

Soit donc f(z) une fraction rationnelle qui a deux péles
simples de module inférieur & 1 et n’en a pas de module 1.
Nous allons étudier ’ensemble des pdles intérieurs au cercle-
unité de ces fonctions, et montrer que les deux pdles d’une
méme fonction ne peuvent approcher simultanément trop
prés de la circonférence-unité. L’ensemble de ces péles de
module inférieur & 1 est celui des inverses d’entiers algébriques
qui ont, ainsi qu'un autre de leurs conjugués, un module
inférieur a 1, et ont tous leurs autres conjugués de module
supérieur a 1. Dans cet ensemble, il convient de distinguer
deux sous-ensembles, suivant que les deux conjugués de module
inférieur a 1 sont réels ou imaginaires conjugués. Nous désigne-
rons par S, le sous-ensemble des nombres réels et par S; le
sous-ensemble des nombres imaginaires.

M. Kelly [7] a démontré que I’ensemble S, + S; est lui aussi
fermé, les nombres limites de S} appartenant a S; s’ils sont ima-
ginaires, 4 S, s’ils sont réels. Cela montre en particulier qu’il
n’y a pas d’accumulation de nombres de S} au voisinage de
la circonférence-unité. Nous nous proposons de déterminer,
en appliquant les résultats de la premiére partie, les nombres
de S; qui ont le module maximum.

Nous ne savons pas, d’autre part, déterminer dans tous les
cas la nature des limites des nombres de S,, lorsqu’on impose
aux deux nombres conjugués de tendre simultanément vers une
limite. Nous savons montrer que: ou bien les deux nombres
tendent vers deux nombres conjugués de S,, ou bien I'un des
deux tend vers un nombre de S,, et méme de son ensemble
dérivé et nous ne savons rien dire de la limite de I'autre. Nous
montrerons ici que les deux nombres d’un méme couple ne
peuvent approcher simultanément de la circonférence-unité.

Nous désignerons désormais par « et § deux nombres conju-
gués appartenant soit a S,, soit & S}, et par Q(z) le polynéme
irréductible a coefficients entiers dont ils sont zéros. Soit :

Q) =14az+ --- + a7

En particulier, si s =2, on voit que |«| et |3| ne peuvent étre
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simultanément supérieurs & \75» puisqu’on a alors |a@]§—%.

Si s =3, « et § sont alors les conjugués d’un nombre de
Pisot-Vijayaraghavan du troisiéme degré. Or,les nombres 0, ~*
et — 0,7 sont précisément du troisiéme degré, et leurs conju-
gués sont imaginaires. Done, le maximum du module pour les

nombres de S; qui sont de troisiéme degré est \/0,. Cette quan-
tité est peu différente de 0,869..., et par conséquent supérieure

a 7 Ce maximum n’est atteint que pour deux couples oppo-

sés, respectivement formés des zéros intérieurs au cercle-
unité de : z* —z—1 et 2’ — z 4 1. D’autre part, il n’y a
pas de nombres « et § de S, du troisiéme degré dont les valeurs
absolues soient simultanément supérieures ou égales & cette

valeur /9,.

Enfin, une autre famille remarquable de nombres « et f8
est formée des racines carrées des nombres de S, : ce sont les
nombres imaginaires purs de S}, d’une part, et les nombres «
et § de S, qui sont opposés, d’autre part. Le maximum du
module pour les nombres de S} imaginaires purs est donc encore
V0,, ce maximum étant atteint pour les zéros intérieurs au
cercle-unité de z° — z* 4+ 1. D’autre part, le maximum de la
valeur absolue des nombres « et 3 de S, qui sont opposés est

également \/0,, ce maximum étant atteint pour les zéros inté-
rieurs au cercle-unité de z* 4+ z* —1. B

Nous allons montrer que cette valeur 4 0, est le maximum
cherché pour le module des nombres de S}, que ce maximum
n’est atteint que pour les trois couples trouvés ci-dessus, et que,
d’autre part, il n’existe pas de couple de nombres de S,, autre
que celui que nous venons de mettre en évidence, satisfai-
sant a:

(1) | =V0, et [B]=V.

Nous supposerons désormais les inégalités (1) vérifiées.

Parmi les fonctions ayant un développement en série de
Taylor au voisinage de I’origine & coefficients entiers, ayant «
et [ pour seuls poles dans le cercle-unité, et n’ayant pas de
poles sur ce cercle, nous associerons a « et 3, selon une idée de
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M. Salem, la fraction rationnelle :
P(z
fla) =5

Q(
ou P(z) =¢ez'Q(z7"), ¢ étant choisi égal & =1 de telle sorte
que ea’ soit positif.
Nous poserons encore, au voisinage de I’origine:

fR=u,+uz+- - F+uz"+ .-

ou les u, sont entiers et ol u, = ea, est positif par hypothése.

~——

Il

~

10 La fonction:

=

est holomorphe dans le cercle-unité, et telle que, sur ce cercle,
|G(z)| = 1.

C’est donc une fonction de Schur, et nous allons lui appliquer
le lemme de Schwarz, selon le procédé rappelé au chapitre
premier

Exprimons que :

(2) IG(O) = 1.
Cette inégalité s’écrit: u, |af| < 1.

Les inégalités (1) montrent que |a(3|>§-
Conclusion : u, = 1.

20 |G (0)| est alors inférieur & 1, et nous pouvons appliquer
le lemme de Schwarz & la fonction de Schur:

G(z) — G(0) 1

C @ =160 6 =

Exprimons donc que:

(3) | G,(0)| < 1.
On a:

NORCECEY (B

et, par conséquent, 'inégalité (3) est équivalente &:

—(I—af)(l =)l —f)Suaf< (1 —af)(1 + «)(1+f)
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Or, les inégalités (1) entrainent dans tous les cas que:
g (—ap)l—a)t—f) . , (—aB)l+a)d+p)
|ef] |f|
sont positifs. En effet:

Si af est négatif, ces deux quantités sont bornées inférieure-
ment par:

2lef|l— (4 + [«B)(1 + [«)(1 —[B])|

|ecf]

en supposant que [B| =< |«
Le numérateur de cette derniére expression est lui-méme
borné inférieurement par 2 (36, —1—19,), qui est positif.
Si aff est positif, les deux différences sont bornées inférieure-
meni par:
20— (1—af)(1 + (1 + [B)

of

dont le numérateur est lui-méme borné inférieurement par
20, — (1 — 0,)(1 + V/0,)?, qui est positif.
Conclusion : u, ne peut &tre égal qu’'a — 1, 0, ou + 1.
Examinons d’autre part, le cas ou |G,(0)] = 1:
Alors G(z) =¢/,ou e =1, et:

f(z) = (0z—1)(Bz—1)(af + €z)
(z—a)(z—B)(1 + e'apz)

a et 3 sont donc du second ou du troisiéme degré. Nous avons
déja étudié ces nombres.

30 Supposons donc |G,(0)] << 1, et formons la fonction de

Schur:
G =SB —=Gu(0) 1.
=T G006 (2) =

Exprimons que:
(4) |G,(0)| = 1.
A) Si uy==+1:

_ wep—(a+ B)(1—af)
G,(O) - _a:pz +1
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et:
uaf(1—a’f?) + (1 —of)’(1 —a’)(1 —B%) ‘
GA(0) = — uy (e +B)(1—aB)(1 +o’B") + o'f’
(1 —ef) (1—o’)(1—p*) + 2u,af(x + B)(1 —aff) —a’f’

Le dénominateur de G,(0) vaut (1 — &*p*)’[1 — G3(0)].
Il est donc positif, et (4) est équivalente a:

2(1 —af)(1 — o)1 — ) + uy(= + B)(1 —of)?
+ o' < uaf(1 4 af)
ot:  waB(l—af) < u,(a+ B)(L—o'p) — "

Si u,(a + PB) est positif, le premier membre de la premiére
de ces inégalités est positif, ce qui entraine u,a} > 0. La seconde
inégalité entraine alors:

s < (o) 4 1B)(1 —o*B?) _“2?’2,
- |B|(1 — o))

Comme o et  satisfont a (1), le second membre de cette
derniére inégalité est strictement inférieur & 1, et il n’y a pas
de valeur entiére de u, satisfaisant a (4).

Si u,(x + ) est négatif, le second membre de la seconde
inégalité est négatif, ce qui entraine u, a8 < 0. La premiére
inégalité s’écrit alors:

21— af)(1 — a')(1— ) —a + BI(L + oB)’ + B’
< — [usafl(1 + of)

et le premier membre de cette inégalité est positif, car a et
B satisfont a (1).

Conclusion: Il est donc impossible que u, = =1, et on a
nécessairement u, = 0.

B) Supposons donc u; = 0:

Alors :
_—(x+B)
“O=T+rm

_ Bl + of) 4+ (1 —of)(L—a)(1—B")
G(0) A—af)I—a)1—F)

Le dénominateur de G,(0) vaut encore

(1 + af)*(1 — of)[1 — GX(0)],

et
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qui est positif. Donc, (4) est équivalente & :
—2(1 — af)(1 — @)L — B < waB(L + oB) < O.

Le lemme du chapitre 11, appliqué a f(z) — 1, montre
d’autre part que u, ne peut &tre nul. Donc u,afl est négatif.
La premiére inégalité montre que:

it o[BI+ aB) — (1 —aB)(L — )1 — B
2—pi 22| BT ob) ]

Si « et B sont imaginaires, le numérateur du second membre
est borné inférieurement par:

a1 + of) — (1 — af)(L + [o')(L + |B]),

qui est positif car « et § satisfont a (1).
Si o et B sont réels, ce numérateur est borné inférieurement
par:

|| (1 —|eB]) — 2(1 — ') (1 —BP),

qui est également positif.

Donc, 2 — |u,| est positif dans tous les cas, et on ne peut
avoir que u, = =1,

Enfin, si « et § sont réels et de méme signe, u, est négatif, et :

(L + o) — AL —af) (A — ) A — )
s BT+ o)

La quantité entre crochets est = 0,(1 4 0,) —2(1—190,)* > 0,
et il n'y a donc pas de valeur entiére de u, satisfaisant a (4)
dans ce cas.

Conclusion: si « et  sont imaginaires, u, = — 1;

s’lls sont réels, ils sont nécessairement de signes
contraires et u, = -+ 1.
Examinons d’autre part le cas ou |G,(0)| = 1.

C) Si Gy(z) = + 1:

On trouve alors:

_ (s—a)(z—)
GO= (1) 1)

Donc f(z) = 1. Nous sommes dans le cas od Q(z) est un
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polynéme réciproque, évidemment du quatri¢éme degré. Etant
irréductible, il est nécessairement de la forme:

Qr) =z"+ a7 + a7 + az+ 1,

ol q, et a, sont entiers rationnels.

Soit T(Z) = Z* 4 a,Z + a, — 2 le polynéme déduit de Q(z)
en posant Z =z + -i-

Si « et B appartiennent & S, nous sommes dans le cas ol
T(Z) a ses deux zéros imaginaires. Ce cas est donc caractérisé
par: a; < 4(a, — 2). . 1 o 8

L’équation qui a pour racines af, aB, -F, - est alors:

zt—(a;—2)z' + (2 + a} — 2a,) 7' — (a,—2)z + 1 =0.

af est la seule racine comprise entre O et 1 de cette équation.
Il est aisé de vérifier que, si a} << 4(a, — 2), cette racine est
inférieure & 0,; par conséquent, « et  ne peuvent satisfaire
a (1).

Si « et  appartiennent & S,, nous sommes dans le cas od
T(Z) a ses deux zéros réels et supérieurs a4 2 en valeur absolue.

On a alors:

z7,=—% +Va'—4(a,—2)
2
—a,—Val—4(a,—2)
2 b
Z, et Z, désignant les deux zéros de T(Z). Si Zy est celle de

ces deux quantités qui a la plus grande valeur absolue, on
voit que:

et Z,=

20 = - [ + Vai— & (@ —2)).

Les deux zéros de Q(z) qui appartiennent & S, ont respec-
tivement pour valeur absolue:

_|zd=vZi—4
- BB

|z| est donc fonction décroissante de |Z,, et la plus petite
de ces deux valeurs absolues correspond a |Zy|.

y ou i=1 ou 2.
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D’autre part, |Zy| est, pour a, donné, fonction croissante
de |a,), et, pour a, donné, fonction décroissante de a,. Or,
T(Z) a ses deux zéros réels et supérieurs a 2 en valeur absolue :

ou bien quand T(2) et T(— 2) sont < 0, soit:
a4 2 < 20, < — (a + 2).
a, est alors nécessairement < — 2, et, pour a; donné :

2] > V=20 —2),

Donc: |Zu| > V5;

ou bien, T(2) et T(— 2) étant > 0, quand le discriminant
de I'équation : T(Z) = 0 est > 0 et la demi-somme des racines
> 2 en valeur absolue. Les conditions exigées sont donc:

—24+a)<—2a<2+a,

a;i—4(a,—2) >0
la,| > 4.

La deuxiéme inégalité montre que, pour a, donné:

1z = 2L,

et

et la troisiéme inégalité montre alors que: |Zy| = 3.
Celui des deux zéros de Q(z) appartenant & S, qui a la plus
petite valeur absolue est donc dans tous les cas tel que:

méﬁfkwﬂ

Ces deux zéros ne peuvent donc satisfaire a (1).

D) Si G,(z) =—1:

On trouve que Q(z) est proportionnel a:
t—a) (z—B)— g (2B (A —af) 1
—ae—B(—F+E R o)

Si ce polynéme n’est pas irréductible, « et § sont du troi-
si¢étme degré au plus, et nous retrouvons un cas étudié.
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Si le polyndme est irréductible, on a:

Qe 4 EEBA+CE) s (U —af(l—a)I—p) ,

aB(1 + af) ofi( %4-14‘ -
_ (4 B)(1 4 ’B) 1
B+ T
Or, la condition G,(0) = —1 s’écrit, puisque u, ==F1:

21 — o)t — o)1 — ) = = oB(L + o)

Le coefficient de z* dans Q(z) est donc égal a==, ce qui

2
est contraire & I’hypothése selon laquelle ces coefficients sont
entiers.

Conclusion: Il est impossible que |G,(0)] = 1.
40 On peut alors former la fonction de Schur:

G,(z) —G,(0) 1

G,(z) = T— G.0)G,() 7
et lui appliquer le lemme de Schwarz. Exprimons que:
() |G,(0)| =< 1.
On trouve:
usaB(1 —af)(1 —o')(1—f*) — o*B*(x 1 B)
GL0) = —uyfe 4 B)(1— o)L — )1 — )

—2uaf(l—ap)(1—a")(1 —F) — 'L + o)

Le dénominateur de G,(0) vaut:

— uyoB(1 —ef)(1 —o*)(1 —B)[1 + G,(0)],

et cette quantité est positive, car u,a8 est négatif dans tous
les cas.

L’inégalité (5) est donc équivalente a:

o2l — o)A —a')(1 —B) + aB(L + 2B
(e + Bl —a B —a)1—F) b ]
—ub(T—af) (A — ) (T — )

et

_ap[zu,1—a3 — ") + of(1 + of)]
a+ﬁ[u21—°‘232 A=) A=)+ 5 4.
— (I — Bl — (1 — ) "
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Soit : Pi(e B) = —uyuy < 9s(a, B)

Comme u, vaut + 1 ou — 1, ces deux inégalités entraine-
ront nécessairement u, =0 si 1 4 ¢, (a, B) et 1 — g,(x, B)
sont positifs, c’est-a-dire si

aflu,(1—af)(1—a*)(1—f7) +¢f51+°‘ﬁ]
+ €' (a + B)[u.(1 —a'B")(1 —a®)(1 —B*%) + «*B]

est positif pour ¢/ = + 1 et ¢ = — 1. Les couples a«, § de S,
et S; étant deux a deux opposés, nous pouvons nous borner
a étudier ces inégalités dans le cas o0 a + § est positif ou
nul. D’autre part, le coefficient de ¢'(a« + ) dans I’expression
ci-dessus est positif dans tous les cas quand « et 8 satisfont
a (1). Il suffit donc, pour pouvoir affirmer que u, = 0, de vérifier
que

oBfu(1 —af)(1—o’)(1 —PB*) + af(1 + «f)]
— (& + B)[w(1 — P (1 —a’)(1 — ) + ']

est positif, en supposant a« 4 8 non négatif. Cette derniére
expression vaut encore :

(1 — o) —B)[aB(u, + of — u’f?)
— Uy + B)(1 —a*B’) —uy(a + B)(1 — B

et a le signe de la quantité entre crochets, que nous désignerons

par (e, B).

Si « et f§ sont imaginaires, u, = —1 et:
(e, B)=0f(a’B'+ af—1)+(a+ B)(1—a’’)+(a + B)*(1—o’B?).

Si «ff est supérieur ou égal a 0,, &’ + aff — 1 est positif,
et, par conséquent, ¢,(a, B) est positif si « et § sont imagi-
naires et satisfont a (1).

Si « et B sont réels, u, =+ 1, et « et B sont de signes
contraires. Supposons que a soit positif. On voit alors facile-
ment que ¢,(«, ) est fonction décroissante de aff et de a -4 B,

donc de 3. Comme {8 est inférieur ou égal a —1/0,, cela entraine
@s(x, B) = q;,(oz, ——\/0,). Enfin, q)a(a, —\/0,) est elle-méme
fonction décroissante de a, et on vérifie aisément que
'cp,(-l— Vo, — \/0,) est positif.

Conclusion : Quand « et f§ satisfont & (1), on a nécessairement
u, = 0, dans tous les cas. Le développement en série de puis-
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sances de f(z) au voisinage de l'origine est donc nécessaire-
ment de la forme:

fG=1+uz+uz' + -,
ol u, = + 1si« et § appartiennent a S,, et u, = — 1 si a et §
appartiennent a S;.
50 Considérons la fonction :

g ud —)f(a) — (2 —1)
gl( )_(Z‘—'i)f(z) ___(zi___u2zi_1)

Au voisinage de ’origine:
g

(1—u)z'+---
_.u‘z‘_l_.. eee

De I’étude faite au chapitre 11, 20, il résulte que g,(z) est holo-
morphe dans le cercle-unité, et que u, est différent de 0. Comme
|8.(z)] = 1 sur le cercle-unité, g,(z) est une fonction de Schur,
et, en vertu du lemme de Schwarz: |g,(0)] < 1. Comme u,
est entier, ceci est équivalent a: |uy| > 1.

Considérons la fonction de Schur:

S gD —g(0) 1
& =1 08 =

Nous pouvons en particulier exprimer que: |gy(a) <1,
soit :

Il

8:(2)

(6) 1 wue’—1 <1.

a ot —uy(u,—1)a*—1

A) Sia et f3 sont imaginaires, 'inégalité (6) est équivalente & :

(@' —ua’ —1)(f* —uf’— 1)
<oaf ot 4 (w,— 1t —1][B* + (u,—1)B*—1]

soit :

Hoop) =B o) 4 u2e8 (o) () (a4 6
aB[(1—a'B) (2 B) 28] (1— o) (1—B) (1—aB) <0.

Pour tout couple a, {8 satisfaisant a (1), ¢(«, B) est une
fonction croissante de u,. D’autre part, le premier membre
peut étre considéré comme une fonction des variables indépen-
dantes «* 4 (8’ et «f8. Pour af constant, et a et  satisfaisant
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a (1), et pour u, supérieur & 1, c’est une fonction croissante de
o’ + B°, quiest tou]ours supérieur ou égal & — 2 «f3. Donc, si on
suppose u, supérieur a 1:

Yo, B) = 4e’B(L —ef) + 4afla’B’ — (1 4 af)(1 — B 2)]

+ 2B (1 — o’B*) — o’B° + (1 — oc"f — afd)
et il est aisé de vérifier que le second membre est > 0 si
0, a1

L’inégalité (6) ne peut donc étre satisfaite si u, > 2. On a
donc nécessairement u, = 1 si a et § sont imaginaires.

B) Si o et  sont réels, I'inégalité (6) est équivalente a:

1<i ot +uo’—1

= a ot —(u,— 1)

=+

a et B étant alors de signes contraires, on peut supposer a
positif. La seconde inégalité ci-dessus s’écrit:

1—a)(1—oa)—(u, — 1o’ — u,a® > 0.

Or, si u, est supérieur a 1, on a:
1—a)(1—a')—(u,— 1)’ —u e’ < (1 —a) (1 —a) —a’ — 20,
et (1 — a) (1 — a*) —a’—2a est négatif, car « satisfait a (1).

Conclusion: on a nécessairement u, = 1.

6° Si u, =1, on a, au voisinage de l'origine:
an" + e
— ...

ol n est supérieur a 4, et ou les coefficients des développements
du numérateur et du dénominateur sont entiers. Le dévelop-
pement en série de Taylor de g,(z) dans le cercle-unité est
donc & coefficients entiers. Comme |g,(z) = 1 sur le cercle-
unité, g,(z) se réduit nécessairement & un mondme de la forme
e 2, ou ¢ = =1, et ou p est positif.

(' —1) —e'2(z' —u,2" —1)

(z* + us —1) — '2(z* — 1)

8i(z) =

Donc: f(z)=

A) S1 p est pair: a et B sont zéros de
(2 + uyz® — 1) — /2% (z* — 1),
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en posant p = 2p’. Or, les polyndémes (z* +z—1) 2=z (2" —1)
sont, pour tout entier p’, des polyndmes irréductibles dont I'un
des zéros appartient 4 S,. Les nombres 0, et — 0, appartiennent
a cette famille et correspondent & p' = 1, et 4 un choix de signes
convenable.

a et 3 sont donc dans ce cas les racines carrées d’'un nombre
de S, positif ou négatif, et nous retrouvons un cas étudié précé-
demment.

B) Si p est impair: Posons p = 2p’ + 1, ou p' est supé-
rieur ou égal a 0.

Changer ¢’ en — ¢’ revenant & remplacer a et (3 par leurs
opposés, on peut supposer que & = + 1

S1 « et B sont réels, on suppose encore a positif. On doit
avoir :

o —(1—a)(1—a?"!) =0.
Or la condition a> V0, est dans ce cas équivalente a:
o + ot —1=>0.
On vérifie que cette 1négalité entraine:
@ —(1—a)(1—aP*)>0.

Il est donc impossible que o et 3 satisfassent a (1) dans
ce cas.
Si « et § sont imaginaires :

On doit avoir: R i I
o = [

ot — o’ — 1‘

soit :

(7) (L4 oF)L— (o)™ ] 4 o' + (@ 4 B7)(1 —a’p?)
— (@’ + B[ —(af)* "] =0.
a’ + [* est supérieur ou égal & — 2af3, et le premier membre
de I'égalité (7) est borné inférieurement par:
$ia, B)=(a'B* +af —1)" —(«f)* "*(1 —a’B*)"
(1) est dans ce cas équivalente a: (aff)’ 4 (2f)’—1=>0,
et entraine par conséquent:

oy B) 2 (" o — 1" — (o)
> (0(232 + aﬁ —_— 1)’_ (ap)2p/+s’



260 CHRISTIANE CHAMFY

Cette derniére expression est, pour une valeur donnée de «f,
fonction croissante de p'. Pour p’ =1, elle vaut:

(1 —af)[(aB)’ + («B)* —][(@B)"** + (oB)’ + af —1]

qui est positif ou nul, car « et B satisfont a (1). Done, si p’
est supérieur ou égal a 1, le premier membre de I'égalité (7)
est positif pour tout couple «, § satisfaisant a (1).

Enfin, s1 p' =0, Q@) = (z* — 7 — 1) —z(z* — 1), et on
vérifie que les deux zéros de ce polyndme intérieurs au cercle-
unité sont imaginaires. Le polynéme dont les zéros sont les
produits deux 4 deux de ceux de Q(z) est:

TZ)=7"°—Z'—Z° + 2 — 278 + Z*— Z + 1,

et a3 est certainement son plus petit zéro positif. Or, T(0) = + 1
et on vérifie que T(0,) est < 0. On a donc certainement af} < 0,.
Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant:
Il n’existe pas de couples de nombres de S; dont le module soit

supérieur a \/0,. Il en existe trois couples et trois seulement
dont le module vaut \/0,. Ces nombres sont respectivement zéros

de 2 —z' 4+ 1,2 —z—1, et 22— 24 1.

Le seul couple de nombres de S, dont les valeurs absolues sotent
simultanément supérieures ou égales a \/0, est formé des nombres
+ V0, et —V/O_,, zéros de z* 4+ zt —1

D’autre part, si une fraction rationnelle & coefficients entiers
a pour seul pdle de module inférieur ou égal a 1 un péle double
de module strictement inférieur a 1, ce pdle appartient a S,.
Par conséquent, sa valeur absolue est certainement inférieure
a vo,.

Nous pouvons donc énoncer:

Si une fonction f (z) @ coefficients entiers n’a que deux péles,
distincts ou confondus, a Uintérieur du cercle-unité, et si ces

deux péles ont un module supérieur a V0, f (z) nest certaine-
ment pas bornée au voisinage de la circonférence-unité.



FONCTIONS MEROMORPHES DANS LE CERCLE-UNITE 261

BIBLIOGRAPHIE

[1] E. BoreL. Sur une application d’un théoréme de M. Hadamard. Bull.
Soc. Math., 18 (1894), p. 22-25.

[2] F. Carison. Uber Potenzreihen mit ganzzahligen Koeflizienten. Math.
Zeitschrift, 9 (1921), p. 1-13.

{3] C. Cramry. Sur les coefficients de certaines fonctions méromorphes
dans le cercle-unité. C.R. Acad. Sc., 243(1956), p. 225-227.

[4] C. CramFy. Valeur minima du module pour un ensemble fermé d’entiers
algébriques. C. R. Acad. Sc., 244, (1957), p. 1992-1194.

[5] J. Durresnoy et Ch. Pisor. Etude de certaines fonctions méromorphes
bornées sur le cercle-unité. Application 4 un ensemble fermé d’entiers
algébriques. Ann. Sc. Ec. Norm. Sup., 72, (1955), p. 69-92.

[6] P. Fartou. Séries trigonométriques et séries de Taylor. Acta Math., 30
(1906), p. 335-40).

[71 J. KeLLy. A closed set of algebraic integers. Amer. J. Math., 72 (1950),
p. 565-572.

[8] Ch. Pisor. La répartition modulo 1 et les nombres algébriques. Ann.
di Pisa, 7 (1938), p. 205-248.

[9] R. SaLEM. A remarkable class of algebraic integers. Proof of a conjec-
ture of Vijayaraghavan. Duke Math. Journ., 11 (1944,) p. 103-108.

[10] R. SaLem. Power series with integral coefficients. Duke Math. Journ.,
12 (1945), p. 153-172.

[11] J. Scaur. Uber Potenzreihen, die im innern des Einheitskreises beschrankt
sind. J.f.r.u.ang. Math., 147 (1917), p. 205-232).

[42] C. L. SieceL. Algebraic integers whose conjugates lie in the unit circle.
Duke Math. Journ., 11 (1944), p. 597-602.

[13] T. VisavaracravaN. On the fractional parts of the powers of a number
(IN). Proc. of the Cambridge Phil. Soc., 37, (1941), p. 349-357.

[44] T. Visavaracuavan. On the fractional parts of the powers of a number

(IIT). Journ. of the London Math. Soc., 17 (1942), p. 137-138.



TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION.........c.cccvunnnt. 214

PREMIERE PARTIE

Inégalités sur les coefficients des séries de Taylor
des fonctions méromorphes bornées par un en module sur le cercle-unité.

Cuaritre I. — Fonctions holomorphes .................... 214
Cuaritre 1I. — Inégalités pour une fonction méromorphe .... 217
Craritre III. — Formation directe des inégalités du chapitre 11. 224

DEUXIEME PARTIE

Fonctions méromorphes ayant un développement de Taylor
a coefficients entiers au voisinage de 1'origine.

Cuaritre IV. — Critére de rationnalité ..................... 237
Cuaritre V. — Fonctions ayant deuz poles dans le cercle-unité 246



