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COMPORTEMENT SEMI-CLASSIQUE DU SPECTRE
DES HAMILTONIENS QUANTIQUES ELLIPTIQUES

par B. HELFFER et D. ROBERT

INTRODUCTION

L’un des postulats fondamentaux de la mécanique quantique
(principe de correspondance : A. Messiah [15]) dit que I'on doit
retrouver les lois de la mécanique classique lorsque la constante de
Planck h >0 tend vers zéro.

La dynamique d’une particule quantique, non relativiste, de
masse m, obéit a I’équation de Schrodinger :

L Oy 1y
h— (¢, x) =— —— AY(t, x) + V(x) ¥(¢, x)
(Sh) ot 2m

¥(0, x) = ¢o(x)

oll Y estla fonction d’onde de la particule.

2

et Q(h)=—~g—A+V;Q(h) est un

hamiltonien quantique ; ’hamiltonien classique correspondant est
. 1

la fonction q(x,§) = > €12 + V(x), (x,§) ET*R". La dyna-

mique classique est décrite par le systéme de Hamilton :

Posons & =

d _2q

ar o &9
(H) d¢  0q

E—_ ax(x’g)

x(0) =x,, §(0) =&, .
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Il s’agit d’étudier la maniére dont (S,) se transforme en (H)
lorsque % tend vers zéro. Ce probléme a déja fait 'objet de nom-
breux travaux (Duistermaat [6], Leray [13], Maslov [14]). Dans
4], J. Chazarain a donné des informations précises en étudiant
le comportement de la distribution S,(f) = Trace [e~/"~'faM]
lorsque A —> 0. Ce comportement est relié aux périodes des
trajectoires périodiques de (H).

L’objet du présent travail est de prolonger ce type de ré-
sultats 4 des hamiltoniens plus généraux autoadjoints positifs,
d’ordre 2m, m réel >0, dontle symbole a(k, x, £) est elliptique
en (x, %) et admet un développement asymptotique par rapport
a h. L’analogue des résultats de [4] ne peut pas subsister pour
Popérateur a(h, x, hD,) luiméme car les périodes des trajec-
toires périodiques du champ hamiltonien Ha0 (a, étant le pre-
mier terme du développement de a(h, x,§)) dépendent trop
étroitement de I’énergie (voir remarque 4). Par contre, nous
montrerons que les résultats de [4] subsistent pour I'opérateur
Q(h) = [a(h, x, th)]‘/"'. Nous commencerons donc par éta-
blir que Q(AZ) est un opérateur pseudodifférentiecl admettant un
développement asymptotique en A4, adaptant & cette situation
les techniques utilisées dans [16]. L’étude des singularités de la
distribution S, se fera ensuite en utilisant les méthodes de [4].
Cette étude nous permet d’améliorer dans certains cas des résul-
tats récents de L. Hormander [12] sur le comportement asympto-
tique des valeurs propres d’opérateurs pseudodifférentiels dans R".

1. ENONCE DES RESULTATS

Pour (x,%) €R2?", on pose Ax,§) = (1 + |x|®2+|§>)V
et, si.c. mE€ R, on désigne par S™ I’espace des symboles
SEC™(R" x R") tels que: [3Dfs(x, §I < Cpp Mx, H™™'*!. On
appelle symbole admissible d’ordre m &R toute application
ht+—s(h) de 10, hy[, hy >0, dans S™, telle qu’il existe une
suite de symboles (s; ),->o},‘ S,l € S™~J  vérifiant : pour tout entier
N>0, Ns(h,x,8)— W s (x,§)) décrit un bomé de

j=0
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Sm-N  (pour la topologie usuelle) lorsque 4 décrit ]0, ko[. On
écrit alors s(h) ~ 2 hfs]-. Soit alors un symbole admissible a(k)
d’ordre 2m >0; ,Zgh)~ Z hiaj. On suppose qu’il existe des
constantes ¢ et C >0 te]lels>q(:.1e:

cN(x, £)*" < ay(x, §) < CN\(x, §)>™ (1)
pour tout (x, §) € R?".

De plus, on suppose que pour tous multiindices o et g il
existe C,z > 0 telle que :

—lal—IpBI
IB?D£a0|<CaB7\(2m 1By (2)
2m—1-|pI|
198 Dfa, | < Cug N1 3)

Enfin on suppose que a(k, x, hD) est symétrique pour tout
he 0, hyl.

Sous les hypothéses précédentes, on a :

THEOREME 1. — Il existe hy >0 tel que, pour tout h € 10, hy|,
lopérateur a(h, x, hD) est autoadjoint positif et injectif comme opé-
rateur non borné de L*(R"™). De plus 'opérateur [a(h, x , hD)]}™
(défini par le calcul fonctionnel) est un opérateur pseudodifférentiel
défini par un symbole admissible q(h, x, §) ~ Y, hq;(x,§)

- L i >0
d’ordre 2. On a en particulier les propriétés : !

i) qo(x, §) = (ay(x, §)H'm
, 1 & 9%
sous-principal de q)

est réel (sp(q): symbole

iii) pour tous multiindices o et @, il existe C,; >0 telle que :

Ia‘;D,‘fqol < Cy A3 lel =18,
—lal—IB}
EA AR S
On constate facilement que a(k, x, hD) est a résolvante com-
pacte pour 0<h <h8. Soit alors (7\,.(h)),.;,0 la suite croissante
des valeurs propres de a(h,x, hD) (chaque valeur propre étant
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répétée suivant sa multiplicité). On pose alors u;(h) = (Ai(h))ll'”;
S, (t) = Trace [e”™'R™] o4 Q(h)=gq(h,x,hD). On a bien
sar S, €8'(R). On désigne par H,, le champ hamiltonien :

_ %, S % 5
qu(x’g)_ ag (x9£) ax ax (X,E) aE'

On introduit alors la terminologie suivante : une trajectoire d’éner-
gie A\,AE€R, est une trajectoire de qu située sur I’hypersurface :
{go(x, &) = A}. I étant un intervalle réel, on désigne par £ I’en-
semble des périodes des trajectoires périodiques de qu d’énergie
—7 avec TEI.

On se donne une fonction test p € C:(R) et on pose :
L(h) =(S,(t), p(1) e~th~'1ty,

On a les résultats suivants :

THEOREME 2. — Supposons qu’il existe €, >0 tel que :
Supp P n E]T“eo,T""Eo[ = ¢.
Alors 1.(h) = O(h™) lorsque h —> 0.

0 étant toujours une période, on a une singularité décrite parle :

THEOREME 3. — Supposons qu'il existe €, >0 tel que :

SUPP P N Riry o roveol = 10}

et que q, n'ait pas de valeur critique dans [— 1, — €,, — Ty + €,].
On a alors :
1-— dST 2-
L(h) = (27h)' " p(0) [ ——T——+ 0(h*™"), h—>0
q@.)=—71 |grad, ) qol
pour tout T€ |1y, — €4, Ty + €. De plus 0(h%~") est uniforme par
rapport a T (dS, étant la densité riemanienne sur {q,(x,§) =—r1}).

THEOREME 4. — On pose N,(A) = Card {j EN, y;(h) < A}. Soit
A > 0 non valeur critique de q,. On aalors :

N,(\) = (2wh)™" fﬁ(,(x o <n dxdt + O(h'™™); h — 0.

Désignons par ¢ le flot associé a qu .
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THEOREME 5. — On suppose que lapplication t — ¢' est
périodique, de plus petite période positive T,. Alors il existe
M réel =20, o€ Z, tels que :

Spectre Q(h) & Y [N, (h) — MA?, X, (h) + Mh?]

~ 2w ”
ot >\k(h)—7+(T—ok+°‘2—T0>h
= T (8 i) — qox (1), B dt
et Y T, j; ud — qo(x(7), &(

ou x =x(t),&=E&(t) est une trajectoire périodique de période
T, de qu.

Remarque 1. — Les théorémes 2, 3 et 5 ont été ¢tablis par J.
Chazarain [4] pour ’opérateur Q(h) = — h2A + V.

Remarque 2. — Le théoréme 4 améliore un résultat récent de
L. Hormander [12] dans le cas des hamiltoniens elliptiques. En effet,
la formule (4.3)" de [12] donne

N,(\) = (27rh)—"ff dxdt + O(h¥P-n"=¢y ph — 0,
a9 (x,E) <A
pour tout € > 0.

Remarque 3. — Si A\, n’est pas valeur critique de ¢, alors
{go(x,§) = Ny} est une hypersurface compacte et il existe €, >0
tel que ¢, n’ait pas de valeurs critiques dans [N\, — €5, Ay + €,].
D’autre part, un raisonnement élémentaire montre qu’alors 0 est
isolé dans Lirg—eohoteo] *

Remarque 4. — Considérons I’hamiltonien classique sur T*R
défini par a(x,§) =x>"+E" m>0, si xX"+E£2m>1 et
0<a(x,&) <1 si x? +§Em<1. Soit s réel >0. On consi-
dére un niveau dénergie E fixé, E > 1. 1l est facile de voir que
les trajectoires de Has, d’énergie E, sont périodiques, de plus
petite période positive :

I
Ty = (ms)™' Ef j:l (A —u?™y™  dy.
Par conséquent la’ seule valeur de s qui rende le flot de Has

1
périodique est s = r; - Compte tenu du théoréme 1, cela explique,
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dans une certaine mesure, pourquoi les énoncés des théorémes 2,
3 et 5 portent sur (a(k, x, hD))"/™ . Rappelons qu’il y a un phé-
nomene analogue pour les opérateurs elliptiques sur une variété com-
pacte ou I’on se raméne a I'ordre 1 (L. Hormander [10], Duistermaat-
Guillemin [7]).

Les techniques introduites pour établir les résultats précédents

permettent d’obtenir dans certains cas la meilleure estimation de
reste de N, (\) lorsque 2 est fix¢ et A —> + oo,
Soit a€S8*™ (m entier > 0) admettant un développement
asymptotique : a~ 2, a (ie a— > a; €S*" N pour tout
i<2m <N
entier N). On suppose que a(x,D) est symétrique sur Cy(R").
On fait sur la partie principale a,, I’hypothése suivante : a,,,
est un polyndme homogéne de degré 2m en (x,§) tel que
ay,,(x,£) >0 pourtout (x, £) € R?"\{0}.

Il est bien connu qu’alors a(x,D) est essentiellement auto-
adjoint et que son spectre est une suite croissante ()\,- )i>o de valeurs
propres de multiplicité finie (on répéte chaque valeur propre suivant
sa multiplicité).

Posons N(A) = card {fEN, \; < A}.

THEOREME 6.
NQ) = 7 N7 + 0A*~12my o X\ —> + oo 4)
i = (2m)~" dxdk.
ou Yo = (2m) ffaz,,.(x,sm x d§
Si a — a,,, €S*™~%, onaalors :
NQ) = v, N7 + QA= DImy ;X\ —> + oo, (5)

Remarque 5. — L. Hormander [12] vient d’obtenir par une

méthode directe un résultat plus précis que (4) lorsque a ~ Z a;

ou a; est homogéne de degré j. Il obtient que : j<2m
NQA) = Yo Am _ y\(n—1/2)/m f dy_s —di_—
22m=1 |grad a,,,|
2 + OE=2m)y - (6)

pour A\——> + o et pour tout § < 3
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L. Hormander ([12] p. 311) pose la question de savoir si on a
encore (6) avec & = 1. Notre résultat (5) dit que la réponse est
oui dans le cas particulier ou a,,_, = 0. Notons que ce résultat
est le meilleur possible en général.

Remarque 6. — Guillemin-Sternberg [9] annoncent (5) dans
le cas ol a(x,£) est un polyndme en (x,£) sans faire ’hypothése
que a,,, _; =0.

Ce résultat (plus généralement (6) avec 6 = 1) peut étre
obtenu en raffinant les techniques utilisées dans cet article. Le prin-
cipe consiste a remplacer la phase S(¢,x,7n) (cf. paragraphe 3)
par une phase dépendant du paramétre ~4 de la forme

S(t,x,m,h)=S,(t,x,n)+h'2S,(t,x,n).

Cette méthode ne semble pas s’étendre au cas pseudodifférentiel a
cause de lirrégularité du symbole d l'origine qui crée des difficultés
pour I’étude de N,(A) lorsque # —> 0. Dans un prochain travail,
nous établirons (6), avec 8 = 1, dans le cas pseudodifférentiel, en
étudiant directement la singularité en O de la distribution Trace
[exp(it a(x, D)™)].

La preuve du théoréme 1 nous améne i faire une étude valable
dans un cadre un peu plus général. Il s’agit de controler

(a(h,x,hD) — N)!

en fonctions des paramétres # >0 et AEC.

Cette étude nous permet d’établir des développements asympto-
tiques pour (a(h,x, kD)), sER, et pour e #®*HD) ;>

2. DEVELOPPEMENTS SEMI-CLASSIQUES ASSOCIES A UNE
CLASSE D’OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

Pour faciliter I’exposition, nous divisons ce paragraphe en quatre
parties :

2.1. Généralités sur les développements semi-classiques

2.2. Développement de (a(h, x, hD) — A\)~!

2.3. Développement de (a(k, x, hD))*, s€C

2.4. Quelques propriétés du spectre de a(k, x, hD).
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2.1. Généralités sur les développements semi-classiques.

On se donne une paire de fonctions poids au sens de Beals [2]
¢, ¢: R" —> R, de sorte que la métrique associée sur R2" :

ly|? + Inl?
2 2
i (x,8 ¢ (x,8)

vérifie les hypothéses de L. Hi')rmander [11]. On impose de plus les
propriétés suivantes : il existe des constantes 0 <6 <1,C,,C, >0,
telles que :

Co(l + x>+ £ < o(x,§) ¢(x,8) <C,(1+[xI®+ (£ (1)
td(x, 8 < o(1x, t§) ; to(x, §) < o(tx, t§)
pour tout (x, §) € R?" ettout t€[0,1] ah

o(tx, t§) o(tx, t§) < ¢(x, &) o(x, &)
pour tout (x, §) ER?" ettout t€[0,1]. (1)

8(x,¢) y,n=

Pour tout réel m, on définit la classe de symboles S": par
les conditions a € C*(R2") et sup [(¢9)~" ¢'*! o1 |97 Dfal] < + oo
R

pour tous a et BEN".

Siac S;”‘p ,on lui associe I’opérateur :

x+y

a’(x,D)u(x) =Q2m)™" ff eitx-29 a( s E)u(y) dydt

ou u €ES(R") (représentation de Weyl).

On désigne par Bf;:‘p I’espace des opérateurs a”(x, D) tels
que a€ S:;w‘ On aura besoin aussi des espaces de Sobolev a poids
associés. Hg‘ o désignera ’espace engendré par

{Au; u€ L?(R"), A€ E’;";}.
Rappelons que si
p=9¢=(+x>+ £, alors Hy 6 =Dom(—A + |x|*)"
si m>0 et Hf ,=(—A+ [x|2)~™(L2(R") si m<O0.
L’exemple suivant sera utile dans les applications :

o= +Ix>+[E; p=1;
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alors Hy, =Dom(—A + [x|*)"?* si m=>0,

Hy, = (—A+|x?*)"™(L*(R") si m<O0.
Pour éviter les confusions, on posera :

"™ =Dom(— A+ |x|)"? si m=0

" =(—A+|xIH)"?*L*(R") si m<O0.
De (1) il résulte la double inclusion :

yom —os H 3™ pour m =0
et 2)
g — HY! < 5" si m<0.

Suivant A. Voros [19], on pose la définition suivante :

DEFINITION 2.1. — On dit que a € Sj; , mE€ R, s'il existe hy, >0
j

a . .
tel que: a<C7([0, hy[x R"x R"), —a € S™~/ pour tout

oh’ ln=o0
JEN et pour tout NEN,
N i 9
—N-1 . .l eSS
nNatn, x, 8 X a(0,x,8)
décrit un borné de S;”;N"‘ lorsque 0 < h < h,. On poseraalors
1 da AN
= e— —— 1 ~ ]
a(x,§) T o 0, x, &) eton écrira a i§0 ha,.

Si a€S), on peut lui associer naturellement l'opérateur
A(h) = a%(h,x, hD). Pour une raison de symétrie, il sera plus
commode de travailler avec I’opérateur A,(h) = a”(h, \/hx , \/hD).
Ces deux opérateurs sont liés par la relation

A(h) =T; o A\(h)o T, ou T,f(x)=h"*f(/Fx).

DEFINITION 2.2. — On appelle opérateur admissible d’ordre m
une application A,: 10, hy[ — g™ telle qu’il existe une suite
a; € Sm=/  j=0, telle que, pour tout entier N =0 et tout entier

N
k, 0S kSN 1, iN-1%m( A (h) — 3 WP (Vix, D))
j=0

14m i1k
» Hy

décrive un borné de £(H 5.0 v

décrit 10, hy[.

), pour tout réel 1, lorsque h
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PROPOSITION 2.2. — a(h,x,§) ~ X, ha;(x,§) au sens des
i=o
symboles admissibles si et seulement si

a”(h3\/Fx, \/FD) ~ 2. Wa®(\/hx, /hD)
j=0

au sens des opérateurs admissibles.

Preuve. — D’aprés le théoréme de continuité, il est clair qu’un
symbole admissible donne lieu a un opérateur admissible.

N
En effet, posons &y(h,x,§) =a(h,x,§) — 2, Way(x,§);
ji=0
a étant un symbole admissible, pour tout entier N et pour tous
a, BEN", il existe C(N, «, 8) telle que :

RN 9Dl (h, x, )
<SCIN, «, B) (pp)™ " N=1(x, £ ¢7'*(x, 8 ¢~ # (x, §).
En utilisant (1), il vient alors :
h=N=1%% | 3¢ DEoy (h, \/Fix, \/RE)
< C(N, a, B) H*(9p)" " N=1(/Rhx, /RE) ¢7'*1(x, §) o 1F!(x, §).
Or, d’aprés (1') et (1"), ona :
R (90)" N1 (\/hx , \/hE)
< A ™o)™ K (x, ) (00) NN (VRx, \/RE).
On utilise alors (1) en remarquant que k¥ < N + 1 ; il vient :
N2 DES (B, Rx, /RE)
SCN, a, B A" (dpp)" *(x,8) ¢~ (x, §) o™ 1(x, §).

Le théoréme de continuité des opérateurs pseudodifférentiels donne
alors le résultat.

Pour la réciproque, on pose :
N

Ry (h) = h‘N“(Al(h)— Y hia¥(hx, ﬁD)) 3)

j=0
d’ou,pour M=N+1, ona:

M
Ry(h) = X h~N=1g¥(y/hx, /RD) + BM"NRy(h). (4)

j=N+1
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Il s’agit de montrer que pour N fixé, Ry(h) admet un symbole
possédant les propriétés de la définition 1.

On commence par prouver que Ry (4) admet un noyau d’autant
plus régulier que M est grand, ce qui permet de réexprimer le sym-
bole par transformation de Fourier a partir du noyau.

Il s’agit alors de controdler les semi-normes du symbole obtenu
en fonction de 4 via des normes d’opérateurs pour Ry (k). Ce
type d’argument a déja été utilisé dans D. Robert [16] (démonstra-
tion du théoréme 5.4). Pour étre complet, nous allons rappeler quelques
résultats assez classiques.

LEMME 2.1. — Soit §2 un ouvert de R" et une situation varia-
tionnelle V<— L*(Q2) “— V' (les injections sont continues, V
est dense dans L2?(2)). On suppose que :

a) on a une injection compacte : V. “— C(£2)
b) il existe une fonction x : & —> R, telle que :
lu(x)] < x(x) llully
pour tout u€V et tout x €.
Alors tout opérateur TE L(V',V) admet un noyau XKT(x,y)

continu sur S x Q vérifiant |KT(x, y)| < x(x) x(») "T“L’.(V’,V)
pour tout x,y EQN.

Preuve. — Cf. par exemple D. Robert [16].

n
LEMME 2.2. — Pour  tout réel k > 5 Uinjection :

H;‘W < C(R) est compacte et il existe une constante C, , telle
que :
lu()] < Cp (1 + [x D =28K iy ||

(A"
k n
pourtout uE€H; ettout x€ R".

Preuve. — Ce lemme est un cas particulier de la proposition
(3.1) de D. Robert [16]. On peut en esquisser une preuve directe.
Posons :

0,(x,8) = (t+|xI> +£2)7% ; r réel >0.
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On peut choisir ¢ assez grand de sorte que o,(x,D) soit un iso-
morphisme de L?(R”) sur #€2*¢ oul’ona posé :

0,(x, D) v(x) = @m" [ €™t o (x, ) b(§) dE.
Soit f€ L?(R") définie par u = 0,(x,D)f. Ona:
u(x) = @m " [ ™5 + 1xI2 + 1£2)7% £ (8 di

_ﬂ
2

o 1u(x)l < @my 2 (fir+ 1xlt + 15y ag)" 111,

Le changement de variables § = (|x[®> + )}/2. n donne le lemme 2.

LEMME 2.3. — I étant un réel >0, soit k > —4%+ 1. Alors

tout opérateur linéaire T E B(H;’;, H" ) admet un noyau continu
KT(x, y) tel que pour tous multzmdzces o et B vérifiant |a| < 261,
| Bl < 281, D} D}‘fKT(x, y) existe et soit également continu sur R?*".

De plus, il existe une constante universelle C, , telle que :

|D D"KT(x Il
—28(k—1 26(k—1

2 2 -1 2 ‘;“‘ -
1(1 + |x]*) a+1iy1* IITlI H;,;’ Hk ) 6

pour tout TEﬁ(H¢¢,H{;’¢), tout (x,y)ER™, |a| <2861 et
|B] < 261.

Preuve. — Pour 1 =0, c’est une conséquence des lemmes 1
et 2. On se raméne 4 ce cas en considérant I’opérateur

D*TDf€E B(H;,’;”,H";’;') si ol <281 et |Bl <26l

Fin de la preuve de la proposition I. — On fait d’abord la re-
marque suivante : si P est un O.P.D. de symbole de Weyl P(x, &)
et si P admet un noyau KP(x, y), on a la relation :

= z — YN ik 1 R2n
P(x,.f)—fKP(x+2 s X 2)6 Y$dy dans S'(R*"). (7)
Il en résulte que pour M assez grandon a :
y y .
= + Z, x — =) e i¥E
ru(h, /Ax, \/hE) ‘/l;" KRy, (h) (x 50X 2)e dy, (8)

Ry étant défini en (4).
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Le lemme 3 et (8) montrent que

,n) — o(A(B) (y,n) — Y, Ha(y,n)
j=0
est C* sur R"x R”.

La proposition 1 résultera alors du :

LEMME 2.4. — Pour tout entier N =1 et tout entier k=21,
on peut trouver des entiers M,j tels que N+ 1<j <M etune
constante Cy , telsque :

103DERM =N ry(h, ¥, m)l
2 2y—-(N+1+k) 1,/ . ,
S Cy (I +1yI*+1nl*) h ”RM(h)”c(H;,’éz,HJ,/j,) )
pour la| < k,|Bl <k, h€[0, hy[ et (y, n) €ER¥",

Preuve. — Il résulte de (8) que :
rv(h, y,n) ' (10)

h—12 B2 .
= pn/? fKRM(h) (h—1/2y + z h‘llzy _ z)e—xzn 0
Posons
@ :¢q=N+1+k. Ona:
(1 + ITI|2)¢1 |a$; a}ehM—N’ rm(h,y, 17)| g hM—N+n/2 (11)
hi? Bl
f (1= 4,)° Zan [KRM(h) (h‘”zy + 5 z B2y — - Z):I dz.

D’aprés (6), / étant donné et j étant choisi tel que :

j n
- >—+ :
@2 25 I, ona

IDY DY, KRy () (u, u')l

(12)
am—28(/~1) 1avg —28G—1)
< CU + |ul?) (I +1ul®) ”RMHL.(H—,'/z Hi/2)
b0 ' O

pour || <281 et |y'| < 261.

Pour pouvoir utiliser (12) dans les majorations de (11), on doit
choisir ! tel que :

® 29 +k <28l
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Enfin si M et j sont choisis tels que :
@ o<m+j<M+1

Il résulte de la définition de I’admissibilité que :

rpM+1— —_—m—j
"RM(h)”g(H—iﬂ w2, < C'pMH1-m_—m—j
(X" N

De (11)et (12), on déduit, en posant

n
p=73

I(1+ [n1?)? 33Dy Nry(h, y, n)l

— 8j + 281

2M—N+1+%——m_—m»]’—-

<C'h A, 12)
avec A(y, h) =
hi2z |2 hi2z|2 ]p
1/2 12 k/2 —1/2 -2, _ dz.
fa+inirz2) ([1+|h v+ 7 )(1+'h y= =3 )| ez

On a facilement :

Ay, h) < (13)
K [(1 + ’h‘”’y + —’;—‘z) (1+ lh-1/2y— =

2 p+k/2
5 )] du.

k
D’autre part, sous la condition @ P — (q + —-) >n, il existe
. 2

v >0 telle que :

[ +|x—%2)"+% (1 +\x+%

(13) et (14) entrainent :

k
q+3

k
’)‘”2 du < ~y(1 +|X[?)
(14)

k

)‘H-7 pour tout y €ER"” et n€]0,1]. (13")

_n
Ay, h)<vh > (1 +IyP
(12') devient alors :
(1 + 0?4 DERMNry(h, y, )l .

< Clnh2M—N+l—m_—-m—j——k(1 + Iylz)Q+—2_, (12")

Si on choisit j tel que @ :—(p+ %) >q et M tel que
@:2M—N+l—m_—m—j—k>]', on obtient le résultat
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annoncé dans le lemme 4. Plus précisément, N et k étant fixés,
q est déterminé par @ puis [ est choisi vérifiant , j est
alors choisi vérifiant @ et de sorte que P défini en (0) vérifie
© et (@ . Enfin M est choisi vérifiant @ et @.

La composition des symboles sera notée par @.

PROPOSITION 2.2. — Soient a€ S}y, bES, ou m, pER.
Pour tout h €0, h,] posons :

c*(h, \/h. x, \/hD,)
= a*(h, /B, x, \JED,). b*(h, \JFix , \JFD,).

Alors c(h): (x,8) —> (h,x, &) est un symbole admissible, que
lonnotera: a @ b€ S

ath) ~ ¥ ha; et b(h)~ Y, hib,

allors: j>0 ji>0
c(h) ~ Z h! ¢; oules ¢; sont donnés par la formule usuelle :
j=0
1 1 1\lal 1 \I8I .
¢, = — — (= — =) (8°D%a,). (3D%b)) .(15)
! |ﬂ+al§+l=i ! B! 2) ( 2) prE TR TR TR

Preuve. — Elle résulte aisément du théoréme de composition
(L. Hormander [11]).

On aura besoin d’une précision supplémentaire.

N
Posons : 1, n(h) = h"N"! a(h) — ¥, hia, et si pES™
j=0

posons :

Sma(P) = sup - [(p)~™ ¢! o8 32 DEp].

S
(x,£)ER2"
lal<k,|pI<k

Avec les notations de la proposition 2.2, onala :

PROPOSITION 2.3. — Pour tout entier k, il existe C >0 et
un entier j 2 0 tels que :

Smep-N-1,k(Fe,n (1)) < Cy 0<le<N Sm,j (@) sp;(by) (16)
+ 1,1 e (1)) 8, ,(B(R)) + 5, (@(R)) 5,1, (ry n(R))

pour tout a€ Sy, ettout bE S,
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Preuve. — La proposition résulte facilement de la continuité
de la composition des symboles (cf. L. Hormander [11]).

Dans la suite, on sera amené a comparer le symbole usuel et
le symbole de Weyl d’'un méme opérateur. Soit A : 8'(R") — 8'(R")
de symbole de Weyl a® €S™ (m €R). Onaalorsle :

LEMME 2.5. — A admet un symbole usuel noté a*,a*€S™,
c’est-d-dire que l'on a l’égalité :

aux) = [ a(Z228) ue e ayd

2
= [a*(x, ) a(e) "0 g
pour tout u € S(R"). On a de plus les propriétés suivantes :

i) a® — a* est continue de S™ dans S™;

ii) pour tout entier N = 0

b

1

+ lal ____ aapna m-—N-—1

(a I oan 92D%a) €5
1

et l'application a (a* - X /) — o Dga) est continue
! »

la|<N
de S™ dans S™ N1,

iii) @® — a* est un isomorphisme de S™ sur S™, lisomor-
phisme inverse a —> a~ vérifiant :

(= ¥ 12t L agpig) esm-n-
!

ek
la|<N :

et vérifiant les mémes propriétés que l’'isomorphisme direct.

Preuve. — D’aprés R. Beals [2], on sait que @ —> ‘a est une
application continue de S™ dans S™ ou ‘a désigne le symbole
de I'opérateur transposé associé a I’opérateur

a,(x, D)u(x) = [ e Pa(x, ) ack) dt.

Il résulte également de Beals [2] que pour tout entier N> 0 ona:

1

a— (‘a— > —-a“D"‘a) est continue de S” dans S™~N-1,
lal<N ! £

o !



SPECTRE DES HAMILTONIENS QUANTIQUES ELLIPTIQUES 185
Si maintenant on désigne par 7_ la transformation
£
(x,8) — (x,-— —2-),

on a clairement que a~ = [*(ae 7_)]o 7! et a* = [*(@o1,)]o 7}

ou 7,: (x,8& —>(x, 5) Le lemme en résulte facilement. On

pourrait également faire une démonstration directe en développant

x +
a"( > 4
intégral. L’estimation du reste se faisant par des intégrations par parties
en profitant de la propriété (1) sur (¢, v).

,E) au point (x, &) par la formule de Taylor avec reste

De ce qui précéde, on va déduire qu’il y a équivalence entre les
notions de symbole admissible au sens de Weyl et au sens classique.

PROPOSITION 2.4. — Soit a: [0, hy[—> S™, hy >0, unsym-

bole admissible, de développement asymptotique a(h) ~ Z hfai.
j=20

Alors a~ et a* définis respectivement par a~(h) = (a(h))~ et

at(h) = (a(h))* sont des symboles admissibles d’ordre m. On a

deplus a= ~ Y, hi(a’)i et at ~ hi(a*),- ou

j®0 j=0
S 1
(@)= 2 (-1/2)* — 3Dia,
lal+k=j o
1
et (@)= 2 1/2)* — 3 Dla,.
lal+k=j al

Preuve. — On applique le lemme 2.5 au symbole

ph(xsg) =a(haxa hs),
puis on écrit que

N
a(h,x, h§) = 2 hiai(x, hE) + BNy (h, x, hE),
j=1

(ry(h,x, §))o<n<n, Ctantunbornéde gm-N-1,

. 1

Par substitution dans p, = Y (= 1/2) pory g DEpy, + o),
la|<N .

compte tenu des résultats de continuité du lemme 2.5, on en déduit

la proposition 2.4.
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2.2. Développement de (A(k) —A)~', h—> 0.

Soit €S, m = 0. On lui associe 'opérateur :

x+y

A (h = h,h Hx-y,8
(R u(x) ffa( \/—( > ),\/Fs)e u(y) dydg
(4t = 2m)~"d§).
On suppose que a(h) ~ Z hfai, 0<h<h,. Soit A un ouvert
j>0
de C, symétrique par rapport a I’axe réel. On fait alors les hypothéses
suivantes :

(He), Ilexiste C, >0 et m'= 0 tels que
lag(x,8) — A2 Cy(lag(x, &)1 + I\])
et |ayl >Co(¢¢)m' pourtout AEA ettout x,{ER".

(He), Pour tout entier j = 0 et tous multiindices a et B, il existe
Ciap -~ 0 telle que:

19§ DEa;| < C; 4 5 1ag| (d9)~7 ¢~'*1p~ 18! pour tout x,¢E€R".

PROPOSITION 2.5. — a) Il existe hy €10, hyl tel que, pour
0<h<hy, Aj(h) admet une réalisation et une seule comme opé-
rateur non borné de L*(R"). En particulier, si a(h,x,§) est réel
pour tout h€ [0, hy[, x, EER", alors A (h) est essentiellement
autoadjoint pour tout h € [0, hy|.

b) (A (h) — N)7! existe pour tout NE A et tout h€10, hy[.
De plus, (A,(h) — N~! posséde un symbole de Weyl admissible

by(h), by(h) ~ 2, Hib,, otles b;, sontdéterminés par :
i>0

c) s by = (4o = N7!
1 1

( bia=—bor L — — (1/2)* (= 1/2)"!
' N rlasgiek=jnn @' B!

o<I<j ang Bra
(3¢ Dya,) (3 Dby )
d) Ona

(A - N = Y W% (/x, VED) + BN AR (h, \/hx , \/RD)

0<j<N
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ou, pour tout kER, tout N=20, 0<j<N, il existe Cj’k’N telle

que uth,g{)x(h)llmk k) < G n(l + X! pour tout N €A

, ¢,0° b,
et tout h€10, hyl.

Preuve. — Posons A, (h) = a*(h,\/hx,/hD). On établit les
différents résultats en inversant le symbole de A,;(4) — A. Pour cela,
on procéde comme dans D. Robert [16] avec en plus un contrdle du
paramétre .

Considérons la suite de symbole définie par c). Il résulte de [16]
(lemme 4.1) que 'on a :

anp 2j+la|+18] x . (al 81
10§D2b; 31 < Cjag 1bonl 2 lag,boalf (o)™ ¢~ o8 0
k=1 .

N
On pose By,(h,x,£)= 2 Wb;,(x,£). On déduit de (17) et
) i=o
(He), que By ES." .
La définition des b; , et la composition des symboles entrainent:

[@—=N @ By,l(h) =1+ ry (). (18)

Nous allons établir que :

Sm——N—l,k(rN,)\(h)) < G 2 Sm,j (@1) 50,7 (by2)
0<1/,k<N

+ 5 N1,y By y (1) Sy _w_y (ran ) {. (19)

On utilise le méme type d’argument que dans (16) p. 773-774.
Il résulte des propositions 2.2 et 2.3 que :

N
(@@ By )W =X ne,, + Moy (h) (18),
i=o

et que oy ,(h) vérifie une estimation du type (19).
On a également (proposition 2.2) :
1 1 1 \lal 1 \181
Cia = p - _) (_ _) (a?Dfak) (angbl,}\)-
la+Bl+k+l=f o ﬁ 2 2 (18)2

Orona:

N :
(@2 @ By, 0 () =Y Wepp+r oy, (k) = ABy (k) (18);

j=0



188 D. ROBERT ET B. HELFFER

et la relation de récurrence entre les b; , donne :

(@ — N) bjyyn + 2z 1 [% (_;_)lal (_ %)Iﬁl

2+la+pItk=j+1 O
I<j

(0;Dfa;) 0fD5b, ) =0.  (18),
Il résulte alors de (18), et (18), que: ¢ia — Abjx = 0 pour
I<jSN dob: [@=N @ Byl () =1+r"oy,, ce qui
implique (19).
En utilisant (17) et (19) il vient :

18¢DEb; A1 < Cj o p(1 + D7 (20)

SmoN—-1,k(rnnN) < Ce(1 + [AD7! 21
pour tout NEA ettout €0, hg|.

De la méme maniére, on construit une paramétrix a gauche, qui

N
a lordre N, s*crit By ,(h,x,§) =Y hib,(h,x,§) ol les
i=0

b,f,,\ sont définis comme dans c) en échangeant D, et d¢ . On ob-

tient, comme précédemment :

Baa() @ (a(h) —0) =1+ W7 (h); (18"

puis :
19¢DED) \ 1< Cj gl + AN (20"
Sm-N-1,k(Fy A (1) < Cp(1 + AN (21"

pour tout A €10, hg[ ettout NEA.

Désignons par Dfll) le complété de S(R"™) pour la norme du
graphe de A;(h). A;(h) devient un opérateur fermé de domaine
Dfl”. Il résulte de (18) que I'on a :

By A (7, v/Ax , \/RD) (L*(R")) C D). (22)

Utilisons & nouveau (18) puis (21). On obtient que si h{) est
suffisamment petit, A,(h) —\ est surjectif, de D;‘) sur L?2(R™),
pour tout AE A ettout A€ [0, hy|.

De méme (18') montre que si h:) ‘est assez petit, A;(h) —A
est injectif sous les mémes conditions.
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Soit alors —A—l(h) une autre réalisation de A,(k). On a évi-
demment D, C Dom A, (k). Fixons A =0. Soit u € Dom A,(h).
Posons f= A;(h)u. D’aprés ce qui précéde, il existe vED, tel
que f= A, (h)v. (18') entraine alors

u—v=—h"r (h, /hx, /ED) (u —v).
Or, pour N assez grand, on sait que
I O VB SO s
lorsque # —> 0 d’ot u =v et u €EDD(h).
De (18) et (18'), on tire :
(A (h) —N)7" =By \(h, /Ax, \/ED) (23)
— BB (B, /Bx , \JR.D) Py (B, \/R.x, /R .D)
— R o (h, /R.x, \/B.D) (A (B) =N ry (B, /R.x, \/R.D)
Soit M >N. On pose alors :
A;M(h) =N () - - B:’A(h, VFh.x, \/hD)]
AW (r) = kN1 By, (h, V/R.x, /AD) — By \ (h, /h.x, \/h.D)
— N OBIY (B, /Rx, /ED) 1y (B, /B.x, \/R.D) (24)
— WPMNL (B, Bx ,\/BD) (Ay(R) = Ny (B V/Bx A /R.D).
De (18') on déduit qu’il existe C >0 telle que :
(A (R) —)‘)_lnc(ﬁ_ﬁ) < Ca + |ApT (25)

pour AEA ettout A€ [0, Agyl.

= 0(1)

On prouve ainsi les points b), ¢) et d) en choisissant M assez grand
devant N dans (24) puis en utilisant (20), (20"), (21), (21') et (25).

Remarques. — a) Si a(h) ne contient que des termes de rang
pair, alors o[(A () —A)"'] posséde la méme propriété (raisonner
par récurrence sur les b; ;).

b) Dans [8], Grammaticos et Voros ont écrit un développement
asymptotique de (A(k) —A)~! que I'on retrouve ici en écrivant que
(A(R) =N)' =T;'(A;(h) = N)7' T, et l'on obtient de plus une
estimation du reste (qui, lorsqu’on I’exprime, est moins bonne a priori
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que celle donnée dans la proposition 4). On constate ici qu’il est
beaucoup plus commode de travailler avec A,(k#) dont le symbole
a des propriétés symétriques en x et ¢ (cf. Subin [17]).

2.3. Développement de (A,(h))*, s€C.

On suppose que l'ouvert A du 2.1 contient une zone du type :

Tlm)\
/////,\ .

s

délimitée par la courbe I’ orientée comme il est indiqué. A —> A*
est définie, holomorphe dans C\]—oo, O[ en prenant la détermina-
tion principale de la fonction argument : — 7 <arg A < 7.

Soit alors a(h) €Sy, vérifiant (He), et (He),. Soit s<O0.
Grace a (25), on peut définir A,(k#)° par la formule de Cauchy :

A (Y = 2—'1r— L XA - N .

Si maintenant ¥ < s <k + 1, k entier, on pose
Al(h)s — Al(h)s—-k-l Al(h)k+l .
On renvoie a [16] pour les propriétés formelles des puissances com-

plexes d’opérateurs non bornés.

PROPOSITION 2.6. — Pour tout s€C, Re s <0, A (h) € £5°°".
Si a)(h) désigne le symbole de Weyl de A,(h)*, alors

a)(h) ~ 2 Ha,

i>o0
i
oil: a,(x, 5= 5- LN bat, 0 dn, les by, étant définis
dans la proposition 2.5.
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Preuve. — La proposition 4-d) montre immédiatement que
A (hy'€£), pour Res <O etque

. i
AhY ~ 2 W | — [ NbY (VRx, Dd)\].
'~ % [h S xer, /hx, /D)
11 suffit alors d’appliquer la proposition 1 pour avoir : a(h) ~ Y hi“i, .

o
j=20

PROPOSITION 2.7. — Pour tout s€C, s >0, ona A,(h)' € £5™.
Si a(_v)(h) désigne le symbole de Weyl de A,(h)*, on a alors

acy(h) ~ I Y aj ;. On peut calculer a; ; par la formule :
ji>o

i 1 1 1\lal 1\81
a = — _ (- J—
B8 ek @ B! (2) 2)
S X9 @2Dfa, ) (38D, ,) d
ou q estunentier >s et ay; = (a,) .

Preuve. — On écrit que A,;(h)° = A;(A)? A;(h)’*"? et on ap-
plique les propositions 2, 3 et 6 (i.e. on calcule le symbole de A,(k)*
en utilisant la formule de composition des symboles admissibles donnée
par (15)).

COROLLAIRE 2.1. — Si a(h) ~ Q. h*ay;, alors, pour tout s€C,
on a ag(h)~ 2, h¥ay ., ou Q:i?se SRem -2/ i Res>0. En
particulier, si a(lh>,ox JE) = ag(x, 8) et c. 9™ <lay(x,§)| <C.¢*™,
on a: agmy(h)~ Y h*ay 1, avec la propriété : ay m€S*Y,
en prenant comme f]o;:'tions poids

o=1cet o(x,8) =1+ |x|*+ [£?)2,

Preuve. — Le seul point pas tout a fait évident est que a,;,, , =0
pour tout s €C. On sait que cette propriété est vraie pour Res <0
a cause de la remarque b) et de la formule donnant a; ; dans ce cas.
Il est facile de voir alors que s — g; (x,£) est holomorphe. Le
principe du prolongement analytique permet de conclure.
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COROLLAIRE 2.2. — A(h) admet un unique prolongement fermé
comme opérateur non borné de L*(R"). On ade plus

A(h) = az)(h , X, hD) pourtout s€C.

Preuve, — T, étant un opérateur unitaire de L2?(R") dans
L2(R"), on obtient alors que A(4) admet un unique prolongement
fermé. On a :

A(hy =T, Aj(h)'T, , s€C

d’ou A(h) = ar;)(h , X, hD) puisque A, (k) = a(“;)(h , Vhx, \/hD).

COROLLAIRE 2.3. — Pour tout s€C, A(h) posséde un symbole
dans la représentation classique, i.e. dans laquelle :

Ay uGx) = [ P ay (h,x, hE) a @) dE, u ESR).

+
as)

On désigne aZ) par a*. Si a*(h) ~ Z WG et a:)(h)~ Y HC,
ji=o0 i>0
les C;; se calculent en fonction des C, par les formules suivantes :

by (X, §) = (ap(x, &) — N7

1 1 (26)
x,B==0b, XL —.—08%CDib;
i“)‘ O riarprrk=rer @! B! o
0<I<j
Co,s = a, pourtout sER 27
Gy = 5;— Np dh si 5<0, j>1 (28)
i 1 1
Cs=%5- X S 3;Cy, Dby, N (29)

2 \qugltkti= j a' ﬁ' r
ou q estun entier >s.

Preuve. — On utilise le corollaire 2.1 et le lemme 2.5 en remar-

quant que : 2 Y bi A ( Z Iy b;, ,\) On obtient alors immédia-
j>0

tement (28). (29) en résulte en remarquant que (a @ b)Y =a @b*

ou «@» (resp. @ ) désigne la composition des symboles dé-

finie dans la proposition 2.2 au sens de Weyl (resp. au sens usuel).
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COROLLAIRE 2.4. — Avec les notations du corollaire 2.3, on
pose : [ n g2

)—a _ ao,s

® 2i ;5 ox; 0%

(analogue du symbole sous-principal pour les OPD-classiques). On
a la relation suivante : SP(a:s)) = sa;~' SP(a*) pour tout sE€R.

SP(a’,

Preuve. — Avec les notations de la proposition 2.5, 0on a :
1
bia=—box [‘11- boa t+ E aeiao Dxi(ao -
— D, a9, (2, — x)—‘] =—a,(ay — N2,
Pour Res€[0,1[, onadonc:

i
Qs = a‘;‘ﬁ )\S_’(ao.bm +a;.by,) d\ = saf)‘l.a,.

Or SP(a( )) a,,, d’ou le corollaire par prolongement analytique.

COROLLAIRE 2.5. — On suppose ici que ¢ = 1 et que
O(x,8) =N(x,8) =+ |x>+ [§>).

Aux hypothéses précédentes on ajoute :

a) Il existe ¢, C >0 telles que
eN(x, £)* < ag(x, §) < CA(x, £)*™
pour tout x,( ER",
b) Pour tous multiindices o et B il existe Cap >0 telle que :
la"‘D a,| < )\(2'" lal—181)+

uniformément sur R?"
21 1—-lal—-IpI
|anga,l\cw>\"" oD+

c) a(h, x, &) estréel pour tout h€[0,h,[ ettout x , £ ER".
Posons q(h,x,§)~ Y W qj(x,t) ou q(h,x, k) désigne le

i>o0
symbole usuel de (a(h, x, AD)Y™ . On aalors :
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135 Df gl < Cpp N2 II718D, (30)

qo(x,§) = C' N (x, &) (30)

132Dfq, | < Cly. N1 31)

SP(q) = q, — %; 5*3:_‘;2_ est réel (nulsi a, =0). (32)
j=1 J=si

Preuve. — Par récurrence sur |a| + |B|, on montre facilement :

_ al ..... ak‘ al ﬁl ak ﬁk _k
%Dl = X GllpE() 0, Dlay)... 3,D fay) af
a=(ay,...,a) (33)
B=(ﬂl ----- ﬁk)
1<k<|al|+|8]
ou C; l‘: :(s) sont des coefficients universels.

Orona: q, = al/™ d’ou (33) implique (30). Or :
0 0

SP(q) = a, /m = i af)‘/'")_lal
(cf. démonstration du corollaire 2.4). A I'aide de la formule de Leibniz,
on obtient : 132D? SP(q)] < Cyy AT 7*P woi (31) en résulte
en utilisant (30) et la définition de SP(g). De

0
a,(x,§) = —-alh,x, 6|,

on déduit que a, est réel. a, est bien sir réel donc SP(q) égale-
ment par le corollaire 2.4.

2.4. Quelques propriétés du spectre de A(h).

Ces propriétés vont résulter facilement de I’étude faite dans la
proposition 2.5. On suppose ici que A est un secteur de sommet
0, symétrique par rapport a I'axe réel d’ouverture >m et contenant
]J—,0[. On choisit un contour I' dans le demi-plan {Rez >0}
comme ci-dessous :
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I
Amz

> Rez

(r)

LEMME 2.6. — Pour tout NEN et tous k,jER, j <N, il
existe C; . y >0 telle que: -

(1) -
Il hlAN,,\(h)":(Hzr:,’sz) <G pn@ +IAD2 34)
pour tout NE A et tout h€ 10, hy|.

Preuve. — On utilise ’expression (24) de A,‘q,h(h) puis on tient
compte des estimations (21), (21'), (25).

PROPOSITION 2.7. — Sous les hypothéses (He), et (He), du
§ 2, on a le développement asymptotique :

Trace [e"™A W]~ h=" ¥ K. ¢(1) (35)
i>0
lorsque h —> 0, t >0 ou ¢;(t) = ff (#‘/; e"".b,'kdk)dx/é.

En particulier :

0o(8) = [ e 10 axgt
p (1) =—1 ff a(x,§) e 0% gt

(35) a lieu au sens suivant : il existe un entier N, tel que, pour
N = N,, ilexiste Cy > 0 de sorte que :



196 D. ROBERT ET B. HELFFER

N
| Trace e=*A®) — p=n ¥\ i ()| < Cy AN*1-7

j=0
pour tout h €10, hy[ et tout t >0.

Preuve. — On a Trace [e~"A(")] = Trace [e_ml(h)

] et
—tAy(n) _ _l_ — A _
e =5 fre ™™ (A, (h) — N)"VdX. (36)

On utilise alors le point d) de la proposition 2.5. Il vient :

PO O it L
— by ,v/hD) dA
=X J e bR, /D)

(37)
+ N+ ——f ~N MDY (h, /R x, /. D)d\.

(35) résulte alors de (34).et (37) en utilisant le :

LEMME 2.7. — Il existe un réel k, >0 et C >0 tels que:
HAlly, < C Al k (38)

~k
eH OHDO

pour tout A€ LM ¥o, H*0) .

Preuve. — D’aprés R. Beals [2], on sait qu’il existe un OPD V
d’ordre — k, qui soit un isomorphisme de H % sur L?(R"). Alors
Padjoint V* de V, au sens de L?(R"), est un isomorphisme de
L2(R™ sur H®. Posons alors B = V*~!, A V™!, Ona A=V*B.V
d’ou [[Ally, < IV*Bllgs- IVIlEs- Or BE &AL?*(R"), L*(R™) et
V,V* sont de classe Hilbert-Schmidt si k, est assez grand (cf. D.
Robert [16] prop. 3.2). On obtient alors :

Al < IVIE - 1A d’oir (38).
£(

-k, k
H OH09)

Sous T'hypothése supplémentaire que a, prend ses valeurs dans
]0, + o[, onva préciser le comportement en ¢ de (35):

1
LEMME 2.8. — Pour tout entier j = 1 et tout réel §' E] 0, - [,
ona g(t) = 0(t7%" 9, (1)) lorsque t — 0, t >0.
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Preuve. — Par récurrence sur j, on prouve facilement que:

i
b\ = > ;, k(@ — A)7*~1 ol les symboles v, , vérifient :
k=1

19;D17; | < Clagl¥ (9. )7/, ¢71el. 16!

d’ou il résulte :
i . -
gl <C ) ff (t. ay) a;’/'". e "0 dxdg
k=1 i
<coim Y [ (e agy-iim. e dxd.
k=1
D’ou, pour tout réel 6 € ]0, 1], ilexiste C, >0 telle que :
lg (D1 < C, #m [ e=9m0 axay . (39)

Posons F,(0) = f f e—amo(x,s) dxdé. On a l'inégalité de convexité :

(6—3)

F,(0) < (F, (%))2‘“9). (F, (1)) (40)

pour tout 0 € [1/2, 1].

D’autre part, (1) et (He), entrainent qu’il existe C> 0 telle
que |F,(1/2)| < C ¢ (/m'®)

D’oli, en choisissant 6 assez proche de 1 dans (39) et en uti-
lisant (40), on obtient le lemme 2.8.

De la proposition 2.7 on déduit alors les :

1
COROLLAIRE 2.6. — Pour tout &' € ]0, p [ il existe Cgi >0
telle que :

| Trace [e""AM ] — h=n g ()] S Ch "1 18 g (1) (41)

pour tout h€ )0, hy[ et tout tE€]0, ty[ (¢, >0 fixé).

COROLLAIRE 2.7. — On suppose que A(h) est autoadjoint pour
h€10, hyl et que a, vérifie: il existe C,,C,,R desréels >0
tels que C,(Ix|> + 1E12)" <ay(x,§) < C,(IxI*> + 1) pour
|xI>2+ |§]2>R. Si (N\j(h))j», désigne la suite croissante des va-
leurs propres de A(h) alors il existe C> 0 telle que :
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N,(A) = card {7, 7\i(h) SAICAR™ (1 + 0)Mm 42)
pour tout h €10, hy[ et tout NE]0, + oof .

A _T
Prewe. — On a N,0) = ["dN,(r) < e [Te XaN,@).  Or
0

oo _
[
()}

N,M)<C'h"p,AN1H<C"h "1+ N\)/m,

1
—1aA
dN,(r) = Trace [¢ X" "], d’o, en utilisant (41), il vient :

>[4

Remarques. —

1) La formule (35) donne un sens précis au développement
formel que I’on trouve dans Grammaticos-Voros [8].

2) Le corollaire 2 n’est pas nouveau. Nous le donnons ici car
c’est une conséquence facile de ce qui précéde et de plus il nous servira
dans la suite.

3. APPROXIMATION SEMI-CLASSIQUE DE L’EQUATION
DE SCHRODINGER

Ce paragraphe est consacré a I’étude du probléme :

ey
(Sh) lh at (t’x)_q(h’x:th)‘p(t’x)

YO0, x) = Yo(x)
ou q(h,x, &) estunsymbole admissible d’ordre 2 i.e. q(h) ~ Z hjq,

j=0
vérifiant les propriétés (30), (31) et (32) du corollaire 5 (2). On sup-
pose de plus qu’il existe ¢, C >0 tels que :
N (x,8) < qo(x,8) <CN(x,¥) (D

pour tout (x,£)€E R* et que Q(h) =q(h, x, th) est autoadjoint
pour tout €10, hy[, hy >0.

Le probléme (S,) est résolu abstraitement par
(e, x) =[U,@) ¢l (x)
ou U,(¢) = exp(— ih~1tQ(h)) est un groupe unitaire de L2(R").

D’aprés la théorie de Maslov [14], on sait que U,(¢) est un
opérateur intégral de Fourier et que la méthode B.K.W. donne un
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développement asymptotique lorsque % tend vers 0. Comme I'a
remarqué J. Chazarain [4], la théorie de Maslov ne semble pas pou-
voir donner facilement des estimations pour les restes des dévelop-
pements asymptotiques obtenus.

Pour décrire les opérateurs que nous allons considérer, il est
commode d’introduire la classe de symboles :

DEFINITION 3.1. — Soient T et h, des réels >0 fixés. Pour
m, p €R, ondésigne par A™?P l'espace des fonctions

b(t,x,m,n)ECT(—T, T[xR"x R"x ]0, Ay[)

telles que pour tous o, BEN", kEN, il existe Co,pc de sorte
que: :afa; 3fb(t,x,n, W) < Cuy P N™*(x, ) pour tout
(¢, x,n,WE]-T, T[xR"xR"x 10, hy[.

Suivant la méthode B.K.W., on cherche une approximation
U™ de U pour |t| < T, T assez petit, sous la forme :
h h

U@, fx) = hon. [ eTiSemn-rm

N
|:2 hjai(t,x,n):l fO)dydn.  (2)

j=0

Ce qui conduit & chercher une phase S et des amplitudes g,
0<j <N, desorte que :

N
e—ih—ls(t,x,n)(ih at — Q(h)) eih_lS(t’x,n)'Ii 2 h’a]-(t, x, n)] € AON+2
j=0

(3)
S(O0,x,n) =x.n7 (4
2,0, x,m =1, 40,x,n) =0 pour j=1. (5)

De (3) et de la théorie des opérateurs intégraux de Fourier globaux
de Asada-Fujiwara [1], on pourra déduire une estimation sur
U, (1) — UM ().

Classiquement, on réalise la condition (3) en annulant les puis-
sances de 2 d’ordre < N + 1, ce qui conduit naturellement a une
équation caractéristique et des équations de transport. Cette étude
est une adaptation de celle faite par J. Chazarain [4] pour I'opéra-
teur de Schrodinger usuel. Aussi nous renvoyons 4 [4] pour les dé-
monstrations que nous omettrons ici.
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3.1. Calculde e~ 'StxMg(h, x, hD,) [eW'SExMa(r x, 7, h)].

Soit s: R* x ]0, hy[ — C un symbole vérifiant :

Pour tous multiindices o et f, il existe Cos >0 telle que:
| IDEags(x, &, m) < Cogh™. N~ 1%I(x , §) (6)
pour tout (x,§, h) ER?™x 10, hy].

On désigne par S™X la classe des symboles vérifiant (6). Notons
linclusion S™X C A™K_ Soient alors s€S™X et a€A”L. On
suppose que la phase S: ]—T,T[x R? — R est une fonction
C* vérifiant :

Il existe ¢,C >0 telles que CA*(x,7n)<[9,S|<CA%(x,n)

pour tout (t,x,n)€1-T,T[xR*" @)

Si lal + (Bl +k>2ona: |332DES| < Cppp- N(x, ). (8)

Si lal+[8l=1 on a: |32DISI<CuA(x,n) pour tout
(t,x,m) €T, TIx R, ©)

Posons alors

b(t,x,n, h)=e W 'SExD5(x, hD,_, k) [e" SGWa(t, . n, )],

Au sens des intégrales oscillantes, on a :

b(t,x,n,h) (10)
= ff eV s(x  hE, h) alt,y, n, h) eln ' CEyD-SExM) guqt

On fait le changement de variables ? = h§ et on pose :

oS
tl/(t,x,y,n)=S(t,y,n)~S(t,x,n)+<x—y,g(t,x,n)k
(10) devient :
- asS L
. -n ih l( - ,E) _— ih l\l/(t)xr ’ )
b(t,x,n,hy=h" [[ ety .s(x,£+ax,h)e »n
ca(t,y,n, hdydt. (11)

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, il vient :

b(t,x,n,h)= 2 b,(t,x,n,h)+bN(, x,1,h) (12)
la|<N
ou
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— p-n ihn~x—y,£) _ZLS_ _E_a_
bo(t,x,m, h)=h ffe ¥TrR(ays) (x, ™ (t,x,n,h)) py

cen N,y n, ) dyde  (13)

et
b™N(t, x,n, ) =h"" Dot Nay0 (1 _ gy
(t,x,m, h) j;£f0 e (1 -0) (14)
« as -
. [ > %(a?S) X ax + 05)] e a(t,y, n, h)dydedo.
lal=N *

Une intégration par parties dans (13) donne :
bo(t,x,n, h) = h¥@!)? (3gs) (x, 9,S, h) Co(t,x,m,B) (15)
avec
Co(t, x, m, k) = D2 [e" V52 a(t y n, W], _..  (16)
On a alors le :
LemME 3.1. — Sous les hypothéses précédentes :

laf
m—|al) +P, K+L+—
( lal 4

b,EA si |al est paire

laj+1
(m—lal), +P,K+L+ B . 5
b,EA * 2 si |oa| est impaire.

Preuve. — On a clairement, compte tenu de (8) et (9),
2s(x, 8,8, h) € Alm e K,
La définition de ¢ implique :
g Y(t,x,x,m) =0
0, y(t,x,y,mMl,., =0 (17)
v (t, x,y,ml,_, = 9:S(t,x,m) pour |af=>2
ce qui entraine :
B(pih~! =
Dl Y, = X C,

g1+ 41y 1=16]
I’i|>2

@S BT @SR

.....

Compte tenu de la formule de Leibniz, on en déduit le lemme 3.1.

LEMME 3.2. — Sous les hypothéses du lemme 3.1, ona :

N
b(N) c A(m -N)++p,K+L+—5 )
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Preuve. —On a b™ = b +b™_  On va donc es-
N<lal<M
timer 0¥ 858;"b(M) pour M assez grand. On part de :

bM(t, x,m, k)= Y (! )-th-".ff fle"h“u-y,v (19)

lal=M

L —oMDE(e™ a) @2s)(x, — + ot) dydtdo
d’our ¥ aﬁm bM est une somme de termes du type :
E = ff f Dﬂ'(exh'l(x ¥, E)) D&Dﬂ”D7 ak'( in—ly .a). (1 __O)M

N L D” [(a“s)( — 4+ az)] dydtdo  (20)
ou
I8’ + 18" + 18" = |8l
Iyl + 1" =1l
K'+ k" = k.

Par intégration par parties, on a aussi :
1 — " ' ’ U
E= [ fzfo e x=nb DB DY K DI (ol 1"".(1)(1 — oM
y

ﬁulD‘Y ak’l [(aas)( = 4+ 02)} dy/‘;’da.
E s’écrit encore sous la forme :
1 .. B L% =1
E = eih ""y")l—oMD‘D‘D‘D eV . q
I/ (-0 ( )
p(x,t,E,o,n,h)dydEdo @

ou
§k1<k

loa,| < |l
M<I|B,I<M+|p
v, < Il

*

et p vérifie : pour tout § >0 il existe C; >0 telle que :
ID{p(x, t, 8,0, m) <Cph¥. A, n)f ™" (22)

uniformément par rapporta x,t,&, 0, 0.
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On commence par rendre absolument convergente, par rapport
a &, lintégrale définissant E, enremarquant que :

a-— thy)j e:r1<x—y,e> = (1 + |E2Y eih"‘(x—y,t).
On est donc ramené a étudier :
P ff‘él em—1<x_y,z)(1 — oM D:‘Dﬁ‘D:‘DI:‘ (eih*lw‘ a)
p(x,t,E,0,n, k) (1+ 1§17 " dEkdyda, (23)
sous les mémes conditions que précédemment.

Soit x€CJ(R), suppxC }-2,2[, x=1 sur [-1,1]. On
pose :

1
1 -1 -

F, = el =8 — oMy((x —y)h 2

=[S o) ( ?)
D,'DJ'D;'D, (e ¥ . a). p(1 + |£I*)"" dEdydo.

F,=F - F,.

Pour alléger I’écriture, on fait la convention suivante : si
dx,t,y,n,h,s) et e(x,t,y,n,h,s)

sont deux fonctions C™ sur
R"x [-T,T]xR"x R"x ]0, hy[ x [0, 1],

on écrira |d| Slel s'il existe une constante C indépendante de
(x,t,y,m,h,s) telle que |d|<Cle|. On établit des estima-
tions sur la fonction

0S
v, x,y,m)=S,y,n) —S(t,x,n)+ éc—y,a(t,x,n)>-

LEMME 3.3. — Si || + Bl + 171+ k=1, ona:
10%0% 070Ky < Ix — I (A\(x, m) + 1x —yDF . (24)

x 'y n't

Si 1% +1B1+1¥1+%k=>1, ona:
10305070, y1 S (1 + 1x =¥ Ax, ) +1x —y1F . (25)

Preuve du lemme 3.3. — Compte tenu des estimations sur S,
ona: -~ . -
Ia;’,afd/iSIx—yl(Mx,n)+IX—yI)". (26)
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ER)
Or axiw = o ox. x — y> d’ou :

18,0705 0 1 S Ix — yI NG, n)F . Q7
as as _
De 0,y =——(¢t,y,n)— —— (t,x,n) ondéduit:
i ox; 0x;
19, 070501 S 1y = xl + A6, F Iy —xI.  (@28)
a2
De a,,iayl_w =— 8x,~'8x]- (t,x,n) on tire :
19,3, 97 37 ¥1 S N(x, )" (29)
2
et de ayiayiw = ax,.ax,. (t,y,n) ilvient :
19,,8,,88970F W1 S (\(x, m) + 1x — »F, (30)

D’ol 'on déduit (24) et (25) (les autres cas se traitant de la méme
maniére).

Fin de la preuve du lemme 3.2. — Commengons par estimer
F,. Comme |x — y|<2+/h sur le support de x, lintégrale F,
est absolument convergente. Il vient alors compte tenu de (22) :

24K 8 Ky, ip—1
Fil A Sup _ID]'D,'DIID (e Y. a)l. @1

On a facilement :

IDYDY'DY'DE . al S RENK(x, ) si Ix -y <2VE (32)
et le lemme 3 entraine :

IDEDEDEIDY (1) S Hm (IR N (x ) (33)
sous la condition |x — y| < 2./h.

La formule de Leibniz donne alors :

n
KLt o —(lay 1 +18g 1 +lv 1 +k)/2

IF,I<h N (x, ). (34)
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Passons a I'estimation de F,. On commence par intégrer par parties
en £, en utilisant la relation :

(_ AE)r (eih_l(x-—y,t)) =p-r Ix _ y|2r. eih"l(x—y,i)

ce qui donne :

F, = h*' fffo‘ [ = x((x— ). 5 D] D'D/'D!1a;! (e "V a)
(1—oM. |x _yI—ZIeih_l(x—y,E)p’(x, t,€,n,0,h)
(1 + [£1?)"" dydEdo  (35)
ou p, vérifie (22). Pour r = n, onen déduit :

k -1
|l SHE Sup [Ix — y|**~#| DI DY D]ID (¢4 '¥ . )|
Ix—y1>h1?

S x=ara ey dydel 36)
d’ol : x-yizh
IF2| < h2r‘-K—n/2
_ 2n=2r1 N RN iy
Sup  [lx -yl ! D.'D;'D,'D, (e La)ll. (37)
|x—y|y>n‘/2

Comme précédemment, on utilise la formule de Leibniz et le lemme
3.3. De (37) on déduit alors :

h
L+K+2r— 5 — (la, [+18; |+l 1+ky)
2 1 1Mtk k+
AT (x )

lay 1418y [+l |1 +2k+p

|F,l <h

Sup |x -y ¥+ |x—yl)
y
Iy—x|>h1/2

(38)

On choisit alors » de sorte que 2r — 2m =|o,| + [B,| + |a,| + 2k + p.

Il vient alors :
L+K+3— (lay 1416 1+l 1+ky) 2

IF,l Sh A (x, m)PTE, (39)
Compte tenu de (34), ona :
'FI < hL+K+%—(za,|+m,|+w,1+kl)/2' A, m)” (40)

Revenant a (19) et (20), on obtient alors :

|Df Dsz b(M)(t , X, ﬂ)| S h(M—n)/2+K+L—(2 181+ y1+k) /2 . )\P'*k(x s n) .
(41)
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On a tenu compte ici que dans (40) on a la condition
la,| <M+ |B]+ 2n.

Le lemme 3.2 résulte alors du lemme 3.1 et de (41) en choisissant

M n 218l + |yl +k _ N
d i.e. tel _——— > —.
M assez grand i.e. tel que 5 5 5 5

On utilisera dans la suite les notations suivantes :

) C
9, = (S;i_)KK" ; 92, = (axi axk) 1<j,k<n

Il résulte des lemmes 3.1 et 3.2 que 'ona :

PROPOSITION 3.1. — On se donne une phase
S:[~T,TIxR*® — R
vérifiant (7), (8) et (9) et un symbole q€ 82, ,q(h) ~ » hfqi.

) i>0
Alors pour tout a € A%° et tout entier N> 1, ona:

e—ih—ls(t,x,n) q(h, x, hD,) (eih"ls- a) = qo(x , axS) . a
N
+ Y hICi(a) + KN*1C™N)(a, h)
j=1
ot Cl(a) (t,x,n) = i_lagqo(x’ axS(t, x,n). axa(t,x, )
+ (20718 ,qo(x, 3, S(¢, x, ). 35 . S(t,x,m). alt, x, n)
+4q,(x,0.9). a.

De plus, C,(a)€A™®, Ci(a) et CN(a, h)EA®Y pour j>1
et les applications C;, C™N ' j>1, sont continues entre espaces
correspondants.

Pour la construction de lopérateur ULN)(I) (cf. (2)), la pro-
position 3.1 conduit 4 I’équation caractéristique pour S :

gats(taxs ’f?)+qo(x,axs(t,xs'fl))=0 (42)
SO,x,n) =x.n

et aux équations de transport :

id,a, — C,(ay) =0

a,(0,x,n) =1 “43)
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z id,a; — Cy(q;) = Cjpy(ap) +... + Cy(a;_,) pour j=>2 a4)

4;(0,x,n) =0.

3.2. Equation caractéristique.

D’aprés le théoréme de Hamilton-Jacobi, on sait que (42) équi-
vaut a I’étude du systéme :

g 3,x(t, ¥, m) = dqo(x(t, ¥, m), £(t, ¥, M)
0.8(f,y,m) = — 0,q,(x(2,y,m), §(t,y, M)
xO0,y,n) =y
£0,y,m) = n.

(45)

On suppose a partir de maintenant que g (k) vérifie (30), (30),
(31), (32) du § 2. Le systeme (45) vérifie alors clairement les condi-
tions d’existence et d’unicité d’une solution globale

t— (x(t,y,m), E(,y,n)
définie sur tout R.

En effet (x,&) — (asqo(x ,8), —0,q,(x,§)) est lipchit-

zienne indépendante de ¢ et la conservation de I’énergie :
Qo(x(t,y,m), &, y,M)=q,(y, M) (46)

entraine que la solution ¢t — (x(¢, ¥, n), £(t, y, n)) reste bornée
lorsque ¢ décrit R.

En procédant comme dans J. Chazarain [4] p. 12, on obtient le :

LEMME 3.4. — Pour tout € >0 il existe T'> 0 tel que pour
[t <T' onait:
”ayx(t’ Y, n) - III[&(RH) < €

19,5 (1, ¥, Wl my < €

(R™)
(47)
<
IlayE(t,y,n)IlL,(R,,) €
— <
e, 6(¢,», n) Illf_(R,,) €

En particulier il existe T >0 tel que y —> x(t,y,n) est un
C>-difféeomorphisme de R" sur R"™ pour tout t tel que |t| < T
et tout n€ R".
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On désigne alors par x —> y(t,x,n) lapplication inverse
de y — x(¢, y, n) quiest une fonction C* de (¢, x, n).

LEMME 3.5. — Il existe T >0 tel que pour tout (o, ) E N"x N* |
pour tout p €N telsque lal + |l + p =1 onait :
*02dlx(t,y, m) =00, n)

a7 9, af‘é(t, y,m) =00 (y,n)

pour tout (y,n)ER", |t|<T (le 0 étant bien entendu uniforme
par rapport a t).

(48)

Preuve. — Cf. [4] p. 13.
Pour la suite, on introduit la notation suivante :

Sty x, ) =&, y(t,x,m),n) (t]<T).

Comme dans [4] p. 144 16, on obtient le :

LEMME 3.6.

y(t,x,n) =0A(x,n) (49)
§(t,x,m) =0 (x,n) pour |t|<T et (x,n)ER>".

De plus, pour tout (o, B)EN"x N", pour tout pEN tels que
lal + Bl +p=1o0na:

arasaly(z, x, m) = 0" (x, m))
g 2702055 (2, x, m) = 0OV (x, 1)

(50)

pour [t|<T et (x,n)€ER™.
On a enfin le résultat suivant :
LEMME 3.7. — Il existe des constantes C,,C, >0 telles que:

A(x,
1Sy e <C, pour [t|<T et (x,n)ER™
(,x,m),n) (51)

A , ),
< (x(t,y,m) n)<c2 pour |t|<T et (y,n)ER™,
Ay, n)
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D’aprés la théorie de Hamilton-Jacobi, on sait alors que pour
[t] <T, T assez petit, (42) admet une unique solution, vérifiant

en particulier :
0,8(¢,x,m) =§(t,x,m) (52)

0,5(t,x,n) =y(t,x,n). (53)
De (49), (50), (52) et (53), on déduit la :
PRroPOSITION 3.2. — On suppose que q, vérifie :
i) Pour tout (o, B) EN"x N,
3§ 0740 (x, £) = 0QAC1*I=1D+ (x , )
ii) /1 existe C'>0 telle que qu(x,%)>C'\2(x,§) pour
tout (x,§)<E R,

Alors, pour T assez petit, T >0, l'équation (42) admet une so-
lution et une seule SE€C™([—T,T]x R?*") vérifiant de plus (7),
(8) et (9).

3.3. Equations de transport.

Les équations (44) et (45) sont du type :

0.b(t, x,mn)+09,q0(x,0,8)9,b(¢t,x,n)
+(1/2) (3} ,q0) 3} ,S) b(t, x, m) + iq,(x,3,8) b(¢t, x,n)
=flt,x,m) (54
b0, x,n) =b,
ou f€ A,

Classiquement, on résoud (54) en intégrant le long des courbes
intégrales de (45).

Posons z() =b(t,x(t,y,m), N
et h(8) =f(t,x(t,y,m),n).
On a alors :

Z'(0) + (1/2) 32 qo(x(t, ¥, m), £(t, ¥, ) 3 S(t, x(t, ¥, m), m) 2()

+ig,(x(t,y,mn), &(t, ¥y, m) z(t) = h(1)
z(0) = b, . (55)
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Posons J(t,y,n) = det [0,(x(t, ¥, M.

D’aprés un résultat classique, ona :
9, J

T

(x(t,y,m), Et,y,m) + 02, q,.02.S.

Rappelons que i (O,y,n)=1 et que T est assez petit de sorte
que 1/2 < T (1) <

On introduit la fonction v(#) = (¢, ¥, n))Y2z(t) et on ob-
tient I’équation différentielle :

o'() +i(q (x(t,y, M), EE, Yy, M) — @D Y

j=1

92
= ‘;‘; (e, p,m, £t y,m) o) =T, y, )" k() (56)

v(0) = b, .
On résoud alors (56), ce qui donne la solution de (54). Pour écrire
le résultat, posons :

I, x,n) =3(t,y(t,x,n), n) = det@®, y (¢, x, 7))~
et
G(t,s,x,n) =fos SPq(x(o,y(t,x,m),n), £0,y(t,x,n),n))do.

La solution de (54) s’écrit alors :

b(t,x,n) =J1""2(, x,n) e iCGHxM (57)

bo+ [ et (s, y(t, x,m), M)
0
. f(s,x(s,y(t,x,n),n)ds].

PROPOSITION 3.3. — On conserve les hypothéses de la proposition

1 d%q
32 et I’ de ph SP(q) = 0 est
et l'on suppose de plus que SP(q) =gq, — Y —¥ TS es
réel. Alors si f€ A®% g solution b de (55) vérifie bEA(" 0)

Preuve. — Elle résulte facilement des lemmes suivants :

LEMME 3.8. — Soit g€ C*([—T, T] x R?") et

2(t,y, M) =glt,x(t,y,n),n).

Onaalors g € A9 i et seulement si g€ A®°) .
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Preuve. — Résulte des lemmes 3.5, 3.6 et 3.7,
LEMME 3.9 (J. Chazarain [4] p. 21). — Posons
L(t,x,n)=J"%t,x,n).
Alors pour tout 0 €ER ona L° € A©®0

LEMME 3.10. — Posons

t
R(t,y,n) =exp [—if SPq(x(s,y,m), &(s, y, n))dS] .
0
Alors RE A©:0)

Preuve. — Commencons par remarquer que R est bornée car
SPq est réel. Ensuite on a

oR(t,y,n) =—iSPq(x(t,y,n), E(t,y, M) R(t,y,n)

dolt |9, RI<CAx(t,y,n), 8, y,mM)<CA¥,n) (en utili-
sant la conservation de I’énergie). De maniére analogue, on majore
les autres dérivées.

3.4. Estimation de I’erreur.

Sous les hypothéses du début du paragraphe 3, les constructions
précédentes donnent une approximation de lopérateur unitaire U,
lorsque & —> 0 (en particulier I’'hypothése Q(k) = q(h, x, hD,)
autoadjoint assure que SP(q) est réel).

Pour f€8S(R"), posons :
UM @) f) (x)
N
= pn ff eih—l(S(t,x,n)—yn)( Z h’a,(t,x,n))f(y)dydn. (58)
i=o

On donne un sens a cette intégrale oscillante en intégrant par parties
a laide de l'opérateur L, =ih [nl~2%n. ay aprés avoir tronqué en
n autour de 0. Cela montre également que UﬁN)(t) f(x) est une
fonction C” de ¢, |t| < T, etde x €R".

Or,ona:
(ihd, — Q) UM () f = RV f (59)

Moy =r
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ot R{V(¢) est un opérateur du méme type que UM (¢) :

RIOON ) = [ enT'CEx-m p (1 x, 7, h) f(y) dydn. (60)

Or il résulte de la proposition 3.3 et de la proposition 3.1 que
aiEA(o'o) et ry € AON*2-n)

D’autre part, compte tenu de la construction de S, on vérifie
facilement que I'on peut appliquer le théoréme de continuité L?
de Asada-Fujiwara [1] aux opérateurs du type (58) et (60). On ob-
tient alors :

PROPOSITION 3.4. — On a les estimations suivantes :
) =
Sup 0P (Dllgg2,2, = 0(1) (61)

sup IRl = 0(hN*?) (62)
1tI<T

212,12

(N)
Sup 1U,() = UP Oy, 1,

pour h — 0, h >0.

y = 0(AN*?) (63)

4. ETUDE ASYMPTOTIQUE DE LA DISTRIBUTION S,,» —> 0

S,(#) = Trace [e"™™'*AM] o  Q(h) = q(h,x, hD,) est
I'opérateur obtenu dans le théoréme 1. Soit

I(h) = (S, (1), p()e ™ '7*), pECG (R).

Si supppC]—T,T[, T choisi comme dans § 3, on considére :

1™y = Tr ([ U@ p() e 0 dr). (1

On commence par montrer que (1) est une bonne approximation
de S,.

PRrOPOSITION 4.1. — Pour tout entier N> 1 il existe C(N)> 0
telle que :
| Tr ( f U, (1) - U}j"(t)). 8(t)dr| < C(N) BN-"*1, Sup |60)()]

0<j<2n

ItI<T )
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pour tout § €CJ(1—T,T[), pourtout h€0, h,|.

Preuve. — Posons
AP (@) = U, (1) - UM et AN = [AD @) 0(¢) ar.
On a: (iho, — Q(h)) Ag(t) = Rle)(t). Or, pour h < h:) , Q(h) est
inversible (théoréme 1) d’ou
| AN (1) = Q(hy1ind, AN (1) — QY IRY (7).
En itérant, on obtient :
k—1
AN (@) = Q) *(ihd, ) AN () — ¥, Qa1 (ihd, Y . RN (). (3)
j=0
Or, il résulte de (42) (§ 2) qu’il existe C > 0 telle que :
Tr(Q(A)~ " 1) = ||IQ(h)~ ™! I, < Ch=""1 pour 0<h < hg. (C))
On choisit alors kK = n + 1 dans (3) et ’on obtient :
QR [ (1hd,)™** AN (¢ 6(2) Iy,
S C'AN-"™1 Sup  [0D@)]  (5)
1<j<n+1

12I<T
compte tenu de (63) (§ 3).

L’estimation des autres termes de (3) se fait par intégration
par parties 4 l'aide de I'opérateur M = h(i9,S(¢, x,n))"'d,. On
constate facilement que M envoie A™? dans A™~LP*l  On a
d’autre part :

wQ =1 ([ R®) 69 dr ) fx)
= [[f emTicEx-mp (1, x, n, 1) 6D (1) def(») dydn  (6)

ou d’aprés les lemmes 3.1 et 3.2 ona b; € A=) N+2—ndj

En intégrant le second membre de (6) 2(n —j) fois par parties
avec M, on obtient :

WQ ! (R0 69a) ar) fix)

= z feih"‘l(S(t,x,n)—ym) LC((t,x,m, k) 08‘)) f(») dtdydin
k<2n

ol C, € A®N+*2,
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Le théoréme de continuité L2 de Asada-Fujiwara [1] et (4) impli-
quent alors qu’il existe C'' > 0 telle que :
1Q(R)~I-1, f(iha,)i RM()6(0) dtll,, <C'AN-"*1. Sup [6D)(r)]

1<j<2n
ItI<T @

(3), (5) et (7) donnent (2).

COROLLAIRE. — Pour tout 7E€R, tout p€Cs(]1—T,T[) et
tout €, >0, il existe C> 0 telle que |1.(h) — Jf,“)(h)l < ChN-3nt1
pour tout T'E[1— €y, T + €] et tout h€]10, hyl.

Remarque. — Lorsque le support de p est quelconque, comme
dans [4], on approche U,(¢) dans lintervalle [KT, (k + 2T] (k€ 2Z)
par UMN(s — kT) (UN(T)*. Par une partition de I'unité, on se
rameéne au cas ou suppp C]kT, (k + 2)T[. Dans la suite, nous
ne détaillerons pas ce point qui est strictement analogue a [4] (pa-
ragraphe X).

Nous allons maintenant indiquer les preuves des théorémes 2
et 3.

4.1. Preuve du théoréme 2.

Compte tenu de la remarque précédente, on se restreint au cas
ou supppC]—T,T[ et on est ainsi ramené a étudier JiN)(h).
Ona:

1) = [[[f e vemnn oy ace, x, 0, b dtdndx (8)
oulonaposé¢ ¥v(#,x,n,7)=S(,x,n) —xn—7t.
Orona
v, x,n,7)=29,SUt,x,n) —7=—qy(x,3,8(¢,x,m) — 7.

Soit encore 9, Y(t,x,n,7)=—q,(y(t,x,n),n) — 7. D’aprés
le lemme 3.7 et les propriétés de ¢q,, on en déduit qu’il existe
C>0 telle que A(x,n)=>C entraine |9,S(¢t,x,n) —7'|>1/2
pour tout 7' E€[T —€,, T+ €,]. Aprés intégration par partic a
l'aide de lopérateur M, = h(id,S — 7)"19, et une troncature, on
est ramené 4 étudier la contribution de lintégrale définissant J™ (k)
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dans (8) dans la région définie par A(x,n)<C [¢t|<T. Or, les
points critiques de ¢ sont définis par :

0,5(t, x, ) =1

9,.8(¢,x,m) =n )
anS(t,x, n) =x.

Compte tenu de la construction de S, (9) signifie que ¢ est une
période d’une trajectoire périodique d’énergie —7, d’une courbe
intégrale périodique de H, . Le théoréme de la phase non station-
naire implique alors le théoréme 2.

4.2. Preuve du théoréme 3.

Il suffit d’examiner JiN)(h). On cherche les points critiques
de Y qui se trouvent dans le support de p. Ils sont définis par :

9,80, x,n) =7 soit encore par qolx,m)=—r
t=0 t=0.

Comme ¢, n’a pas de valeur critique dans [7, — €y, Ty + €],
Z={(x,n,)ER™! gq,(x,n)=—7, t=0} est une variété
compacte de codimension 2.

On peut alors évaluer JSN)(h) en appliquant le théoréme de
la phase stationnaire généralisé comme dans [4]. On peut aussi pro-
céder directement en paramétrant X aprés une partition de l'unité
et en utilisant le théoréme de la phase stationnaire usuel avec para-
meétres. Nous ne donnons pas plus de détails ici car nous explicite-
rons ce type d’argument plus loin.

5. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES

On conserve les hypothéses du § 4. Donnons-nous une fonction
pECJ(R) a support assez petit autour de O telle que p(0) =1,
p=0, p est paire et p >0 sur [—,, §,], 6, >0 (on construit
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une telle fonction & partir de p; C C:(R) paire d support assez petit,
p, =0, p,(0)>0 et on détermine vy, pour que p = v,(p, *p,)
convienne).

On pose alors 8, (\) = 2mh)™! p(— A~1N).

5.1. Etudede N, % 6, .

On a facilement :

A
N, * 0,(\) = (2mh)~! f 1_.(h)dr. (1)

Soit x€EC®(R), x =1 sur ]—oo,—2], x =0 sur ]—1, + oo[.

LEMME 5.1. — Pour tout entier N 2>=1, il existe Cy > 0 telle
que : v
f X (1) I_ (k) dr| < Cy AN  pour tout h€10,h,]. (2)

Preuve. — On a:

I_,(h) = 2 p(h~(y(h) —1)). 3)

j=21
Or p € 8(R). Pour tout entier M il existe donc Cy > 0 telle que :
|6Ch (R — )| < Cy ™ [ay(R) — 717 4)

Posons — 7=s+ 1, s =2 0. On al’inégalité élémentaire :
(y(h) + s+ 7P < (s + 170 (w(h) + )P (5)
pour tout 6 €{0,1].
D’autre part, d’aprés (42) § 2, on sait qu’il existe y> 0 telle
que :
(j(h) + DTF < yp7H " (6)
pourtout j=1 ettout h€]0, hy].
Prenons 6 = 1/2 dans (4) et appliquons (4) ; il vient :
1A(h™ (u(h) + s + 1)| < Cy j~M2np~ M2 (5 + 1)"M72,
On obtient alors (2) avec par exemple M = Max(2N, 2n + 1).

Le lemme 5.1 et le corollaire de la proposition 4.1 impliquent
qu’il existe C > 0 telle que :
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A
IN, * 0,A) — 2mh)~! £2 (1 = x(m) ](_f‘:_)(h) dr| < CHN-3n+1 ()
pour tout A€ ]0, Ay], AE[A; — €y, A\g + €].

Soit x] € C*(R) telle que x;(7) =1 pour 7 <\ —¢, X;(M=0
pour 7= X —¢€/2, € >0 étant choisi tel que g, n’ait pas de va-
leurs critiques dans [A — €, A + €].

Cela entraine en particulier que O est isolé¢ dans £, _. .. (con-
séquence du fait que les trajectoires sont compactes et du théoréme
de Rolle). On pose :

MO (k) = ahy™ [ (1 = x@) X (1) I (k) dr
MO (k) = @nn)™ [1 (1 - xm) (1 — XN IN Ry dr
0

On peut appliquer le théoréme 3 pour évaluer Mg\”(h). Cela donne

M (h) = @rh)™" [ (1 = %) (qo(x, £))
Qo(x.H)<A .
(I —x;(gy(x,£)) dxds.  (8)
Evaluons M{"(h). En revenant 4 la définition de J™(h):

—-n too
M) = @iy [

[ JJJ e @m0 —x() %) o) att, x m, 1) drdixgim| d

on commence par se ramener au cas ou I'amplitude est a4 support
compact en (¢,x,n, 7). On remarqué qu’il existe R > 0 tel que
I’on ait :

1
10,S(¢t,x,n)+7|=> B pour AM(x,n)=R et 7€[2, N — €/2].

Soit alors X, EC;’(]— 2R,2R[), x, =1 sur [0,R]. Posons:

4o o
Min) = Qe [ [ & TVERT (1 - x () X
X,(A(x,m). p(t) a(t, x, m, h)dtdxdndr.
Des intégrations par parties a I’aide de I’opérateur
M_, =h(id,S+ 7)1o,

entrainent que, pour tout N > 1, il existe Cyy > 0 tel que :

IMy(R) — M,! (B)] < Cy AN . ©)
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On applique alors le théoréme de la phase stationnaire avec para-
métres a :
Foo ptoe g _
Gy(hix,m= [ [TTemTHvtxrn (1 _yr) x5 (r) X, (Mx, )
.p(t) a(t,x,n, h) dedr.

Les points critiques de la phase ¥ sont donnés par {t = O,
T = qo(x,n)}. D’autre part, la matrice hessienne de { par rap-
0%8
porta (¢, 1) est donnée par \IIZ:T) = | o2
1 0

Le théoréme de la phase stationnaire donne alors :

Myl(h) = @ah) " [ (1 = x(a0(x, €)X (@0 (x , £)) dxd + O(h*~™)
lorsque h —> 0, h >0. (10)
Regroupant (8), (9) et (10), on obtient :

PROPOSITION 5.1. — Si N n'est pas valeur critique de q,, on
aalors :

N, * 0,(\) = Qeh)™" j(; ( £){‘)\dxdé + 0(h~""h (11
o(x,

lorsque h —> 0.

5.2. Preuve du théoréme 4.

Elle s’appuie sur le :

LEMME 5.2. — Supposons que N\, ne soit pas valeur critique
de q,. Alors il existe €, >0 et Cy > 0 tellesque :

IN,A\ + 7h) — N,V < Co(1 + [7])" 7" (12)
pour tout NE [N, — €5, \g + €,]. ettout h<€ 10, hy].

Preuve. — Supposons 7= 0.

a) On établit d’abord (12) pour h,7 < §,. D’aprés les pro-
priétés de o, on sait qu’il existe C > 0 telle que :

Nt ) =N = [N < < 5 (B0 anyw
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Le théoréme 3 donne alors qu’il existe 7, >0 tel que :
IN,(A + 7h) = N, (V)| < C'hl™" (13)
pour AE[A; — €5, Ao + €], RE 10, hy] et TE[0, 7,].

b) Examinons le cas 7h > ¢€,. On majore alors trivialement,
en utilisant 'inégalité (42) du paragraphe 3 :

INN(AM+ 7h) = N,(MDISN,(A+ 7)) + N,AN) <C,A7"\"+ (th)")
SC,h'™™r+ ") pour NE[N, — €5, N + €] .

c¢) On suppose ici que 7 = kT,, k entier et que 7h <€, (on
suppose ici que €, < §,). On écrit alors :
N, (A + kryh) — N,(A) = N, (A + ktgh) — N, (A + (k= 1) 1h)
+ ...+ N,QA+70) - N, (N).

On peut alors appliquer a) en remplagant A par A +j7h, 0<j< k.
Il vient :
IN,J(A + kToh) — N, (N)| < Ckh'™". (14)

d) Le cas général: soit O0<kry<7<(k+1)7,, k entier.
D’aprés b), il suffit d’examiner le cas ou 7Th<e¢€,. On a:
IN,(\ + 7h) — N, (VDI < IN,(\ + 7h) — N, (A + ktyh)|

+ [N, (A + krgh) — N,(V)].

On majore le premier terme en utilisant a) et le deuxiéme par c),
d’ou :
IN,(A + 7h) — N,(\)| < C(k + 1) A'— ", (15)

On en déduit (12) pour 7> 0. Le cas 7 <0 se traite de la méme
maniére.

On en déduit alors la preuve du théoréme 4 :
Ny % 0,0) = Ny = [ (N, (0) = Ny(V) 6, (% — 0)do .
On fait le changement de variable 0 = X\ + 7h.

En revenant a la définition de 6, et en appliquant (12), il vient :
IN, * 0,(0) — N,(\)| <Ch'™™" fﬁ(‘r) a+ i) dr. (15bis)
Or g€ S(R) d’ou (11) et (15) donnent le théoréme 4.
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La preuve du théoréme 5 étant complétement analogue i celle
donnée par J. Chazarain [4] pour Q(k) = —h?A + V, nous ne
la répéterons pas ici.

5.3. Preuve du théoréme 6.

On désigne par B(x, hD,) la réalisation de Weyl associée au
symbole a,,, (x, h¢). Ona

Bx, AD) u(x) = ([ g, (x ;y s hE) 7P u(y) dyd

pour u € $(R").

B(x, hD,) vérifie les hypothéses du paragraphe 2 et définit
en particulier un opérateur essentiellement autoadjoint, semi-borné
dans L2?(R"). Soit (v;(h));», la suite croissante des valeurs propres
de B(x, hD) (répétées suivant leur multiplicité). On pose v, = v;(1);
a,, étant par hypothése homogéne de degré 2m en (x, §), on

a clairement :

D’aprés les résultats de 2, il existe v, > 0 tel que I'on puisse
définir (B(x , hD,) + 7,)"/™ pourtout #€]0,1] comme opérateur
pseudo-différentiel de symbole «principal»

(@ (X, ) + 7)™ = by(x, §).

1/m

Pour v >~ ™,

on a d’aprés le théoréme 4 :
card {j, (7 (h) + 7)™ < 4} = Q2mh)™" f dxdt + O(h'™™).
by(x,£)<1
amn
De (16) et (17), en faisant le changement de variable A\ =h~"(y™ — ),
on obtient :

MQ\) = card {j, », < \"} = @m)~"A" dxd

a2m(xyE) <1

+ 0", A—> + . (18)
Posons d’autre part vj(h) = (W™ v; + o)™ et
N, (u) = card {j, vj(h) < u}.

La preuve du lemme 5.2 montre que si u n’est pas valeur cri-

tique de b, (par exemple u >'y")/’"), alors pour tout €, >0 il
existe hy, > 0, Cy > 0 tels que :
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INL (s + 7h) — Ny < Coh' ™" (1 + |71) (12")
pour tout A € ]0, hy] et tout 7 vérifiant |7]| < e h7'.
De (12') on va déduire le :
LEMME 5.3. — Pour tout Cy >0, il existe C,> 0 tel que:
IMQA + 8) — M) < Cj(1 + |8])" ! (19)
pour \=1 et |§] < CyX.

Preuve. — On fixe p >7}/™ et on pose X\ = h~'(u™ — )™ .

On suppose 8§ >0 (le cas 6 <O se traite de maniére analogue).
Onpose X + & = k7' (u* — v,)"/™ . Ona alors
8h = (™ — )™ — (U — v
Posons enfin u™ = v™ +7,, 4! = v, +v,. Onaalors v —v, = 8h
et il existe C, telle que 84 <C, dou sup v, <+ . Onen

0<h<hy
déduit alors qu’il existe K > 0 telle que :

lu — u,l <M~ pourtout h€]0, hy]. (20)
On peut donc appliquer (12') en posant u — M4, = Th et en utilisant
(20), d’ou (19).

Posons Q = (B(x,D) + 70)‘/"‘ , P=(x,D)+ yy)Y™. Soit
( Vi,)i>1 (respectivement ()\; )j>1) la suite des valeurs propres de
Q (resp. P). Lesrésultats du paragraphe 2 montrent que P — Q est un
opérateur pseudodifférentiel d’ordre <1 et d’ordre Osi a,, , =0.
On a alors :

LEMME 5.4. —

i) Si P— Q est dordre 0, alors il existe C> 0 telle que
IN — /| <C pourtout j=>1.

i) Si P— Q est d'ordre 1, alors il existe C> Q telle que
IN =}l SCvM? pourtout j>1.

Preuve. —

i) est bien connu.

ii) Soit u € $(R™). Posons v = Q4 y.

On a: (P-Qu,u) = (@Q'"®-QQ ¥y,v). Or
Q4P —-Q)Q Y4 est d’ordre 0. Il existe donc C'> O telle que :
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[(P—Qu,ul <C' Ilvllf~2 = C'(Q"u, u).
Le principe du minimax donne alors (ii).

Fin de la preuve du théoréme 6. — Soit 0 €[0,1[ et C>0

tels que : l)\; _ V;I <C V;o. 2n

On a clairement :
NQ\™) = card {j, N <A} + 0(1)
et pour A — + o,  (22)
M(\) = card {J, v; <A} + 0(1)
De (21) on tire qu’il existe C” > 0 telle que :
card {j, >\;<)\}< card {j,v;<)\+C")\9} (23)
card {7, V; < A-C"\} < card {)\;<)\} (24)
pour X assez grand.

On utilise alors (22) et le lemme 5.3 ce qui donne :
NQA™) = MQ\) + OA"~1*%) N — + oo. (25)

(18) et (25) donnent la conclusion du théoréme 6.
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