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FORME DE CONTACT
SUR LA SOMME CONNEXE

DE DEUX VARIETES DE CONTACT
DE DIMENSION IMPAIRE

par Christiane MECKERT

Le probléme de I’existence de formes de contact sur les variétés
compactes de dimension impaire a été résolu en dimension 3 a I'aide
des chirurgies toriques [1]. En dimension supérieure a 3, les résultats
sont peu nombreux : on connait des structures de contact sur les
nceuds associés a des hypersurfaces complexes, en particulier les
sphéres exotiques qui bordent une variété parallélisable [2], [3] et
certains fibrés principaux en tores [4].

Or de nombreuses variétés sont décomposables en somme connexe
de variété de contact. Il serait naturel de construire sur ces variétés une
forme de contact a partir de cette décomposition. La difficulté réside
dans le changement d’orientation nécessaire au recollement des formes
dans les ouverts correspondants. On se propose dans le présent article
de lever cette difficulté par une méthode de ‘“‘fractionnement et de
lissage’’.

On répond ainsi a des problémes concernant les variétés compactes,

simplement connexes de dimension S et dont la seconde classe de
Stiefel-Whitney s’annule, posés par C.B. Thomas [2].

De maniére précise on démontre le théoréme suivant :

THEOREME. — Soient M et M' deux variétés de dimension
(2n + 1) munies de formes de contact w et w'. Alors il existe
sur la somme connexe M #M' une forme de contact ' égale a
wsur M—U eta ' sur M — U, U (resp. U') étant un ouvert
suffisamment petit de M (resp. M') contenant la sphére de recol-
lement.
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I. PLAN DE LA CONSTRUCTION

Pour faire la somme connexe, on place les sphéres de recollement
S et S’ dans des ouverts de coordonnées de M et M’ tels que w
et w' sy expriment sous forme réduite. Ceci est possible grace au
théoréme de Darboux. Si 4 est le difféomorphisme de recollement,
on montre que sur une couronne sphérique C, contenant S et dont
les bords sont les sphéres S, et S,, il existe une forme £ égale a
w au voisinage de S, eta h* w' ou Nr* ' au voisinage de S,
A étant une fonction définie sur U et non nulle sur C.

Pour ce faire, on partage C en une chaine de 6 couronnes C;
et sur chacune d’elles, on construit une forme de contact w; telle
que :

w; = w; si CNC #@Q
fic;nc; Jic;nc; i Y
(L w,=M*w si CGDS,

(

La forme 2 ainsi obtenue n’est pas différentiable sur les bords des
C; mais le lemme de lissage ci-dessous permet de la modifier en une
forme de classe C™, w'’, qui est de contact en tout point de C,
qui coincide avec Ak * w' au voisinage de S, et avec w au voi-
sinage de S, .

w; = w si C;D8,.

LEMME de lissage. — Soit T une hypersurface de R*"*' définie
n+1

2
1/2
_ . .. - 2
par r=a, a étant une constante positive et r —( > x,.) ,
=1

et soient X, et X, deux voisinages tubulaires de X tels qu'aucun
d’eux ne contienne l'autre.

On suppose qu’il existe sur £, une forme de contact o, et sur
X, une forme de contact «,, qui coincident sur X et telles que sur
X, NZ, il existe une forme n définie par o, —a, = (r —a)n.
On pose :
o ndof =fo, ;>0, Vj=1,2
sur L, NZ,,
o Ao, adat adr=(r—a)hv

v étant une forme volume sur R*"*!,
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Alors la condition {fi—%lhjl>0,Vi=1,2} implique

qu’il existe sur X, U Z, une forme de contact qui coincide avec
o sur X, — X, NZ,, j=1,2.

II. DEMONSTRATIONS

1. Notations.

On considére deux variétés compactes de dimension (2n + 1),
M et M’ munies d’une forme de contact w et w’.

Soient U et U’ des ouverts de coordonnées de M et M’
contenant les sphéres de recollement S et S’ dans lesquels :

n
1
Wy = Z (x2i—l dx,; — 4 X2 dx2]’-—l) +dx,, ., -
j=1
n
“’;u' = 2 Vaj1 @V — AYapyy -
i=1

Ces formes réduites s’obtiennent aisément a partir du théoréme de
Darboux. On note :

2n+1
r= 2ox2 et AN =r*.
i=1

Le difféomorphisme du recollement h € Diff(R*”*!\ {0}) est défini
par:

h:x;— y,, Vi=1,2,...,2n+1 avec y,=—F-

Les sphéres de recollement sont définies par r = 1.

On se propose de démontrer que sur une couronne sphérique C
dont les bords sont les sphéres S, et S, définies par r = R, et
r=R,, Ry<I1<R,, il existe une forme de contact égale a
r* h * @' au voisinage de S, eta w auvoisinage de S, .
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2. Construction de la forme 2.

Soit C 1la couronne de R***! dont les bords sont les sphéres
3
S, et S, telles que R, =3 et R, =4. On partage C en une
chaine de 6 couronnes C; définiespar r;, <r <r;,, avec
0

1 3 1 11
ro =Ry, 1y =5 ry =3, fa=73 s =73 re = Ry.
Sur chaque couronne C; on construit une forme de contact w; telle
que :

rthx W

€
°©
Il

ws = W

Vi=0,1,2,3,4, wy,=w;,, pour r=r;,, .

Onpose: v=dx, Andx, A...NdXy,,, ,
1
dr=7 Ceydxy +xydx, + - +xy,,,dx,,.1),

wl-/\dw;'=fiv, i=0,...,5.

o |w

- 1 s
a) Sur la couronne C, définie par <r< 5, on considére

donc la forme de contact w, =r*h * ',
n 2 2
wo =Y (xg_, dxy; — 7 Xaj-1 % dr) —rrdx,, ., + 2x,,,, rdr
ji=1

et fo=r’n!
n

b) Soit  w, = w, — (r - %) D x,dx, .
i=1

Les formes w, et w, sontégalespour r =

N | —

o 1
w =Y [x”_l dx,; — (r - -2—) Xy dxzi_l]
i=1

1 n
— 2 - = .
rrdx,, .t 2 (X, 2 > x2i—1x2j) rdr;
i=1



FORME DE CONTACT 255

p =n!(r+%)n—l l:rz(gr—%) +(-nx2,,,

n 1 n

%l 2 —_

+(Q2-30 Y x3_, y X2+ PIRE YA xz/]-
i=1 i=1

2n+1 n
Puisque nousavons ), x2 =r?, Pexpression |x,,,, D Xyi_q Xy
= “~
r3 ] j=1
est majorée par .
joree Pt 373
1 1
On en déduit >n! (r+—-) rr x -———).
5 4 33
w, est donc une forme de contact sur la couronne C, définie par
1
0l Sr< "3—; .
. . 3 s
¢) Soit w, la forme égale & w, pour r = - et définie par:

4

Jj=1

o 1 4
w, = 2 (le._l dx ~2 xzidxzi_,) -9 3-n [ dXy, 41
2 n
+ D Xaj_y Xy rdr] + 2x,,,,rdr,
. 32 2] 2
(4)_ H +—(3 n—3 G- ¥ X,

L 2aon+Baor] § g+l
+[6 9(3 r)+81(3 r) ;“ x2,.+3
1

w |~

+
N | —
N

=

~

b

+

=
—mr

n-—
3 13 5) n!'r* et w, est une forme

Orpourz <r<3, f,= %

de contact sur la couronne C, .

=

1
D) wy = Y (gyoy dxy — 7 %2 diy_y) + 2%y rr
+3(r — 3)dx,, 4 ,

sy ! 1
f3=<z) n!xz[ +15(r — 3) + 9x2,,,

+(7— ) i X2 +(1—%) $ xg,] .

1

-~
[}

~.

i=1 =1

~.



256 C. MECKERT

On voit immédiatement que pour 3 <r <
est une forme de contact.

3 la forme w;,

e) Soit w, laforme :

n1 1
Wy = >_. (x2i-—l dx,; — 4 %2 dxzi-x) +dx,,.,
i=1

11
+ 6 (-3— - r) Xon4qg AT .
w 10
Les deux formes w; et w, coincident pour r = 3
syt oys 11 5 e 1
f4=<z) ntyg+6 —3-—r) [ngnﬂ-*- > (x%i_l+zx§i)
i=t

et w, est bien une forme de contact sur la couronne C, définie par
10 11

<Sr<
n

fyLa forme wg = Y (xy_,; dx,; — i X d%g; 1) + dX,y, .,
j=1

11
coincide avec w, pour r === Elle est de contact sur R***! et

en particulier sur la couronne Cs.

5 n-—1
fs = (z) n!
La condition de contact étant ouverte, la forme de contact w; définie
sur chaque C; reste de contact sur une couronne ouverte C; conte-
nant C;,. On a donc construit une forme £ définie sur C et qui
coincide pour tout i =0,1,...,5 avec w; sur C;. Elle n’est pas

de classe C!' mais elle le devient aprés lissage tout en restant de
contact.

3. Démonstration du lemme de lissage.

On n’enléve rien a la généralité du lemme en supposant les voisi-
nages 2, et Z, delaforme:

T =la-cg, atelxZ, g, >0, j=1,2.
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Soit € un nombre positif inférieur 4 €,, €,, € et €, et
=la—-€, ate[xZCZ,NZ,.
Considérons une fonction ¢ de r, C”, définie sur Z,UZ,,
positive ou nulle et vérifiant :
po(r)=1 si r

<a-¢€,
p(r)=0 si r=
1

+ €

H

I(r—a)¢' (Ml < 3’

a, (resp. a,) étant une forme de contact sur Z; (resp. Z,), la
forme B =y, + (1 —p)a, coincide avec @, sur Z, — 2’ et
avec @, sur X, — X'. Elle est de contact sur £, UZ, si et seu-

lement si elle est de contact sur X'. Il faut donc étudier si B A df”
peut s’annuler sur Z’.

dp" = [pda, + (1 — @)da,]" + ng'(r) [pday + (1 — p)da,]" ™"
A (o, — o) Adr,
Badp” =[pa, + (1 —p)oy]alpda, +(1—¢)da,]"
+no' (M lpda, + (1 —p)do,]" ' ra, Aa, adr.

On démontre par récurrence sur k, que VkEN*, il existe une
forme v, telle que:

[oda, + (1 — p)da,1* = pdaX + (1 — ) dak

— (1 —p)d(a, —o,)* Ay, .
Ainsi : 2 ! k

B adp" = {olf, + ng'(¥) (r — a) h,]
+ (-9 [f, +tnd (A —a)h,}v -9l -9p)o,
o= (o, —a)and(oy, —a)Ad, +[pa, + (1 -9 a,]
nd(oy, —o) Ay, +no’ o, na, nd(a, —a)? xy,_, Adr

avec 8, =day~' +da, ndof~?+ - +dajf~? rnda, +daP !,

Puisque a, —a, = (r—a)n et que |(r — a)¢ ()| <% sur 2',

les formes (a, — o) A d(o, — @), d(a, — o;)* et
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¢ Ao, Ad(a, — )’
s’annulent sur X . Il en est de méme pour la forme o.

Il existe donc € suffisamment petit pour que la condition
n ,
j;-—-g |h,|>0, Vi=1,2

implique que B Adp" est différent de 0 en tout point de X’.

4. Démonstration du Théoréme.

On vérifie maintenant que les conditions du lemme sont réalisées
pour r=r;, i=1,2,...,5, ce qui achéve la démonstration du
théoréme.

Puisque nous avons déja calculé les expressions de f;,

i=0,1,...,5
il suffit de déterminer les fonctions h; , et h; , tellesque

Wi A Wiy AdWP T Adr=(r—r )k v, i=0,1,2,3,4.

adr=(r—r kv,

Wi A Wiy Adw

On obtient :

L 1
ho,y = (n —1)! Z (rx2, - X2j-1 xzsz,,“) R
1

2=(7‘+ 2) ‘(n—l)' l(rxzi 7 Xaj- llexz"“)’
=
TR A b
4r 11—4r , ,
A )

. =( )n_l (n—1D! x— (3— ) g @x3,_, +x3),

s
4
sy ! 3 2
(Z) (n =1 x—4—r-§_“l (4x3_, +x%;y
j=

Ray =hyep=0.

’
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Un calcul facile permet de vérifier que pour tout i=0,1,...,4

on a bien f; —-’;— lh; | >0 et fiy —% lh; ,1>0 au voisinage

de r=r;,.

III. APPLICATIONS

Une forme affaiblie du théoréme est le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Sur toute somme connexe de deux variétés de
contact, il existe une forme de contact.

2.

Ce résultat permet de montrer qu’une classe assez large de variétés
de dimension 5 admet une forme de contact. En effet, une condition
nécessaire pour I’existence d’une presque- structure de contact sur une
variété M®, simplement connexe, de dimension 5 est que la troisi¢éme
classe de Stiefel-Whitney de M® soit nulle.

Or les variétés M*® telles que =, =0 et W, =0, satisfont
a la condition précédente, W,(M) étant I'image de W, (M) par
I’homomorphisme de Bockstein. Appelons € la classe de ces variétés.
Il se trouve que les variétés de € sont sommes connexes de variétés

M: dont le second groupe d’homotopie est d’ordre k* avec
M) =82xS® et Mj =S [S].

Soit Vq la variété de Brieskorn définie par :

V,=1{z€C* 2§ +z} +z3 +z} =0}NS],
7 3 -
ou S_ est la sphére de dimension 7 définie par 2 2;2; = €.
j=0

On sait que V, est une description de M: pour g ¥0,1 et
si g n’est pas divisible par 3 [2].
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Or Vq est une variété de contact, admettant comme forme

de contact la forme induite de la forme Wy
i — — 3 - -
wg =5 [q(z0 dz, — z,dz,) + 3 Zl (z; dz; — Z; dz,.)}
I=

et sur V, il existe une action localement libre de S', sans points
fixes et dont les sous-groupes d’isotropie sont finis [3]. Ainsi pour
tout g non divisible par 3, M: est une variété de contact. En
conclusion, a part éventuellement les variétés de C qui nécessitent
une composante Mgp dans leur description, les variétés de C ad-
mettent une forme de contact.
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