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EXTENSION DANS DES CLASSES DE HARDY
DE FONCTIONS HOLOMORPHES
ET ESTIMATIONS DE TYPE
« MESURES DE CARLESON »
POUR L’EQUATION ¢

par Anne CUMENGE

0. INTRODUCTION ET ENONCE DES RESULTATS
NOTATIONS

Soit D={z€D'|r(z)<0}CCD'CC" un domaine stric-
tement pseudo-convexe de C", borné a frontiére C>, V un sous-
ensemble analytique de D . G.M. Henkin démontre dans [9] que toute
fonction holomorphe bornée sur V s’étend en une fonction holo-
morphe bornée dans D, lorsque V=V ' ND, od V' est une va-
riété analytique complexe définie dans un voisinage de D et trans-
verse 4 0D.

Il est alors naturel de s’intéresser a un probléme analogue d’ex-
tension dans les espaces de Hardy HP(D) (1<p < + ).

Nous dirons que V est un sous-ensemble analytique transverse
de D, de codimension k, de classe C? jusqu’au bord, s’il existe

des fonctions u,,...,u;, holomorphes dans D, de classe C? dans
un voisinage U de D, telles que :

V=1{z€Dlu,(z) =--=u,(z) =0},
les formes or(z), ou,(z),...,0u,(z) étant linéairement indé-

pendantes pour tout z de aD NV’
n
o=y —
( i=1 9%
Nous notons :

M, = [d(z, DN VY1,

ol Ay est la mesure d’intégration sur V.

dz;, V'={z€Ulu,(z) = = u,(z) = O}

(0.1)
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Le résultat essentiel de I’article est le suivant :

THEOREME 0.1. — Soient D wun domaine borné strictement
pseudo-convexe de C" a frontiere C*, V un sous-ensemble ana-
lytique transverse de D, de codimension k (k = 1), de classe (o
jusqu’'au bord. Une fonction [ holomorphe sur V (soit f € O(V))
est la restriction @ V d’une fonction F de HP(D) (1<p < + )
si et seulement si f appartienta L?(p, _,).

Plus précisément, il existe un opérateur linéaire borné d’extension
de O(V)NLP(yy_,) dans H?(D).

Les conditions imposées a V sont moins contraignantes que
dans [9] : le prolongement de V au dela de D est seulement de
classe C? et non analytique complexe; d’autre part V peut pré-
senter des singularités isolées en dehors d’un voisinage de 0D (notons
cependant que la méthode de [9] permet d’admettre I’existence de
telles singularités pour V, comme il est montré dans [8]). Notre
résultat est le meilleur possible en ce sens que, sous les hypothéses
faites sur V et D, la condition sur f est nécessaire et suffisante.

La méthode d’extension adoptée différe dans son esprit de celle
~ de [9], puisque nous nous ramenons a un probléme de Cousin, aprés
une extension “naturelle” prés de V. Le point délicat est la résolution
d’équations 9G = w avec estimations de type “L? au bord” ou
“mesures de Carleson”, les espaces V*(D) des mesures de Carleson
d’ordre a = 0 définis dans [2] apparaissant comme un outil bien
adapté 4 notre probléme. Nous démontrons plus précisément le théo-
réme suivant (les définitions des espaces de mesures considérés sont
rappelées plus loin, cf. définitions (0.4) a (0.7)) :

THEOREME 0.2. — Soient D un domaine borné strictement
pseudo-convexe de C", a frontiére C?, de fonction d’exhaustion
r, et w une (0,q) forme 0-ferméedans D, (ou q =1).

Si (=n°[lwl+ (=Y 3rawl] EVY(D) (respectivement
W-Y7(D) ou a=0, o>max(0,n(a—1)), (respectivement
0>0, 1<p<+x) léquation 3G = w admet dans D une
solution telle que :

si g=1, (—nN°~1|G| € V*(D) (respectivement W'~ '/?(D)).

sio 1<qg<n, (=P V2G| + (=Y 3raG|] € VYD)
(respectivement W'~'/P (D)).
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Nous suivrons le plan de travail suivant :

Dans la partie I, nous utilisons une construction de noyaux i
poids due a Berndtsson-Anderson [3] pour démontrer le théoréme 0.2 ;
nous obtenons un noyau qui permet a la fois des estimations classiques
dans des classes de Bergman, analogues a celles obtenues dans [7] puis
[5], et des estimations nouvelles en termes de mesures de Carleson.
Dans le dernier paragraphe de cette partie, et en vue de la preuve du
théoréme 0.1, nous introduisons dans les estimations du théoréme 0.2
un poids de la forme u,...u,(z) (o0 w,(i=1,...,m) est de
classe C!' sur D'). Les résultats du théoréme 0.2 peuvent étre ob-
tenus a partir du noyau de H. Skoda [14] par la méthode déja utilisée
dans [6], mais nous avons préféré construire un noyau explicite, ce
qui donne plus aisément les estimations avec un poids de type
u;...u,(z).

La partie II est essentiellement consacrée a la preuve du théo-
réme 0.1. Aprés avoir prouvé dans le paragraphe 1 la nécessité de la
condition sur f, nous traitons dans le paragraphe 2 le probléme
d’extension lorsque D est strictement convexe et

V={z€Dlz;, ==z, =0}

une variété linéaire transverse, une récurrence ramenant a I’étude du
cas ou V est de codimension k =1. Nous donnons également un
résultat d’extension dans des classes de Hardy avec poids holomorphes,
dont nous aurons besoin pour le probléme global de cohomologie.
Dans le paragraphe 3 nous prouvons que la condition sur f du théo-
réme 0.1 est suffisante et sommes conduits & ’étude d’un triple com-
plexe classique associé aux opérateurs Cech-cobord, 9 et produit
intérieur P, relatif & (u,,...,u,); comme les estimations dont
nous avons besoin varient d’une étape a ’autre de la résolution, nous
ne pouvons appliquer sans précaution les résultats connus et le para-
graphe donne les éléments permettant de se ramener au schéma clas-
sique de [12] par exemple.

Notons que notre méthode d’extension locale, appliquée au cas
p = + o permet d’étendre une fonction de O(V) NL"(y,_,) en
une fonction appartenant a la classe BMO (dD) (définie dans [17])
et non, a priori,a H”(D).

Dans un dernier paragraphe, nous déduisons du théoréme 0.1 un
résultat d’approximation des fonctions holomorphes sur V apparte-



62 A. CUMENGE

nant & LP(u,_,) par des fonctions holomorphes bornées sur V, et
le résultat suivant d’extension dans des classes de Bergman :

THEOREME 0.3. — Sous les hypothéses du théoréme 0.1, une
fonction f holomorphe sur V admet une extension F holomorphe
dans D appartenant @ 17 ((— ry ¥ Ap) si et seulement si [ appar-
tient @ LP((—=r'N\y) ou 1<p<+eo, s>k, \y mesure de
Lebesgue sur D).

Une grande partie de ce travail a fait 'objet d’une thése de 3°
cycle [6]; je remercie le Professeur E. Amar qui m’en a proposé le
sujet et m’a donné de fertiles conseils, ainsi que le Professeur G.M.
Henkin pour d’utiles discussions sur le sujet.

Les résultats de la partie I de cet article, en partie annoncés
dans [6], n’y étaient démontrés, par un procédé différent, que pour
les (0,1) formes; nous avons par ailleurs amélioré le résultat de [6]
en exhibant ici un opérateur d’extension linéaire.

Depuis la réalisation de ce travail sous forme de 3° cycle, G.M.
Henkin et Leiterer d’une part [10], E. Amar [1] d’autre part, ont
étudié indépendamment le cas ou la variété V n’est plus transverse,
les estimations HP (1 < p < + %) [1] reposant encore sur la partie
II présentée ici.

Notations et définitions

1) D est un domaine borné strictement pseudo-convexe de
C", a frontiére C?, s’il existe un domaine D' de C” et une fonc-
tion r de classe C?, strictement plurisousharmonique dans D',
vérifiant dr(z) #0 si z€9D, telsque:

D={z€D'|r@z)<0}CCD

D est strictement convexe, borné dans C", a frontiére C?, si
D={z€D'Ir(z) <0}CCD', od r est de classe C2?, stricte-
ment convexe dans D', c’est-a-dire d’r(z). w® >0, si z€D',
weC” — {0} (ou d?r(z). w® est la valeur en w de la forme
quadratique associée a la différentielle d’ordre 2, d? r(2)).

On note pour € € R : D, =ze€D'Ir@)< —¢€}, r,=r+e.

Pour x € 0D, l'lf = {z €C"|dr(x).(x —z) = 0} désigne le plan tan-
gent complexe en x a oD.
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Pour x€0D et t> 0, A(x,t) désigne la pseudo-boule de
Ho6rmander-Koranyi [11] de centre x, de rayon ¢: si b(x,t) est
la boule euclidienne de IIS de centre x de rayon /7, A(x,?)
est ’ensemble des points de D dont la distance a b(x,t) est infé-
rieure 4 t. Nous notons p la pseudo-distance de Koranyi sur oD
[15]. Pour t <t,, ou t, > 0 est suffisamment petit, nous pouvons
considérer que A(x,t) est définie de la maniére suivante :

3t,>0|Vt,0<t<t,,Vx€ID:
A(x,t) = {z€D|—r(z) + p(z',x) <1}, (0.2)
ou z' est la projection normale de z sur aD .

2) C;, a (D) est I'espace des formes différentielles de bidegré (p,q)
dont les coefficients sont de classe C* sur D. Si € C;' a (D) s’écrit

B= 2 By,dZ'AdZ’ ot 1=(i,...,5), J=0(j,...,J,) sont

11l=p
1Jl=q
des multi-indices tels que i, <...< i, et j, <... <jq , on note :
Bl = 2 ‘B[,ﬂ (0.3)
II=p
l=q

3) Ap, Ayp etc., ou A sl n’y a pas de confusion, désignera la
mesure de Lebesgue sur D, 9D etc.

V(D) = W°(D) est I’espace des mesures bornées sur D. Nous
rappelons quelques définitions et résultats sur les espaces V*(D) des
mesures de Carleson d’ordre o> 0 et les espaces W!'™'7(D)
(1 <p < + o), définis dans [2]: soit ¥ une mesuresur D:

Pour a=1: (0.4)
PvEV*(D) &= IC>0,Vx €D, Vet>0, |v|(A(x, D)) < Cte,

Lorsque v €V!'(D) on dit simplement que » est une mesure de
Carleson dans D.

Pour 0 <a <1, V¥(D) peut étre défini comme interpolé réel
faible entre V°(D) et V' (D) :

Si 0<a<l : VD)= (V°(D), Vl(D))a,“ . 0.5)

L’espace W! ~1p (D) peut étre caractérisé des deux maniéres suivantes :
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Si 1<p<+o: WY(D)=(V'(D),V'D),_y,, (0.6)
(interpolé réel fort).
Si 1<p<+oo:

v EW' VP (D) = 3y, €VI(D), IR ELP(p)lv = hv,. (0.7)

4) Soient D un domaine borné strictement pseudo-convexe
de C", a frontiére C*, V un sous-ensemble analytique de D ; nous
désignons par ©(D), H™ (D), C*(D) (0<k<+ ) (respectivement
O(V), H™(V)) les espaces des fonctions holomorphes, holomorphes
bornées, de classe C* sur D (respectivement sur V), par H? (D)
(1 <p <+ ) I'espace des fonctions F holomorphes sur D telles

que : n(F) =sup f |F(2)IPdA\(z) <+ . Si FEH?(D) on
€>0 al)E

note || F| = [n(B))'? .

HP (D)

I. RESOLUTION DE L’EQUATION du = f AVEC ESTIMATIONS
DE TYPE MESURES DE CARLESON

Soit D un domaine strictement pseudo-convexe borné de C”,
a frontiere C2, D= {z€D'|r(z) <0} CCD' CC", ou r est de
classe C? strictement plurisouharmonique dans D', avec dr(z) #0
si z€0D. Onnotepour 0> —1:

v, =(—nr°Ny, ou A, estlamesurede Lebesgue. (1.1)

Nous allons introduire, dans une construction de noyaux a poids
due 4 Berndtsson et Anderson [3], une section du fibré de Cauchy-
Leray bien adaptée a la géométrie du domaine D pour montrer :

THEOREME I.1. — Soit f une (0,q) forme 0d-fermée dans
D (g=1).
a)si |fIELP(w,) et |3rafI€ELP(v,_,),), ot ISp<+o

et >0, l'équation 0g =f admet une solution telle que pour

11 1
0<n<1/2, 5 =—+——1:
n<l/ P p B

si g=1: lgIEL"'(va_Hn) désque =1 ou
1<B<1+n(n+ao*
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si1<g<n: |g| ELp'(va_(l/2)+n) désque B=1 ou

1<B<1+n(n+o+1/2)7",
|orngl €7 (v,_,,,) désque B=1 ou
1<B<1+n(n+o)!
b)si (=N [If1+ (N7 3 AfI)EVH(D), (respectivement
W!'-UYP(D)) ou a=>0 et o> max[0,n(x—1)], (respectivement
0>0 et 1<p<+ =), léquation 0g =f admet une solution
dans D telle que :

si g=1: (=r°'|glEV*(D) (respectivement W'~'/P(D))
sii 1<qg<n: (=n°""gl+ (Y |3rrgll€ VD)

(respectivement W'~'P (D)) .

Les résultats de a) ne sont pas nouveaux (voir [7], et lorsque

g=1, D boule de C?, [5]; par contre le noyau utilisé dans [7]
ne semble pas satisfaire toutes les estimations de b).

1. Introduction d’un noyau a poids.
DEFINITION [3]. — Pour (¢{,2)EDxD, ¢ #z:
n-1
KOG, 2)==¢, ¥ vud—(R,§—zNT " 5,8 = 2)"" 0
m=0

/\(dRo)m A (dSO)n—m—l
=D (k—m+1)!

° -——— -

ll) k>0, v,=(C1) T on =1 , ¢, constante
]

[} _ _ n

R=(R,,. .,R):DxD — C"; R® = Z R,.d({,.—zi); (1.2)
! (R,§—2)= Y R, —z)
| i=1
:v=(s1,...,s”):]3x]3—A——>C"; s°=n2sid(§i—zi);

! i=1

] n

: <S’§—Z)=/2 s,‘(g)z)(gi—z’)
| =1

]

s est une section du fibré de Cauchy-Leray au-dessus de D x D — A
(ou A est la diagonale de D).
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D’aprés [3] (Th.5 et exemple 1), si R est de classe C' sur
D x D, R(¢,.) holomorphe sur D pour tout ¢ de D, avec par
exemple Re[l —(R,¢{—2)>0 sur DxD, si la section s,
de classe C!, satisfait les deux conditions suivantes :

(8,)1s®,2) <cste |§ —zl, (8,) (5,8 —z)|>cste|t —z|*,

uniformément pour (¢,z)€D x G pour tout compact GCD,
alors le noyau K(")(§' , z) satisfait la formule de Koppelman :

[vrecl (D) (ou ¢>0); VzED:
f(2)=Cpon 3 fw F&O ARG, 2) (1.3)
0Pt [ A KE 62

F (=13, [fD £ AKE L (€,2)

L

ol Kf,',‘z est la composante de K qui est de bidegré ( p,q) en z
et (nm—p,n—q—1) en ¢§.

Pour le choix de R et s nous ferons appel 4 une construction
de J.E. Fornaess ([8] Th. 16).

LeMME 1.1 [8]. — Soit D un domaine strictement pseudo-
convexe borné de C", a frontiére C*; il existe un voisinage D'
de D, DCCD', une fonction r strictement plurisousharmonique,
de classe C* dans D', telle que D = {z €D'Ir(z) <0}, dr(z) #0
si zE€ 3D, etunefonction FEC (D' x D) telle que :

(i) F(t,.) est holomorphesur D', V¢ €D’
(ii) VG compact CD', 36;>0, V(¢,2)EG x G:
ReF(t,2) > r(§) —r(z) + 8518 — z/?
(i) F¢,$) =0, V¢ED'
(iv) d; F§,2),=, = —d,F(§,2)|,-, = 9r(2)

(v) F(¢,2) = i F¢,2)¢ —2z) ou FeC(D xD),
=
F.(&,.) est holomor;Jhe sur D', VteD'.

La propriété (iv) n’est pas mentionnée dans [8] mais résulte
immédiatement de la définition de F.
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Nous supposons que la fonction r d’exhaustion choisie pour D
est celle dulemme 1.1 et posons pour € = 0:

2RF=—(=r®+e7'F
,'=BP]'+’(§)Q;
ot Q.2 =Pz, =UDF((,0, P=(®,...,P),
Q=Q,---,Q), BE,2)=—r(2)+(Q, z - ),
C&.,z)=B(z,0).

Nous déduisons du lemme 1.1 (ii) que pour €, assez petit et
§,z2)€D_, xD_ :

min (Re C(§, z), Re B({,z))>;r2—(§2— '(22) +C 1t —zIP  (1.4)
r(§) — r(z)\?
Re B Re C — r(z) r(}) > (———2———)

+2C,(—r@) —r@NIs—zP + CHig—zI*. (1.5
En écrivant que :
(Im BRe C)? + (Im C Re B)?> + 2r(2) r(¢) Im BIm C
> 2|ImBImC|[Re BReC — r(z) r({)]

nous déduisons de (1.5) que s est une section du fibré de Cauchy-
Leray au-dessus de D x D — A et satisfait (8,); la vérification
de (8,) est immédiate; les noyaux K{*)(e > 0) définis a partir
de (1.2) par un tel choix de s et R, satisfont donc la formule
de Koppelman. Vérifions que le noyau Kf,") satisfait encore (1.3).
Notons :

3

s

II= P’.d(fj—zi),Q=

1 Jj

nE

Ql'd(gi - Zj) >
1

S~
]

n—1
k) _ _ N (k)ym
Kg ) = Chn 2‘ Ke .
m=0
Nous avons :

SO = Bn + r({)ﬂa
dRY = — (= r(®) + O~ Il — (— r(§) + )72 dr(¥) AL

Remarquant que I A Q2 = O(Jz — §|) et utilisant (1.4), nous
obtenons : 15° A (AR =0() |z — ¢ (—=r@) + €)™
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1K™ =0 [e +CE, ™™ g — 2" = O(1) |z — ¢ ' 7%

uniformément en ¢ €D, € >0, zEG, pour tout compact G de
D ; par suite :

i A (k) — ) (k)
tim 3, ( fD FOAKPE,2) = este f(2) + [ @) A KOG, 2)
+ =02 [ ) KOG, 2)
oD

uniformément en z €G pour tout G compact de D, et K{* sa-
tisfait (1.3). Remarquons que K,({,z) =0 si {€0D, Vk>1;
nous obtenons, en notant K = K, :

Si fECL(B) avee 37=0, g = &) AKPE,2)
satisfait sur D I’équation og = f, dés que k=>1.

Par des procédés standard de régularisation, on peut affaiblir
les hypothéses sur f et supposer par exemple f a coefficients me-
suresdans D avec |f|+ (—r)~ " |3, AfIEVO(D).

2. Estimations.
A — Etudede K (¢, 2)

LEMME 3.1. — Il existe 6>0 tel que, si |§—2z1<8§,
¢,2)EDxD:

ICE,DI=—r®) —r(2)+1¢—zI> + 1 ImC(¢, 2)
~—r@®)F1r@®) —r@+ 1t —z>+ | ImBE,2)| (2.1
=)+ @) —r@) + 1t —z? + |Im CE, 2)|

ICE,2)| =~ |B(, 2)| (2.2)
s, § = 2) = cste {[I7}) — r(D)] + 1 Im CE, D) + 1z — §°)
+ (@) —r@) 1z - ¢} (2.3)
D’aprés le lemme 1.1 (iii) et (iv)) nous avons :
2ReF(§,2) =r(§) —r(2) + Oz — §1?) (2.4)
F(§,2)=—F(z,8) + 0z — ¢1*). (2.5)
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Tenant compte de (ii), on en déduit les estimations (2.1) et
(2.2). Posons :

A(,z) = (ImBReC)? + ImCReB)? + 2r(2) r¢) InBImC;

Pestimation (2.3) sur (s,{—2z)=BC—r(z)r(¢) découle de
(1.5), (2.5) et de P'inégalité :

2
AG.2) > [(’(f;;ﬂ) +C? |§—z|“] [(im B)* + (Im C)?]
=2r(2)r€) | ImBIm C|
AE,2)=>CH ¢ —z1* [Im B)> + Im C)?], V(,z)ED x D.

Nous allons expliciter les coefficients de
n-1
K®¢,2)=c, ¥ K®"¢,2)
m=0
et les estimer pour |{ — z| suffisamment petit.

Notons Z,, la_composainte de bidegré (n,n—q) en ¢,
(0,9 —1)enz des® A(@R%)™A (3s°)* ™! (ot m€E {0,...,n—q}).

Comme C et Pj (respectivement B et Q,.) sont holomorphes en
z €D (respectivement en {), nous avons :

Z,= Y Z, avec:

m

Z! = @)V BT A (90,2 +0,(Q,z — §) ATIAG,
ZE = (r@)) VBT r§) AT A Q A 62

2= e, (r@NT BT 3r(2) ATIAQ A 6],

ol les formes 6, (i =1,2,3) sont 4 coefficients bornéssur D x D,
€, =0,€¢ =135 ¢g>1.

Pour toute (0, g) forme f sur D(q > 0):
3

FOAKPE, 2= A Y KPE,2)

i=1

n—q
on K®= % gbm,

m=0

K™ = cste (— r@)**™ CTF " (s, b — 2 Z
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Utilisant le lemme 2.1 et les estimations :
MAQI=00z—¢D) et Is%=0)[—r@)It— 2zl

+1r@® —rD| + [ ImCE,2)| + 1z —¢1%],
nous obtenons :

V(¢,2)EDxD - A, |t —2z1<8,VmE{0,...,n—q}:
IKEO™+ (= @)Y [IKEO™ ] + 1KEO™))

_ (—ry*B-m-t
=0() |C|k+m (s, ¢ — Z>In—m—1/2 (2.6)

B — Estimations de type P a poids
Posonspour 6 >0, m=0,...,n—q:
K{P7(¢,2) = (— r(§)° NFI™ ¢ 2,
K™ (¢, 2) = (— r(9)° 3r(z) A NFI™ (¢, 2)
KO, 2) = (= r(@)° 7V 3r(®) A N§&O™(E, 2) 5 2.7

n—q
N = 3 NEOm on j=1,2,3.
m=0

La partie a) du théoréme I.1 découle du lemme 2.6.1 de [13],
(qui reste valable si on remplace la mesure de Lebesgue de D par
des mesures positives sur D), et du résultat suivant :

LEMME 2.2. —

a) sung INGO @, 2) P dv,_ ), () < + o0, si j=12;
k>0>0; 1<B<Qn+o)' +1

sup [ IN{DE, )P dvg(§) < oo, ko041

1<B<Q(n+o+1/2)7" +1
b) sup fD K@, ) @) <+, si j=1,2,3; k>1

zED

o) sup | INFOG, ) dv,,, () <+eo, si j=12;
[{=30] D

n=0, k>0+n; B=1 ou 1<B<1+q9xn+o)!

sup fD INS DG, )P dvyyp_p(2) <+, si >0
k>04+1n, =1 ou 1<8<l+nn+o+1/2)7".
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Le noyau (—r($))"* K®(¢,z) étant continusur Dx D — A,
nous nous restreindrons dans les calculs au cas o |{ — z| < a, avec
a choisi suffisamment petit.

Preuve de a). — D’aprés (2.6) et le lemme 2.2, nous avons par
exemple :

(- r@)*—cB"-'-m -

krm (st — gyt -m-12 (=12

’Nt‘(k‘°)"'(§‘,z)| )
(—r@) = r(z) + 17@}) —r(2)| + [ImC(§, 2)| + |z — LR *-2m !

{Ur@) —r@DI+ 1M CE, D1+ 1z — §PP + (= r @) —r(2)) [§ — 22}~

(k,0)m =
INFOm(E, 21 = 0(1) r

= 0(1)

D’aprés le lemme 1.1 ((iii) et (iv)), il existe pour tout z de D un
changement de variables de classe C' de B,,(z,a) dans R>" ~C"
de la forme

Qz : g' - (r(g) —r(Z) + lImC({,Z), §”2 - znza .. ,gnn - znn);
les jacobiens de @, et @' sont uniformément bornés sur B,,(z,a)
et ®,(B,,(z,a)), et ce, uniformément en zED (par compacité)

(voir par exemple [14] lemme 7.1 pour un changement de variables
de ce type).

Suivant alors par exemple [7], dont nous reprendrons les nota-
tions, passons aux coordonnées :

ty=r®) —r(2), t,=ImC(E,2), t;,..., t,,, puis aux coordon-
nées sphériques #, =rcosy,, t, =rsing, cosy, etc.; posant

€ =—r(z) et 5; =cosy; (i =1,2) nous sommes ramenés a I’étude
de l'intégrale :
(tl+!)(k—a)5+a-l/2(€+ “.‘ + ‘tzl + It‘Z)(n—k—l-1m)B
I = frl,il:;o (Ut 1+ 18,0+ 1017 + (8, + 2e) |2 yn-m-12% dy ... dty,
I] - o) (fSl + e)(k—n)ﬂﬂl—l/l(e + ’lsLl + rs, + rz)(n—rn—l)d—llz ,(1»-1)(]-3)

drds, ds.
0<ha<l (e (s, [+rs, FPAVP U (15, + 2e + [r + |5, | + 5, ]} o128 177
—1<s, <1, 1 2 1 1 2

rsy+e>0

sl +s
(en remarquant que : ul—“—l <lsyl+ 5,/ T=sE <ls,| + 5,)

2n=-10-8 gy ds. d.
L, =00 f ’ i desque k>0

+
ﬂfg}j} € +risl+rs, +r)° Y {5+ 2e + [r + |5,| + 5,1°}

rey+e>0 !
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si B=1:

drdls,|ds
— 1 1 2
L, =0M ‘/(;<r,lsll,32<l e+ (r+isl+ S2)2

= 0(1)

uniformément en €;
si B>1:

r@n-D0-0grd|s |ds,

I, =0() [— e
(€ +r)°P=D (e + 12 + (Is,] + 5,)°}
En intégrant en polaires par rapport & (|s,|, s,) nous obtenons :

2 pen-DU-9 g,
I, =0 fo @+ e neam = 0

uniformément en ¢ désque <1+

1
20n + o)

L’estimation b) découle immédiatement de (2.7) et de la par-
tie a) du lemme.

Preuve de c). — Utilisant (2.6), (2.7) et le lemme 2.1, nous avons
pour |¢ —z|<a:

NFm(E, 2)

(—r@N == [ r®) + 1r () —r(2)| + | Im B(¢,2)| + |z — {2~ K-1-2m

=0
Do @+ 1w BE, ) + 1z =¢PP + (=r@) —r(2) 1§ —z 2y
on x; =0 si j=12; x;=—1/2.
Posons € = — r(§) et utilisons le changement de variables

@, : B,, (£, a) — R?", introduit plus haut, ce qui conduit aux 2n
nouvelles coordonnées réelles :

tl =r(z)—r(§'), t2=ImB(§,Z): tga'--’tzn;

nous sommes ramenés a I’étude des intégrales :

J = e(k—a)ﬁ(tl + E)U_H"[E + “,' + “2| + “|2](n—l—l—1m)3
17 Juia

dt,...d
nreso UL+ (5,1 + (217 + (1, + 2¢) [t} m-1DB 1o Gl
I = f Xm0 DB (1) + &)V e 4 1| 4 (ty| + | PJOR12ME gy gy
<, (Ut I+ 18, + 1813 + (1, + 2€) [P }n-m-1D8

tp+e>0

Les deux intégrales se traitant de maniére analogue, considé-
rons par exemple J;. Introduisons les coordonnées sphériques
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ty =rcosy , t,=rsing cosyp, etc. et posons s, = cosy,
(i=12).

-1 —-—m-
J, = O~y °<f (rs; + e (e :1-;—,’ 'f" + rsy + p2)nmmmUB J2n-0) (- g 2ms dr ds, ds,
Nl e trisgbrsy + N (rs) + 26 + (I5,) + 5, + r)?Ynmm-e
rsy+e>0

J, = O(etk-9)8) f (rs, + )7 1"" p@n-10-D dr ds, ds,
(e +risy i +rs) T {rs, + 2¢ + (Is,| + 5,)° + r(Is, | + s,)}(8*1) 2

Suivant toujours [7] posons s, =su, s, =s(1—]ul), ou
0<s<2, —1<u<1, puis v =€"1rs et passons aux coordon-
nées (v, s, u); nous obtenons :

a—1%n (2n-1)(1-8
1, = O(1) k=28 jo' (rsu + €) rn=-10-8 s drdsdu

<r,s<2 £
—1<u<t (¢ + rs)**Y2 {rsu + 2€ + rs + 5%}
rsute>0

e(ﬁ— 1)(2n—-1+0)-n—-1/2 Jl

= 0(1) f (uv + 1)°~'* " du dv ds
wonise VPV E-D(y 4 U2 (2 4oy + 1)} B-D(-D
—1<u<l;
0<s<2
0<v<4e—l
e(ﬂ—l)(n+o)—n Jl —
=o() (uv + 1)°~1 " dy gy
+1>0 ’ v(2n—1)(B—l)(v + l)kﬁ-—(ﬂ_l)(n_l)
uv ol
o<v<ae ! .
~1<u<1 X f* do
)} (1 +9%)1-6-1(n-1)

e(B-1)(n+o)-n I, =

1 dv 1 _
=0(1)£m ~/‘-1(uv+1)a 0 du

4/e dv 1
—_— o—1+n
+ /; KBTA(B-D) /_‘l/u(uv +1) du

=0(l) désque k>o+n et B<1+Q2n-1L
Par suite J, = O(1) uniformément en € si k>ag+ 1
et3<1+n"0,o<n<1/2. 5

C — Estimations en termes de mesures de Carleson.
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DEFINITIONS. — Posons pour kEN*, ¢>0, m=>0:

(L(k,0,m)(§,2) = (—r2)° " (—r@) ™2 1z — 1" IN$O(E, 2)
Ly(k,0,m)(¢,2) = (—r(2)° "' (—=r)) ™ 1z =™ IND (¢, 2)
Ly(k,0,m)(¢,2) = (—r(2)° 2 (=r@) ™ 1z— ™ INFD (€, 2))

(2.9)
Si u est une mesure sur D, €(¢,z) unnoyausur D x D, @*u
désignera la balayée de u par < :
@*uz) = [ @(¢,2)du@), on zE€D.
D

La partie b) du théoréme 1.1 découle du lemme suivant :

LeMME 2.3. — Soit p une mesure positive sur D .

a)Si w€VF(D), ou B >0, dors L(k,o,m*ucViD),
(i=1,2,3), dés que m=>0, o>max(0,n(f—1)),
k>0+ 1/2 +m/2.
b)Si uEW' VP (D), o 1< p <+ o0, alors

L,(k,o0,m)*u W' -7 (D)
pour i =1,2,3, désque m=0,06>0, k>0 +1/2+m/2.
11 suffit de prouver le lemme pour m = 0 puisque
Li(k,o,m)=1L,(k',0,0)
ol k' estla partie entiére de k — m/2.
Preuve du a). — Pour ' = 0, le résultat découle du lemme 2.2.

Soit B'=1, o> n(ﬁ'— 1), ue VB'(D') (définition (0.4)); pour
x €0oD, t > 0, notons:

I(x,t) = f

A(x,t

dN@) [ (= r@)° 7 IINE| + NG|
) D
+ (= r@)'INGD) du ()
ol A(x, ) est défini par (0.2), N** par (2.7).

Ix,0) =L, 0+ 3 Lix,0), avec:
i=1

Lon=[ a@ [ 0 de),
= ij>
Lix, 1) wa) d\(z) j;l{ Fdu(®) sij>1,
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CD, = A(x, 27bt) — A(x, 27! bt), b étant une constante positive
a préciser dans la suite.

e D’aprés le lemme 2.2 ¢) nous avons :

= < cf’
Iy(x, 1) = O(1) fw,- du($) < Ct"’,
ou C estindépendantede x €0D et > 0.

o Considérons Ii(x ), (G=1)

Supposons ¢t <t,, |{ —z|<a ou t et a sont suffisamment
petits, et notons z' la projection normale de z sur dD. D’aprés le
lemme 1.1 (propriété (ii), (iii), (iv)) la pseudo-distance de Koranyi
8(,z') pour t €D, |t —z| <a estdel’ordre de

—r®) + 1 ImCE,2N + 18— 2'1*;

nous avons donc d’aprés (2.1) :

[lc(§12)| = lC(f,Z,)l - ’C(;,Z) - C(;,Z’)I > Cl 6({92’)
- C,(—r(2))
IC(,2)I < Cyl—r(2) + 8(,20)]. (2.10)

D’autre partsi zE€A(x,t), §‘€(D,. , nous avons ¢ € A(z’, 2ibot) s
$EA(Z,bK;' 2/ 1t), ou K,, b, sontindépendantsde z,¢,x, ¢
(voir [11]); si b est choisie suffisamment grande, nous obtenons donc
a partir de (2.10), (2.2):

Pour z€A(x,1t), §‘€0)i:
IBG¢,2)I = |C¢,2)| ~2 ¢
[<s,¢ —z)| = |BC| —r(z) r(¢) = cste 2% ¢* .

Nous en déduisons, en tenant compte de (2.6) et des majorations :
1§ —zI <@, (—r@) <2t si zEA(x,1), LED;:
IND(E, )| + INFEDE, 2)] = O(1) (2T e)™"°
et IN{®O(5,2)1 =0 (21)™"°"* pour (£,2)ED, x A(x,1).
2 — _ o-1 (k,0)
Foon= [ au® [ Crer T INED G DI

=0 @)™ [ dut) = o) @)y "o
7
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i L(x,t) = 0O(1) t"% désque n + o> np'
1

d’ou le résultat d’aprés (0.4).

Le résultat pour 0 < B'<1 et la partie b) découlent des cas
B'=0, B'=1 parinterpolation, en utilisant (0.5) et (0.6). 0

3. Autres estimations pour les solutions des équations
ou=f et Qu=f.

Nous allons déduire du lemme 2.3 des résultats dont nous avons
besoin pour le probléme d’extension envisagé dans la partie II.

A — Soient h,,...,h, des fonctions de classe C! dans D.
Pour tout multi-indice o= (¢,,..., ), a <...< ®,, nous
notons : hg, = hg, .. .hap et

P
(h(z) — h(i‘))(a) = 1T=Il (hai(z) - hai(f))

avec la convention h,y =1 si a= Q.
Sia=(al,...,ap),ﬂ=(ﬁ1,...,Bm) avec
{og, .., 0} C{By,.-.,Bn},

nous écrivons par abus o Cf.

DEFINITION 3.1. — Soit B un multi-indice et 1<p <+ oo;
une (0,q) forme f sur D vérifie I’estimation ‘W‘,';‘a (respectivement
wﬁ,ﬁ) si pour tout multi-indice o« Cf avec |B|=|al =1 (respec-
tivement |8l = |a| =2 0):

(=)= g h L= 13 A fI+ I FIIEW TP (D),

si g=21,;
(=212 g R S FIEW TP (D) si g =0
(avec la convention W' (D) = V}(D)).
COROLLAIRE 3.1. — Soient h,,...,h, des fonctions de classe

C' sur D, B un multiindice tel que BC (1,...,m), |BI>1,
f une (0,q) forme o0-fermée dans D, (— N2 f satisfaisant ‘Wﬁ,ﬁ



EXTENSION DANS DES CLASSES DE HARDY 77

(ol g=1, 1<p<+ »); l'équation g = f admet une solution
satisfaisant ‘l&‘){,’,a csiq =1, (=Yg satisfait ‘3/\92’5.

VYaCB,V(E¢,2)ED x D, 3.1

hgy i @) = w% . (egy hiay By (§) ((2) — h(§))yy -

lyl=0

Notons g(z) = f K®(@¢,z) A f(§) la solution de og=f
D
envisagée dans les sections 1 et 2, avec k> b} + 1; nous aurons
par exemple :
lalf2~1/2 -1
(=n* 17 gy ha) 81 al .
=o Y ¥ L (k, —2-—+e,.,|7|) v

i=1 yCf-a
=20

ou lesnoyaux L;(k, 0, j) sont définis par (2.9), €, =¢€,=1/2,65=0,
y;(g-) =(— r({)la|/2+l'y|l2+ei |h(3) h(-a; h(—1; 1) si i=1,3, (3.2)
Vi) = (—r@)PTIEEE h g hGS By (TR IBE A FIQ),

le corollaire résulte alors du lemme 2.3. la)

B — Soit f une (0,1) forme d-fermée sur D, vérifiant par
exemple (—r)" Y2 |9rafl+1f1€ V°(D). Posons pour z€93D

et k=1: g(2)= f K® (¢, 2) A F(§).
D
Utilisant (2.6) et le lemme 2.1. nous avons :
si |[§—2z|<a, z€0D, ¢E€D:
IK®P ¢, )1 + (- r@IKPE, 2))
= 0(1) (= r@N* [=r(®) + IImC(&,2)| + |§ — z)*]7*"
on déduit de [14] (lemme 7.3) que g €L'(3D).

3.3)

g(z) = fD K® (&, 2) A f(£), (ob z ED) est solution de 'équa-
tion 9g = f; il est immédiat de vérifier que d’une part g est valeur
au bord de g au sens de Stokes :

Vw€EC, ,_, (D), j;wa=j;D'EAw—jl;gA5w; (3.4)
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d’autre part que g est solution de ’équation “au bord” 9,2 = f au
sens de Stokes [14] :

Vwec,, (D), dw=0: j;D’gAw= foAw. (3.5)

Reprenant les notations du paragraphe 3.1 et utilisant (3.1)
(avec o = ) nous écrivons :

2
lhgel=00) Y ¥ Lik,n*7 (3.6)

i=1 ~yCB
lyl=0

ou k> |BI2+1, Bi(k,(E&,2)=(r®)L,(k,1,IvD&,2),
(i=12);

1 — (— \7i/2 -1 2 — (— l7i2-1/2 -1
T;y—( r) |h(5)h(7)fla T»,—( r) lh(ﬁ)h('Y) ar/\fl.

Nous déduisons de (3.2), (3.3), (3.6), du lemme 2.3 et de [2]
(Th. 6) :

ProrosiTION 3.2. — Soient h,,...,h, des fonctions de classe
C' sur D, B un multi-indice, BC (1,...,m), 181=0, f une
(0,1) forme d-fermée sur D telle que (— n'? f vérifie W% o ou
1 <p < + oo; 'équation 0g = f admet une solution g telle que :

a) g satisfait 'estimation QT‘)ﬁ.B

B b) g admet une valeur au bord au sens de Stokes g telle que
0,8 =f et hggELP@D) si 1<p<+oo,

II. EXTENSION HOLOMORPHE DANS DES ESPACES
DE HARDY ET DE BERGMAN

1. Condition nécessaire du théoréme 0.1.

Sous les hypothéses du théoréme 0.1, soit F une fonction de
H? (D) (1 <p < + ) dont la restriction a V est f; d’aprés le théo-
réme de Carleson ([11] th. 4.3), une mesure positive p sur D est de
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Carleson dans D si et seulement si il existe une constante C telle que
pour tout ¢ > 0 et toute fonction G de H¥(D), on ait :

fD lGl"du<cfaD |Gl aN .

La condition d’intégrabilité sur f résulte alors du lemme suivant :

LeMME 1.1. — Sous les hypothéses du théoréme 1, la mesure p,_,
est de Carlesondans D.

La mesure u,_, serade Carlesondans D si:
3C>0,vx€dD, Vr>0,u_,(Ax,0)<Ct"
ou A(x,t) estla pseudo-boule de Koranyi (définition (0.2)).

M;_, étant bornée sur D, nous pouvons nous ramener au cas
ou t<t,, t, arbitrairement petit et considérer que 'on a :

A(x,t)={z€Dl—r2) + p(z',x) < t},

ou z' est la projection normale de z sur 8D et p la pseudo-distance
de Koranyi sur oD.

Remarquons que pour €, > 0, ¢, suffisamment petit, il existe
K > 0 tel que:

vzevn({dD - Deo), d(z,dDNV)<K(-r(2)). (1.1)
o Considérons tout d’abord x €D NV' et 0<r<t,<eg,.
Pourtout z de A(x,t)NV, nousavonspar (1.1):

d(z,dDNV)<K(-r(z)) <K¢
d’ou : My (A(x, 1)) S K tF 7P A (A(x, 1)) .

Pour calculer Ay(A(x,?)), nous nous ramenons localement
par un changement de variables &, de G.M. Henkin ([9] lemme 11)
aucas ot x =0, D= {weED'|R(w) <0} est strictement convexe
avec R(w) = 2Rew,,, +q(w) +0(|wl|*) (g forme quadratique),
V={we&DIlw, =---=w, =0} est linéaire transverse ; le jacobien
de la transformation &, et son inverse sont supposés, par compacité,
bornés indépendamment de x €aD N'V'. Le plan tangent complexe
nfj en 0 & D est d’équation w,,, = 0 et nous pouvons toujours
supposer que (W,,...,W,,Wiyp,...,w,) forme un systéme de
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coordonnées complexes de Hg , en sorte que pour z € A(x,t),
—r(z) + p(z',x) est de lordre de |w,, 1+ 2 |w;I*; nous
avons : Lt

VxEMDNV, Vi, 0<t<1,:

e (AGe, ) <Cpr* ! [

Iwg+pl+ 2 |W,‘I2<0tt
i#k+1

AWy . . .dN(w,)

1.2
<cC, t" 42

ou C, estindépendantede (x,¢).
e Considérons x €0D et 0 <t <1, telsque A(x,7)N V#9.
Soit zEA(x,t)NV, et yEID NV tel que
lz —yl=d(z,aDNV');

nous avons en utilisant (1.1.) : p(z',») < b |z — y| < bKt et donc :
zEA(y,b't) ou b' =1+ bK estindépendant de (x, t).

Nous en déduisons que A(x,t) CA(y,K'b't) ou K' est indé-
pendant de (x,t) (cf. [11]); il suffit d’utiliser (1.2) pour achever la
preuve du lemme. a]

2. Problémes d’extension lorsque D est strictement convexe, V une
variété linéaire complexe transverse.

Soit D ={z€D'|r(z) <0} CCD' CC" ou r est de classe C2,
strictement convexe dans D’.
Un sous-ensemble analytique V de D sera appelé variété linéaire

complexe transverse de codimension k de D si V est de la forme
V={z€D|z, =--+=2, =0} etsilona:

_ d
VzEI NV, 3j(z), k<j(z)<n|§(z)=#0.
j

A — Extension dans les espaces de Hardy HP (D)

PROPOSITION 2.1. — Soient D wun domaine borné strictement
convexe de C", d frontiere C*, V={z€D|z, =-- =2z, =0}
une variété linéaire complexe transverse de D de codimension k;
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on suppose que V, = {z€D|z, = 0} est transverse a D. Il existe
un opérateur linéaire borné d’extension de © (V)N LP(u, _,) dans
H?(D) (1 <p <+ ),

La proposition se démontre par récurrence sur k.

Soit f une fonction holomorphe sur V appartenant a
L? (u, _,) (définition (0.1)).

e Supposons V de codimension k = 1.

LEMME 2.1. — a) il existe a> Q0 tel que pour z = (z, ,2)YED
vérifiant |z, | <2a(— r(z)), onait (0,z')ED.

b) il existe une constante C >0 telle que [ admette une
extension de classe C” dans D vérifiant :

Vz=(,,2)ED,[aF@)|<C(=r@)"1f0,2")[1.(2)
ou €= {z€D|@/2) (— r@) <lz,| <a(=ri)}
a) Supposons DC D"CCD’ ou D" est convexe, tel que

z=(0,z)ED"” si z€D; la fonction r étant de classe C?,
strictement convexe dans D', nous avons pour z €D :

r(z) = r(z) — 2 Re (% (2)21) +dr@)z—2)@, ou t€lz,7];
Zy
(d® r(¢).w® désignant la valeur en w de la forme quadratique

associée a d? r(¢)). Comme |r(2)—r(z)| <A,lz,l, il suffit de
choisir a tel que 0<2A;a<1.

b) Notons §, = {z€D||z,| <2 a(=r(z)}, i =0, 1, 2.

Soit 6 wune fonction de classe C™ dans D 4 support dans
G, telleque 6 =1 sur §, et vérifiant :

[00(z)| SC(—r(z))* 1.(2),VzED.

Si ’fv(z) = f(z) pour z€ §,, la fonction F = 0? est I'exten-
sion cherchée .

u]
liosons :
oF
w=—
Z,
2.1.)

1/2

W=z, w,w?=(—rN"""03rrz, w,

DB =—nN""w,w*=0rrw
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w estune (0, 1) forme ‘3-fermée, de classe C* sur D.

LEMME 2.2.
1
Vi=1,...,4: |[&|EW PD)( <p <+ )

et max lllwlllw,_l/_p(m <Cy fligpyy » ou C, est indépen-
dante de f.

Si nous tenons compte de (2.1) et du lemme 2.1, nous sommes
ramenés a estimer la mesure 7 = |z,[72 [£(0,2")[ 1. (2) A

Remarquons que I'on a :
v(z,,2)ee,z, €C

ou €' =1{z,1@/2(—r0,z") <z, <a=r(0,z"}. (2.2)

Si fEL'(V):r(D)<4mLog2 .

Si fEL” (V) : vérifions que 7 est de Carleson dans D; soit
x€0D,tr>0,A(x,?) la pseudo-boule de HoOrmander-Koranyi
(définition (0.2)).
T(A(x,0))<4mLog2llfll. f

(0,z)YEA(x,HNV

dNz) < Clifll, 77,

puisque A, est de Carleson dans D (lemme 1.1.).

L’estimation lorsque f€LP(V), (1 <p < + ), sobtient par
interpolation a partir des résultats précédents, en utilisant (0.6), ce qui
achéve la preuve du lemme. o

Soit . g la solution de I’équation 0 g = w donnée par la propo-
sition 1.3.2 ; la valeur au Rord au sens de Stokes g de g est telle que
z, g€L?@D). Posant F =F — z, g, nous définissons sur D une
extension holomorphe de f, admettant une valeur au bord au sens de
Stokes dans I”(dD) (remarquons que F admet en tout point de
0D — V une limite nulle). Par suite F appartient 3 H? (D) et vérifie :

NE N o oy = 12181l o opy < cste IFlloey)-

La proposition est donc démontrée pour £ = 1.

e Supposons la proposition 2.1 vraie pour k —1 (k=2).
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Considérons :

V,={¥=1(2,2,,)) €D x CIF(Z) = r(z) + 12z,,,1* <0, z; = 0}

<

V:{?evllz2 = ...=Zk=0}
VI est un domaine borné, strictement convexe de C" a frontiére C?,
\"%

,=1{Z€V,lz,,, =0} et V sont des variétés linéaires complexes
transverses de V, de codimensions respectives 1 et k — 1.

~

Posant f(Z)=f(z) si Z €V, nous définissons sur V
une fonction holomorphe appartenant a L? (Tik_z) ou

Tik_z = (— ’;')k—2 )\V .

La fonction ? admet donc par hypothése de récurrence une exten-
sion G appartenantda HP(V,).

D’autre part, la mesure d’intégration sur V, étant de Carleson
dans V‘ (lemme 1.1), nous déduisons du théoréme de Carleson [11]
que la fonction g, holomorphe sur V,, définie pour z €V, par
g(z) = G(z,0), appartient & LP(V,); g admet donc une extension
F €H?(D) (proposition 2.1., cas k= 1); F est I’extension de f
cherchée. a]

B — Extension dans des “‘espaces de Hardy a poids”

Nous aurons besoin par la suite du résultat suivant :

ProrosiTION 2.2. — Soient D ={z€D'|r(z)<0}CccD'ccC"
un domaine strictement convexe a frontiére C?,

V={Z€D|zl=...=zk=0}

une variété linéaire complexe; on pose v(z) =z, ...z,  avec

1
k<i, <---<i,<n etonsupposeque : "
VZEVNAD:dr(z) ndz, a...Adzy ndz A...ndz;, #0 ().

Alors, une fonction f holomorphe sur V admet une extension
F holomorphe dans D telle que vF €HP(D) si et seulement si
vf €ELP(u,_,). Le procédé d’extension fournit un opérateur linéaire
J d’extension tel que

103 (o) < ClOSNpy, o A<P <+ o).

HP(D) LP(ug
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La condition nécessaire résulte du théoréme de Carleson et du
lemme 1.1. La méthode d’extension est identique a celle donnée dans
la partie A ; aussi indiquons-nous seulement les lemmes d’estimation
de mesures relatifs 4 la codimension k = 1; ces lemmes, joints 4 la
proposition 1.3.2, permettront de donner de I’équation 5bg = w (w
défini par ¢2.1.)) une solution telle que z,vg € L?(3D).

LEMME 2.3. — Soit o une mesure de Carleson dans D, portée
par V, ou V est une variété linéaire complexe transverse de D, de
codimension k., toute fonction h holomorphe sur V appartenant
a LP(u,_,) estdans L1P(0) et vérifie :

Ilhlle(a) <C, llhIILp(“k_l) .
Soit V={Z = (Zgs1>-+-32psZns1s-+-s2Zp45) EC"|
k
r0,...,0,2;4y,.-.,2,) + X z,,,1* <0}

/=1
V est un domaine borné strictement convexe de C” , a frontiére
C?; comme la mesure d’intégration sur le bord de V est équivalente

a (-n! Ay ® dS, ol dS, estla mesure normalisée sur la sphére

k
d’équation Y |Zn+i'2 =-r0,...,0,2;44,...,2,) la fonction

j=1
h peut étre éonsidérée comme une fonction de H? (V) , indépendante
des k derniéres coordonnées. Le lemme se déduira alors du théoréme
de Carleson si nous vérifions que o est de Carleson dans V. ~Soit
X = (XgygseeosXpsXpagserosXnar) = (X X015 eesXps) EOV et
t>0; o étant portée par V, nous nous ramenons au cas ou
x=(x',0,...,00€aDNV; nous pouvons supposer, V étant
transverse 4 0D, que le plan tangent complexe 4 aD en (0,...,0,x")
est d’équation z,,, = 0; le plan tangent complexe a aV en
(x',0,...,0) sera également d’équation z,,, =0. Notant
A‘~,((x' ,0),t) la pseudo-boule de centre x de rayon ¢ dans Y
nous aurons : AV((x', 0),1)NV=AL((0,x"),t) NV, (en ce sens
qu’il existe des constantes positives C;, et C, telles que I’on ait pour
x€0D et 0<t<t,:

Ag((x',0),Ci1) NV CAL(0,x"), 1) NV CAL((x",0),C, )N V).

La mesure o, de Carleson dans D, sera donc de Carleson dans V.
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DEFINITIONS. — Supposons V de codimension k = 1. Pour tout
multi-indice o nous posons z,) =1 si ||l =0, z,y = Zay - - Zg si
a=(a,...,0)

Ty = (- r)lal/2 lZ(a)l_l )\V
vy = (=02 z 17! lzyz; ooz 1]

v, = (— r)l2=12 !z(m)l'1 |z .z,-mllgr AW

il..

ou w estdéfinipar (2.1), k<i, <---<i,<n.

LeMME 2.4. — Sous les hypothéses de la proposition 2.2., avec
k=1, soit a un multiF-indice, « C (iy,...,i,), lal=0; f holo-
morphe sur V avec vf € LP(V)

a) la mesure 7, estde Carlesondans D et vf € L? (1)
1
b) les mesures v, et v, sontdans la classe W' 7 (D).

a)Soit x€ADNV et 0<¢t<t,, t, arbitrairement petit;
nous pouvons supposer, grice 4 la condition (i), que le plan tangent
complexe @ 9D en x est d’équation z, =0; si a=(2,...,))
par exemple, nous obtenons en intégrant en polaires pour chaque
coordonnée :

o (AGx, ) = 0 £ [ Prer- - Ppdpy ... dp,
0<pi<Atsii#n =O(1)tn

d’ou 7, est de Carleson dans D (si o = @ cf. lemme 1.1.), par suite
vf €LP(r,) parle lemme 2.3.

b) Si o =@, le résultat découle du lemme 2.2.

Si a+# @, utilisant la définition de v,, v,, (2.1) et le lemme
2.1., nous sommes ramenés & montrer que la mesure v, suivante est

1-1
dans W P(D):
Ve = (—r@)' " |z 7 12,172 10(2) £(0, 201 1,

vy = |v(2) £(0,2)1Y,.
Pour A(x,t) pseudo-boule de centre x € 0D, nous avons en
utilisant (2.2) etle lemme 2.42) :

Y, (A(x, ) = O(1) (—r@0,2)*72 2L |7 ax(z")

VNA(x,t)
x [Li1z,7 d\(z,)
= 0(1) 74 (Ax, 1)) = O(s™) .

Y_, est donc de Carleson dans D.

43
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D’autre part, par un calcul analogue, nous avons d’aprés le
lemme 2.3 :

f lv(2) £(0,2")|? dY, = O(1) f lvfIP dr, = O().
D

v

v, est donc dans la classe W!'™'? (D) d’aprés (0.7), ce qui achéve

la preuve du lemme.

3. Condition suffisante du théoréme 0.1 .

_ DEFINITION 3.1. — Un recouvrement ouvert U = (U)o, de
D estditde type F si:

(1) U; N D est strictement pseudo-convexe d frontiére C* .
" (2)si U,N3aDNV' =@ alors NV =0¢ ou UNJD = .

(3)si yyNnabn V'# @, il existe sur Gi un changement de varia-

bles de classe C*, &(z)= (wy,...,w,) avec:

w,=u(z), j=1,...,k , & biholomorphe sur U,ND ,

®(U; N D) = {w|R(w) < 0} strictement convexe a frontiére C? avec

dR(W) Adw, ... ndw, #0, VwEPWU,ND).

(4) i€l et €>0 tels que Uy =D, et D—D, CC U U,

ot I, = {iE1|U;N 3D #¢} . 0
On note

T'= {z€D'|0r(z) A du,(2) A ...Aauk(z)#:O}] 3.1

T=(T'nN D)UD,, ou ¢, esttelque VCT.

Sous les hypothéses du théoréme 0.1, soit f holomorphe sur
V, avec f€LP(u,_,). Considérons un recouvrement U de type
$de D , supposé fini par compacité ; I’existence d’un tel recouvre-
ment est assuré par le lemme 11 de [9]).

U= (Ui, oa(Uy =D, ,u,NdDNV'#Psi 1<i<m,
UNoaD#detUNDET si i>m,.

~
Posons f; =0, si i >m, :



EXTENSION DANS DES CLASSES DE HARDY 87

fo = E(f) sur Uy, ou E est’opérateur d’extension linéaire
de Cartan Bungart de H™ (VN D, o2) dans o(D, /2) [4].

f =E,(f) sur UND(1<i<m,), ou E; est opérateur
d’extension lmeau‘e borné de ©(u,ND)N Lp(#k_x ,U;N D) dans
HP(U,N D) donné par la proposition 2.1 (U;ND jouant le role
de D dans la définition (0.1)).

L’objet du paragraphe est larésolution de cocycle ¢ = ( )?; — Z )i
sous la forme ¢ = 8b ou b = (b¥),c; avec b holomorphe sur
U,ND, nulle sur VNU,, b =4+ G ot G est de classe
C= dans D, admet une valeur au bord au sens de Stokes (cf 1.3.4.) g
dans L? (aD) et

1p
max { su la®|? d s
ax (sup fweml P do, ) +liglip ey <cste 1 fllLp -

La fonction F =f:-— b sur U,ND, holomorphe sur D,
a valeur au bord au sens de Stokes dans L?(dD) est alors I’extension
de f cherchée.

A — Complexe de Koszul avec estimations ‘de type Hardy”
Soient A = {zE€ A'|R(z) < 0}CC A'C C" un domaine stricte-
convexe 4 frontiére C>,X = {z€A|z, =... =2, =0}.

On note ©(A) l’anneau des fonctions holomorphes dans A;
= (O(A))* est un ©O(A)module libre de base {eg, ..., el}.

Pourj=1,..., k, les éléments e,»l Ao neg (oul<j <---<i;<Kk)
forment une base du produit extérieur A L on notera e, =e;; A...Ae;
pour tout multi-indice o= (i;,..., 11) et eg=1.

On définit un opérateur linéaire Y, de AL dans '2'L,(G> 1)
(avec AL = 0(A)), par récurrence de la maniére suivante :
Y, (te,) =2,, 1<Sm<k
Y(e, ne) =Y i—1(ey) A e, + (D" z,e,
si Jal=j—1,j=22;

nous avons, classiquement, Y, _,° Y,. =0, (j=2).
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Pour tout multi-indice a = (i, ..., ij) onnote z .,y = Ziy - - .z,.’.,
avec les conventions z(,, = 0 siles i, ne sont pas distincts deux a

deux, z(a)=1 si |a]l=0.

DEFINITION 3.2. — Un élément f= ), f, e, de AL, (j>0),
vérifie I'estimation 3€° si: lal=j

Va, |al =7, Z(a) faer(A);
f vérifie estimation 96:,, (ou vE€ OA) si:
Va, lal=j, vz, f, EHP(D).

On notealors : || f p = ]3::. Hvz(a) fa IIH,,(A).
z,v ]
Notons  S;(z,,...,2 ;p,v) = (A L,%°%,) le sousgroupe

des éléments de A L vérifiant la condition €2, pour j=1,...,k,
So(zy,...,2; : p,v) lesousgroupe des éléments f de

8y = {f €O0)|flx= 0}
tels que vf € H?(A).

Nous cherchons a résoudre le complexe S(z,,...,z,;p,v)
défini par la suite :

Yi+1 s
0 — S8,(z,,. .,z;p,0)— ...

Yy Yo
—> So(zy, ...,z 50, 0)—>0.

Remarque 3.1. — On définit bien sir d’une maniére analogue,
a coté de S(z,,...,z,;p,v)=8(z,,...,2Z,, 0(QA);p,v) le
complexe S(z,,...,z;, O;p,v) a partir de ’anneau O des germes
de fonctions holomorphes sur A.

Comme les estimations dans S(z,,...,z.;p,v) différent a
chaque étape, nous ne pouvons appliquer directement les résultats
connus d’algébre sur le complexe de Koszul. Nous allons suivre une
démarche classique pour démontrer :

PROPOSITION 3.1. — Soit o un multi-indice (|a| = 0) tel que
l'on ait :

dR(z) adzy A...ndz N0%2,)#0,VZEA (ou

%2y =1 si la| =0, %2y = dz; A...A dz,.j si o= (iy,...,5)).
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a) la suite définissant le complexe S(z,,...,z, 3P 5 2qy) est

exacte.

b) plus précisément si f €8;(z,,...,2; ; P, 2(4)) avec Y;(f)=0,

j=20,0na f=Y,;,,() avec ligll , <cstelfll ,
%2(a)

=% (a)

On raisonne par récurrence sur k; pour k =1 le résultat est im-
médiat ; supposons le démontré pour k — 1 (k = 2) et toutes valeurs

convenables de a. Posons v(z) =z, .

o Montrons tout d’abord la surjectivité de Y, .

Soit f holomorphe dans A, nulle sur X telle que vf € H? (A);
, Z,) holomorphe sur

la fonction f(0,...,0,z,,
Xeoy ={z€AJ1zy =+ =2,_, =0},

nulle pour z, =0 scrit f(0,...,0,z, v Zp) = 2,8 OU g,

est holomorphe sur le strictement convexe X, _,; nous avons d’aprés

le théoréme de Carleson [11] et le lemme 1.1. :
vZ,8 EAP(M_,) OOy _, = (—R)¥7? Ay
admet donc d’aprés la proposition 2.2. une

La fonction g,
extension F, holomorphe dans A telle que vz, F, € H?(4).
La fonction f—z, F, €S,(z,,...,2z,_,;p,v) s’écrit alors
par hypothése de récurrence :
k-l
f—z,F, = )1, z;F;, od vz F,€H?(D)

d’on fE€EIMY,.

e Montrons que KerY]. = Im Yi+1 , j=1,...,k —1(ilest im-
médiat de vérifier que Y, est injectif).
Soit fE€S,(zy,...,z,;p,v) telque Y;(f)=0;

f= 2 fyey+ Z fﬂ’eﬁ/\ek'
Iyl=j 1Bl=j-1
k&y kEB
Considérant  f'= Y f; e; comme un élément de
1Bl=j—1

kB
»Zg_13Ps2,v) tel que Y, (f") = 0, nous pouvons

S. ., (z,,..
j—1 1>
écrire, d’aprés ’hypothése de récurrence, f' = Y,(g') ou
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g= 3 8 6,€8(z;, ..,z 15 D,2,0).

Iyi=j
k&Ey
Posons :
-_— , . .
g§=8 Aekesj+1(zls~'°szk ,p,U),
nous avons :

F=Y@= 2 (f, + (= D"z g))e,
Iyl=j
kegy

f_Yj+1(g)ESi(zlﬁ"-’zk_1 ’p, U);

I’élément f— Yi+ , (g) étant par hypothése de récurrence de la forme
Y. (k) owh €S, ,(z;,...,2,_,;p,v) nousavons f€ ImY,,,
dans S(z,,...,z,;p,v).

La preuve de b) ne présente pas de difficultés.

B — Résultats de cohomologie avec estimations

Reprenons les notations du paragraphe 1.3. Soient «,f deux

multi-indices, « CB,|8/>0,w une (0,q) forme sur un ouvert
QQCD, g=0. Posons :

Ta g,/ (@) = (= NP7 g uch [ wl+ e (=™ [3rawl] 1,
oueq=lsiq>1,eo=0. (3.2)

Rappelons (définition 1.3.1) que pour 1 < p < + oo, w vérifie

wﬁﬁ avec |B| =1, (respectivement Q—J@f‘"ﬁ, avec [B|= 0) si

1
Ta.p ,(w)EW‘_p'(D), pour tout a« C B tel que |a| =1 (respective-

ment |a| = 0); on note alors :

lollgp g = max iz, g, (@)l

lej21

wl—l/p(D)

(et une expression analogue pour %9 ﬁ, g)-

Soit U un recouvrement de D de type & . Nous reprenons les
notations de la partie A.
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C™(U,KerY;,8%), (ot m=>=0,0<j<k) est I'espace des
m-cochaines ¢ sur U a valeurs dans

Sj(ul seesly 3 Oup, l)ﬂKerYj
prés de V ; plus précisément si
$=(Uysorisipey) et U0 =U, NNy,
nous aurons :

.si U2N D n’est pasinclus dans T : ¢ =0,
.sinon ¢®= 3 cf,s) ey satisfait Y;(c() =0 et est tel que:
181=j
ug e €M (U ND), VB, IBI=].

On note alors IICIpr = nslan lu g cf,’) I

(s)
" HP(u® D).

Cc™ (U, Ker Yj, WPY(m = 0,0<j<k) est I'espace des m-cochaines
¢ sur ‘U telles que :

.si UYN D nestpasinclusdans T: ¢®) =0.

.sinon ¢ =Y cl(i’) e satisfait Y;(c*)) = 0 et est tel que :
181=j

cff) est holomorphe sur U ND, vj=0,...,k; VB,I8l =j
c‘(f) vérifie WF . sur u9ND, vi=1; V6,18 =]
¢ =Y, (), ou ) satisfait WP, sij=0.

On note alors :

lell,_p =max 1811, ,sij>1.
Wy s,B 8 ‘wﬂ,ﬁ -
lell,,» = max |p&) , . sij=0.
w? = M by “‘w,,,ﬁ’ j
1Bl=1

THEOREME 3.1. — Sous les hypothéses du théoréme 0.1, soit ¢
une cochaine de C™ (U ,KerY;,87) telle que ¢ =0,(m=>0,
0<j<k). :
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a) Il existe un recouvrement U = (U)),c, de type % de D,
plus fin que U et une cochaine b€ C” ' (W, Ker Y, SR tels que
b =1Tlqq(c), (ou Tlaqy estlarestriction canonique) et :

IIbllw: < cste IICII“:

b)Si m=1,b= ("), estdelaforme : b’ =a’ + G,
ou Gy est de classe C”™ dans D, admet une valeur au bord 8 au
sens de Stokes sur D, avec U &€ L?(0D) et :

max ( sup f lugya® |P d)\)
i€l \e>0 Yop au)
181=j ot

+ “u(p)gg "Lp(aD) < cste “C“EJC,’: .

Le théoréme se prouve par une récurrence sur les m décroissants
suivant un schéma classique (cf. [12] Prop. 7.6.1 et Th. 7.6.10) et
nous renvoyons a [12] pour les étapes “‘algébriques” de la démonstra-
tion ; les résultats d’estimation sont basés sur le corollaire 1.3.1. pour la

partie a), la proposition 1.3.2. pour la partie b), et les trois lemmes
suivants :

LEMME 3.1. — Soit U un recouvrement fini de D, de type 9,
m un réel m =1 il existe un recouvrement W' de D de type 9 ,
plus fin que U tel que pour tous multi-indices B, s(1 < (B| <k,
Is| = m) et toute (0,q) forme w€Cy, (U9N D) (q=1), o-fermée,
vérifiant [’estimation ‘0\95'3, I’équation —3_g = w admette dans
U'® ND une solution gECf;,q_l(U'(S) N D) vérifiant 9%, 5 avec

lgll , <ecstellwll ,
Wi, Wu,p

Soit U’ un recouvrement fini de D, de type %, plus fin que
U tel que pour tout multi-indice s (ls| = m) :

U®nNpc,NDcCU®ND,

on U ccq, ouvert CCUY, Q ND étant strictement pseudo-
convexe 4 frontiére C?.

Si @, ND = {z|R,(z) <0}, on peut supposer, quitte a raf-
finer le recouvrement U que ’on a, lorsque U N 3D # @ :

r<R <0 sur Q,ND
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(3.3)
de, > 0, r(z) = R(2) siz€e, ND et 0<—r(z)<e, .

Nous omettons dans la suite l'indice s pour alléger I’écriture.

Si UNaD=0¢: 0<e,<—r(z) sur © et |wlEVHQ);
I’équation 92 = w admet une solution g €V°(§2) et les mesures
Ta,ﬁyr(w) (définies par (3.2.)) sont bornées dans D, a support
compact, donc dans W'~ (D).

Supposons que U N 3D # @

o Si w satisfait W) ;. les mesures (— R)Y? Tqp.r(w) seront
bornées sur Q, Va Cf; I'équation 0g = w admet une solution g
telle que ‘ra,ﬁ’R(g) €VY(Q), VaCpB (corollaire 1.3.1) et ’on vérifie
sans peine que 7, 5, (8) 1yinp € VO(D).

oo

e Si w satisfait ‘3&9“’5, soit g la solution de dg = w satis-
faisant ‘2&92,3 donnée par le corollaire 1.3.1. Les pseudo-distances de
Koranyi relatives a 2 et D étant (par 3.3) du méme ordre dans un
voisinage de U NDN3D, des calculs analogues a ceux des preuves
du corollaire 1.3.1 et du lemme [.2.3 montrent que les mesures
Ta,p,r(8) Tyrnp sont de Carleson dans D.

e Lecas 1 <p < + oo se déduit des précédents par interpolation.
o

LeEMME 3.2. — Pour tout
a=(ij,...,i;) ou 1<il<...<il.<k,

la mesure (—r)\'®=1 1y
défini par 3.1).

@ I=' 1, est de Carleson dans D (T est

La preuve est analogue a celle du lemme 2.4.

LeMME 3.3. — Soient U un recouvrement fini de IS de type G,
et ¢c€C™(U,KerY,, ¥P), (j= 0);il existe un recouvrement U'
de type 9 plus fin que U, une m-cochaine a sur U' tels que
Moyarc = Y;,,(a), ou a vérifie les estimations 3€} et W7 .

Reprenons les mémes notations que dans la preuve du lemme 3.1.

e On peut supposer que si U NaDNV +# ¢ Iouvert
Q¥ ND satisfait la condition (3) de la définition (3.1.) (cf. [9]
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lemme 11); ¢® s’écrit alors d’aprés la proposition 3.1. sous la forme
¢ =Y;,,(@9) avec ug af EHP(Q,ND) (VB, Bl =j+1).
Si I'on remarque que la mesure w, = (= r)®/)=1ju =" 1pq g,
de Carleson dans D (cf. lemme 3.2.) est aussi de Carleson dans
£ ND, nous déduisons des estimations sur a'® que u al? ELP(w,),
Vo C B d’ou I’estimation ‘Z&‘),f'p d’aprés (0.7).

e Si U® NaD = ¢avec U CT', on peut écrire
c® = YiH(a(,s))

ou af® est holomorphe sur un voisinage de €, ND; les mesures
lu g af,’) [w, (ou a Cp) seront bornées, a support compact dans D.

o Dans tous les autres cas ¢{) = 0 (en supposant U, N 9D #¢
si i ip). a)

4. Applications du théoréme 0.1.

Notons V* I’ensemble des points réguliers de V.

COROLLAIRE 4.1. — Sous les hypothéses du théoréme 0.1, si de
plus D est a frontiere C? et V de classe C™(m =2) jusqu’au
bord, pour toute fonction f de O(V)NLP(u,_,), il existe une
suite (f,) de fonctions de H~ (V) NC™(V*) qui converge vers f
dans LP(p,_,).

Soit f€O(V) NLP(u_,), F une extension de f appartenant
a H?(D), (Th.0.1), (F,), une suite de fonctions holomorphes dans
un voisinage Q de D, qui converge vers F dans H?(D) (voir [16]).
Notant f, la restrictionde F, a QN V', il suffit, pour prouver le
corollaire, de déduire du lemme 1.1. la majoration :

— <cste |F, — F . u]

Rappelons que pour s> —1:u = (—r)'iy et v, = (—rAy.

PROPOSITION 4.2. — Sous les hypothéses du théoréme 0.1, soient
ISp<+o et s>k—1; une fonction f holomorphe sur V
admet une extension F holomorphe dans D appartenanta LP (v

§— k)
si et seulement si f appartientd LP(ug).
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e La condition nécessaire résulte duthéoréme de Carleson lorsque
s est entier et de résultats d’interpolation dans les autres cas.

e Soit fEO(V)NLP(y,), o s>k—1.

Supposons s entier et posons m =s —k + 1; V est un sous-
ensemble analytique transverse, de classe C? jusqu’au bord, de
codimension s + 1 dansle domaine

D, = {Z=(z,24115 s 244m) ED'XC™ I1(2)

X
+ X Iz 1? <0}

i=1
f admet d’aprés le theoreme 0.1 une extension F appartenant a
HP (D ); la restriction de T 4 D est alors une extension holomor-

phe de f appartenant & L°(v,_,) puisque v, _, est de Carleson
dans D,

Ce résultat d’extension se démontre par ailleurs (et pour toutes
valeurs de s> k — 1) en suivant une démarche paralléle i celle des
paragraphes 11.2 et I1.3; supposons D strictement convexe, V
variété linéaire complexe transverse de codimension k =1 dans
D; soit fEO(V)NLP(V); on vérifie aisément que la fonction F
du lemme 2.1 et la fonction z, g, ou g est solution de I’équation
d0g = w donnée par le théoréme .1 (w étant défini par I1(2.1))
appartiennent 4 LP(v,_,); une récurrence simple permet de passer
au cas o V= {z€DJ|z; =...=2z, =0} est transverse dans D
strictement convexe (avec k > 2) : une fonction f de O(V) N L?(u,)
s’étendant tout d’abord en une fonction 7 holomorphe sur
V, = {zEDJz, = 0} telle que fE€LP((—r)P**! \,,) Duis en une
fonction de ©(D) N LP(v,_,). Dans le cas général, les estimations
intervenant dans la résolution du probléme de cohomologie sont
basées sur le théoréme 1.1.a).

Remarque. — On peut déduire du théoréme 0.1 et des résultats
connus d’interpolation sur les espaces HP (D) (1 <p < + o) des
résultats d’interpolation pour les espaces de Bergman relatifs a3 V,
par exemple : sous les hypothéses du théoréme 0.1 :

[OVINLPO (), OV) NP1y _D]g , = OV) N L2 (1 _y)

1 1—6 0
ou 1<py,p, <+o,0<0<1,—=
p

Do D,
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