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CALCUL EXPONENTIEL
DES OPÉRATEURS MICRODIFFÉRENTIELS

D^ORDRE INFINI. 1

par Takashi AOKI

Introduction.

Le but de cet article est de donner la loi exponentielle des symboles des
opérateurs microdifférentiels d'ordre infini, plus précisément des
opérateurs microlocaux holomorphes.

Soit /(x, Ç) une fonction holomorphe définie sur un ouvert conique du
fibre vectoriel cotangent T*X à X, où X est un ouvert de C" muni des
coordonnées x = ( x^ , . . .,x^). On dit que f(x,Sy) est un symbole si
\f(x^)\ exp (—^|Ç|) est borné pour tout h > 0 [5]. Nous dirons que deux
symboles / (x, ^) et g ( x , ^ ) sont équiva len ts si
|/(x, ^)—g(x^)\ x exp (7î[Ç|) est borné pour quelque h > 0. Un
opérateur microlocal holomorphe est une classe d'équivalence des symboles
[2], [15]. On note: f(x^): l'opérateur défini par le symbole /(x,Ç).

Soient exp {p(x^)} et exp {q(x,!y)} deux symboles définis sur un
ouvert de T*X. Nous calculons r(x,^) qui satisfait à la formule suivante.

: exp{p(x,^)} : : exp{<?(x,0} : = : exp{r(x,^)} : .

En outre nous trouverons les lois d'adjoint et de changement de
coordonnées des symboles exponentiels.

Comme applicatfon, nous généraliserons le théorème d'inversibilité des
opérateurs microdifférentiels d'ordre infini qui a été donné dans notre
article précédent [2].

Les résultats principaux de cet article sont annoncés dans [4].
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1. Préliminaires.

A. Soit X une variété analytique complexe, munie du faisceau (9^ des
fonctions holomorphes. On note T*X le fibre vectoriel cotangent à X,
S*X (resp. P*X) le fibre en sphères (resp. le fibre projectif complexe)
associé. Identifions X à la diagonale de X x X et T*X au fibre
conormal à X dans X x X par la première projection. On note ît^xxx
la projection (X x X—X) u T^(X x X) -> X x X le premier espace étant
muni de la topologie de co-éclate [9], [21].

Le faisceau d'anneau <^ sur T*X est défini par

^>R _ ^dimX y < ,ç y /ov Q(0,dimX)
^X "~ ^T^XxX^XIXxX-1 ^Xxx) ^ &2^xX

x ^xx

où a désigne l'application antipodale et ^^x) l'espace des formes

différentielles holomorphes de type (0,dimX) sur X x X [9], [13], [16].
Les sections de <f^ sont appelées opérateurs microlocaux holomorphes [2],
[16].

On hôte 7» (resp. y) la projection T*X — T^X -> S*X
(resp. T*X-T$X-^P*X). Le faisceau <^° des opérateurs microdifféren-
tiels (d'ordre fini ou infini) est défini par

^K^X-Tp^Y-1^
C|TÎX=^ =<^|TpC
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où ^ désigne le faisceau d'anneau sur X (identifié à T^X) des
opérateurs différentiels (d'ordre fini ou infini). Rappelons qu'il existe des
morphismes injectifs naturels

îix1^ -^ ^,

où îix désigne la projection T*X -> X. C'est-à-dire, on peut regarder un
opérateur microdifférentiel, donc un opérateur différentiel, d'ordre fini ou
infini pour un opérateur microlocal holomorphe. Les opérateurs d'ordre
infini sont utilisés dans les études des problèmes variés [12], [19], [20], [2l],
[22].

B. Supposons désormais que X soit un ouvert de C" muni des
coordonnées x = (x^.. .,x^). On dit qu'un ensemble W c= T*X est
conique si cW <= W pour tout c ^ 1, où cW désigne l'ensemble
{(x,cy;(x,yeW}. L'ensemble conique W est appelé compact si
YR(W-T^X) est compact.

Soient x* = (x,l)eT*X, Q un voisinage conique. On note S(Q)
(resp. R(0)) l'espace vectoriel des fonctions holomorphes /(x,Ç) sur Q
satisfaisant à la condition suivante : pour tout compact conique Q' c c Q
et pour tout h > 0, il existe une constante C > 0 telle que

|/(x,0| ^Cexp(/î|Ç|), (x^)eQ'

(resp. pour tout compact conique Q' c c: Q , il existe des constantes
C > 0, h > 0 telles que

|/(x,y[ ^Cexp(-/i|^|),

pour tout (x,y e Q'). La fonction

/(x,QeS(Q) (resp. /(x,yeR(0))

sera dite, pour abréger, à croissance lente ou un symbole (resp. à
décroissance rapide). On peut construire un isomorphisme linéaire

(1.1) Hm S(f2)/R(n) -> ̂  = Hm ̂  (0)
n Q

tel que l'image de x^j par cet isomorphisme soit égale à XjDj, où
Dj = 8 /8x j ( j= l , . . .,n). Nous désignons par :P(x,^): l'image d'une
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(classe d'équivalence de) fonction P(x,^) par l'isomorphisme ci-dessus;
P(x,y est appelée le symbole de l'opérateur : P(x,y:. Pour les définitions
précises nous renvoyons à [2], [15].

Remarque. - Dans [2], :P(x,y: est noté P(x,D^).

Soit m un nombre réel. Un symbole P(x,Ç) défini sur Cl est appelé
d'ordre m (resp.m—0) dans 0 si pour tout compact conique Q.' ce Q,
P^,^).!^!"'" est borné dans 0' (resp. pour tout compact conique
Q ' c c O , POc.^.l^-^O pour |^ | ->oo, (x^)eû').

Si un symbole p(x,^) est d'ordre 1 — 0 , la fonction exp{p(x, ^)} est
à croissance lente, c'est-à-dire, exp{p(x^)} est aussi un symbole.

2. Symboles formels.

A. Nous allons généraliser une définition introduite dans un cas
particulier par L. Boutet de Monvel [5] (cf. aussi [2]).

Soit {P/x,f;)}^N (N= {0,1,2,...}) une suite de symboles définis sur un
voisinage conique Q de x* e T*X. Considérons une série formelle

(2.1) P(t;x^)= f ^.(x,y.
j=o

DÉFINITION 2.1. — On dit que la série formelle P(r;x,Ç) est un symbole
formel si pour tout compact conique Q' c c 0, il existe des constantes R,
A qui satisfont aux conditions suivantes :

a ) 0 < R , 0 < A < 1 .
b) pour tout h > 0, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout

j et pour tout (x,^) e 0', |^| ^ (/+1)R

(2.2) \PjW\ ^CA^"exp(^|).

Remarque. — Un symbole (analytique) formel au sens de [2] ou [5] est
un symbole formel au sens ci-dessus.

Nous noterons S(f2) l'espace des symboles formels définis surt î .
Soient

P(r;x,^) = f ^P,(x,y et Q(î;x,0 = f ^Q,(x,y
j = 0 fc=0
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deux symboles formels définis sur Q. On pose

P(^) + Q(î;x,0 = ^ ^'(P,(x,Ç) + Q,(x,y),
j=o.

P(r;x,Ç).Q(r;x,0 = ÎY E P,M.Q,(̂ ).
^=0 ;+^=^

L'espace S(Q) est alors un anneau commutatif. On peut identifier S(Q) et
un sous-anneau de S(0) défini par

{P(r;x,0 e §(0); P,(x,0 = 0 pour;^ 1} .

DÉFINITION 2.2. — Nous dirons qu'un symbole formel

P(r;x,^) = ^ ^.(x,0
j=o

défini sur Q é?sî équivalent à 0 et nous noterons P(r;x,Ç) - 0 si pour tout
compact conique Q' c c: D, U existe des constantes R, A qui satisfont aux
conditions suivantes :

a ) 0 < R , 0 < A < 1 .
b) pour tout h > Q, il existe une constante C > 0 telle que, pour tout

m = 1, 2, . . . et pour tout (x,Ç) e Q', [Ç| ^ mR

(2.3) m^ P,(x,Ç) ^CA-exp^l).
j=o

Nous désignerons par R(Q) l'espace des symboles définis sur Q qui
sont équivalents à 0.

La proposition suivante est fondamentale pour nos études.

PROPOSITION 2.3 (Cf. L.Boutet de Monvel [5]). -Soit P(x,Ç) un
symbole défini sur Q. Alors P(x,^) - 0 si et seulement si P(x,E,) e R(0).

C'est-à-dire, S(0) n R(Q) est égal à R(Q). On a donc un morphisme
injectif S(Q)/R(Q) -. §(Q)/R(Q). D'autre part, on a le théorème suivant
[2],[5].

00

THÉORÈME 2.4. - Soit P(î;x,Ç) = ^ ^P/x^) MH symbole formel défini
j=o

sur Q. // ^xf5^ ûtors un symbole P(x,Ç) rri ga^ P(x,Ç) - P(r;x,Ç).
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On a donc un isomorphisme

limS(Q)/R(Q) -> lim S(0)/R(Q).

D'après (1.1), on obtient un isomorphisme linéaire

limS(Q)/R(Q) -^ ̂

tel que l'image de Xjîyj par cet isomorphisme soit égale à XjDj
(j= 1,... ,n). Nous noterons

:P(î;x,Q: = : ^ ^P/x^):
J=0

oo

ou, pour abréger, : ̂  P/x,Ç): l'image d'un symbole formel
j-o

P(r;x,y = f ^P/x,Ç)
J=0

par l'isomorphisme ci-dessus. Les propositions suivantes sont bien connues
[2], [5], [18].

PROPOSITION 2.5 (Composition). - Soient P(r;x,Ç) et Q(î;x,y deux
symboles formels définis sur 0. Posons

W(r;x,y = exp(r^.^)P(r;x,yQ(r;^,r|)|^,^^.

^tors W(î;x,y ^sî un symbole formel défini sur Q tëf ^M^

:P(r;x,y: :Q(î;x,Ç): = :WO;x,^):.

PROPOSITION 2.6 (Adjoint). - Soit P(t;x,Ç) un symbole formel défini sur
Q. Définissons une série formelle par

Q(r;x,Ç) = exp(-t^.^)P(r;x,r|)|^_^.

La sérï'^ Q(r;x,Ç) ^5r alors un symbole formel défini sur Çî" satisfaisant à

(:P(^):)*=:Q(r;^);,

où le premier membre désigne l'adjoint de :P(î;x,^):.
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PROPOSITION 2.7 (Changement de coordonnées). - Soient

x =(xi , . . . ,x ,) et ^=(^1, . . . ,^)

deux systèmes des coordonnées, P(r;x,Ç) un symbole formel défini sur
Q c: T*X par le premier système des coordonnées. On pose

P(r;x,r|) = exp^a^^P^^^'+^M^^ri)!^\x =x
^'-0i;'-

avec y = y ( x ) et M(x\x) est la matrice définie par

y(x) - y ( x ' ) = M(x,x').(x-x').

La série F(î;.y,r|) est alors un symbole formel défini sur Q. par le dernier
système des coordonnées satisfaisant à

:P(r;x,Ç): =:P(^,n):,

ou le second membre désigne l'opérateur correspondant au symbole formel
P(r;x,r|) par le dernier système des coordonnées.

00

B. Soit p(t,x^) = ^ ^p/x,0 un symbole formel défini surQ. On
j=o

dit que le symbole p(t\xQ est d'ordre 1 - 0 si pour tout compact
conique Q' c c Q , il existe des constantes R, A satisfaisant aux
conditions suivantes :

a ) 0 < R , 0 < A < 1 .

b) pour tout h > 0, il existe une constante H > 0 telle que

(2-4) \PjW\ ^ A^IÇI + H)

pour (x^eO', |̂ | ^ Q'+1)R;7 = 0, 1, 2, . . . .

PROPOSITION 2.9. - Supposons que p(t;x^) soit un symbole formel
d'ordre 1 -0 . La série formelle exp{p(r;x,Ç)} est alors un symbole formel.
De plus, si p(t;x^) - 0, on obtient exp{p(r;x,Ç)} - 1.

Démonstration. — Remarquons d'abord que

exp{p(r;x.Ç)} = ^ .̂(x,Ç)
j=o
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avec

(2.5) e,W = Z — S P^Y . • • • P^W •
k ^ O ^ - 7 l+ - - -+^

Comme pj(x^) satisfait à (2.4), on a
oo 1 / ; i L _ _ 1 \

1^)1^1:^^ W+HV.
f c = 0 K ! \ K 1 /

II est facile de voir que

y 1 ̂ -^-l. Y__^ ll!__/exp5
^ f e T ^ f e - l / -^^^(^-DîO-^! 5 p

et pour h' > 0, ^ = 0, 1,2, . . .

(^|+H/exp(-h^|) ^ exp(h'H//î).W/î'/ .^!.

On peut en déduire que

|^.(x^)|.exp(-^|) ^ A^(l+^'yexp{h|y+H(l+h7fc)}.

Comme 0 < A < 1, pour tout h' > 0 il existe h > 0 tel que
0 < A(1+W < 1

ce qui prouve la première partie de la proposition.
Démontrons ensuite la dernière partie. Si le symbole formel p(t\xQ

d'ordre 1 -0 est équivalent à 0, on peut supposer que pour tout
t2' c c Q, il existe des constantes R, B satisfaisant aux conditions
suivantes :

a ) 0 < R , 0 < B < 1 .
b) pour tout h > 0, il existe H > 0 telle que

(2.6) \ p,W ^B^I+H)
j=o

pour (x,y e 0', |̂ | ^ mR, m = 1, 2, . . . .
D'après (2.5) on a

m- 1 o o i w - 1

Z e,W - 1 = Z , y S Z P,, • • • • • P,,
j = 0 k = l ' Y • j=0 J \ + - - - + J k = J

oo l f / w - 1 \k (m-l ) fc 1

-E^ , EP. - E E ^ • • • • • p 4 -
k = l / C . ^\j=0 / j=m ;i+ • • • + J k = J J

7l , . . .J^^w-1
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On a donc

m- 1z ^^ e,(x,Ç)-l < Bm(^|+H)exp{(l-A)- l(/l|i;|+H)}
j=o

oo i (m-l)t

+ Z ^ Z Z ^•••^(^i+Hy-.
fc=l /v • j=m ^ + - - - + ^ = j

Comme on a

oo i (w-l)k

Z .T Z Z A^-^I^I+H^
fc= l /v • j-m j ^ + . . . + j ^ = j

oo 1 /w-l \k

^ A - ^ . ^ A^- (fcIfel+H^
f c = i k • \j=o /

il vient

m-l

^ ^,(x^)-l ^(Am+BW)exp{2(l-A)- l(/^ |^ |+H)}
j'-o

pour m = 1, 2, . . . . Ceci achève la démonstration de la proposition.
r oo -)

D'après la proposition 2.9, : exp ̂  ^p/x,^) ^ : est un opérateur dans
u=o J

00

^x si Z ^/x^) est un symbole formel d'ordre 1 - 0. Nous lej=o
r co -)

noterons parfois, pour abréger, : exp^ ^ p/x,Ç)^:.
u=o J

3. Énoncé des théorèmes.

A. Composition. Soient p(x,Ç) et q(x^) deux symboles définis sur un
ouvert conique 0 Œ T*X. On définit la suite {w,}^ de symboles définis
sur Q x Q par

Wo(^J^Tl) = P(x,^) + q(y^)
(3.1) , 1 J

H^ i = .—. (^. ̂ w, + ^ ô^ • ̂ ^--fc), 7 e N
J • 1 f c=0

et la suite {r ,}^eN par

(3.2) r,(x,0 = r,(x,Ç;p,^) = w,(x,x,^,0, j 6 N.
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On obtient le théorème suivant :

THÉORÈME 3.1. — Supposons que p(x,^) et q(x,^) soient d'ordre
00

1 — 0 . La série formelle ^ ^(x,^) défini par (3.2) est alors un symbole
j=o

formel d'ordre 1 — 0 satisfaisant à la loi exponentielle de la façon suivante :
c oo -)

(3.3) : exp [p(x^)} : : exp {q(x,Ï,)} : = : exp^ ^ r/x,Q > :.
U=o }

Si p(x^) et q(x^) sont d'ordre < 1, on a :

THÉORÈME 3.2. — Soit p un nombre réel tel que 0 ^ p < 1 . Supposons
que p(x,y et q(xQ soient d'ordre p. Le symbole r^xQ défini par (3.2)
est ators d'ordre (/+l)p—7; par sute i? existe un symbole formel

00

^ ^L^x,^) d'ordre négatif satisfaisant à
k=0

(3.4) :exp{p(x^)}::exp{^(x,y}:
r N 1 f °° )

=:exp^ r,(x^)Ul+ ^ L,(x^\'.
0-0 J l fc=0 J

^t la condition suivante : pour tout Q' <= c fî il existe des constantes
R > 0 , C > 0 , A > 0 telles que, pour (x^)eti', |^|^(k4-l)R,
k=0,l,2, ...,

(3.5) 14(x,0| ^ CA^!1-^^!-^-^1-^

où N sofr ?e p?M5 grand entier tel que ( N + l ) p — N > 0 et

X = (N+l)-(N+2)p > 0.

Le théorème 3.2 dit que le symbole de l'opérateur : ̂  : : e^ :, qui est un
f N 1opérateur d'ordre infini, est factorisé par exp< ^ ^•(^,0^ et que le
u=o J

quotient est un symbole formel d'ordre 0, de partie principale 1.

B. Adjoint. Soit p(x,^) un symbole défini sur Q. Définissons alors la
suite {Vj}jç^ de symboles définis sur Q par

^o(^n) = p(-^n)
^•+1 == --T.(sr^'S^^ ^ <9^.^,_fc), j e N

7+ 1 \ k = 0 /
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et de la suite {p,*}^ par

(3-7) PT(^)=t;,(x,-Ç).

On obtient les théorèmes suivants :

THÉORÈME 3.3. - Supposons que p(x,Ç) soit d'ordre 1 -0 . La série
00

formelle ^ ^*(x,0 est un symbole formel d'ordre 1 - 0 défini sur Çî0

j=o
satisfaisant à

(3.8) (: exp {p(x^)} :)* = : exp{ ̂  ^(x,Ç)l :
U=o J

OM le premier membre désigne l'adjoint de :exp{p(x,Ç)} :.

THÉORÈME 3.4. - 57 p(x,Ç) 6?5r un symbole d'ordre p < 1, fe symbole
pf(x^) défini par (3.7) est d'ordre (/+ l)p-/. // é?xf.s^ par conséquent un

00

symbole formel ^ ^P?(x,Ç) d'ordre négatif défini sur 0° satisfaisant à
k=0

(3.9) (:exp{p(x,Ç)}:)* = :exp{f; ^(x,Ç)Ul+ f P?(x,Ç)l:
U-o J C f c=o J

^ ^ condition suivante: pour tout Q' ce 0°, ff existe des constantes
positives R , C, A telles que, pour (x,^) e Î2', | ^ | ^ ( f e + l ) R
f e = 0 , l , 2 , . . .

(3.10) |P?(^)1 ^ CA^!1-^!-^1-?)

ori N 50î'r fo plus grand entier tel que (N-hl)p - N ^ 0 et

À, = (N+l)-(N+2)p > 0.
C. Changement de coordonnées. Soient

^ =(^i, . . . ,^) et ^=(^, . . . ,^)

deux systèmes des coordonnées de X, p(x,0 un symbole défini sur
Q c: T*X par le premier système des coordonnées. On définit la suite
{^}jeN (ie symboles par

luo(x^^^) = p^'+^MOc^Ti)
(3.11) i / j \

u j + 1 = 7TT ^" ̂ 'MJ + ^ ^uk ' ̂ '^^ î ^ e N
v ^ " Y k=0 /
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et la suite {pj},^ P^

(3.12) p,(^,r|) = M,(X,X,O,T|), 7 e N

avec y = y(x) et M(x,x') est la matrice définie par

yW - yW = MOc.ooc-x').
Avec ces notations, on a :

THÉORÈME 3.5. — Si p(x^) est d'ordre 1 — 0 , la série formelle
00

Z ^P/CV^) ^sr un symbole formel d'ordre 1 — 0 défini sur Q par ^
j = o
dernier système des coordonnées satisfaisant à

(3.13) : exp {pW} : = : exp{ f; p,(y^\ :
U=o J

où le second membre désigne l'opérateur correspondant au symbole formel
f œ - }^P) Z ^PjCv^f P^ Ie dernier système des coordonnées.
u=o J

THÉORÈME 3.6. — Supposons que p(x,Sy) soit d'ordre p < 1. Le
symbole pj(y,r{) est alors d'ordre 0+OP ~ J ' ^ existe donc un symbole

00

formel ^ t^^y^r}) d'ordre négatif satisfaisant à
k=0

(3.14) :exp{p(x,^}: = :exp{^ p^,r|)l.{l + S P^ri)}:
U=0 J t k=0 J

^t (a condition suivante : pour tout Q' c: c Q, il existe des constantes
positives R, C, A telles que, pour (^,r|)GÎÏ, |r|| ^ (fe-(- 1)R, k e N

(3.15) |PkGvn)l ^ CA^!1-'5!^!-^-^1-^
ou N soit le plus grand entier tel que (N+l)p — N ^ 0 et

), = (N+l) - (N+2)p > 0.

Le théorème 3.6 dit que la partie principale du logarithme d'un symbole
ne dépend pas du choix des coordonnées locales si le symbole est de
croissance < 1.
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4. Application : Inversibilité.

Soient p un nombre réel tel que 0 ^ p < 1, P(x,y un symbole défini
sur un ouvert conique 0 c T*X. On dit que P(x,Ç) est un symbole de
croissance p si pour tout compact conique Q' c= c û, il existe des
constantes positives h, C telles que, pour (x,y e Q'

[P^I^CexpW).

Un opérateur microlocal holomorphe P est appelé de croissance p si son
symbole P(x,îy) est de croissance p.

THÉORÈME 4.1. — Soit P(x,^) un symbole de croissance p défini sur un
voisinage f2 de x* dans T*X. Supposons que l/P(x,Q soit aussi un
symbole de croissance p sur t2. L'opérateur : P(x,y : est alors inversible
dans ^R., et son inverse est de croissance p.

Démonstration. — Posons p(x,Ç) = log P(x^). Alors p(x,Ç) est un
symbole d'ordre p défini sur Q. Nous allons appliquer le Théorème 3.2.

f °° . 1
Définissons la suite ^ ^ ^^r de symboles formels et la suite

0=1 J f c = l , 2 , . . .
[u^k^M de symboles par récurrence sur l'entier k: on pose pour
7=0,1,2, . . .

^(x,0=^;p,-p)

où r, est défini par (3.2). Le symbole «^(x,^) est alors d'ordre
00

( /+l)p -j. De plus, on a u^^x^) = 0. On en déduit que ^ ^^(jc,^)
j'=i

est un symbole formel d'ordre 2p — 1. D'après le théorème 2.4 il existe
un symbole u^Çx,!,) d'ordre 2p — 1 tel que

^(x,y - f; t^ÇxQ
j=^

et donc

:exp{p(x,y}::exp{-p(x,0}: = lexp^^)} :.

Supposons que u^ soit défini. On pose, pour ; = 0, 1, 2, . . .

^+l)(Jc,y=r/^;M<k),-^).
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On a alors u^^Çx^) = 0. D'après le théorème 2.4, il existe un symbole
i^^Oc^) tel que

^^w;)- z ̂ r^^)
7=1

et donc
:exp{uW(x,y}: :exp{-^(;c,0}: = lexp^^^x,^)} :.

On voit facilement que ^(x,^) est un symbole d'ordre 2^ — (f— 1).
Comme p > 1, il existe le plus grand entier m tel que
2^p - (2^-1) ^ 0. On obtient alors

^xpu^^: = :expp: :exp(-p): :exp(-M( l )):.. .'.expÇ-u^):.

Comme ^^(x,^) est d'ordre négatif, on peut construire l'inverse
(:exp{u(m+l)(x^)} :)-1 de l'opérateur :exp{u(m+l)(x^)} : (cf. [2],
Th. 3.1.1). On est alors en mesure de construire un inverse à droite de
l'opérateur P = :P(x,Ç): = :exp{p(x,Q} :. Nous définissons l'opérateur
Q de croissance p par

Q^exp^p^exp^M^): . . . :exp(-u(m)):(•.expu(m+l):)~l.

Il est facile de voir que PQ = 1, c'est-à-dire Q est l'inverse à droite
de P. Par la même méthode on peut construire un inverse à gauche.
L'existence d'un inverse à droite et d'un inverse à gauche implique
l'existence d'un inverse. Ceci achève la démonstration du théorème 4.1 qui
généralise un résultat de [2] (cf. aussi [5], [6], [17]).

Remarque. — D'après le théorème 3.6, l'hypothèse du théorème 4.1 ne
dépend pas du choix des coordonnées locales.

5. Démonstration des théorèmes.

Démontrons d'abord les théorèmes 3.1 et 3.2. D'après la
proposition 2.5, l'opérateur :expp::exp^: s'écrit sous la forme

(5.1) :exp{p(x,0}: :exp{^(^)}:
= : exp(r ̂ . 8y) exp {p(x^} + <?Cv,r|)}lj;^ :.

Posons '

(5.2) n = exp(t 8^.8y) exp{p(x,^) + ,̂T|)} .
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On voit facilement que n est une unique solution formelle de l'équation
différentielle

fa,n =^.a,n
(5.3) (n|^o =exp{p(x,y+^,n)}-

Nous supposerons que n s'écrive sous la forme

(5.4) n = e x p { ^ ^W,(X,^,T|)I.
U=o J

L'équation différentielle (5.3) est alors équivalente à la formule récurrente
(3.1) : pour 7"eN

Wo(xj^,r|) = P(^)+<?(^îl)
1 / J \

w,^ = — , ^ . ^ . + ^ a^.^w,_J.
7+ 1 \ k = 0 /

Comme on a (5.1) et ry(x,Ç) = w/x,x,^,0» on obtient que
r oo -j

:exp{p(x,0}: :exp{^(x,^)}: = :exp^ ^ r/x,0^:.
U-o J

f 00 • ]On sait que exp^ ^ ^•(x,^)^ est un symbole formel. Mais il n'est pas
u=o J

00

clair que ^ ^-(x,^) est aussi un symbole formel. Afin de montrer que
j=o

00

^ ^^-(x,^) est un symbole formel, nous utiliserons le lemme suivant.
7=0

LEMME 5.1. — II existe une constante c > 0 telle que
1 V — I J — V + ^ + l(5.5) — — E S (fe+iy^-'o'-fc+iy^'^'^o^y-^2

J + 1 p=o j k = n

pm^r 7 = 1,2,3, . . . ; v = 1,2, .. . ,7.

Démonstration. — 1) Lorsque v ^7 — 2, on décompose le premier
membre de (5.5) de la manière suivante :

1 V — 1 J ~ V + p + 1

—, Z Z (fe+l)<i---2o•-fc+l) j-k-v+( l - l
7 + 1 p=o »=ti *

=—- Jf l vS(^+''+l/-2o•-^l-^+ly -v- l - '
7 + 1 /=o M = O

= L1 + L2 + L3
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avec

L1 = ——— Z E1 a(^j,v)
] + 1 ^=0 H = O

i j ' - v - lv - lL2 = ̂ r, Z S a(̂ ;;,v)
7 1 1 ^=2 H=O

i j - v + l v - 1

L3 = ——— E S a{W,v)
J r 1 ^=;-v H=O

où a(^uj,v) = (^l+^+0<f-20'-^t-^+ly-v~ l~'. Oi1 a alors

Ll ^ -1T{0'+1)J~V-1 Ï (^i+l)-2+^v-l S1 (^t+2)-ll•
7 + 1 l n=o n=o J

V - 1 V- l

Comme ^ (n+l)"2 et j~1 ^ (^+2)- l sont bornés, il existe une
p=0 H=0

constante Co > 0 telle que

L1 ^ CoO^)^-2.

Ainsi, on voit que
L3 ^coO^y--2.

De plus, comme (p+^+l/~ 2 ^ O'-1/"2 et comme

a-^+iy-'-1-^ a-iy-'-1-',
on obtient

L2 ^ - la-ly - v - 3•0'-v+2).v.
7 + 1

D'où il existe une constante c^ > 0 telle que

L2 ^ clO^y--2

ce qui permet de conclure le lemme dans ce cas.

2) Lorsque v = j — 1, la série du premier membre de (5.5) s'écrit

—iÏ^^^-^-^-^^
J -r 1 ^o H=Q

= —{Ï^+i)"2 + Ï (H+^a-H)-1 + z2 0-n-i)-2}-
7+1 [p=o »i=o ti=o J
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J-2 J-2 j - 2

Comme ^ (n+1)-2, ^ (^r^-n)-1 et ^ (j-n-i)-2 sont
^=0 H=O p=o

bornés, on peut en déduire qu'il existe une constante c^ > 0 telle que

.—— Z E Oi+^ir-^-U-^+l)-^ ^ 0,04-2)-1

7 "T 1 j=o n=o

ce qui permet de conclure également dans ce cas. Par la même méthode, on
peut démontrer le lemme lorsque v = j.

Maintenant nous définissons la suite {w^} (v</eN) par

w^ = Wo(x,y,Ç,r|) = p(x^) + ^(x,r|)
/c ^ 1 / v - 1 J - V + H + I \^6) <^=.—.^.^'+i: s ^r.^^-1»)

^ • 1 \ H=0 k=n /

où w^ = 0 pour v > j et w^ == 0 pour j > 0.
J j

II est facile de voir que Wj = ^ w^ et donc .̂ = ^ ^v) où

r^(x,y = v^Oc,^). On pose

À = Â(^,r|) = sup{|p(x,0|+|^(};,r|)|;x^e7i(Q)}
A = A(0 = Â(^,Ç),

où 7i : T*X -> X. On peut supposer que

lim Âfê,r|)/(|^+|r||)=0
l^hl-^oo

si (x,0, (^,r|)eQ pour tout x,^e7c(Q). Avec ces notations, on a la
proposition suivante :

PROPOSITION 5.2. — II existe une constante positive B telle que pour tout
compact conique f2' c c Q, pour (x,} ,̂r|) e Q7 x Q', 7=0, 1, 2, . . . ;
v=0, l , . . . , j

(5.7) ^(xj^ji)! ^ B^+lV'^'e-^Â^1^-7

et pour (x,Q e îî', j = 0, 1, 2, ... ; v = 0, 1, .. .J

(5.8) Î Oc.OI ^ B^/+ly-v-3£-^AV+l|i;p
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où e = dist (Î2', 8SÏ) désigne la distance de YR^') à ^(O), y^ étant la
projection T*X - T^X -^ S*X.

Démonstration. — Par récurrence sur l'entier 7. La proposition est
claire dans le cas 7 = 0 . Supposons que cette proposition soit vraie pour
tous k ^ j , v < k et montrons qu'elle est encore vraie pour k = j + 1,
v ^ j -h 1. Nous estimons d'abord les dérivées de w^ pour k ^ 7,
H ^ fc . Choisissons un compact conique ÎT tel que 0' c c: Q" c= c Q,
dist^ôO") = £/(fe+2). On utilise les hypothèses pour Q". Comme
dist (Q",aQ)^ (1-1/(fe+2))e, la formule de Cauchy implique pour
i = 1, . . . , n , (x,Ç)eû'

(5.9) |̂ .<>|

^(fe+2)(£|^|)- lBk(k+l)k-^-3((l-l/(fc+2))e)-2kÂ» i+ l |Ç|-k

^ 2^2Bk(fc+l)k-^ l-2£-2 k- lÀ^ + l |^-k- l

ainsi

(5.10) l^.wh ^ 2^Bk(fc+l)k-^ l-2£-2 k- lÀ^ + l |^ |-k

et

(5.11) l^.^.w^l ^ 4^2Bk(fe4-l)k-^- l£-2 k-2Â ^ + l^|-k- l ,

où e = 2.718 . . . .

Comme r^i(x,Ç) = w^ i (x,x,^,Ç), il suffit de montrer (5.7) pour
j + 1. D'après (5.6) on a

î i ̂ —rfi i^w+ ?' Ï" z i^^ii^H'̂ -1»!},
J " ' 1 ^ ^ ! H = 0 k = n i = l J

d'où, en utilisant (5.9)-(5.11),

|w^J < 4^^BJ£-^-2ÀV+1 |Ç|-^-1^20•+1)J-V-2

^ 4 v - i j - v + n - i '\+-TTZ E (fe+ir^a-k+iy-*-"^-1}.7 ~r 1 ^1=0 f c = n J

Comme on a le lemme 5.1, il vient

K^(X,̂ ,TI)| < 4n(^+^4)B^(/+2y-v-2£-2^-2ÂV+l|Ç|-^- l.

On peut choisir B ^ 4n(^2+c^4) indépendamment de £, j et v, ce qui
achève la démonstration de la proposition 5.2.
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On est alors en mesure de montrer le théorème 3.1. Comme

r,W= t r^(x,Ç),
v=0

on obtient, grâce à la proposition 5.2, pour (x,^) e îî'

(5.12) Ir/x.OI^Be-2^ f (/+ ly-'-^A.I^I-^A.I^I-^^
v=0

d'où, pour (x,Ç)eQ', |Ç| ^ (/+1)R (R est une constante)

(5.13) |r,(x,Ç)| ^ (Be^R-1^ ^ (A.|^|-1 R)\A.
v=0

On peut choisir R assez grande telle que 0 < Bc^R"1 < 1 . De plus,

comme lim A(0.|Ç|-1 = 0 (dansQ), la série ^ (A(0.|^|~1 R^ est
l^l-"oo v=0

bornée pour |Ç| ^ (/+1)R. On a donc l'inégalité suivante: pour tout
compact conique Q ' c c Q , il existe des constantes R, A, Ci telles
que

a) 0 < R, 0 < A < 1, 0 < Ci.
b) pour (x,Q e iï, |̂ | ^ (/+ 1)R, j = 0, 1, 2, . . .

(5.14) Ir/x.OI^C^Afê).

Ceci achève la démonstration du théorème 3.1.

Démontrons alors le théorème 3.2. Dans ce cas, pour tout Q' c c 0,
il existe des constantes positives Ai , R telles que

Afê).|^|-1 < Ai |^|-<1-?) pour Oc.iyeQ', |i;| ^ R.

D'après (5.12), il existe donc des constantes positives €2, A^ telles que
pour Oc.yeO', |Ç |^( /+1)R, 7 = 0 , 1 , 2 , . . .

(5.15) |r,(x,Ç)| < C^AiO'+iy1-^-3!^1-^^).

Ce qui permet de ^conclure la première partie du théorème 3.2.

Définissons un symbole formel Z^L^Ç) par

£ ^k4(x,Ç)=exp{£^^.(^)l-l .
fc=o b=o J
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On a alors comme (2.5)

Lo(x,0 = exp{rN+i(x,0} - 1
00 ^

4(x,y = E .y E y-N^iO^). ... .yN^i(x.Ç), k > o.
(=\^ ' j ^ + . . . + j ^ = k

D'où, d'après (5.15), pour tout n ' c c Q , il existe des constantes
positives C, A telles que

|4(x,0| ^CA^!1-^!-^1-^

pour (x,0e^, | ^ | ^ ( fe+ l )R, /c = 0, 1, 2, . . . .

Il est facile de voir que le symbole formel

Z ,̂(x,y
7=0

est équivalent au symbole formel
N oo

Z rjW + ^ ^^.^(x,y.
7=0 j=0

D'après la proposition 2.9, on peut en déduire que

exp{^ t^W\ - exp{f r,(x,Ç)l{l + f ^(x.Ç)}.
U=0 J 0=0 J C k=0 J

Ceci prouve le théorème 3.2.

Par la même méthode, on obtient les théorèmes 3.3, 3.4, 3.5 et 3.6.

6. Exemples et remarques.

A. Dans le cas n = 1, les premiers cinq termes de {r j (cf.
Théorèmes 3.1 et 3.2; Proposition 5.2) sont

^o = P + ^.
ri = S^p.S^q,
r2=^+r^ ,

r^=\^^

^^I^P.^^+^P)2.^},
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,•3=r(31)+r'32>+r<33>,

r^-^lp.ôïq,

r^ = \ (8lp. SA . 8ïq + 8^p. 8^p. 8^q),

rw =^{8lP-(8.q)3 + (S^.ëïq} + 8^.8^.8^.8^,

r^r^+ry+r^+r^,

r^-^Stp^q,

^} =^{ôtP• (W + W • ̂ } + \ ̂ P • ̂  • ̂  + ̂ . 8lp. S^q)

^} = ̂ {^p•(^)2•^+(^)2(^^)2+(^)2.atp.^}

+ \ {^P • 8lp. (8iq)2 + 8,p. 8^p .8^q.8ïq+ (8^. 8^. 8ïq],

^^^{Stp.^qr+W^q}

+ 1 {^ • 8lP • ̂ q)2. 8lq + (8^p)2. (8^q)2. 8^q

+ W2. Q\p. (8ïq)2 + (3çp)2. 8ip. 8^q. 8lq} .

B. Supposons encore que n = 1. Considérons des opérateurs
microlocaux holomorphes

P = :exp(^): et Q = :exp(-x^):.

C'est-à-dire,

P = Ê -^^k
k=0 K 'et

Q = = Z -(-^(^/D;^.
k=0 / c !

Nous calculons les opérateurs P2 = P.P et P.Q. D'après le
théorème 3.1, on obtient

P2=:exp{2^-^x^(l^!!(-l/^-}:

= :exp{2x^+x(i+/iTT/71r1}:,
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ainsi
P.Q = :exp{x(l+Vl-l/^)-1}:.

Remarquons que :exp(x^/Ç): ne désigne pas l'opérateur

f -(x^D^expCx^:).
f c ^ O ^ '

On voit facilement que

exp(:x^:) = :exp(x^+x/4):.

C. Pour toutes les classes des opérateurs pseudodifférentiels nos
théorèmes 3.1, 3.2, etc. sont vrais si les seconds membres de (3.3), (3.4), etc.
ont des sens. Considérons, par exemple, l'espace des symboles S^(X x R?)
de Hôrmander, où X soit un ouvert de RÎ. Nous supposons 8 < p.
Soient p(x,^) et q{xQ deux symboles e S^(X x R^). Alors le symbole
r/x,Ç) défini par (3.2) appartient à S^'^XxR;?) pour tout j. C'est-

00 f °° 1

à-dire, on peut considérer ^ r/(x,^) et exp^ ^ r/x,^. Donc on a la
j=o 0=o J

formule (3.3) dans l'espace des opérateurs L^(X) (cf. [8]).

De plus, on peut appliquer les théorèmes aux opérateurs non-locaux de
certaines classes. Par exemple, nous considérons un opérateur de la façon
suivante :

(6.1) TA = :exp(Ax.y:

où A = (dij) soit une matrice (a^.e C, 1 ̂ ij^n), Ax.Ç = ^a^x^..
i j

Pourtant la fonction exp(Ax.Ç) n'est pas un symbole généralement, on
peut considérer :exp(Ax.y: comme l'opérateur non-local défini par

(6.2) : exp (Ax. Ç) : /(x) = Z (Axr S^f(x)
a !

=/((A+l)x),

où / soit une fonction holomorphe. Soit B = (fc^.) une matrice
(bij e C, 1 ̂ ij^n). Nous allons calculer l 'opérateur
TATB=:exp(Ax.y: :exp(Bx.^):. En utilisant le théorème 3.1 dans ce cas
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exceptionnellement, on a

:exp(Ax.Ç): :exp(Bx.O; = :exp(A+B+BA)x.Ç):.

Cette formule-ci est vraie car on a d'après (6.2)

: exp(Ax. y : : exp (Bx. Ç) : f(x) = /((B + 1)(A + l)x)
=/(((A+B+BA)+l)x).

Donc un a

(6.3) TAÏB = TA+B+BA-
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