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SUITES SPECTRALES DE SERRE
EN HOMOTOPIE

par A. DIDIERJEAN et A. LEGRAND

Des approches importantes du calcul des groupes d’homotopie
d’espaces fonctionnels, mw,(Hom ((X,x,),(Y,y,)) = [S"X,Y], n>1 ont
été réalisées au moyen de I’homotopie rationnelle [7], ou par I’étude
classique du cas stable, c’est-a-dire des groupes

H"(X,S*Y) = lim [S"**X,S*Y].
—
k
Dans ce dernier cas on dispose de la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch et,
plus généralement, si X est un fibré, de la suite spectrale de Serre
généralisée [3].

Nous montrons ici qu’il existe également une suite spectrale de Serre
dans le cas non stable (théoréme 3.3). Cette construction est faite (§ 1, 2 et
3) a partir de suites spectrales non abéliennes limitées du type de celle
introduite par Federer [S], H. Cartan et W. Shih [2], et des techniques
développées par A. Legrand [9]. Cette suite spectrale redonne la suite
spectrale de Shih[2], et dans le domaine stable les suites spectrales
classiques de Serre et Atiyah-Hirzebruch. En se plagant dans les conditions
ou cette suite spectrale donne une suite exacte de Wang (§ 4), on déduit
quelques exemples de calculs de groupes de L-équivalences [13], de TI',-
structures [6] et de cohomotopie.

Le calcul d’obstructions au lissage topologique de singularités non
isolées étudié par A. Didierjean [4] a en partie motivé cette étude. Ces
obstructions appartenant a des ensembles de L-équivalences du bord d’un
tube, le probléme se raméne au calcul de groupes d’homotopie de certains
espaces fonctionnels.
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1. Suites spectrales non abéliennes limitées.

Ces suites spectrales sont construites pour ’homotopie, elles « sortent »
de la catégorie des groupes abéliens.

Les objets considérés sont des groupes, pas forcément abéliens, et des
ensembles pointés. Une fléche entre deux groupes est un morphisme de
groupes, une fléche d’un groupe dans un ensemble pointé est une opération
de ce groupe sur cet ensemble. Une fléche entre ensembles pointés est une
application respectant le pointage. Lorsqu’un objet est un groupe, on ne
peut également le considérer comme un ensemble.

Une suite de groupes (resp. d’ensembles pointés) est exacte si elle est
exacte dans la catégorie des groupes (resp. dans celle des ensembles
pointés). Une suite G - G’ - E, G, G’ étant des groupes et E un
ensemble pointé est exacte si I'image de G — G’ est égale au sous-groupe
de G’ laissant invariant le point base de E. Une suite G - E — FE',
G étant un groupe, E et E’ des ensembles pointés, est exacte si les
orbites de 'opération de G sur E sont les classes d’équivalences de la
relation définie par E — E’. Par exemple la suite exacte d’homotopie
d’une fibration est exacte jusqu’au bout dans le sens précisé ci-dessus.

Définissons un systéme de données donnant naissance a un type de suite
spectrale qu’on appelera suite spectrale non abélienne limitée. Considérons
pour n <0 et — o0 <p<g< + o des objets H'(p,q). Ces objets
étant des groupes pour n < 0 et des ensembles pointés pour n = 0.
Supposons donnée une fleche H"(p,q) - H"(p',q"), pour tout p' < p,
q < q et une fleche H"(p,q) - H"*'(q,r), appelée bord, chaque fois que
p < q <r. Ces données vérifient :

1) H"(p,q) = H"(p,q) est I'identité et lorsque
(p.9) < (P',9) < (p"4"),
la fleche H"(p",q") - H"(p,q) est le composé

H"(p".q") - H"(p.q) - H"(p,9).
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2) Pour (p,q.r) < (p',q'sr') on a un diagramme commutatif
H'(p,g) —— H""!(qr)

l l

H'(p,q) —— H""'(gr)

3) Pour — 0 < p<q<r< + o on a une longue suite exacte
limitée a droite
H"(¢.r) - H'(p,r) » H'(pg) - H""'(gr) - ...

- H°(p,;r) » H°(p.9).
On définit une filtration des objets H" = H"(—o0,+ o) en posant:
FFH" = Im (H"(p, + 0)»H") = Ker (H"->H"(—c0,p)).

Pour n < OFP*'H" est distingué dans FPH" et on définit pour

p+q<0 le groupe bigradué FPHP*9/FP*'HP*9, On pose pour
p+q<0

EP* = Im (H?*(p.p+1)~H " 4(p—r+1,p+ 1))
et pour p+q=20
EF1 = Im (H°(p,p+1)»H’(p—r+1,p+1)).
Pour p+¢q <0 le bord H*(p—r+1,p+1)-HP " Y (p4+1,p+r+1)
induit un opérateur
dr: E:;,q - Ef+r,q—r+l .

De maniére similaire au cas classique on montre [9]:

THEOREME 1.1. — La famille (E,'d,) définie ci-dessus a partir d'un
systeme de données H"(p,q), n <0, vérifiant les axiomes 1), 2), 3),
détermine une suite spectrale appelee suite spectrale non abélienne et limitée.
Cette suite spectrale commence en

E?? = H?"9(p,p+1) p+4<0.

Les termes EP? sont des groupes pour p + q < 0 et des ensembles
pointés pour p + q = 0. La différentielle d, est l'opérateur bord de la suite
exacte associée par l’axiome 3) au triplet (p,p+1,p+2). Pour p+q < 0
les groupes bigradués EFf et FPHP*9/FP*'HP*9 sont isomorphes.
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Pour une telle suite spectrale non abélienne et limitée, E,,, est
I’homologie de (E,.d,) dans le sens suivant:

Pour p + ¢ < 0, Im(d,) est un sous-groupe distingué de Ker (d,) et
E, ., = Ker(d)/Im(d,).

Pour p + q =0, d,: EF"»"P*r=1 _ EP"P est une opération du groupe
Ep~rn-ptr=l gqur EPTP et EP,? est espace des orbites de cette
opération.

Remarque 1.2. — Les données H"(p,q) et les termes E?? de la suite
spectrale non abélienne limitée du théoréme 1.1 étaient notés
respectivement H_,(p,q) et E»?*1 dans [9], IV, 1. De plus on a choisi ici
n =0 comme indice limite du systtme H"(p,q) parce que cela
correspondait naturellement aux applications en vue. On peut prendre
n’importe quelle autre valeur limite. En particulier on obtient une suite
spectrale limitée en « tronquant » a 'indice n = n, des données H"(p,q)
abéliennes classiques. Les termes d’indice (p,g) des suites classiques et
limitées déduites coincident alors pour p + g < ny — 1.

2. Homotopie de ’espace des sections d’un fibré.

Pour des raisons de fonctorialité on se place dans le cadre simplicial.
Soit Y < E - B un fibré de Kan. On note I'sE I’espace des sections de
ce fibré, espace que l'on suppose non vide. On se fixe une section e:
B> Z. Soit B,,, le p-iéme squelette de B, c’est-a-dire I’ensemble
simplicial engendré par les p-simplexes de B. Désignons par [y B,E,

p < q, lespace des sections de Z au-dessus de B, dont la restriction a

B, coincide avec e. On pose:

H"(p’q) = n—n(FBq,BpE)’ n S 09

H"(p,q) est donc un groupe abélien pour n < — 2. Ilest nul pour g < 0.
11 résulte du lemme suivant que les H"(p,q) font parties d’un systéme de
données vérifiant les axiomes 1), 2), 3).

LEMME 2.1. — Pour p < q <r, on a des fibrations de Kan

=2 5 = o =.
g, B~ Iy, B,~ Feq. B,~
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Démonstration. — Notons E, le sous-espace de E se projetant sur B,

et Hom(X,X') (resp. Hom((X,A),(X’,A"))) les ensembles simpliciaux

associés aux applications simpliciales X — X' (resp. (X,A) - (X,A")). Le
carré fibré ([11], p. 31)

Hom(B,,E,) — Hom(B,E,)
!
Hom(B,,B,) — Hom(Bq’Br)

induit par restriction 4 Hom((B,,B,),(B,,B,)) le carré fibré

Hom((B,,B,),(§,.E;)) —— Hom((B,,B,),(E,,E)))

! !
Hom((B,,B,),(B,,B,)) —— Hom((B,,B,),(B,,B,))

La fibration du lemme est alors la fibration induite sur les fibres au-dessus
de 1g et laq des fibrations verticales de ce deuxiéme carré fibré.

Les autres données du systéme H"(p,q) sont déduites des suites exactes
d’homotopie des fibrations de Kan du lemme 2.1, et la filtration induite sur
,,(I'gZ) est

Frm, ([38) = Ker [r,(I's8) — 7,y E)].

D’aprés le théoréme 1.1, il existe une suite spectrale non abélienne limitée,
(E,,d,) commengant en

Epe = mp-q@s,, 85 P+q<O0.

Le calcul des termes E%? de cette suite spectrale peut se déduire
directement du systéme de données précédent [8]. On préfére utiliser ici la
comparaison avec une autre suite spectrale non abélienne limitée, celle-ci
déduite d’'une décomposition en tour de Postnikov. De maniére précise
notons 29 —» B le g-iéme systéme de Postnikov du fibr¢ E —» B ([11],
p. 34). On pose E7 =B pour g < 0. Fixons un point-base b, e B et
pointons = en e(b,).

Rappelons que E? - EF, p < ¢, est un fibré dont ’homotopie de la
fibre Y? vérifie les relations

n(Yy) =m(Y) pour p<i<g
et (Y] =0 sinon.

On omet d’écrire le point-base dans les groupes d’homotopie.
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On désigne par ZI le fibré image réciproque du fibré 27 — =P par la
section B — ZP induite par e. On définit alors un second systéme de
données en posant pour n < 0:

H"(p, q) = n_,(T'sE)).

Pour p<qg<r, on ala fibration E - Z,— Z2 d’ou un fibré

FBE; - FBE;, b d FBE‘:’.

La longue suite exacte d’homotopie de cette fibratipn détermine toutes les
données du systéme H"(p,q). A ce systéme correspond la filtration de
T, (IZ) :

Ffr,(IsE) = Ker [r,(I's8) — 7, (I's27)].

On remarque que cette filtration F? est différente de la filtration
précédente F?. D’autre part le fibré Z2*! — B est un fibré dont la fibre

est de type K(n,(Y),p) admettant une section et donc on a [12], [1], [9] :
T[,-(FBE;+1) =~ Hp_i(B,np(Y)) s

les groupes de cohomologies étant ici a valeurs dans le systtme de
coefficients locaux défini par ’opération du groupe fondamental de la base
sur les groupes d’homotopie de la fibre. Remarquons que lorsque Y n’est
pas simple cette opération dépend du choix de la section e.

Au systéme H"(p,q) est associée une suite spectrale non abélienne et
limitée commengant en

Ef? = H?*(B,n,(Y)), p+4q<0.

Comme ces suites spectrales sont limitées au degré total n < 0 on peut
appliquer le théoréme IV-2 de [9]. En effet seule la premiére relation du
lemme VI-3 de [9], dont se déduit le théoréme VI-2, est alors utilisée et cette
relation est vérifiée par tout fibré admettant une section.

On en déduit que les deux suites spectrales définies précédemment sont
isomorphes. Plus précisément, pour r >1, on a une famille
d’isomorphismes :

. 2p+q, -
yra. Ep4 , ERpiece

isomorphismes qui commutent avec les différentielles d, et d,.,.
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On a ainsi:

THEOREME 2.2. — Soient Y < E _, B un fibré de Kan et I'yE I'espace
de ses sections suppose non vide et pointé par le choix d’une section e:

B-E.

1) 1l existe une E,-suite spectrale non abélienne et limitée commengant
en

Ef*=H'Bnr_,Y) p+qg<0

(cohomologie a coefficients locaux définis par la section e).

2) Les filtrations définies sur m,,(I'gZ), m < 0, par la décomposition en
squelette de B ou par la décomposition de Postnikov de Z — B donnent des
bigradués isomorphes.

3) Si B est de dimension finie, cette suite spectrale converge vers ces
bigradués.

3. Relation avec le cas stable.

Soient F un espace topologique pointé par un point f, et G un
groupe d’automorphismes de F laissant fixe le point f,. On considére un
fibré localement trivial ¢ : Z - B de fibre F et de groupe structural G
associé 4 un fibré principal P - B. Ce fibré admet ainsi une section
s: B > Z. On identifiera dans la suite B et s(B). Si B est pointé par
by, on pointe ’espace Z par s(b,). Désignons par SF la suspension
réduite de F. Le groupe G opére naturellement sur SF. On note
SsZ — B le fibré localement trivial de fibre SF et de groupe structural G
associé au fibré principal P — B.

ProposITION 3.1. — On a des isomorphismes
(SgZ)/B ~ S(Z/B)

ou S désigne la suspension réduite.

On note [-,-] les classes d’homotopie d’applications pointées.
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De la proposition précédente on déduit que I’espace
Hom ((Z,B),(M,m,)) des applications continues de Z dans un espace
connexe M, envoyant le sous-espace B sur le point base m, de M,
vérifie

CoroLLAIRE 3.2. — m;(Hom((Z,B),(M,m,)) ~ [(S,Z)/B,M].

De fagon naturelle au fibré Z — B on associe le fibré Z — B de fibre
Hom ((F, f,),(M,m)). L’espace des sections I'yZ de ce fibré s’identifie a
I’'espace Hom((Z,B),(M,mg)). Suivant le paragraphe précédent, on
considére la filtration du groupe =, (Hom ((Z,B),(M,m,)) ~ [(S}Z)/B,M]
induite par la décomposition en squelette de B:

F*(((S32)/B.M]) = Ker ([(S;Z)/B.M] — [(S§ Z)/B,.M])

ou S"‘ Z désigne la suspension fibrée de la restriction du fibré Z au-dessus
du p-leme squelette B, de B. Le groupe =,(B,by) opére sur [S"F,M],
on note ¢, cette operatlon Le théoréme 2.1 du paragraphe précédent
nous donne :

THEOREME 3.3 (suite spectrale de Serre en homotopie). — Considérons
@ : Z —» B un fibré localement trivial de fibre F pointée en f, et de groupe
structural G, un groupe d’automorphismes de F laissant invariant le point
fo. On suppose que B et F sont des complexes cellulaires localement
compacts. A ces données on associe, pour tout espace M, une suite spectrale
limitée commengant en

EyP = H;_B(B,[S"’F,M]), a+B<0 a=0.

Lorsque B est de dimension finie, cette suite spectrale converge pour
o+ B < —1 vers le bigradué

F*({(S5*~*Z)/BM])/F**1(((S *~*Z)/B,M])

(p_p désigne le systéme de coefficients locaux définis ci-dessus).

Dans la suite lorsque les hypothéses du théoréme 3.3 sont satisfaites, on
notera

u+B\—l

E3’ = H;_ (B[STPFM) = [(S;° *2)/BM]

une telle suite spectrale.
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Etablissons la relation entre cette suite spectrale et la suite spectrale de
Serre pour la théorie de cohomologie généralisée associée a un Q-
spectre E. Soit (E,),,, un Q-spectre. Pour tout entier N fixé on a:

[(S32)/B.EN] = [S*(Z/B),Ex] = A" "¥(Z/B.E)
ou HAN-¥(,E) désigne la théorie de cohomologie généralisée réduite
associée au spectre E.
En prenant pour espace M = Ey la suite spectrale du théoréme
précédent s’écrit :
a+B<—1

B3 = By (BAM(FE) 25" ANNZBE).

D’autre part, en suivant [8], p. 105, on montre que I’on peut extraire « au-
dessous de N » une suite spectrale limitée d’une suite spectrale classique de
la fagon suivante :

Soit N un entier positif et pour — oo <m< + o0 et
— o < p £ q < + o, supposons donnés des groupes K™(p,q) vérifiant
le systéme d’axiomes habituel qui permet de construire une suite spectrale.
On extrait de ces données une famille H"(p,q) satisfaisant au systéme
d’axiomes d’une suite spectrale limitée en posant pour n < 0

H"(p,q) = KN*"(p.g).

Les termes E?? et dP? de la suite spectrale limitée construite a partir des
H"(p,q) et les termes F?9 et 37¢ de la suite classique construite a partir
des K™(p,q) vérifient pour n < 0

EP4 = Fra+N et dra = §patN,
Dans notre cas en prenant o = p et f =g, on a:
PRroPOSITION 3.4. — Pour tout entier N positif, la suite spectrale limitée

a+p<—

E?p = H;_B(BaHN+B(F’E)) =>| HN‘HH’B(Z/B’E)

coincide avec la suite spectrale « extraite » au-dessous de N de la suite
spectrale de Serre pour la théorie F(-,E) (voir figure 1).
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Bla
0 E?P 9\ Suite spectrale de Serre
}N -
0 0o 0
ExP Suite spectrale limitée
Fig. 1.

Dans le cadre « non B-pointé », on a un équivalent au théoréme 3.3.
Rappelons que Hom(X,M) désigne I'espace des applications continues
non pointées X — M.

ProposITION 3.5. — Soit @: Z — B un fibré localement trivial de
groupe structural G, de fibre F, B et F étant des complexes cellulaires
localement compacts, et soit M un espace pointé. A ces données on associe
une suite spectrale non abélienne limitée

a+p<g—1

E3* = Hy_ (Bn_y(Hom(F,M) "==' n_, y(Hom(ZM)

le point base des groupes d’homotopie étant l'application constante sur le
point base de M.

Cette proposition se déduit du théoréme 3.3 en considérant le fibré
constitué de la réunion disjointe de Z et d’un exemplaire de ’espace B.

Remarque 3.6. — a) En prenant ¢ = 13 dans la proposition 3.5 on
retrouve la suite spectrale de Shih [2] pour les groupes =, (Hom(B,QM)),
c’est-a-dire

a+p<—1

E{? = H'Bn_y(M)) = n_, 4(Hom(B,M)).

De plus par le procédé d’extraction décrit dans la proposition 3.4 on
obtient la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch pour les théories
cohomologiques généralisées.
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b) Pour tout espace pointé (X,x,) on a des isomorphismes
m(Hom(X,M)) ~ [S*X,M] @ m,(M)

(® est un produit semi-direct pour k = 1) qui se déduisent de la suite
exacte d’homotopie de la fibration

Hom((X,x,),(M,m)) - Hom(X,M) - M

qui admet une section naturelle. Si M est l-connexe et si on suppose de
plus que dans la proposition 3.5 le fibré Z — B admet une section, alors la
suite spectrale de cette proposition est somme directe d’une suite spectrale
du type de celle du théoréme 3.3 et d’une suite spectrale de Shih (voir a). Ce
qui donne

H_ (B,[S"PF.M]) ® H;_ (B,n_5(M))

a+p<g—1

= [(5*7*2)/BM] @ n_,_s(Hom(B,M)).

Si I’espace B est une sphére de cohomologie de dimension k et si les
opérations ¢@,, de m,(B) sur [S"F,M] induites par le fibré Z — B sont
triviales, des suites spectrales du théoréme 3.3 et de la proposition 3.5, on
tire les longues suites exactes de Wang suivantes :

ProrosITION 3.7. — Soit @: Z — B un fibré localement trivial de fibre
F pointée en f, et de groupe structural G, un groupe d’automorphismes de
F laissant invariant le point f,. On suppose que F est un complexe
cellulaire de dimension finie, que B est une sphére de cohomologie de
dimension k et que les opérations ©,, décrites précédemment sont triviales.
Alors pour tout espace pointé M, la longue suite suivante est exacte :

d d
> [STIEM] 5 [T M) > [(S52)/BM] > [S'FM] -
+++ > [(Ss2)/BM] - [SF.M] - [S'F.M],
ou d, est la k-iéme différentielle de la suite spectrale du théoréme 3.3.

ProposITION 3.8. — Soit @ : Z — B un fibré localement trivial de fibre
F un complexe cellulaire de dimension finie et de base B une sphére de
cohomologie de dimension k. On suppose de plus que les opérations @,
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précédentes sont triviales. Alors pour tout espace M pointé la longue suite
suivante est exacte :

- > [S"*'F,M] —‘1"—> [S"**FM] @ =, (M) — [S"ZM] — [S"F,M]

e, L SZM] - [SEM] - [S'FM] @ m (M),

ou d, est la k-iéeme différentielle de la suite spectrale de la proposition 3.5.

4. Quelques applications.

On va effectuer quelques calculs a partir de ces suites exactes de Wang,
en particulier dans le cas de fibrés de fibre un espace F homotopiquement
équivalent a une sphére de dimension p et de base une sphére de
cohomologie B de dimension k. Pour de tels fibrés d’espace total Z et
pour tout espace M, si les opérations ¢, de =n,(B) sur =,,,(M)
induites par le fibré considéré sont triviales, les propositions 3.7 et 3.8 nous
donnent les longues suites exactes suivantes :

4.1. Dans le cas ou le fibré Z admet une section :

d d
© o Myt (M) —5 Ty, (M) > [(S3Z)/BM] - n,,,(M) —>
- = [Ss2)/BM] - 7, ;(M) - 7,,,(M).

4.2. Dans le cas ou le fibré -Z n’admet pas de section :

d
C o My (M) —5 T, (M) @ T,y (M) > [S"ZM] > 7w, (M)

d
—45 0 S SZM] > . (M) & 1,4 (M) @ m(M).

Application aux ensembles de L-équivalences.

Les ensembles de L-équivalences L, ,(X,Z/2Z) introduits par
R. Thom [13] sont les ensembles de classes de cobordisme non orienté des
sous-variétés fermées de dimension n — 1 d’une variét¢é C® compacte X
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de dimension n. Ces ensembles sont la version « non stable » des groupes
de cobordisme non orienté et R. Thom montre que ’on a la représentation
([14], théoréme IV-6): L, ,(X,Z/2Z) ~ [X,MO(?)].

Soit ¢ : Z —» B un fibré C® d¢ fibre F une variété C® compacte
de dimension p et de base B, une variété C*® de dimension k. Si ce
fibré admet une section, la suite spectrale de Serre pour ces ensembles de
L-classes s’écrit (théoréme 3.3):

a+p<—1

E3* = Hy_ (BL,, (SPF.22Z) "5 L,up o l(S5* *2)/B,2/2Z).

Cette suite spectrale redonne dans le cas stable la suite spectrale de Serre du
cobordisme non orienté (proposition 3.4).

D’autre part, dans le cas dun fibré Z de fibre un espace
homotopiquement équivalent a une sphére de dimension p et de base une
sphére de cohomologie de dimension k, si les opérations ¢, sont
triviales, la suite exacte 4.2 et le fait que I'espace de Thom MO(¢) est
¢ — 1 connexe nous donne:

ProposiTION 43. — Pour n+p+1<{¢, n=21 ona
Loipsk-c(S"ZZ2Z) ~ m, , , 4 (MO(%)) ® 7, .+, (MO(?)).

Pour p+2<¢ et k<{—1 ona
Liips1-c(SZ,Z2Z) ~ 1, 4 1 (MO(?)).

L-équivalences et lissage de singularités.

Soit Y**? une sous-variété singuliére d’une variété C*X?***‘, dont le
lieu singulier B* est une sous-variété C® compacte de X. On dit que la
variété Y est lissable si elle est « approximable » par une famille de sous-
variétés C* de X (voir [4], [9]). L’obstruction au lissage de la sous-variété
singuliére Y se trouve dans ’ensemble des L-équivalences du bord d’un
tube T autour du lieu singulier B. Réciproquement ([4], p. 25) toute
classe de L-équivalence du bord de ce tube 0T est 'obstruction au lissage
d’une sous-variété singuliére de la variété X, sous-variété de lieu singulier
B. Les ensembles L,.,_,(0T,Z/2Z) classifient ainsi les sous-variétés
singuliéres de la variété X de lieu singulier B fixé.

Ainsi on s’intéresse au calcul des ensembles L, ,_,(dT, Z/2Z) ou 0T
est I'espace total d’un fibré linéaire sur B de fibre une sphére SP*/~'.
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Pour k <p + ¢ — 2 le fibré dT — B est isomorphe a la B-suspension
réduite d’un fibré Z — B de fibre une sphére $°*~2, fibré muni d’une
section. L’espace B étant de dimension k et M(Of) étant ¢/ — 1
connexe, pour k </ — 1 ona [Z/BM] ~ [Z,M]. La proposition 3.1 et
la représentation des ensembles de L-équivalences ([13], théoréme IV-6)
nous donnent :

ProposITION 44. — Pour k <¢{ —1 ona
Ly+p-1(0T,Z/2Z) ~ [S(Z/B),MO(/)].
Ainsi les ensembles de L-équivalences du bord d’un tel tube sont naturellement
munis d’une structure de groupe.
La suite spectrale de Serre du théoréme 3.3 s’écrit dans ce cas:

EsP = Hy (BL, , 5" 7",2/22))

a+f<—1

= Lpoaop(Sy P OTZP2Z).

Si de plus B est une sphére de cohomologie de dimension k et si les

opérations ¢, sont triviales, I'extrémité de la suite exacte de Wang 4.1
nous donne :

dy
v Mk (MO() = Ly (0T,2)22) > m,,,_,(MO(£))

d
—5 M2 (MO(2)).
Application aux T j-structures.

L’ensemble des classes d’homotopie des I';-structures d’un espaces X,
note I,(X) est classifi¢ par le classifiant de Haefliger ([6], théoréme 1) :
[,(X) ~ [X,BI']]. Ainsi pour tout fibré localement trivial Z — B de fibre
F, tel que les espaces F et B soient de dimension finie, on a la suite
spectrale (proposition 3.5) :

E3P = H;_B(B,Fq(S'”F)) ® H;_B(B,n_ﬂ(BFq))

a+B<—1

I,(S™**Z) x m_,_s(BT,).

Si la base est une sphére de cohomologie de dimension k et si les
opérations @, sont triviales, on a la longue suite exacte de Wang:

. > T,S"'F) , T,(S"™*F)® m,,4(BT,) — T,(S'Z) - I,(S"F)

ﬂ_, oo = T,(8Z) - I,(SF) - Fq(S"F) ® m(BI).
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Dans le cas des fibrés de fibre un espace homotopiquement équivalent 4 une
sphére de dimension p et de base une sphére de cohomologie de dimension
k, siles opérations @, sont triviales, la longue suite exacte 4.2 et le fait
que P'application canonique BI'; — BO(g) est g + 1 connexe [6] nous
donnent pour k + 2 <gq et p+ 3 < q la longue suite exacte:

d
g T[p+2(BO(‘I)) s np+k+1(qu) @ m+1(BO(q)
- I',(82) - =,,,(BO(g) —.

Les cas de nullité des groupes d’homotopie de O(n) nous donnent :

PRropOSITION 4.5. — Pour p =4,5mod8etq > sup{k+1,p+3} ona
F,82Z) ~ 1,144, (BI) @ My 1(BO(g)).
Side plus k=2,4,5 6mod8 on a
T,(SZ) ~ 7,4 ,(BT,).

Cas de la cohomotopie.

On considére les ensembles de cohomotopie éventuellement « non
stable », cest-a-dire  n'(X) = [X,S’]. Comme dans les exemples
précédents, pour un fibré Z de fibre un espace homotopiquement
équivalent a une sphére de dimension p et de base une sphére de
cohomologie de dimension k, les opérations ¢,, étant supposées triviales,
I'extrémité de la suite exacte 4.2 nous donne:

C o np+k+l(sf)®nk+l(sf) - n'(SZ) - “p+1(S{)
- Tr'p+k(S/) ® m ().

Et en utilisant des cas de nullit¢ des groupes d’homotopie stable des
sphéres, on a:

PROPOSITION 46. — Si p=¢+3 et £ =7 or a

1'(SZ) = Mpii41(S) @ mes 1 (8).
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