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0. INTRODUCTION ET NOTATIONS

a) Soit D le demi-plan complexe {z /Rez > 0}. On désigne par
D[Xi , . . . , XJ l'ensemble des polynômes P(X) = P(X^ ,..., X^)
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dont les coefficients non nuls sont dans D, et par D(X^ , . . . , X y , )
l'ensemble des fractions rationnelles R = P/Q où P et Q sont
éléments de D[Xi , . . ., XJ. Soient jç,e]0,+oo[" et
R G D ( X ^ ,. . . , X^) alors R(x) est dans C \ ] — o o , 0 ] , et, pour
tout 5 E C , on définit RQ^)"5 = exp(—s Log R(^)) au moyen
de la détermination principale du logarithme complexe. Pour
n^ (î?i ,. . . , î?J E M" , on pose :

Z(R,r^)= ^ ^R^)-'. (0.1)
y i , . . . , p ^ = l

L'étude de la série de Dirichlet Z ( P , 0 ; s ) a été introduite par
Mellin:

THEOREME 0.1 (Mellin [12], 1900). - On suppose que le poly-
nôme P dépend effectivement des n variables x ^ , . .. , x ^ .
Alors la série Z(P,0^',s) converge dans un certain demi-plan. La
fonction s '—> Z(f,0_,s), définie et holomorphe dans ce demi-
plan, admet un prolongement méromorphe à tout le plan complexe,
dont les pôles sont situés sur l'axe réel. Si on restreint la variable
s à une demi-bande du type

B = {s = a 4- i t / a ^ < a < o^ , et t > 1},
alors, pour tout e > 0. ona: Z(P,0; s) = O^724'^').

b) Les articles qui ont suivi celui de Mellin ont été consacrés
au cas où le polynôme P vérifie la condition d'ellipticité :

| P N O O I > O pour^G[0, +oo r ,x^0 . ,
où PN est la partie homogène de plus haut degré de P.

THEOREME 0.2 (Mahler [11], 1927). - Soient P G D [X^ ,..., X^ ],
de degré N, vérifiant (0.2), et 17 E N " . Alors la série Z ( P , ^ ; s )

converge dans le demi-plan } Re s > ———•"— [ ( avec la notation( N ) ^
lî?l == S î?/)' et ^a fonction Z(P, ry ;.) admet au plus des pôles— y = i / —
simples aux points s = (n 4- jry | — k) N~1 , avec kEN et s^.— N .

Dans la demi-bande
B^ = {s = a + it/(n + IjgJ - k) N~1 < a^ < a < ̂  et r > 1} ,
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on a Z ( P , r y ; s) =0(^0 po^r M^ certain p < Tr/2 ; ^ P ^ a
coefficients positifs, alors Z ( f , r ] ' , s ) est 0(^") dû^ B^ .

Les propriétés analytiques de Z ( P , î 7 ; . y ) , dans le cas
elliptique, ont suscité plusieurs travaux récents. Par exemple,
P. Cassou-Noguès calcule les valeurs aux entiers négatifs et les
résidus aux pôles de Z(f,r^,s) (cf [6]), et en donne des appli-
cations arithmétiques (cf [5] et [6]). On trouvera dans ces
deux derniers articles un exposé assez complet des motivations
et des développements actuels de ce problème.

c) Cet article développe des méthodes et des résultats annoncés
par l'auteur en 1981 dans [14]. Les théorèmes essentiels sont
énoncés au § 1. A l'exception du théorème 1.4 concernant la
majoration du prolongement analytique de la série Z ( R , r ] ' , s ) ,
tous les résultats figurent déjà dans l'article de référence [14].

Les théorèmes 1.1, 1.2 et 1.4 généralisent le théorème 0.2
au cadre du théorème 0.1. En fait les hypothèses choisies ici
sont sensiblement plus générales. On considère une fraction ration-
nelle à la place d'un polynôme. Le théorème 1.3 généralise le fait
que, dans le cas n = 1, Z ( P , i 7 ; — N ) est contenu dans le corps
engendré par les coefficients de P. Pour ce dernier point, qui est
un cas particulier des résultats de [6], on trouvera une démonstration
directe dans [13].

Nous verrons au §5 que la série Z ( R , 7 ? ; 5 ) peut être
exprimée en fonction d'intégrales du type :

Y ( T , X ; 5 ) = [ ^T(x)
v 1 1 4. oo r«] i , + ° ° [ "

dx.

Le théorème 2.1 permet de ramener l'étude de ces intégrales
au cas où le comportement asymptotique de la fraction rationnelle
T est monomial. On en déduit d'abord au § 3 le calcul de l'abscisse
de convergence absolue de la série de Dirichlet Z(P/Q,i7;5) en
fonction de T? et des monômes extrémaux de P et Q, puis au
§4 la nature du prolongement méromorphe de la fonction
s^ Y(R,a ;5 ) .

Les intégrales Y sont utilisées ici comme des auxiliaires
techniques. Elles apparaissent toutefois naturellement dans
plusieurs problèmes (voir par exemple [1] et [3]) et leur étude
peut présenter un intérêt propre.
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Plusieurs modifications ont été apportées à la première version
soumise en 1981. En particulier, la démonstration du théorème 2.1
de cet article a été refondue; les théorèmes 1.4 et 4.8 ont été
introduits en vue d'une application qui sera publiée à part. Cette
nouvelle présentation permet d'accroître la concision et la clarté
des démonstrations des résultats principaux. Elle ne permet pas,
en revanche, de simplifier la preuve de la partie 3 du théorème 1 de
[14], que nous préférons de ce fait reporter à un travail ultérieur.

Le lien entre les monômes extrémaux du polynôme P et
la distribution des pôles de Z ( P , r ^ ' , s ) , esquissé au théorème 1.2,
a été précisé récemment, dans le cas de deux indéterminées, par
P. Cassou-Noguès dans un article à paraître [7].

Notations. - On pose R+ = [0, + oo[, R^ = — R^ , I = ]0, 1[,
et L = ] l , + ° ° [ . La lettre s désigne toujours un nombre
complexe et on note systématiquement a = Re s et t == Im s.

Pour ^C, on pose e(^) = exp(2f7rS). On désigne par
ArgÇ la "fonction argument" définie sur C \ R _ , à valeurs dans
] — 7 r , 7 r [ , par Arg{ la fonction argument définie sur C \ R + , à
valeurs dans ]0,27r[ , et par Log$ et log Ç les "fonctions
logarithme" qui leur sont respectivement associées ; sauf mention
expresse du contraire ^ signifie expC^LogÇ).

Les lettres soulignées désignent des vecteurs : x = ( x ^ , . . . , x^ ),
n

1 = = ( 1 , . . . , 1), etc. .. Pour z et aGC" , on pose |z| = S 1^/1
/ = i

et Z01 = z^ z^ . . . z^ , le sens de z^' étant donné plus haut.

Les symboles :
f(\,x)«g(x) ( ;ceX;X€A) , (0.3)

et
/(X^)=0(g(;c)) ( ; ceX;X€A) (0.4)

ont le même sens et signifient qu'il existe une constante A > 0,
ne dépendant ni de x ni de X, mais pouvant a priori dépendre
de tous les autres paramètres du problème considéré, telle qu'on
ait: l / (X,jc) | <A|g(Jc) | pour tou t j cGX ettout X E A .

Le symbole
f^8 (0.5)
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signifie qu'on a à la fois / « g et g « /.
Par convention, nous dirons qu'une fonction / possède un pôle

d'ordre m GZ en SQ si m est le plus petit entier tel qu'on
ait, au voisinage de SQ

/ ( s ^ Ç s - S o ) - " 1 g ( s ) ,
où g est holomorphe en SQ .

Enfin, nous ferons un usage constant du résultat classique :

LEMME 0.3.— Soient fJi une mesure de Radon complexe sur
X (pour les définitions, cf [8] chapitre XIII), SI un ouvert de
C" , et (Ç ,_z) l—> f ( ^ , z ) une application continue sur X x Sî,
à valeurs dans C. On suppose que :

(i) pour chaque Ç G X, la fonction z^ »—^ /(Ç, z) est
holomorphe dans i2.

(ii) I \f(ï,z)\d\yi\ ({) « 1, uniformément au voisinage^x
de chaque point de î2 (|^| ^ /a valeur absolue de la mesure ^).

Alors la fonction h ( z ) = f / (S ,2 jûf^({) ^r holomorphe
dans Sî.

L'auteur tient à exprimer ses plus vifs remerciements à R. Gay,
J. Riss et G. Tenenbaum pour les nombreux conseils dont ils ont
bien voulu le faire profiter.

1. LES RESULTATS

Soient R = P/Q E D(X^ , . . . , X^ ), vérifiant la condition
lim | R ( x ) | = + o o , (1 .1)

\X 1 -»• + oo

X 1 . . . . . ^ > 1

T ? E N " et Z(R,r^)= ^ vIRÇv)-' . La condition (1.1)
yeN^ ~~

est nécessaire pour que cette série converge dans un demi-plan
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de la forme {a>0o} ; le résultat suivant montre qu'elle est
suffisante.

THEOREME 1.1. -Sous la condition (1.1), la série Z(R,r^;s)
possède une abscisse de convergence absolue finie a^ = o^ (R, ry) € Q
qui ne dépend que des monômes extrémaux de P et Q, et de 17,
De plus, il y a divergence absolue pour a = a^ .

D'autres précisions sur le nombre a^ sont données au § 3
(théorème 3.1 et lemme 3.2); la définition des monômes extrémaux
figure au § 2.

THEOREME 1.2.-£û série Z ( R , r [ ; s ) définit une fonction
holomorphe dans le demi-plan {a > a^} qui admet un prolonge-
ment méromorphe à tout le plan complexe. Les pôles sont d'ordre
< n et situés dans un ensemble de la forme :

o, - ^N= {a,-<;/N; A: = 0 , 1 , 2, 3 , . . . } ,

et il existe un entier N* ne dépendant que des monômes extrémaux
de P et Q tel que N divise N*.

L'origine est un pôle d'ordre < n — 1 ; si Q = 1, alors
tous les entiers négatifs sont des pôles d'ordre au plus n — 1.

Ce dernier point généralise le fait que, dans le cas n = 1 la
fonction Z ( P , r ï , s ) ne possède pas de pôle aux entiers négatifs.
Les exemples 1.5 et 1.6 montrent que, si l'on ne fait aucune hypo-
thèse supplémentaire sur R, on ne peut rien dire de plus sur l'ordre
des pôles.

On remarque également que si P et Q sont à coefficients
positifs, alors le point a^ est toujours un pôle pour Z ( R , T y ; . ) ;
cela résulte d'un théorème général dû à Landau (cf [15]).

THEOREME 1.3. -Si SQ est un pôle pour Z (R , î y ; . ) , on
écrit le développement en série de Laurent au voisinage de SQ :

Z(R,î?;5) = S ^o) (s - s^ ,
fc==-n

et on désigne par K le sous-corps de C engendré par les coeffi-
cients de P et Q. Alors :
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(ï)u-n ^o^ ^st algébrique sur K
(ii)^+i ( 0 ) E K ; si ^ G - N , alors ^(^)eK

(iii) ^ Q = 1, et si SQ G — N , alors u_^ +1 Oo ) G K.

Pour chaque polynôme T(x) = ^ ^ x^E D[Xi , . . ., XJ,
on pose : a

p(T) = max lArgcJ . (1.2)

THEOREME 1.4. — // existe une constante A> 0 ^w ^
dépend que des monômes extrémaux de P et Q ^//^ ^^, po^r
^OM^ e > 0, o^z ait :

ZO^r^^^^^11^ (1 + \f\^a-o)^) (1.3)

uniformément dans chaque région :
[ s / a ^ < a < a^ , |^| > 1} (a^ er a^ G R) ,

Exemple 1.5. — Soient 0 G ]0, 1 [, n et N deux entiers
(x x )N+1

>2 . On pose R(x) = R(x, ,. .. ,xJ =—i——1-——, et6 + x ^ . . . x^
Z(^)= Z RdO-".

j/eN*"

Partant de l'égalité :

RQc)-^ = (x,. . . ̂ -NJ (l + ——0——) '
•^l • • • -n

= Ê e^;)^,...^)^^^,
fc=0

on obtient :
z(s)= É ^Or(N^+fey 1 ,

f c=0

où ^ est la fonction zêta de Riemann. L'abscisse de convergence
absolue de Z est a^ = 1/N, et les pôles de Z sont exactement
les points a y , a^ — 1/N, a^ — 2 / N , . . . . L'ordre en chaque pôle
est n, sauf à l'origine où il est n -— 1.

Exemple 1.6. — On choisit 0 , n et N comme précédemment,
et on pose

P(x) = 0(x,. . . jc^-1 + (x,. . . jc^ , et

Z(^)== S PQ/)-^
i/eN*"
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Par un calcul semblable à celui de l'exemple 1.6, on trouve :

Z(^) = S ^ (~')J(N5 4-Â:r.
Jfc=0 fc

L'ensemble des pôles de Z est exactement — — — N . L'ordre
N N

en chaque pôle est n, sauf aux entiers négatifs où il est n — 1.

2. REDUCTION DES POLYNOMES PAR
CHANGEMENTS DE VARIABLES

Soit P (^ )= ^ û^ x^ un polynôme des ^ variables x^ ,... ,x^ .
a ~

On appelle monôme de P un monôme x^- tel que a^ soit non
nul, et on désigne par supp P l'ensemble des multi-entiers a pour
lesquels a^ est non nul. Soit & (P) l'enveloppe convexe du
sous-ensemble de R" :

{a -^/ae supp P, ̂ C R; }.

On dira qu'un monôme x°!- de P est extrémal si a est un
point extrémal de S(P). Si P n'a qu'un monôme extrémal,
alors il possède un plus grand monôme. Dans ce cas, on peut

écrire : POO = a^ x01- + ^ a^ X0-, où l'expression ^ < a signifie
a-peR: \ {0}T Ê<OL

A chaque famille {X^ , . . ., X^} de vecteurs linéairement
indépendants de R^ , on associe une application (jù : U1 —> L"
par

<^=o;(Xi,... ^)(^)=(^1,...,^), (2.1)

où la matrice des vecteurs ^ est obtenue par transposition de
la matrice des vecteurs X . , i.e :

X.,. = p.f. (1 < i < n, 1 < ; < n) .

On désigne par Sîy, l'ensemble des applications du type (2.1)
qui sont associées à des vecteurs X^ G N".

Le jacobien de l'application o> définie par (2.1) peut s'écrire :
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•L^L) = det((X,,)^,) Jiî̂ ËZ, . (2.2)X i . . . ̂

En particulier, pour ^ ^ ^ n ^ J ^ O O ^t 1̂  produit d'un
entier par un monôme.

Les applications a? € î2^ transforment un monôme en un
monôme et un polynôme en un polynôme (i.e P ° a? est encore
un polynôme). Si a? est définie par (2.1), on peut écrire :
(oîjc)^ == ^CJOL , où G est la matrice (^») i<i<» ? ou encore

Ki<n
(^x)a=x^lta>.^x^ttoL\ (2.3)

n
le symbole (x_,y^) = ^.xjyj désignant le produit scalaire
dans R" . l

On remarque que si P possède un plus grand monôme ^OL,
alors P o o} admet également un plus grand monôme x^^

Nous verrons dans la suite qu'on sait calculer certaines
intégrales lorsque les polynômes qui y figurent possèdent tous
un plus grand monôme. Le théorème suivant permet de se
ramener systématiquement à ce cas.

THEOREME 2.1. - Soient P^ , . . ., P^ des polynômes à n
variables, et OTI, la famille des monômes extrémaux de P,.
Alors on peut associer à 3TC^ ,. .. ,Jîly des éléments 0 ^ 3 . . . , co^
de Sî^ tels que les deux propriétés suivantes soient vérifiées :
(2.4) La famille (o?^ (L"))i<^<^ constitue, à un ensemble de
mesure nulle près, une partition de L" .
(2.5) Si Q{ est un polynôme à n variables admettant ^TC{ comme
ensemble de monômes extrémaux, alors chaque polynôme Q/ ° c«^
possède un plus grand monôme (.i = 1, . . . , r ; k = 1 , . . ., m).

Remarque 2.2. — La propriété (2.4) équivaut à l'assertion :
"Pour toute fonction 0 intégrable sur L" , on a l'égalité :

^<t>(x)dx= ^ f^n ^^(^IJ^)!^. (2.6)

La démonstration du théorème 2.1 nécessite un résultat géomé-
trique préliminaire. On considère un cône polyédral de R" de
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sommet a € R ^ \ { 0 } admettant pour écriture minimale (cf [2];
12.1.5):

E = {^EFT / < X ^ , P > < 1 , 1 <k<n + p} (2.7)

où p est un entier > 0, et où _X^ G R^ , 1 < k < n 4- p. On
pose :

S = { x e L n / x a > x e - pour ^ e E , p ^ a } . (2.8)

LEMME 2.3. — Avec les hypothèses et notations précédentes, il
existe p 4- 1 changements de variables du type (2.1), o;o , c^ , . . . , G}
possédant les deux propriétés suivantes :

(i) chaque <x; , (0<;<p) est associé à une sous-famille
i^/i ' • • -\î de {x! . • • • ^ n + p }

(ii) le secteur S est, à un ensemble de mesure nulle près, réunion
disjointe des p + 1 ensembles OJ^L") (0 < i < p).

Démonstration du lemme 2.3. -Soit E° = {^^^ /{^^Xl
pour tout ^GE} le polaire de E. On définit une application
/ de S dans E° en posant / ( ^ ) = ^ = ( ^ i , . . . , M n ) avec
^ = Log^. (Logy^)-1 (remarquer qu'on a < ^ , a > = = l , et
< ^ , ^ > < 1 pour tout ^ Œ E \ { a } ) .

a) On suppose d'abord p = 0. Dans ce cas, on doit simple-
ment montrer Fégalité S = o)(I/1) avec eu = <jô(\^,... , X ^ ) .

L'inclusion oî(I/1 ) C S découle immédiatement de (2.3).
Pour prouver l'inclusion inverse, on fixe y G S et on cherche

x_ G L" vérifiant û;x = ^ ; on pose ^ = /(^).
Comme E est le polaire de {Xi , . . . ,\^} , on sait, par le

théorème du bipolaire (cf [4]) que E° est l'enveloppe convexe
n

de { 0 , X ^ , . . . , X ^ } , d'où l'écriture M = ^ 6^ \^, avec
fc= i

Q^ > 0 et 2 0^ < 1. En fait, on a 2 0^ = 1 à cause de la
condition ( ^ , a) = 0.

Chaque 0^ est > 0 : si, par exemple, 0 ^ était nul, on
aurait <^, / [> = 1 pour chaque ^ situé sur l'arête de E d'équation
{7 / ̂ , 7> = 1 , f = 2, 3 , . . ., n} , ce qui est impossible. On
pose alors x, = (/ l a , . . . ,/yîa) ; x est bien dans L" et vérifie
û;x = ^, ce qui démentie le lemme dans le cas p = 0.
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b) On suppose maintenant p > 1 (auquel cas on a néces-
sairement n > 3). Le résultat intermédiaire suivant permet
de se ramener au cas p = 0.

LEMME 2.4.— Soit C un cône polyédral saillant de R\ de
sommet l'origine, admettant p -+• n génératrices extrémales qui sont
les demi-droites D^ , . . . , D ^ + p . Alors il existe p -h 1 cônes
polyédraux à n faces CQ , C^ , . . . , Cp vérifiant les propriétés
suivantes :

(i) Chaque C, est engendré par une sous-famille
{D,^ . . . ,D^} de { D , , . . . , D ^ p }

(ii) Le cône C est, aux frontières près, réunion disjointe des
p + 1 cônes CQ , Ci , . . . , Cp .

On admet provisoirement le lemme 2.4, et on poursuit la
démonstration en cours.

Soit D, la demi-droite issue de l'origine et passant par
\, et soit C le cône polyédral de R^ engendré par D^ , . . . , D^+p .

Comme l'équation (2.7) est minimale, C admet {D^ ,..., D^+p }
comme ensemble de génératrices extrémales. On peut donc
séparer C en p + 1 cônes CQ , C^ , . . . , C^+p comme dans le
lemme 2.4. Si C/ est engendré par {D. , . . . , D; } , on pose

^=<^, . . . ,X^) , E , = t f / < P , X ^ > < 1 ,1 <k<n} ,

et S, = {y e L" / y i < y°L pour tout @_G EJ .

D'après le cas p = 0, on a c .̂ (I/1 ) = S,. D'autre part,
S, est, à un ensemble de mesure nulle près, égal à /"^(C,. H E°).
Cela montre que la famille (<^, ) f=o. i , . . . .p vérifie la propriété
(ii) du lemme 2.3, et le cas p > 1 est démontré.

Démonstration du lemme 2.4.—On opère par récurrence
sur l'entier p. Le cas p = 0 étant évident, on fixe p > 1,
et on suppose le lemme démontré jusqu'à l'ordre p — 1.

Quitte à effectuer une permutation des indices, on peut supposer
que D^ ,. . . , D^ _ ^ sont sur une même face de C.

Mais par D, , . . . , D^.^ , il passe exactement deux faces (cf [2],
12.1.12) la deuxième étant engendrée, disons, par D^ , . . . , D^_^ , D^ .
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Alors les demi-droites D, , . . . ,
^n - 2 » ^w +1 ne ^ont Pas partie
d'une même face de C, et
l'hyperplan qu'elles engendrent
sépare C en deux cônes polyé-
draux C' et C" (cf figure 1).

Ces deux cônes admettent respectivement :

{D , , . . . ,D^ ,D^ ,D^ , . . . ,D ,^}

et {DI , . . . , D^_2 , D,, +1 , D^ , . . . , D^,,} comme ensemble
de génératrices extrémales, avec O'i ,. . . , ijc1}^ {j\ , . . . ,!jç" } =0 .
En particulier on a k1 + k" == p + 1. Par hypothèse de
récurrence, on peut décomposer Cf et C" respectivement en
k1 et k" cônes à n faces. On obtient ainsi une décomposition
de C qui répond à la question. Ceci achève la démonstration
du lemme 2.4, et par suite celle du lemme 2.3.

Remarque 2.5. — Soient

^ = o?(Xi , . . . , X^). a/ == o?(^i Xi , . . . , < ? „ X^)

où les ,̂. sont des nombres positifs. L'application

^ : x (XMl Y ^ W )
» -^n )

est une bijection de L" dans L" , et on a G}' = a? ° a?". On en
déduit l'égalité (x;(L") = o/(I/1).

Supposons que, dans (2.7), les \^ soient à coordonnées
rationnelles. En donnant à q^ , . . ., q^ des valeurs entières
convenables, on peut alors remplacer, dans la conclusion du
lemme 2.3,

^i = ̂ ii ' • • • ' \^) P^ ̂  = ̂ (îi ̂ 'i ' • • • ' în ̂ ) E "n •
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Démonstration du théorème 2.1. — On considère d'abord le cas
où il y a un seul polynôme P (cas r = 1). Soit Jî^ l'ensemble
des monômes extrémaux de P, et soit ^"GOTl. On pose
S^ = {x^eLn/xa>xfL pour tout ^GJTI, ^ ̂  a} ; on désigne
par E^ le cône polyédral de sommet a engendré par & (P) ;
celui-ci admet une écriture du type (2.7) avec des \jç à coor-
données rationnelles. On en déduit, par la remarque 2.5, qu'il
existe une famille finie (c^/), d'éléments de Î2y, telle que S^
soit réunion disjointe, à un ensemble de mesure nulle près,
des c^,(L"). On remarque, par ailleurs, que (c^ /x)01 est
nécessairement le plus grand monôme de P ° c^ ,.

On procède ainsi pour chaque ^EOTC, et on aboutit à
une famille (cj^ ,)^ ,. d'éléments de Î2y, . Comme les S^ consti-
tuent, à un ensemble de mesure nulle près, une partition de L" ,
on voit que la famille (c^ ,)^, vérifie les propriétés (2.4)
et (2.5).

On suppose maintenant r = 2 (le cas r > 2 ne présente
aucune difficulté supplémentaire). A la famille îJÏli des monômes
extrémaux de P^ , on associe la famille (0:1 ,. . ., co^) comme
ci-dessus. Puis on recommence pour chaque P^ ° co^ ; en
remarquant que les monômes extrémaux de P^ o o?^ ne peuvent
provenir que des monômes extrémaux de P^ , on en déduit
à nouveau une famille (o?^ ,. . . , cû^p ), qui ne dépend que
des a?,, et des monômes extrémaux de P^ , vérifiant (2.4), et
telle que chaque P^ o ̂  o o^ g possède un plus grand monôme.
Il est maintenant facile de vérifier que la famille :

(̂  °<4,fi) l<fc<mi<e<^

vérifie (2.4) et (2.5). Le théorème 2.1 est entièrement démontré.

3. EXISTENCE D'UN DEMI-PLAN DE CONVERGENCE

Nous nous proposons ici de préciser les questions de
convergence attachées à l'étude de la série Z ( R , 7 y ; 5 ' ) . Nous
considérons simultanément l'intégrale
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YCR^^^xIÎR^)--^, (3.1)

dont les propriétés analytiques nous seront utiles plus loin.
p

THEOREME 3.1. -Soient ^ G R " et R = . une fraction

rationnelle de D(X^ , . . . , X^) satisfaisant à la condition (1.1).
La série Z(R, 17 ; s) et l'intégrale Y(R, 17 ; 5) possèdent

une abscisse de convergence absolue commune finie a^ = a^(R,r])
qui ne dépend que de 3 et des monômes extrémaux de P ~ét
Q; si T ^ G N " , alors a^ est un rationnel > 0. De plus, dans
les deux cas, il y a convergence uniforme dans chaque demi-
bande horizontale fermée contenue dans le demi-plan a > a^
et il y a divergence absolue pour a = a^ .

Démonstration. — a) On désigne par P* le polynôme
déduit de P en remplaçant les coefficients de P par leur partie
réelle. On définit de même Q*, et on pose R*=P*/Q*, et
p =max{p(P) ,p(Q)} (cf(1.2)); on a p <7r /2 , et

cospR*(x}< |R(^)|<—!— R^X^EI/1). (3.2)cosp

Utilisant l'égalité I RQc )-J | = I R(x) |- ° ^Arg R (x ) , on obtient
l'estimation

R^r^R*^)^ (^€L" ;(7i < a < 0 2 ; | r | < B ) (3.3)
qui montre qu'on peut se restreindre au cas où P et Q sont à
coefficients positifs, ce que nous supposerons dans toutes la
suite de la démonstration.

b) A l'aide du théorème des accroissements finis, on obtient :
ï/lRQ/)-^ ^(^+0)!LR(i/ +0)'° (3.4)

uniformément par rapport à v^ G M*" ,0^ G [0, 1]" , o^ < a < o^ .
En intégrant chaque terme de (3.4) sur [0, 1]" par rapport
à la variable 0, et en sommant ensuite sur tous les i^GN*" , on
voit que l'intégrale et la série convergent ou divergent en même
temps.

c) On suppose donc P et Q à coefficients positifs et on
cherche les valeurs de a pour lesquelles l'intégrale Y(R, i7;a)
converge.
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Soit (c^ ,. . . , o;̂  ) une famille d'éléments de Sî^ associée
aux monômes extrémaux de P et Q vérifiant (2.4) et (2.5). Pour
chaque fe, 1 < k <m, P o c^ et Q°o^ possèdent un plus
grand monôme ; on peut donc écrire R o ̂ (x ) = x^ f^ (x ).

Dans cette identité, /^ désigne une fraction rationnelle
1 1

en — , . . . , — , à coefficients positifs, non nulle à l'infini, et
x! xn

qui vérifie donc : f^(x) ^ 1 (x G L" ).

De plus, l'hypothèse (1.1) implique que chaque X^.(l < k < m,
1 < /' < n) est un entier > 0.

Maintenant, en utilisant successivement (2.6) et (2.2), on
obtient :

^ ^-RQO-Ar = J^ f^Ro^Çxr^^x^^^dx

= S C^/ x-^^M^l/^x)-^^
fc=i L ~

avec C^ > 0 et ̂  G R" ; si T^E N" , alors ̂  G N" .

On vérifie alors que toutes les propriétés annoncées sont
satisfaites si on prend

o^(R,î7) = max{^(X^)-1/! <k<m, 1 < / < n } .

Le résultat suivant découle simplement de l'étude précédente :

LEMME 3.2. - Le nombre a^(R,y) est le plus petit des
réels a satisfaisant à la majoration :

\R(x)\° »xn (^ei/1).

Démonstration. — Avec les notations précédentes, on a :
(0 )̂1 (Ro<^ (x)r° U^QOI =C^x-ax^^^f^x)-a

pour chaque k(l < k < m) et x G L" . Mais, pour a > a^ , on
a .̂ - a\^ < 0 (ï<k<m,Kf<n), d'où :

IRo c^ (^r » (a;̂ )l xî- |J^^ (x)\ (x^L")
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et aussi » (c^ x)^1- d'après (2.2). On en déduit

\R(x)\° »x2+l (x<=c^(L")). (3.5)
Cette dernière majoration, vraie pour x€^(L"), l'est aussi

pour x C U &^(L"), donc pour x € L" , et pour chaque a > o, .
D'autre part, pour o < o,, la majoration (3.5) ne peut

avoir lieu pour chaque k , d'où le lemme.

Remarque 3.3. -Pour montrer que a^(R,y) ne dépend que
de i} et des monômes extrémaux de P et Q, on peut procéder
directement, sans utiliser le théorème 2.1 : on désigne par Pc le
polynôme obtenu en faisant la somme des monômes extrémaux;
définissant de même Qg , on pose Rg = R<,/Qo. Notre assertion
est alors conséquence de l'estimation élémentaire :

RQ?)^ Ro(^) ( x ( = L " ) .
Remarque 3.4. - Si P G DpC, ,. . . , X,, ] n'est pas à coef-

ficients positifs, il se peut que a, = a^f,y) ne soit pas un pôle
pour Y(5) =Y(P, j3 ;5) . Par exemple, si on prend n = 2,
P ( x ^ , x ^ ) = a x ^ x ^ +bx^ =(ax^ + b ) x ^ , et ^ = ( 2 , 4 ) ,
alors on a a^ = 5, et

Y(5) = /~/~^ ̂  f(xl ';i'2)-'t <ù>! ^2

-a'̂ ^.KF;-^)^.
où / est une fonction holomorphe de s pour a > 3 . Pour un
choix convenable de a et b dans D, on a /(5) = 0,

4. PROLONGEMENT MEROMORPHE DE LA FONCTION
Y<R.a ;5)

On établit maintenant l'analogue des théorèmes 1.2, 1.3 et
1.4 pour l'intégrale Y, en vue de l'étude de la série Z qui
sera faite aux paragraphes 5 et 6.
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4.1. Préliminaires.

Le prolongement méromorphe de la fonction

X—> f1 x^f(x)dx
^o

s'obtient naturellement au moyen d'intégrations par parties
(cf [9]). La généralisation au cas des intégrales multiples :

(X,,..., \)-^ f1.../11^1...^/^,,...,^)^,...^
^o ^o

implique des écritures extrêmement lourdes ; aussi est-il préférable,
dans le cas où / est analytique, d'utiliser les "contours de Hankel",
dont on rappelle maintenant les propriétés essentielles.

Pour e > 0 assez petit, on définit le contour de Hankel l^
comme étant le "chemin limite" dans C\R+ qui part du point
1 4- i0, suit l'axe réel jusqu'au point e + iO, décrit le cercle C^
de centre 0 et de rayon e dans le sens direct, puis suit à nouveau
l'axe réel de e — i0 à 1 — i0. Rappelant la convention, concer-
nant la notation ^, établie au § 0, on obtient le :

LEMME 4.1. — Soient f(z^ ,. .. ,z^) une fonction holomorphe
au voisinage de [0,1]" dans C", et \ un élément de C"
vérifiant Re \. > 0 et \. ̂  N pour chaque j. Alors pour e > 0
assez petit, on a :
r \ ^x\ ^nj x ^ f Ç x ) —1 ... —î

. dx. dx^x^ f(x) — - 1 . . . — 1
^I" X . XI" X . X»" \ ^n

=———l-———f^-Az)^...^.
n , ,. , J^ ^l Znn [e(x,)-i]

/=!

où, dans l'intégrale de droite, on doit prendre z^- égala

exp(^logz,.) .

La démonstration du lenune 4.1 se déduit, par itération,
de celle, classique, du cas n = 1 (cf [15], § 4.41).

On achève ces préliminaires par l'énoncé de quelques résultats
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extrêmement simples; ceux-ci ont été introduits pour alléger les
démonstrations du § 4.2, dans lesquelles on en fera, sans le
mentionner, un usage constant.

LEMME 4.2. - Soient z^ ,. . ., z^ e D vérifiant

Argz, <p <7r/2 (/ = l , . . . , m ) .

Alors on a lArg^ z,) | <p , et | ̂  z, | > cos p ^|z,|.
1 i i

On rappelle que la fonction ç —> Arg ç a été définie, au
§0, dans C \ R _ . O n obtient un prolongement naturel de la
fonction ç —> |Arg { | à C \ {0} en posant |Arg $ | = TT
lorsque f est un réel négatif.

LEMME 4.3. - Soient u et v deux nombres complexes
de module 1. Pour tout K > 1, on a :

\Arg(u +t;/K)|<|Arg^|+-^-.
2K

LEMME 4.4. - Soient u et v C D , de module 1, vérifiant
lArgvi < |Arg^| + 0 ( 0 < 0 <7r /2-Arg^) . Pour tout K > 1 ,
ona: |Arg(^ +i; /K)|< |Arg^| + 0/K.

En particulier, si u G D et v G C ont même module, on a,
pour tout p€[0,7r /2[ ,

|Arg(^ +î ; /K) |< |Arg^| +0(0/K), (4.1)
uniformément pour 6 > 0, K > 1 ,

lArg u | < p , |Arg v | < |Arg u \ + 6 .

4.2. Casofa P et Q ont chacun un plus grand monôme.

Nous nous proposons de construire le prolongement méromorphe
de la fonction s »—> \(R,r^',s) dans le cas le plus simple :
celui où P et Q possèdent chacun un plus grand monôme. On
pose :
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P(x)=^^+ ^ ^xl, Q(^ )=^x@-+ ^ 6.^1
!<" ~ ~ Z<@_ ""

(û^O, ^0 ;ûy .>^ , /= 1 , . . . , ^ ) (4.2)

X = a — ^ , ^ = 7 y + l _ , N = p.p.c.m(\i ,. . . , \ ).

D'autre part, si HÇx) = Cg x5- + ^ c ^1 est un polynôme
" 7<6 —

possédant un plus grand monôme .y6-, on pose

ïi(x)=x6.îl(-,^^-l-)=c, + S ^^^1. (4.3)
^1 ^n "' ^<i ~ -

, , ^^0
Soit également R = P/Q.

Par le changement de variables ( x ^ , . . ., x^ ) «—> ^— ,..., — )
on obtient, pour a > a y : xl xn

A^ dx
Y ( R , î 7 ; 5 ) = f jc^-^R^)-8-^...-^. (4.4)— Jm — — Y, Y,^-' ^ ^"•^

On cherche maintenant à appliquer le lemme 4.1. Soit
V, = { Ç G C / I Ç K e ou bien {€[0,1]}.

Pour ^ev^, on peut écrire P(_z) = u(z) 4- o(e), avec
|ArgM(z)| <p(P), d'où |ArgP(z)| <p(P)+0(e), et de même
|ArgQ(z^)| <p(Q) + 0(e). Pour e > 0 assez petit, P(z.) et
Q(_z) sont dans D lorsque z_ reste dans un voisinage de V^ dans
C" , et la fonction z, '—> ^(z)-5 = exp(— s Log R(z)) est
holomorphe dans ce voisinage. On obtient donc, pour e > 0 assez
petit et a > a^ :

^ / / . . , . _ , / " .^ « A , . - dz, dz^Y(R,tî ; î )= .̂̂  (e(s^)- l)-1 ̂  z^-(LR(z )-*_!! ..._!'!,
e I Nn

(4.5)
( \

où l'on a posé z^^ = exp ^ (5^ — ^) log ZyJ.

L'intégrale figurant au second membre de (4.5) est bien définie
pour toutes les valeurs de s , et représente une fonction entière.

n
D'autre part, la fonction 5'—> H (e(s\f)—l)~1 est une

fonction méromorphe dans C ; ses pôles sont d'ordre < n et situés
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aux points s = ^/N, f c G Z . La formule (4.5) constitue donc une
écriture du prolongement méromorphe de Y(R ,T? ; . ) . Nous avons
prouvé le résultat suivant :

LEMME 4.5. — Conservons les notations (4.2). La fonction
Y ( R , 7 ? ; 5 ) , définie et holomorphe dans le demi-plan a > a ^ ,
admet un prolongement méromorphe à tout le plan complexe, explicité
par la formule (4.5). Ses pôles sont réels, d'ordre < n, et situés dans

N
l'ensemble a_ — — .N

On veut maintenant majorer Y ( R , î 7 ; ^ ) lorsque la variable
s reste dans une demi-bande verticale située en deçà de l'abscisse
de convergence absolue. Pour les besoins des § 5 et 6, on cherche
des majorations uniformes par rapport aux coefficients de P et
Q.

On conserve les notations (4.2); on pose également
p =p(P) +p(Q) (cf(1.2))et

M = max { \a^ \, \bç \ ; 7 G supp P, ̂  G supp Q} ;

On suppose enfin qu'on a Re a^ > 1 et Re bp > 1.

LEMME 4.6. — Dans ces conditions, on a la majoration
Y ( R , T 7 ; ^ ) « ^ l r l M l a l + I T Î l + 2 " (1 -^M-^') (4.6)

uniformément pour \t\ > 1, a^ < a < a^ , M > 1, p(P) et
P(Q)<Po <^/2.

Démonstration. — a) Le point de départ est la formule (4.5)
dans laquelle on choisit e = (KM)"1, K étant une constante assez
grande, qui ne dépend que de ?o et de a, à fixer ultérieurement.

Dans un premier temps, on remarque que, pour z^ E V^ , on a,
grâce à la condition Re a^ > 1 et Re b^ > 1 :

|ArgP(z) |<p(P)-hO(l/K),
et

|ArgQ(z) |<p(Q)+0(l/K).

Ceci montre que pour K > K^ (K^ ne dépendant que de a),
la formule (4.5) est justifiée comme précédemment.
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b) Pour transformer l'intégrale / f(z)dz qui apparaît dans leJin — —*e
deuxième membre de (4.5), on décompose Iç en trois parties : le
segment orienté [ l + f 0 , e + f 0 ] que, pour des raisons qui
apparaîtront plus loin, nous noterons I', le segment orienté
[ e — f O , 1 — i0] noté I", et le cercle C^ parcouru dans le sens
direct, noté I* , de façon à obtenir la décomposition :

[ =f +f + f .Ji »/t» J i 1 1 «/i«

On procède ainsi pour chacune des n intégrations successives

dans l'expression Ç . On obtient alors f /(z.) dz comme
^ ^

la somme des 3n termes qui sont tous, moyennant une permutation
des coordonnées, de la forme :

f dz f d^ f , /(z'.z^z*)^*; (4.7)J^n J^,n J\*n*

dans cette écriture, n ' , n^ et n* désignent trois entiers > 0 dont la
somme est n, et on a posé z = (z[ , . . . , z^) == (z^ , . . . , z^»),
z ' /=(z ' / , . . . ,z^)=(z^^, . . ; ,z^ . ) , et

z*=(za!6,...,z^) =(z^^^i,...,zJ.

c) Pour des raisons de symétrie, on peut, pour prouver (4.6),
se restreindre au cas où t est positif. On suppose donc dans toute
la suite r > l . Alors on a n (e(s\^) — 1)~1 = 0(1), et il

suffit de majorer l'intégrale

r Z^R^)-^. . .^ .J^ "" ~ ^i ^
On pose, pour simplifier, x = = T ? + ^ 2 = ; A + J l . Etant donnés
n^n" et n* comme précédemment, on pose _z == (z',z",z*),
X = (X', X" , X*) et X = (X\ X", X*) (^ étant défini "comme
z', etc. . .). Le terme correspondant à (4.7) s'écrit :

r , z^-^dz r ,z^-^dz" r , z^-^pçzr^z*
J^n — — J.»»n — JT*H* — —

(4.8)
II reste à vérifier que le terme (4.8) vérifie la majoration (4.6).
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d) Soitz = (z',z",z*)ei"-' x I""" x I*"* . On pose

i* = ( e e ' 9 1 , . . . , € e 6 " ' ) (0 < ̂  < 2ir,î = 1 , . . . ,„*)
On regroupe les termes de P(z) en deux parties : la première

est formée de tous les monômes où n'apparaît aucun des
z?(£ = 1 , . . . , n*), la deuxième étant constituée des autres
monômes. On obtient alors l'écriture P(z) = u ( z ' , z " ) + v ( z )
avec |Argt<(z',z/ ')(<p(P), \u(z1 ,z")\> \~,

n*
IArgi;(z)|<p(P) + 1, a*Q

18=1
et v(z) =0(1/K). On en déduit :

|ArgP(z)|<p(P)+o(^ £a?0,).

Si on fait de même pour Q, on trouve

IArgR(z) |<p+o(^ ^(a? +^)6^).

Pour K >K; (K, ne dépendant que de a et de pg), on obtient

lArg R(z)| < p + 1/2 ^ ̂  , pour z e I'"' x I""" x I*"*
i —

D'autre part, on a M-1 « R(z) «M (zel"), d'où finalement :

R(z)-1 « e^ M"" exp(^ f Q, ) (4.9)

uniformément pour t> 1, O i < o < o , , _ z e I'"' x I""" x I*"*
M > 1. On majore maintenant I z ^ - t t l î o n a "

Iz'^'-x'K n (1 +e<'^-x;•)
/ = i

|z"^"-x"j<g-2^^"l ïi' (i +^^-xï)
f c = i '

et
|z*^-x*i < e^l-lx*! exp(- / g X? 6,),

d'où 1

|z^-'i|<2"e-lx'(l +e<"xl)exp(-/ f ^) (4.10)

pour zei '" 'xl"""xi*"* et t>0. Si on reporte (4.9) et
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(4.10) dans (4.8), en remplaçant e par (KM)"1, on obtient la
majoration annoncée, et le lemme 4.6 est démontré.

4.3. Cas général.

Soient R = P/Q G D(Xi ,. . ., XJ vérifiant (1.1), et g G M" .
Nous allons voir que le cas général où P et Q ne possèdent pas
nécessairement un plus grand monôme se ramène à l'étude faite à la
section précédente.

A la famille des monômes extrémaux de P et à celle de Q,
on associe a ? i , . . . , c o ^ E S 2 ^ , vérifiant (2.4), de façon que
chacun des polynômes P o ̂  et Q o o?^ possède un plus
grand monôme. D'après (2.6), on a :

fît /»

Y ( R , a ; ^ ) = ^ j (û^^R0^^)^!;^ ( x ) \ d x .
f c = = i L "

Mais (û;^ ^c)11- est un monôme, et J^, 00 est le produit
d'un entier par un monôme ; on peut donc poser :

(^xWl^(x)\=c^x11k , Poc^ = P ^ ; Q o < ^ = Q ^ ; R^ = ^ .
^fc

(4.11)
Avec ces notations, on obtient la formule :

Y(R,r^)= S ^^,^1^(20-^= S ^Y(I^.r^),

qui permet de ramener l'étude de Y(R, i7;5) à celle du cas
déjà traité où P et Q ont chacun un plus grand monôme. On
remarque que si R vérifie (1.1), il en est de même de chaque R^ ,
et qu'on a o^ (R, y) = max o^ (R^ ,7^). Comme conséquence
immédiate de (4.12) et du lemme 4.5, on obtient le

THEOREME 4.7. - Soient R = P/Q e D(X^ ,. . . X^ ) vérifiant
(1.1), ryElST ^ (^ = a , ( R , r ? ) .

Z.û fonction \(R,rî,s), définie et holomorphe dans le demi-
plan o > a ^ , admet un prolongement méromorphe à tout le plan
complexe. Ses pôles sont réels, d'ordre < n, et situés dans un
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ensemble de la forme a^ - - _ N, et il existe un entier N*, ne

dépendant que des monômes extrémaux de P et Q, tel que N
divise N*.

La formule (4.12) permet également de généraliser le lemme
4.6. On introduit d'abord les notations :

PQO= S ^ x ° L , Q ( x ) = S a.x^.
a - " J?

M =max{ |a J , lé^l /aesuppP, ^.EsuppQ} (4.13)
p = p(P) + p(Q).

On suppose en outre que si x^ est un monôme extrémal
de P (resp.de Q), alors on a Rea^ > 1 (resp. Re6 > 1).

THEOREME 4.8. - Sous l'hypothèse précédente, il existe une
constante B^ > 0 qui ne dépend que des monômes extrémaux
de P et Q, et une constante B^ >0 qui dépend en outre de
î?, telles que, pour chaque a^ et a^ G R (04 < a^) et chaque
PO ^O,^^, on ait

Yd^T^X^^d -^M- B l ( 7 )M I ( 7 1 + B 2 (4.14)
uniformément pour \t\ > 1, ^ < a < a^ , M > 1, p(P) et
P ( Q ) < P O .

4.4. Coefficients de la série de Laurent de la fonction Y aux pôles.

Nous allons maintenant établir les résultats concernant l'ordre
des pôles aux entiers négatifs et la nature de certains coefficients
du développement en série de Laurent de Y aux pôles. Nous
montrerons au § 5 que, dans le cas n > 2, ces coefficients sont
les mêmes pour Y et pour Z.

THEOREME 4.9. - Soit K le sous-corps de C engendré par
les coefficients de P et Q. Si SQ est un pôle pour Y ( R , g ; . ) ,

onpose: Y(R,r^)= ^ ^ (s^) (s - s^. Alors
0^—»*
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(i) v_ „ (SQ ) ^r algébrique sur K
(ii)t^ (0) = 0 et i;^^(0)eK; 5f ^ Œ - N ûto^

i;_^o)eK
(iii) si Q == 1, et si SQ est un entier négatif, alors v^^ (so) = 0

^ ^+1 (So)CK.

Démonstration. — L a formule (4.12) permet de se ramener au
cas où P et Q possèdent chacun un plus grand monôme, hypothèse
que nous supposerons vérifiée dans la suite. On adopte alors les
notations (4.2), et on prend comme point de départ la formule
(4.5).

On pose Y(5) = Y ( R , r ? ; 5 ) = f(s) g ( s ) , avec
,, , (2^
f(s) == —————————— , et

n (e(s^)-l)'" ^-^.^•^-^•-^
(on rappelle que les \. et ^y sont des entiers > 0) ;

a) On suppose que SQ est un pôle d'ordre n pour /, ou,
ce qui est équivalent, que SQ Xy est entier pour chaque / . On a
alors, au voisinage de SQ ,

f(s)=-———— (S-SQ)-" ^Od^-^l-"^),
Ai . . . A^

et donc
e(s )

Y(5)=———°— ( S - S Q ) - " +0( |5-5o)l-w + l ) . (4.15)
AI . . . A^

Pour calculer ^(^), on remarque que, d'après l'hypothèse
"^/eZ pour chaque /'", la fonction _ z — ^ ^ ^ O ^ - Ë , définie
au moyen de la fonction "log" (cf lemme 4.1), est holomorphe
dans (C\{0})'1 ; par conséquent :

^o) = 7——n t.. ̂ ^^ ROO"0 dzl . . . dzn ,(2ïîr)" ^c?- - Zi z^

où C^ désigne le cercle de centre 0 et de rayon e parcouru
dans le sens direct. Pour que SQ soit un pôle pour Y , il est
nécessaire d'avoir SQ < a^ , ou encore ^LL. — SQ \. > 0 pour
chaque /.



108 P. SARGOS

On a donc, pour SQ < a^ ,

^o)= ^4ox)! ^r'0^^)"'0)'^ (4-16)
/ ^1 + . . . + « „ x
^ avec la notation a! = c^ !. .. a^ ! et rf^ = —^————o—r

l̂ - • • oxn

De (4.16), on déduit que, dans tous les cas, gÇs^) est algébrique
sur K, puisque SQ est rationnel. Si de plus SQ est un entier
négatif, alors gÇs^) est dans K. D'autre part, g(0) s'exprime
comme la dérivée d'ordre > 0 d'une fonction constante, et g(0)
est nul.

Enfin, si on suppose Q = 1 et SQ = — 4 € — M, alors
g(s^) s'exprime comme une dérivée, d'ordre ^ l y - h ^ X . par
rapport à chaque x., d'un polynôme dont le degré par rapport
à Xj est q Ày ; cela implique que g(so) est encore nul dans ce
cas.

Par (4.15), toutes ces propriétés établies pour g(sQ) sont
également valables pour v_ „ (SQ ).

Il reste à voir que v_ „ +1 (0) est dans K, et que, si Q = 1
et q € N , alors v_ „ + ^ (— q ) est dans K. Nous nous conten-
terons de démontrer ce dernier point, le premier pouvant être
établi par un raisonnement analogue.

b) On suppose Q = 1 et n > 2, renvoyant à [13] pour
le cas n = 1. On fixe q G N , et on va montrer que t ;_^+i (— q)
est dans K.

D'après l'égalité v_^ (—q) = 0 démontrée ci-dessus, on a,
au voisinage de — q :

YCy)= "̂̂  (5+^r^1 ^Od^çl-^2).
Ai ... \

II faut donc montrer que g\~~~q) est dans K. En dérivant
n

g , on obtient g\s) = ^ X. h^(s) — h(s), où on a posé
7 = 1

^-^Xs^-^-'0'2'^--^'
et

A ( ^ ) = — — — r ^-^(z^LogP^)-^ ...-ûîz".
(2ï7T)" ̂  - Zi Z^
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On étudie successivement les termes Ay(— q) et A ( — ç ) .
On remarque d'abord que la fonction 2^ 1—> z 5 ^ ' ^ est

holomorphe dans (C\{0})" et donc que, dans l'écriture de
h ( — q ) , l'intégrale sur V\ se réduit à une intégrale sur C^ . La
formule de Cauchy implique alors :

A(- q) = (q\\^\ [d^li (f(xyl Log p(x))}^--

Si on pose d9x:¥lt-(uv) = S c^yd^ud^-v, les c^
<t+jî=<jl\+j,t ~

étant des entiers, on obtient :

^-î)= (^^); ^g^0) [ '̂+ii œ(x))^,
^ , 1 ,, S ^.^^P^)'L=o [^LogP(x)],.o-(q fÀ+^ ) ! a+^==,^+^ - - - - - - - - - - -

^oT
Le premier terme du membre de droite est nul et le second

est dans K, car chacun des termes [d^ PÇx)^]^^^ et
[d^ Log P(^)]^ = o . Pour ^ ̂  0, est dans K.

Il reste à montrer que hÀ—q) est dans K, par exemple
pour ; = 1 . Comme on a supposé n > 1, on peut écrire
_ z = ( z \ z , , ) , avec ^ = (z^ ,. . . , ^ _ i ) . On pose X = ( X ' , X ^ ) ,
etc.. ., et on obtient :

'••'-o-^j;.-,^'-''•^•^u ^'-""wi")^-..^.z(7r e ^n A! -'-»- 1

Mais l'intégrale entre parenthèses est égale à
i r a"^" . , 1

(q\+^V. ôz^"^" v(z-'zn)<l\^f

toujours parce que l'ordre de dérivation dépasse le degré. Cela achève
la démonstration du théorème 4.9.
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5. DEMONSTRATION DES THEOREMES 1.2 ET 1.3

5.1. Une formule sommatoire.

Dans cette section, on exprime la série S f(v) sous
veN*"

forme d'une intégrale complexe (formule (5.5)), moyennant
certaines conditions sur l'analyticité et la croissance de la
fonction / ; puis on décompose cette intégrale pour se ramener
soit à des intégrales réelles, soit à des intégrales qui "convergent
bien" (formule (5.6)). Par souci de clarté, on expose d'abord
le cas n = 1.

a) Soit f(z) une fonction holomorphe au voisinage de
l'ensemble

r = i ^ = - + { z e c / | A r g z | < 0 }
où 6 est un réel donné G]0 ,7r /2] . On définit les deux chemins
7+ et 7_ de la figure 2, de façon à avoir

/ --f + f.+ ̂^ar ^y. A

figure 2
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ÔF désignant le bord orienté de F. On suppose que, pour un
certain ô > 0 , / vérifie la majoration : /(^«Izl"1"6 ( zEP) .
Par un calcul de résidus, on obtient la formule :

^^-^7^-^
(cette formule est bien connue dans le cas Q = 7r/2 ; voir par
exemple [10]). On décompose alors :

^^---X^^'T^
et on écrit

r f(z) /• e(-z)
-j -\——— dz =j f(z) -——-——^ dz ;^'y- l — e ( z ) J^- 1 — e(— z )

finalement, grâce au théorème de Cauchy, on trouve :

S fW=r /OOAc
, î ^1/2P=l ^l/î

+/ f^T—T^^S f^————d^ (5-2)
e^ .- . f ^ ^ e ( - z )

•/')[+ 1 - e(z) •/7- 1 - e(- z )

L'intérêt de cette décomposition réside dans le comportement

asymptotique de la fonction z '—> ————— pour z Gf;
ona l - e ( ± z )

e(z)-^-j— =o(g-2^izi««nff) (ze^)
1 - e(z)

(5.3)
^"^ =0(e-2»|z|sin9) (z£^_).

1 -e(-z)
b) Soit /(z^ ,. . . ,z^) une fonction holomorphe au voisinage

de F" dans C" vérifiant, pour un certain 6 > 0, la majoration :
/(zXOzi.-.zj-1-8 (zer"). (5.4)

Une utilisation répétée de (5.1) donne :

-§.„ Aï) - ̂  ... Xr T"--"2"' &. • • • &. • <">l̂  =
^ar ^ar nn [ e ( z ^ - i ]

/=! /

i/eN*

La décomposition qui permet de passer de (5.1) à (5.2) peut être
appliquée à chacune des n intégrations successives ci-dessus. On
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obtient alors V f(v) comme la somme de 3" termes qui sont
^

chacun, moyennant une permutation des coordonnées, de la
forme :

r • • • f (F • • • r A^,...,v,^i,..,^)•̂  ^ Wl/2 ^1/2
.———„'————. •——————n1———• dX^ . . . rfx^ )

e ( ± z , ) e(±z^) . , , '————î— . . . ————"—— dz. . . . dz^ (5.6)
1 - e ( ± z , ) 1 -e(±z^) 1

où n' et yî" sont deux entiers de somme n. Le terme qui
correspond à n' = 0 est

r ... r f(x)dx=2-^ f f^}dx,
Jl/2 ^1/2 ^L" '2'

5.2. Application à la série Z(R , 77 ;-s).

On veut maintenant montrer que la fonction z_ »—> zJL RC^)"^
peut être définie dans un certain (1^)" et qu'elle y vérifie
une majoration du type (5.4) pour a > a^.

P
LEMME 5.1 - Soient R = — G D(Xi , . . ., X^) vérifiant

(1 .1) , T[EN" , é?r (̂  = o^ (R,î7). ^to^ ff ^^^ des réels 0 >0
et RQ < 7T/2 ^h ̂ M^ :

(i)max(|ArgP(z)|, |ArgQ(z)|) < po (zE^)")

(iï) RO) » Iz?1 '1 . . . z^111^ (z G (F,)").

Démonstration. — Soit w = max {|a| ; aGsupp P} . On
choisit 6>0 tel que max{p(P), p(Q)} + w 0 < 7 r / 2 , et on
pose po = max {p(P) + p(Q)} "*" mO. Il est facile de voir que la
propriété (i) est vérifiée pour un tel choix de 6 et po. La
propriété (ii) découle facilement des lemmes 3.2 et 4.2.

Le point (i) du lemme 5.1 nous permet de définir la fonction
z i—> z3 R^)"^ dans (F^)" au moyen de la détermination
principale du logarithme. La partie (ii) montre que pour a > a^,
elle vérifie la majoration (5.4), et qu'on peut lui appliquer la
formule sommatoire (5.5).
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Finalement, on a montré que Z(R,g ;5) est la somme de 3"
termes, qui sont tous, moyennant une permutation des coordonnées
de la forme

h(s)= r ... r z^Yo(R(z,.).rf;,)
Zî-.—l^ n e(±z.)n i ; , dz, . . . dz^ ,/ = i 1 ~^ (±zp 1 w

où on a posé (5.7)

Y o ( R ( z , . ) , r ^ ; 5 )

"•^ '"^/2 x r l t f R ( z 9 x ^ ' - ' x n f t r s d x l " ' d x n^

3 = (r?',^)^ = ̂  • • • ̂ v . ^" = ̂ '+ï • • . ̂  • (5.8)

Grâce à l'écriture :
Y o ( R , î 7 ; 5 ) = F ... r°^lR(^)-^

^i^ ^i^

= 2- w - 1^1 ̂  ^ R(^)~s dx (la Première égaUté étant une définition)

on voit que les théorèmes 4.7, 4.8 et 4.9, établis pour la fonction
Y, sont encore valables pour la fonction Yç .

Démonstration des théorèmes 1.2 et 1.3. - Nous allons
montrer que chaque terme h(s) défini par (5.7) vérifie les conclusions
des théorèmes 1.2 et 1.3.

a) Si n' = 0, le terme (5.7) correspondant est h (s) = Yo(R, rf , s )
qui vérifie les propriétés annoncées d'après les théorèmes 4.7 et~4.9.

b) Si n19 = 0, les termes (5.7) correspondants sont de la forme :

h(s)=f ...f Z.R(Z)- n -r^—&.
^t ^t /=! l -6?(±zp -

D'après (5.3), cette intégrale converge uniformément au voisinage
de chaque point s , et représente une fonction entière de s. Dans
le cas n > 2, toutes les propriétés annoncées sont trivialement
vérifiées. Dans le cas n = 1, on doit encore prouver les parties (ii)
et (iii) du théorème 1.3 ; le lecteur en trouvera une démonstration
directe dans [13] (cette dissymétrie entre le cas n = 1 et le cas
n > 1 s'explique ainsi : prenons l'exemple de la propriété (iii) du
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théorème 1.3 ; pour n = 2 , elle signifie que les résidus aux
entiers négatifs sont dans K, ce qui est trivialement vérifié par la
fonction entière h ( s ) , alors que pour n = 1, elle signifie que la
fonction prend, aux entiers négatifs, ses valeurs dans K) .

c) Les théorèmes 1.2 et 1.3 sont maintenant conséquences du
résultat suivant, qui combine les arguments des deux cas extrêmes
ci-dessus.

LEMME 5.2. — On suppose n' et n" =^ 0. La fonction h(s),
définie par (5,7), est holomorphe dans le demi-plan a > a^,
et admet un prolongement méromorphe à tout le plan complexe.
Ses pôles sont d'ordre < nn et situés dans un ensemble de la

forme a^ — — N, ou l'entier N ne dépend que des monômes

extrémaux de P et Q.
De plus, l'ordre du pôle à l'origine est au plus n" — 1, et

sous l'hypothèse Q = 1, l'ordre du pôle à chaque entier négatif
est au plus n" — 1.

Démonstration. - D'après (4.12) et (4.5), on peut trouver un
entier N, qui ne dépend que des monômes extrémaux de P et Q,
tel que, si on pose g ( s ) = (e(Nj?) — !)"", la fonction
(s, ï) ̂  g(s) Yo (R(z ,. ), a" ; s) soit continue dans C x (1̂  )" \
et holomorphe par rapport à s pour chaque z fixé. On pose :

A^j)=^)Yo(R(i,.),î?^) (̂  ^-l̂ ^)zl.

On va montrer que
h(s)g(s)= [ ... [ f ( s , z ) d z , . ^ d z ^

î ^t

est une fonction entière de s ; par le lemme 0.3, il suffit pour
cela d'obtenir une majoration convenable de f ( s , z ) dans chaque
ensemble de la forme E x 7^ x .. . x 7i, où E désigne un compact
quelconque du plan des s.

Soit P(i ,^)= Z û^i8 'x^ , avec la notation
aesupp P

a = (a', a"). Pour z G 7^ x . . . x 7 + , les coefficients du poly-
nôme x '—> P(i,20 ont un argument compris entre — p ç et ?o ,
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/"' \et un module qui est O^n \7.^\m) (m et p^ sont choisis comme

dans la démonstration du lemme 5.1) ; le même résultat vaut pour Q,
et le théorème 4.8 donne alors :

^(5)Yo(R(z,.) ,3";5)« n Iz,^ (sCE, z € E 7 , x . . . x^)

(5.9)
pour un certain k > 0 (en fait, le théorème 4.8 ne considère que
le cas \t\>\, en raison des pôles de la fonction Y; cette
restriction n'est plus nécessaire ici, puisqu'on a multiplié Y par
g(s)). De (5.3) et (5.9) on déduit la majoration

n1

-s 2 i z . i
f(s,z)«e l ( 5GE, ^E7 ,x . . . x 7 ± )

pour un certain ô > 0 , et ceci prouve que h (s) g ( s ) est une
fonction entière.

Pour achever la démonstration du lemme, il reste à vérifier
trois points :

(i) h n'a pas de pôle dans le demi-plan a > a^
(ii) l'ordre du pôle en 0 est au plus n" — 1

(iii) si R est un polynôme, alors l'ordre des pôles aux entiers
négatifs est au plus n11 — 1.

Pour prouver (i), on procède à une majoration directe.
En effet, d'après la propriété (ii) du lemme 5.1, l'intégrale

w= [ ...r ^( ï e(±z^ \J^. J^ </=i \-e(±z^l

dz_ F ... F x^'Rd^xr'dx
"1/2 ^1/2

est absolument et uniformément convergente pour s E E, où
E est un compact arbitraire du demi-plan a > a .

Pour prouver (ii), on remarque que, d'après le théorème
4.9, f(0,z) est nul pour tout z, et donc qu'on a g(0)h(0)=0.
Le même raisonnement prouver également (iii).

Cela achève la démonstration du lemme 5.2 et des théorèmes
1.2 et 1.3.
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6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.4

a) On commence par une application du théorème de
Phragmen-Lindelôf qui permet d'importantes simplifications
de calculs.

LEMME 6.1. — Soit f(s) une fonction holomorphe au voisi-
nage du demi-plan t > 1, et soit a^ G R. On suppose qu 'il
existe deux constantes A et B > 0 telles que les deux propriétés
suivantes soient vérifiées :

(i) pour chaque 04 et a^ € R , on a
f(s) « 1 4- r-^ ^Oi < a < a^ ; t > 1)

(ii) pour chaque a > o^ , on a f(s) =0(1) (t > 1). Alors,
pour tout e > 0, et pour chaque 04 et a^ G R , on a

f(s) « 1 4- t^o^a^e (ai < a < a^ ; t > 1).

Démonstration. - Soit ^(a) = inf {a > 0//(.y) « ̂  (r > 1)}.
Alors [15, §5.65], ^(a) est une fonction convexe. Comme
^(a) = 0 pour a > a^ , on a, par continuité, ^(^a) = 0. Pour
a^ < a < a^ , l'inégalité de convexité s'écrit :

G — CT — Oi 0 — 0
^(a) < -a—— ii(o,) < ———i— A(a, ~ a) + B-^——— .

^-^ ^-^ aa~~al
Prenant — a^ arbitrairement grand, on obtient :

fji(a) < A(a^ — a) pour chaque a < a y , d'où :

f(s)« i +^A(af l-a)+e ( r> 1),
pour chaque e > 0 et chaque a € R.

Une nouvelle utilisation du théorème de Phragmen-Lindelôf
montre que cette dernière estimation est uniforme par rapport à
a € [a^ , a^ ], d'où le lemme.

b) une majoration directe de (5.7) ne permet pas d'obtenir
(1.3). Il faut d'abord modifier la formule sommatoire établie
au §5.1.
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Pour le cas n = 1, on part de (5.2), et on écrit l'identité :
e(z) q-1 e(qz)

————— = ^ e(vz) 4- —————
l - e ( z ) ,=1 1 - e ( z ) (6.1)

q étant un entier arbitraire > 1. Par le théorème de Cauchy,
on transforme l'intégrale (cf figure 3) :

f f ( z ) e ( v z ) d z = f^172 f ( x ) e ( v x ) d x + f ' f ( z ) e ( v z ) d z .
J7+ ^1/2 J <7+7+<7+7+

figure 3

La formule (5.2) devient alors :
oo /»oc q-l ^ q + ï / 2
v /(^ = / f(x) dx + 2 V / /(;c)cos2îri/jcdx

1/^1 "1/2 î l "1/2

<?-1 . <y- l
 „

+ y / /(z)<?0/z)ûfe+S / /(z)e(-i/z)rfz
p=i J<ï+'y+ ^i </<^+-y-+r / ^«w,^ , ^_±^_,,,. "-2'

J^^ 1 -^(z) J^_ 1 -^(-z)

On obtient ainsi ^ /(^) comme la somme de 0(q) termes

qui sont de l'un des quatre types suivants :

1 cosr̂1/2
f(x)dx, ^+1/2 /(>/)cos2^, f f(u) e(±qu) du

Jl/2 J7± 1 — ^ ( ± M )

ou f f(v) e(± rv) dv, où r est un entier compris entre
» /<y+'y+^+7±

1 et q - 1.
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On passe maintenant au cas n > 2. En procédant comme

au §5.1, on voit que la série S f(v) s'exprime comme
yeN*"

la somme de 0(qn) termes, qui sont chacun, moyennant une
permutation des coordonnées, de la forme :

r . . . r / f; .̂ iL.)̂
^± ^ ^=1 l ^e(±u^î -
'——n—— l /» /• / ^f . . . f ( n ^(±r,î;,))ûfi;

<<l+-y+ J<7+ -y+ \ /=1 1 î / -^+71 "fl^Tt ^l

.<?+1/2 /»<ï+l /2 / w'"/ > < ? + i / 2 ^q+l2 / n , \
1 . . . f ( n cos27rr;^) ̂  (6.3)

^1/2 ^l^ V / = l ' î / -'1/2 ^l^ Y / =
————— „-'———————« r ... r f(u,v^,jy,x) A

^1/2 ^1/2n/2 ^1/2

où n , n^, /î^ et w* sont des entiers >0 vérifiant
n' + n" -t- n'" + M^ = n, où on a posé u = (^i , . . . ,^0,
^= (vi ,...,i^), ^ = (3^1 , . . . , y ^ ) , et x = (^i ,. . . ,x^),
et où les entiers r. et r' vérifient 1 < r., r' < q — 1.

c) On prend R.jry et o^ comme dans le théorème 1.4.
On pose p = p(P) + p(Q) et m = max { | a | / aG supp P}.

Dans la formule sommatoire ci-dessus, on fixe un
6 > 0 vérifiant max (p(P), p(Q)) + m B < T T / I . Etant donnés
nf, n11, n119 et n* comme ci-dessus, on pose r_ = (r^ , . . ., r^»)
et jr' = (r^ ,.. ., /•„»»»). Soit enfin h(q, _r, / ; 5) le terme
(6.3) dans lequel on a remplacé f(z) par i^ R^)"* avec
a > a^ . D'après les résultats du § 5, on sait que la fonction
h(q, r,9 1 ' ^ s ) est holomorphe au voisinage du demi-plan
{ s / t > 1}.

LEMME 6.2. — Avec les notations précédentes, il existe deux
constantes A et B > 0 qui ne dépendent que des monômes
extrémaux de P et Q (B pouvant dépendre aussi de 17), telles
que, pour chaque a^ < a y , on ait :

h(q , a, / ; 5) « e^ (1 + ç-^ B) (6.4)
uniformément pour a ^ < a < " a ^ + l , ^ > 1 , <? CT^er >mt,
et 1 < yy , rj < q - 1.
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On admet provisoirement le lemme 6.2, et on montre comment
on peut en déduire le théorème 1.4. Pour des raisons de symétrie,
on peut se restreindre au cas t > 0 ; on suppose donc t > 1
dans toute la suite.

Soient °i ^ °a e^ a^ ^ °a ^~ ^ fixés. Pour chaque t
donné, on pose q = [mt] 4- 1 ([mt] = partie entière de mt).
On sait que Z ( R , r ? ; 5 ) est la somme de 0(ç") termes qui sont
chacun 00?^ (1 + q~Aa+B)), d'où

Z ( R , f n ' , s ) « e p t ^ (1 + t-Aa+B)(a^ < a < ( ^ + \,t> 1),

ce qui peut encore s'écrire :

Z(R,3;5)«é? p f (1 + r-^^Kai < a < a^ + 1, t > 1), (6.5)
avec B' == n 4- max (B , A(a^ + 1)).

D'autre part, pour a > a^ -(- 1, une majoration directe
de la série absolument convergente ï y^ R(v)~5 fournit immé-
diatement l'estimation :

Z(R,3;5)«^ (a^ + 1 < a < 0 2 , t> 1). (6.6)
Comme conséquence de (6.5) et (6.6), on a finalement

Z(R, r î ;5 )^ (1 + t-^^^Ça^ <a<a^,t> 1).

Si on applique le lemme 6.2 à la fonction
s ̂  e1?5 Z ( R , T ? ; 5 ) ,

on obtient exactement (1.3), et le théorème 1.4 est démontré.
d) Etant donnés n ' , n 1 , n ' 1 9 , w* G N , de somme n,

on pose

^).r , r / n p^)^ ,67)
"•yt •"Ti ^=1 !-('("/)/ (6-')

f ...f ( n e(±r^)U
"ff+Tt "fl+Tt V f c = l ' •

p.i/2 /.,.i/2 / ^ cos(2ffr,^)) u2't;2"y2'"
1/2 1/2 v t= l 'YoCR^t,^,.),^;,)^'1/2 v\|^

—————n"' -———
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avec ^o(R(u,v,y^),ri*',s)
^îi^v.y)'5 si n* = 0

f . . . F x^ R(u,v^,x)-5 dx si 7 î * > 0 .
i^ ^'1/2

On doit montrer que h (s) vérifie (6.4). Pour le cas
n* = 0 , on procède à une majoration directe qui ne présente
pas de difficulté. On suppose donc n* > 0, on fixe ^ < a , et
on pose a 9

"(f)- (3 +^e^,...,-^+^e^)=(a,, ...,«„,).U
et
v = VÎT£= "(î) = (^- + <? + r, ̂  ,... l + q + ̂ ., e^6)

=(" i , . ..,"„"),
avec ^ G R^. et r^ e R+ . On a alors

'^^^^^i^tL^2^81"0
et

lArgvJ =Arctg r^ sin i T., sin 0
1/2 + <7 4- r^ cos0 17

Soit :
M==(n (l^^)m)(nîl ( i+r.)^)^. (6.8)^!=1 / \ fc = i ^ c y ^

On considère le polynôme

^ -̂> P(^,t;_,^^)= ^ û^^^'^"^.
a

Ses coefficients sont «M et ont des arguments majorés
en valeur absolue par
P(P) + S a, lArg^l + ̂  a^ .̂ lArgvJ

/ t

w sin0 "<P(P) + 2wsin0 ^ f .+ V
k '

/=! î t=l

et aussi par p(P) + m 9 < n/2. Le même résultat vaut encore
pour le polynôme x --»• Q(u,v,^,x) quand on remplace
p(P) par p(Q).

On applique maintenant le théorème 4.8 à (R,î?) , et à tous
les couples (R(u,v,^ , . ) , Q * ) déduits du précédent en fixant
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une ou plusieurs variables. Il existe donc deux constantes
B^ et B^ > 0 qui ne dépendent que des monômes extrémaux
de P et Q (B^ dépendant en outre de rQ telles que l'on ait :
\Q(R(u^,y,.),rfff,s)«M-^a+^

. ^ 2 m sin Q ^ \
x exp (p + 4m smQ Y ^ + ————— V rj f (6.9)

V, ~ ' q ^ '

uniformément pour u_ € 7^ x ... x 7 ;̂ , v €(<? + 7^ ) x ... x (q + 7^ ),
y^(=[l/2,q + 1/2]"'", <? entier >1 , o, < o < a, + 1 et
f > 1. D'autre part, on a les majorations :

^^ «e-î^t/'too (y.e^)
\-e(±u,) - ' lt (6.10)

e(±^t;fc)«e-2'rTfc' in(' (v^<Eq +^,r^ > 1)

|u,|< 1 +^ et |Ufel<(?(l +rfc).

On reporte (6.8), (6.9) et (6.10) dans (6.7), et on trouve

h(s)«q~mBla+mB2+w+n e^

p[ ( ("° (1 + t)-"'BiO+mB2+î),, g(4»»»r-2irq)^gine ^fc \
, = i \ Jn ; ' ^

nr
;=1 ^0

M"n
fc = 1 ^ ^O

,mf
ft (^'(l +^)-B,a^B,.^^ ^--^sin. ̂

(6.11)

uniformément pour q > 1, ry et ^ < <? — 1, ^ < a < a^ + 1,
_— ^

et r > 1. Pour q > mt, les quantités 2irq — 4mt et T T — —
Q

restent minorées par un nombre fixe > 0, et les intégrales
figurant dans (6.11) sont 0(1). La majoration (6.4) est donc
vérifiée avec A = m B^ et B = m B^ + \y_\ -h n ; le théorème
1.4 est entièrement démontré.
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