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INTRODUCTION

Le but de ce travail est de généraliser en dimension supérieure
la remarque de B. Malgrange selon laquelle un ©-Module holonome
M sur un petit disque X C C, à singularité régulière à l'origine
est défini à isomorphisme près par les couples d'espaces vectoriels
de dimension finie :

E = Horn^ (M(X), e (D - FT)) F = Hom^ (M(X), -^—"—^

correspondant aux solutions holomorphes et microfonctions,
reliées par le morphisme canonique u : E —> F et le morphisme
variation v : F —^ E qui vérifient la condition : Id 4- v u est
un isomorphisme. Dans [ 1 ], on trouve une approche naturelle
de ce point de vue.

Soit X un polydisque ouvert, centré en zéro de C71 et muni
de coordonnées z ^ , . . . , z ^ et soit T le croisement normal
d'équation Z p . . z ^ = 0 . Notons ©x le faisceau des fonctions
holomorphes sur X ; 00 ̂  1e faisceau des opérateurs différentiels
à coefficients dans ©x ; (®^)hr ^a catégorie des (B^ -Modules
holonomes à singularité régulière, dont la variété caractéristique
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se projette sur T; (°^ la catégorie des /î-hypercubes de C-espaces
vectoriels de dimension finie {Fp 1 C { 1 ,2 , . . . , n}} reliés par

ui
deux familles d'applications linéaires F ^ ^ F i u { / } assujettis à

^v^
certaines conditions de commutativité : u^u. = UM^ u^y = V.Vf,
uf)^ = VjU{ et tels que Id 4- v^Uf soit un isomorphisme. Nous
démontrons le théorème suivant :

THEOREME.—// existe une équivalence de catégorie entre
«Oî)hr et e,.

On sait ([2], [7], [11]) que le foncteur "solution" :

orc r——^ Soi (jn) = R geom^ ou ,©)
établit une équivalence de catégorie entre (®x)hr ^a catégorie
des (3) -Modules holonomes à singularité régulière et la catégorie
Perv(X) des faisceaux pervers (sous catégorie pleine de la catégorie
D^(Cx) des complexes bornés de faisceaux de C-espaces vectoriels
sur X à cohomologie constructible). En 1.1, nous décrivons
Sol((OD^)h,) noté Perv1 (X) et notre travail va consister à construire
une équivalence de catégorie entre Perv1 (X) et (3 „ .

Chapitre 1 : Nous décrivons Perv^X) .

Chapitre II ; Nous démontrons dans le cas X = C, T = {0}
l'équivalence de catégorie entre Perv^-'CC) et <°^ . Pour cela,
nous utilisons l'idée de B. Malgrange qui consiste à considérer
une coupure K = R"*' de C et le triangle :

RI\^ ——^ ^ —^ RFc-K^' .

Chapitre III : Posons C" = IÏ C/ , K/ == R+ C C1, V/ = C/ - R''.
/=!

Considérons les triangles

^ziuO} g ï'—^ Rr n K.-xc/x n v , ^ — ^ R I\^-,
/ei 7 /^iu0} /

où Zj = H K ^ x n V. et gr appartient à Perv1'^).
i(=l /QÈI
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Ces triangles font partie d'une configuration de triangle du type
hypercube reliant 3" complexes et dont ^ est le centre. Pour
l'étudier, nous nous plaçons dans une situation avec paramètres
et raisonnons par récurrence. Nous démontrons ainsi que R I\ ^
est concentré en degré | I | . ^ = R111 I\ ^ï ' étant localement
constant sur certaines strates par un bon choix d'isomorphismes,
on décrit ce faisceau par sa restriction à ces strates, ainsi que les
morphismes cobords

u,:Rr^-—Rr^^- .

Chapitre IV : A un élément ^ ' de Perv1 (C" ) , on associe l'élément
de û ^ : {Fp^,,^,}, où

F^CR111^-)^^, u^(V^

et où Vf est un morphisme de recollement de ^ 3 ^ entre
deux strates. On définit ainsi un foncteur a, dont on montre
que c'est une équivalence de catégories et dont on exhibe un
quasi inverse. Techniquement, on remplace les triangles ci-dessus
par des suites exactes courtes scindées auxquelles nous appliquons
les résultats de l'appendice et plus particulièrement la proposition
A. 1.4.

La commutativité des foncteurs RS^ComÇiïc ,*) et R F^
nous permet de traduire en termes de <3) -Modules notre résultat:
voir le compte rendu de notre exposé dans [10] où sont aussi
décrits les objets de (5^ correspondant à des complexes du
type I.C. ([4]) et en particulier les objets simples.

En cours de rédaction nous avons pris connaissance du manuscrit
de J.L. Verdier [15] sur un sujet voisin et de la lettre de P. Deligne
à R. Mac Pherson où est conjecturé le résultat que nous démontrons.
Remercions pour finir J.L. Brylinski, B. Malgrange, Z. Mebkhout
et F. Pham pour les discussions intéressantes échangées avec eux au
cours de ce travail.
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NOTATIONS

X variété analytique complexe
Cx catégorie des faisceaux d'espaces vectoriels
K(Cx) catégorie des complexes d'objets de C^ avec morphisme

défini à homotopie près
D (Cx ) catégorie dérivée associée
Db(Ç^) (resp. D^(Cx)) sous-catégorie pleine des objets bornés

(resp. à cohomologie constructible)
• Pour ^ objet de K(Cx) (ou D(Cx)), on note :
h1 (9*) son f8"10 faisceau de cohomologie
^ sa fibre en un point x de X
^•[fc] complexe égal à ^k+n en degré n dont la différentielle

est celle de ̂  multipliée par (— 1)^
On dira que gï* est concentré en degré n (resp. borné à gauche
en degré > n) (resp. borné entre les degrés m et n) si h\^) = 0
pour i =^ n (resp. i < n) (resp. i < m et i > n)
Q is quasi-isomorphismes entre objets de K(Ç^)
E faisceau constant de fibre E
Rappelons que le complexe dualisant de C^ est: D^ = C^ [2n],
ou n = dimç X . Le dual de Verdier de ^ï* est :

R9€om(^,DcJ = R^Corn (^ ,C) [2^]
On note gï^ = R9eom(^,C)

=D(^)[-2n]
F^ foncteur de Cx —> C^ est égal pour A fermé au

foncteur section à support A et pour A ouvert à
i^i~1 où / : A —^ X est l'inclusion ouverte

I\ est aussi défini pour les localement fermés de façon
que F^=I\^.

R I\ foncteur dérivé de I\ (R I\ R Fg = R I\ ^ g)
• Dans tout ce travail les triangles dans D(Cx) sont notés

«à plat» : A* —^ B - — ) > C*, ou simplement
+1

A* —> B* —> C'
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• Pour 1 partie de { 1 , . . . , n}, 1 = {^ , . . . , i^}:
|I| = # I = k

% (I) l'ensemble des parties de 1
• Un hypercube de dimension ^ . '{O,!}" est indexé par

% ( { l , 2 , . . . , / î } )
• Une face de cet hypercube est indexée par une partition

{ I , J , L } de { ! , . . . , n}. Cette face est
< I , J , L > = { 1 ^ , 1 C 1^ C I U J}

Nous commettrons systématiquement l'abus de notation consistant
par exemple à écrire :

( x. € K, si i € 1
( j c i , . . . , ^ ) e n K / x n v ^ ' y • - < = T -

/ei /e j / ( ^ e v / si l E l

I. GENERALITES SUR LES FAISCEAUX PERVERS

1.1. Définitions.

Soix X une variété analytique complexe lisse de dimension
n et S une stratification analytique complexe de Whitney de X,,

X = U 2.
0<f<n

2 .̂ est la strate lisse de dimension complexe /'.
Un complexe ^' de D(Cx) est dit à cohomologie construc-

tible relativement à S si pour tout entier i , h1^'), le ^groupe
de cohomologie de ^ï ' , vérifie :

V 7 G { 0 , 1 , 2 , . . . , ^ } ^(^)|^
est un système local.

L 1.1 DEFINITION. - Un élément ^ de D(Cx) à cohomologie
constructible relativement à 2 est dit pervers relativement à S si
les conditions Aa, Ab, B sont vérifiées :
Aa) \/i^ { 0 , 1 , . . . , n } h1 (§?•) = 0
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Ab) le support du faisceau h1 (Si9) est contenu dans
^-/= u ^

0< /< M-/

B) mêmes conditions que Aa et Ab e^ remplaçant S ï * par
Rgeom(^ ,Cx) = ^ v .

Notation. — On note Perv2 (X) la sous-catégorie pleine de
D(Cx) formée des complexes pervers relativement à 2.

1.2. Autre formulation des conditions de perversité.

La dualité de Verdier [14] permet d'établir que la fibre en x
de ^(v est Hom (j^1 R F^}^ \C) [— 2n] où 7^ désigne l'inclusion :

ixx c—> X. On en déduit facilement la proposition suivante :

1.2.1 PROPOSITION. — Un complexe ^' de D(C^) à cohomologie
constructible relativement à 2 appartient à Perv2 (X) si les
conditions Aa, Ab et B bis sont vérifiées :

Aa) V Ï ^ È { 0 , 1 , . . .,n} h1^9) = 0

Ab) le support du faisceau h\9 ') est contenu dans
^n-i- u 2,

0< /< n-i

Bbis) V / > 1 , V x eS^_,, V f c G {2^2 - 2/ , . . . ,2n -/- 1}
(R^F^^^O
(dow Vfc G { 0 , . . . , 2n - f - 1}).

On peut remplacer B bis par une condition équivalente :
B ter) (R I\ ...^Is _/ est concentré en degré >/ .

1.3. Exemples.

1.3.1. X = C,Sç = C - {0},S^ = {0} : ̂  est pervers relati-
vement à cette stratification si

a) les seuls croupes de cohomologie de ̂  non nuls sont h°(Si9)
et A1^-)
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b) h° (^') l c -{o} est un système local
^(^o est un espace vectoriel de dimension finie

c) h1 (^') est à support l'origine
h1 (^Oo est un espace vectoriel de dimension finie

d) h0^9) n'a pas de section à support l'origine

1.3.2.

X = C2 ,S,= (C - {O})2 ,S, == C - {0}x{0}U {0} x C - {0},S, = {0}

Les conditions de perversité impliquent encore que A°(^ï') n'a pas
de section à support fermé strict ainsi que le principe des singularités
inexistantes pour hQ(Si') = h°

t-0^p2\

^W^Î'W-^w'0'

II. FAISCEAUX PERVERS A UNE VARIABLE RELATIVEMENT
A LA STRATIFICATION S^ = C - {0} , et SQ = W

Soit ^"' un tel faisceau pervers, posons K = R'*' et notons
h° et h1 ses groupes de cohomologie (les conditions de perversité
utilisées ont été détaillées en 1.3.1).

H. 1. Etude du triangle R I\ ^——> ^——> R F c . K ^ ' .

Etude de RI^K^* : soit / : C — K —> C l'inclusion ouverte,
R^c-Ky = R^O'"1^)

== R^O-1/!0).

En effet h1 est à support l'origine. De plus, comme ^° lc -{o} Gst

un système local, i~^h° est un faisceau constant et donc :

V Â : > I , v x e c , (R^Fc.k^'^ = lim H ^ C U - K , r^^^o.
x^V

U ouvert
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Par suite: R r ^ . K ^ - == i^(i~1 h°).

Notation. - E = (R° Fç..^ ^' )o .
f"1 h° s'identifie à E faisceau constant sur C — K de fibre E .
On a donc obtenu le lemme :

II.I.I.LEMME. - R r ç _ K ̂  ^ R ° r c _ K ̂  (^ R ° r c _ K À ° )
^•*(E),

d'où V x E C -K, (R°rc_K ^^x ^ E

V x E K - {0}, (R°rc_K ̂ \ ̂  E C E.

Précisons le dernier isomorphisme. Soit x appartenant à
K — {0} et ^(resp.jc") un point au-dessus (resp. en-dessous)
et voisin de x , soit s un germe en x de R°rç_^ gï\ s définit
un germe de R° r^_^ ifi9 en x^ (resp. en je"), d'où par prolon-
gement une section de h° sur C — K , c'est-à-dire une section
globale de R0!^..^^' dont on notera ^(resp.^) la fibre à
l'origine .
Le morphisme cherché est :

(R°rc_^-), — ^ E O E x E

S 1——> S^ ̂  S^

E EC E

R ° r c _ K ^ - ^*(E):

£'^d^ ̂  R I\ ^' : R° I\ ^ï • ^ r^ h°

Or r K A ° = r ^ o ^ A 0 car h° i c - { o } est un système local

= 0 vu les conditions de perversité.

La suite exacte longue de cohomologie de notre triangle se réduit
donc à :

0 —> h° -^ R° FC_K ^ -u-^ R 'FK ^- —> h1 —> 0.

Notation. - F = (R1 I\ ^•)o.
Pour x non nul, (A1)^ = 0 et donc (R1 I\ gï* ) l c - { o } est 1e

conoyau du morphisme P 1 c- {0} •
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En dehors de K , p est un isomorphisme, d'où

Vx G C -K (R1 I\ ïï^\ = 0.

A ° l c - { o } s'identifie au système local défini par E et par
un morphisme M : E —> E obtenu à partir de la monodromie
de h°. Lorsque x appartient à K — {0}, on se donne une
identification de (h°\ avec E ; prenons s un élément de
(h°)y ; s définit localement s ^ , un germe en x^ (point voisin
et au-dessus de x) de h°, d'où en appliquant p :

p^(^)€=(R°rc-K ^,-E.
Muni de cette identification, pour tout x de K— {0}, on obtient
le diagramme suivant entre deux suites exactes courtes :

U<
0 -^ (h\ -^ (R° FC.K ^\——> (R1 I\ ^—^ o

I I II
0—> E ——> E C E — — > E ——>0

e\—> eSM~1 e (e,/) «—^ M/ - e

Ce diagramme définit donc un isomorphisme : V x G K — {0}
(R^K ^•)^H.

On a établi en particulier le lemme suivant :

11.1.2. LEMME. - RI\^" ^R1!'^ [-1]K

^K c7' ^
1

v;cec-K (R1 I K ^•)x = o
V x € K - {0} (R ' rK ^')x ^ E

(R1 rK^') |K-{o} ^r isomorphe à E faisceau constant de fibre E
^rK- {0}.

Notation. — Soit î; le morphisme de F dans E permettant
de recoller les trois faisceaux constants : JO sur C — K, E sur

^ K — {0}, F sur {0}, en un faisceau sur C isomorphe à
R1!.^-.K 1 .0

R ' F K
F E
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Notation. — Notons u '. E
de cobord U : R° Fç. K ^ ' ~~

•> F la fibre à l'origine du morphisme
R I P (S; •

1 v €f'

Le fait que U soit un morphisme de faisceau se traduit par :
M = Id + v o u.

11.2. Théorème d'équivalence de catégories.

11.2.1. Définition du fondeur a

Avec les notations de II. 1, la correspondance :
u

^ ———> Ed^
v

définit un foncteur de Perv2 (C) vers 3, où (S désigne la catégorie
u

dont les objets sont les diagrammes E ̂ Z^- P entre espaces vectoriels
v

de dimension finie, tel que Id 4- v o u est inversible.

11.2.2. Définition du foncteur j8

u
Soit E ^~^ F un objet de e . Notons toujours / l'inclusion

v
ouverte C — K C.

Définition de QL : ( ï = = = f * ( E ) , où E désigne le faisceau
constant de fibre E sur C — K.
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• Définition de ûî : On note d3 le faisceau obtenu en recollant
par v : E faisceau constant de fibre E sur K — {0} et F
à l'origine, pour obtenir un faisceau sur C à support K .

• Définition du morphisme U : II existe un unique morphisme
de faisceau noté U : QL ——> g}, dont les fibres vérifient :
VQ = u, pour tout x de K - {0}, IL, s'identifie au
morphisme E 0 E —> E (e,f) «—^ (Id + v o u) f - e.

PROPOSITION ET DEFINITION. -Avec les notations précédentes,
la correspondance

u \]
IS:E^F -——>...()—^ a—^(K——> O . . .

v

définit un fondeur de Q vers Perv^C), (QL est placé dans le
complexe en degré zéro).

Preuve. - La construction est bien fonctorielle et on laisse au
lecteur le soin de vérifier, en utilisant les conditions de perversité

données en 1.3.1, que (3 (E ̂ L^ F) est bien pervers.
v

11.2.3. THEOREME. - a est une équivalence de catégorie
admettant j3 comme quasi-inverse.

Preuve du théorème. 1) Montrons tout d'abord que a o j 3
est un foncteur isomorphe au foncteur identité.
Posons

^ =<3(H^:F)=...0—. a-^(fi-^ O . . .
v

(avec les notations précédentes). On a donc la suite exacte courte
scindée (voir pour la définition A. 1.1 ) :

0 —> (fS[- 1] —> ^9 —> a—> o. (1)

Considérons J^ et J [ des résolutions injectives canoniques de
<B[- 1] et QL . Le corps de base étant C, il s'agit d'une résolution
flasque canonique. La résolution flasque canonique de §?• est le
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complexe simple associé au complexe double ]\——^ ï\ et on a
un morphisme de suites exactes courtes de complexes :

0—> ûî [-i]——^ ^ï-——^ a——> o
^ ^ ^ (2)

0—> }\ ——> F ——> J; ——> 0

On peut faire les deux remarques suivantes :
— Le support de (fi étant contenu dans K, ainsi que celui de

1^ o n a : ] , : I \ J 2 = = J 2 et F^ J- = r^ Jî •

- D'après la définition de QL , ff ——^ R Fç _ K QL est un
isomorphisme dans D(Cç), donc J ; — — ^ î ^ c - K 1 ! est
un quasi-isomorphisme.

Ainsi, on a un morphisme de suites exactes courtes :
0——> J - r . J - -^ J-——. J;——. 0"2 A K J! r J ' J!

1^ l- J Q I S1^ l- i Q i s (3)

o — r ^ j - — — . j-—.r^.K J ; = r c _ K J - — ^ o
Les isomorphismes (2) et (3) définissent des isomorphismes de
triangles dans D(Cç). La considération des suites exactes
longues de cohomologie de ces triangles permet d'écrire un

u
diagramme commutatif dépendant fonctoriellement de E^l^F :

v
QL u . ^

\
s<p

f \

-v,
f

(4)
^

QL' = Ro^c_K§ ï '—^ R ' F K ^ =<%'

U M'
Par définition de a o (3 (E ̂ A: F) = E'-""*: F', on a :

v v

E' = (2 o et F' = (%o

et (<^Q ,( / /()) : (E, F)——>• (E',F') définit un isomorphisme dans
fi , car V/o y = u' ^y et la relation u' V/ç = ^o u résulte facilement
de la description de tt, (Si, QL' et (%' et de la considération de (4).
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2) Montrons enfin que j 8 o a est isomorphe au fondeur
identité.

Soit Sî9 un objet de Perv^C), I- sa résolution injective
canonique et F la résolution injective canonique de IS o a(^ ).
Les faisceaux QL et (Si construits à partir de a(^') (voir 11.2.2)
s'identifient à R° F^ ̂  et R1 I\ ̂  , et le diagramme (4) (en
y remplaçant ^ par ao^-)) conduit à un diagramme
commutatifdans K(Cç) entre complexes de faisceaux injectif s :

Fc-Kl- ————u———-r\I-[- l]

{p3 , l ^ i^ u' T

rc-K J* —————^ r^J- [-1]

(4')

D'après la proposition A. 1.4, il existe un morphisme ^ :r —> r

tel que (^1,^2^3) soit un morphisme de suites exactes courtes :

o —-1\ r —- r —- rc_K r —- o
1 ^r 1 ̂ 2 r3

o—-i\r—-r —^r^\r—-o

D'après A. 1.4b, ^ est unique modulo un élément de

^^w^c-K^^n,
donc est bien unique car :

Hom^c^œc-KÏ^rKJ- )

= h° (R Hom(R° F^.K ^' . K1 FK^ o a ^)) [- 1])
=0 ;

</?2 définit ainsi un isomorphisme fonctoriel entre fy et j3oa(^') .

Remarque. - On peut recopier cette démonstration pour
classifier les faisceaux pervers sur C relativement à la stratification
^i = ^ ~ ^o » °ù ^o = {û! » • • • » ^p} est un ensemble de p
points distincts.
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III. FAISCEAUX PERVERS RELATIVEMENT A UN
CROISEMENT NORMAL. HYPERCUBE FORME PAR

CERTAINS COMPLEXES DE COHOMOLOGIE A SUPPORT

On pose X = C" x S, où S désigne une variété analytique
complexe lisse. Soit T le croisement normal d'équation :

T:z , . . . z , -0 .

On peut définir sur X une stratification naturelle relative à T
(Sing Y désignant la partie singulière d'une variété analytique Y) :

^o^2-^5011

S^irns -(C" -T) x S, S,-^ims = (T- SingT) x S,

. . . , 2d imS = W X S.

On note Perv^X) la catégorie des faisceaux pervers sur
X relativement à cette stratification. Les conditions de perversité
utilisées sont détaillées en 1.2.5.

III. 1 Notations et définitions.

C - = C , x . . . x C ^

Désignons par K^ = R"1' une coupure de C^ ; on pose

Vf == C - R^

K / = K ^ {0}.

Sauf mention du contraire, ^ï* désigne dans ce chapitre III un
élément de Perv^X).

Notation. — Soit (I, J , L) une partition de { 1 ,2 , . . . , n}. On
écrit :

Zi j L = n K^ x n ĉ . x n Vg x s
* ' /ei /ej CEL

ffl .» — p p %.
^•J•L- ZI.J.L •



16 A. GALLIGO, M. GRANGER, et Ph. MAISONOBE

Dans le cas particulier de la partition 1,0,1':

Zi== n K,x n V g x s (=Zi ^ i.).
fei fiel ' ' '

^•-Rr^- (^i^.iO-
Notation. - Soit (A, B, C) une partition de { 1 , 2 , . . . , ^ } ,

on écrit :

^,8,0 = n K ,x n {o,} x n v ^ x s .
ïGA /GB A:GC

De la constructibilité des groupes de cohomologie de ^ , on
déduit par des techniques classiques (Appendice [7]) que Si\ j ^
est à cohomologie constructible relativement à cette stratification
réelle. Par exemple :

VIA,l. Remarque. — Les groupes de cohomologie de ^
sont supportés par Zj et localement constants le long des strates
^ i U L i J î U i ^ . L a » où ( î i»^ ) 0'esp. (1^,1^,1.3)) est une partition
del (resp. de F = { 1 , 2 , . . . ,^}-I).

Les ^^ associés à un complexe ^ sont les 2" sommets
d'un hypercube formé par les 3" complexes ^\ j ^ et dont les
lignes sont les triangles :

^ÏU{/},J,L ———^Î.JUQ},L———^f,J,Lu{/}-

IIL 1.2. LEMME. —Pour J = 0 , /^ morphismes A .̂ d^
^î 1/̂ 5 ^ lu{ /} l4' 1] vérifient:

V^I , V / ^ I A,A,=-A^A,.

Preuve. — II suffit d^utiliser la proposition A. 2.2 de l'appendice
pour le complexe ^[ S ^ A ^^

Notation. — On note U^ les morphismes de complexes

U^—^îuO}^!]
liés aux Af par la convention suivante :
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U^-D^A, ^ = # { / e i , />o .
On a donc U/U, = UyU/.

Dans le cas /? = 2, notre hypercube est un carré et se
représente par le diagramme des triangles :

U,

S

-U,

S

où Ui

^

^î

u,

— R P ^ ^ i i * ^ . R P %*——>• R P %* — %- K l K i x K î ^ ^ K l C x K î ^ ^ K l VI^KÎ^ "~ ^

i i l '
R p er,*——————»• % • ^ . D F SÏ*1 K i x C à à — — — — — ^ ^ ^ i x C ^

l l l
=ï<rK^^§---^ Rrc.v^-— Ri\^îr= ^

-Ui
= u^ u , .

-u,

III.2. Les sommets de l'hypercube sont des faisceaux.

1 1 1 désignant le cardinal de 1, posons
- 1 T 1 —^r. — p l l l p a;»K I - K 1 ̂  .

III.2.1. PROPOSITION. -Soit y un élément de Pen^ (X) ; on
a:

^\ est concentré en degré \\\ et est donc isomorphe dans
D(Cc.,s) à:^[-\ï\}.

Preuve. — Pour n = 0, la proposition est évidente, nous
procéderons par récurrence sur n.

Preuve pour I ^ = { 1 , 2 , . . . , ^ } . — Supposons que 1 n'appartient
pas à I : Zi = V^ x Z , où Z C C"""1 x S.
Considérons les inclusions :

Q" e 1

V^ x C"~1 x S—> C -{0} x C""1 x S—> C" x S.
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Ona g-i' = R e ^ e - ^ R F c x z ^') = R0*(0'T1 {|i où
/c>» — /û^\— r! "0 T"^ % * _- D T"1 /'f\l\—r 1 6Î" •^ - ( 0 ) R I c x z ^ - Rtc -^xz^ ) §ï •

En utilisant la proposition 1.2.1. (ou simplement la définition,
car R yeom^.OOJ) = R^Corn (^'|y ,C |^)), on vérifie que
^= (9')-1 gï- est un élément de P e r v T ( C - { 0 } x C " - l x S ) ,
où T' est un croisement normal de C""1.
Par récurrence : <§r\ ̂  ^ [- \ ï |].
On a donc l'égalité : Si[ = R0*(0'T1 li[-|I|]-
D^autre part, pour tout (x , z , s) de C x Z, on a, pour k > 1 :

(R^*^')-1 ii)̂ ,, == limH^ ((D,nV,) x B,,|i),
->•
e

où Dç et Bç sont des boules dans C et C"~1 x S centrées
respectivement en x et ( z , s ) . Si x appartient à V\, on obtient :

lim H^D, x B,, j^) == 0 .
e

/^
Comme ^i est constant sur les segments ouverts d'extrémité
( x , z , s ) pour e assez petit (remarque III. 1.1) cette limite est
triviale ([7] Appendice 2, p. 176), c'est-à-dire : îik(D^ x B^, ^) = 0
fe> 1 et e assez petit. Si .y appartient à K ^ , D ç H V^ est
topologiquement une réunion disjointe de disques. Comme ^ j
est constant sur V\ x (z',5') pour tout ( z ' , s ' ) de Bç, on a
encore, compte tenu du cas où x appartient à V^ :

^((D.nv^xB^i^o.
Par suite Si[ ^ 0^ (0")~1 Ii [-111].

Donc §ï̂  est concentré en degré 1 1 1 .
Preuve pour { 1 , 2 , . . . , n}. — Conservons les mêmes notations :

^{^Rr.^-^^c.z,^) d'où.
(9T1 ̂ {0= Rr^,.-^((0')-1 RI^^-)

=R^Kp<c"-l.s(iI)t-lII]•
/^/
êr est localement constant sur C — {0} x (z , s ) , donc :
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^ixC^-lxS ^1 = °-

D'autre part, pour k > 1 :

(^K.xc-ïxs ii)̂  = um H'-1^ 0 V,) x B,, §,)
€

= 0.

Decefait : «?')-1 ^ î u { 0 - R1 r^c"-ixs II tl-11-1].
On déduit de cet isomorphisme, en particulier que

^î, 2 ,... ,n est concentré en degré n sur C" — {0} x S. (*)
Etape 1 •' ^i, 2 , . . . , M n'a de la cohomologie qu 'en degré supérieur
ou égal a n .

Désignons par S. le plus petit entier tel que h^(9\ 3 „) ̂  0.
D'après (*), si £ est strictement inférieur à n le faisceau

.̂2....,.)

est supporté par {0} x S. Or :

Rr^s^=Rr^ ,s (Rr^_ ,^xs^)=Rr^ ,s^ , „.
Donc si fi est strictement inférieur à n :

R2^^- =A e(^3. . . ,„)^o.
C'est contraire à la condition de perversité B ter, proposition 1.2.1.
Il reste à montrer :
Etape 2 : SP\ 3 „ est borné dans les degrés 0 à n.

Cela provient du fait que c'est le dernier sommet d'un
hypercube où le centre a de la cohomologie en degré { 0 , 1 , . . . , n}
et où les autres sommets sont concentrés en un seul degré.

ni.3. Description de l'hypercube des faisceaux.

Reprenons les notations de III.2 et posons Fj = ^ n o x s -
D'après la remarque de III. 1.1, Fj est un système local sur S.
Dans le cas où il n'y a pas de paramètres (S réduit à un point),
Fi est la fibre à l'origine de ^.
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111.3.0. Convention. — On note aussi F( l'image réciproque
de F} sur tout espace produit Y x S.

111.3.1. PROPOSITION. - ^' étant un élément de Perv^X),
on a un îsomorphisme :

^ISliUL^UL^^Fl,)^

dépendant fonctoriellement de S i ' et compatible aux restrictions
à des ouverts de S.

Preuve. — Nous allons définir le choix de cet isomorphisme
par récurrence sur n.

Notations. - Kj = H K,. x n C .̂ x S
/ei ,^i

Ui = n c/ x n v. x s = n c; x s"
/ei /^i ÎGI

v[ = n c, x n c, - {G} x s == n c/ x s'
/ei /'^i ÎGI

(remarquons que Z^ = Kj H U^)

e 9 1 '- 0;

Preuve et construction pour 1 ̂  { 1 , 2, .. . , n} :
On vérifie que ô^1 ̂  et (Q\Y^ Si9 sont deux faisceaux

pervers sur C1 x S" et C1 x S'. D'après III.2.1, Si\ est concentré
en degré 1 1 1 , ainsi donc que R I\ ,(0i~1 ^'L d'où :

i^^R^r^r1^)-
Soit (z^, . . . , z ^ , s ) un point de la strate 8^1^,12^2,1.3 et

^2 , . . . , z , j un voisinage de ce point : U^ ^ ^ H U; est égal à

n D,(Z/) x n (D^(Z,) u D7(z?) x n (D/Z,) - R^) x w,
/ei /eLi /eL2UL3

où Dç(z) désigne un disque de centre z et de rayon e,
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D^(z) = D,(z) H [u G C ; Im u > 0},
\Vy est un voisinage de s .

On a donc par définition de (6^)^ :

(^l . . . . ,^ , .= l l^^(u^, ,^ ,nuI ,R I I 1^^0- l^•)
= e r ( n K, x n {G,} x n D'7 (z/)

Ae<T(Li) \e=ii /(Ei2 / Ç E L ^ e

oy=- si /eA
Oy= + sif^-A

x n D<(^)-R+ x w.R111 r r-1^-)
/ G L 2 U L 3 5 zi /

(la limite inductive étant triviale pour e assez petit).
En utilisant la remarque III. 1.1, on a donc l'identification

canonique de (âïr), avec •
* z 1 » • • • > Zyi , S

(r( n K,x n {Q.} x n v . x w - R i 1 1 ! - e-1 g»-)}^)
(eii /ei2 /^i / ^ ZI I / / .

Désignons par •n la projection de tout espace produit Y x S sur
S, l'égalité précédente donne au niveau des faisceaux :

7r* ̂ s^,,^^) - Or.((R'11 ̂  ̂  §-• ),,̂  ̂  ^))^i)

où ^1.12,0 est la strate H K,x n {OJxS" du faisceau
(eii /si;

pervers 0; g;'. Mais par hypothèse de récurrence :

^((R I I•^„0^^•)^,^,)-^((R1^1^^0.- l^•)|o.s• ').
D'autre part :

^ =(Q^ R1121^ Ô;-1^' .

Le même calcul de (0;)* que précédemment, donne

^lo.s^^'^^'Us").
Avec la convention III.3.0, on a donc obtenu un morphisme

fonctoriel et compatible aux restrictions à des ouverts :

^uL^u^-œi,)^.
Preuve et construction pour {1 ,2 , . . . ,n}:
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Nous devons étudier ^ i ,2 . . . . ,ms i i ^ où di,^) ^t
une partition de { 1 , 2, . . ., n}. Supposons \Q^ et posons :

Z = K, x . . . x K,, x S

I , = J , U { 1 } I,=J,

V, xC"-1 x S-0-^ C- {0 }xC" - 1 x S-^ C" x S.

La suite exacte longue d'un triangle de notre hypercube se réduit à

0—— y - ^ ^ 9 ' - ^ ^ , ,
"i ~

———^ fSf ____^ TD^Î Tp ffl; * ____^ f\
^ 1 , 2 , . . . , M r K ^CxZ ^ > u-

En restreignant cette suite à C — {0} x C'1"1 x S, et en utilisant
la perversité de (O'V1 §1 * , on obtient la suite exacte courte :

o— R"- l^c_{o}.z(0r l^
—. R^rv^^r1^—. (ô'r1 §?^^ ^—. o.

R" ^c-{o}xz (^'F1^' se reconstitue à partir de sa restriction
à V ^ x C n ~ l x S par un morphisme de monodromie obtenu en
tournant dans le sens positif.

D'autre part on a, en posant l\ === 1^ — {1} :
?y î~ l r . , fû'\^1 <%•a) (R"~ î'c-W.z^'r1^)^^^^

= (î^n~l r %'t^ ^ixz d< ^sii.r,,^}

= ( g i 2 , 3 , . . . . n ) | S I ^ , I ^ { l }

S F I .>

le dernier isomorphisme étant celui décrit dans la première partie
de la preuve. En prenant la convention d'identifier la fibre de
Rn~l ^c-{o}xz (ffT1^ , en un point ( z ^ z , s ) de S^ ^ , à
la fibre en un point voisin (z^,z ,s) où Im z\ > 0 (comme en 11.1),
on obtient Fisomorphisme :
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(R^rc-wxz^r1 ̂ s^,,-^.
b) (R-1 r^z (0T1 ^ ),s^^ -(^s....^,^

"F^1^

le dernier isomorphisme étant celui décrit dans la première partie
de la preuve.

On obtient ainsi le diagramme :

0 —— (R^rc-^xZ^r1^.^ —— (R"-1!^^')"1? )|S^^——— .̂2.....n,̂  ^ ̂  0

1 s t * 1 a \^ f '
\ e^Çe^t'e) ^ (e,f) -̂  M^f-e f

0—————— F,,—————————————— F^F^—————————— F^————————— 0

ce qui détermine un isomorphisme (^ tel que le diagramme
ci-dessus soit un isomorphisme de suite exactes courtes :

i ^ 17lf2ï"'în^^^^ "V

Nous allons montrer que cette identification ne dépend pas du
choix d'un élément dans 1^. Supposons donc { 1 , 2 } inclus
dans Ii et notons:

Z = K:3 x . . . x K^ x S

cj:C -{0} x C -{0} x C""2 x S —> C" x S.

On a le diagramme de suites exactes courtes :

0 0 0

o—-^ R^rc-^xK^z^'1^--^ ̂ ft,...,» —' ^-1 îî ,...,,,-1' o

o— R"-2 r^^y^ a,-1 a?-^ ^-i ̂  ^ —. ̂ -i î^ ^ ̂  o

î î " î"""
o — R" rc_^}xc-{o}xz^-1^ R"-2 rv,.c-{o}xz^~1 y- ̂  R'1"1 ̂ xc-{o}xz ̂ -l ̂  — o

î î îo o o
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R Fc-{o}xC-{o}xz c>J-l S 1 ' est défini à partir de sa restriction
à V, x V^ x Z par deux monodromies M^ et M,. Regardons
la colonne de gauche du diagramme précédent et restreignons-la
à C — {0} x K ^ . Cette colonne est reconstruite par la suite
exacte courte "munie" de monodromies (ici on applique par
hypothèse de récurrence ce qui précède à S ' c _ ( \ n-i) :

0 FI, ® FI,\

[î
M,

F,u
M,

0.u
M; e M!*1 AVJL^ \A^ ATJI^ 1VA

On en déduit que M^ = ]̂  et de même on montre que M^ = M^ .
Restreignons notre diagramme à S^ ^ ^ ; on obtient avec

la même convention qu'en a) :

îF^

'12

v

e^

eF!,

(e,M71

——^FI

^) 1 (<-,/),̂ T7 /tk r-
"12 œ Fl2

î ® ^ ^

Ï7 fîI 2 *

(M,e,

1
(^,^1,

'FI^FI,-

• ^ — — — — — — —

^ M I / -

-^.M-^e,
4

^.ÊI,,)

. t
——————3> F

2-^1)

— — — ^ ^

———— F

l2

Fl2

où la ligne du haut est celle obtenue par le choix de 1 dans ^ .
Pour démontrer l'indépendance, il suffit de vérifier que le

diagramme 4 commute, ce qui est assuré par la relation •
M^ = M^Mi .

in.3.2. Définitions et notations

On note ^ :F I—^FIUO} la restriction à {0} x S du
morphisme U / : ^ — — ^ ^ l u Q } défini en III. 1.
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- Les isomorphismes ^i,^.,,^,. y ̂  ̂  ̂  F I U { / }
et §ï , . .., ^ E I » construits dans la preuve de III.3.1l i 2 ) • " f n ^ l l . l . ( f >
permettent de définir un morphisme ^ ^ F i u { f } — > F! à
partir du recollement du faisceau ^ 1 , 2 , . . . , » entre les strates
S i - -{^ iu{ /} ,0 et Si.^^.

in.3.S.A. PROPOSITION. —Transportées par les isomorphismes
construits dans la preuve de III. 3.1, les restrictions des
U. :^—'^ luQ} à la strate S^^, I^L^L^ donnent naissance
aux applications :

1er cas,
ï ^ ^ i ' - (F^ )C(LI) __^ ^p )^Ll)

(^A)ACLi ' ^ ( M f^AUO}~/A)ACLl- { f }

OÙ M^ = Id + V^Uf.

2e cas,

i^ (F^——(F^)^

(/A)ACLi 1—————> WA^ACL^

3e cas,

î €L3 : 0

III.3.3.B. PROPOSITION. - De même les recollements de ^
entre \UL^I^UL^L^ ^ une strate incidente \^L[^L^L^
où seul un élément i est transféré dun ensemble d'indice à un
autre, donnent naissance aux applications :

1er cas

\\ - I, U O-U; = I, - a}: (F^i) —— (F^})^

C^ACLi 1——————————^ (^(/A^ACLi

2e cas

L\ = L, U {,},4 = L, - {,} rœ î) —— (F^)<(LI"{'})

(/A)ACLi —————————. (/AUL^ACLiU {<}
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3e cas L/3 = 1,3 U {i}, L\ = L^ — {i} : On obtient deux morphismes
correspondant aux deux composantes connexes de Bç H S' où
Bç est une boule ouverte de centre

-. .=0 . ( F ^^—irF ^(LI-W)^" i iULi^uLî .La- ^12) ::=? ^13)

et

C^ACLi 1 ^ G^ACLi-O}

C^ACLi ^ (^AU { / P A C L I - { / } •

Preuves. — On se référera au choix d'isomorphismes défini
dans la preuve de la proposition III.3.1 qu'on appellera choix III.3.1.

Preuve de B. — Seul alors le premier cas pose problème ; pour
l'établir raisonnons par récurrence sur n. Pour I = = { 1 , 2 , . . . , ^ } ,
c'est la définition des Y { , supposons donc que 1 n'appartient pas
à I et considérons les inclusions ouvertes :

IL-^ V, xC"-1-0-^ C"

<!• = 6~1 y est un faisceau pervers à paramètres V^ x S ; on
peut donc lui appliquer l'hypothèse de récurrence. Le recollement
de ^i entre les strates S^ ̂ ,12^2,1.3 et

S ^ u O } u L i , Ï 2 - { O u L 2 , L 3

se lit (v\) 1 (remarquons que (l^,ï^,L^,L^,L^) est une
partition de { 2 , 3 , . .. , n}).

On a ®i = (0i)* R111^ 0~1^

-0* Ji

car ^ = 0* R F^ (T1 ̂  = ̂  R F^ 0~1 ̂  et les choix III.3.1
pour ^i et ^ j se correspondent par 0», car ils sont tous les
deux construits à partir des

R P â~^%* _ D P â~l ^>"1 Zi lf! ^ ~ K 1 Zi lf ^ •

Ainsi le morphisme de recollement entre les strates Si <j ̂  i u L L
et VWuL, , i2 -{ /}uL2 .L3 se Ht (^€(L1) Pour1 ̂ 1 ' "il rVe
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donc à établir que v\ = v^ Pour ce faire, considérons la suite
exacte courte :

0—— (R"-l^c-{o}xK,x...xK„^^lS'•),^,T,^——— (R"-l^V,xK,x...xK^rl^;ï,^ ^.2,...,n,s^——— °
1 1 l ' '

V i x K ^ x . .

1-
FI,®F,,-

0' étant l'inclusion de C - {0} x C"~1 x S —>• C" x S et
les isomorphismes verticaux issus du choix III.3.1. On a de
même une autre suite exacte relative à la strate S; u{i],i^—{t},<t> '
ce qui nous donne le diagramme commutatif :

(e,n F!, e Fl2
(<?,/) M,/ -e

Fl2

(V',e,v[f) Fi,-{,}(6 Flî-O^e./) >——M'i / -e F^-O} '

d'où l'on déduit facilement v\ = D, .

Preuve de A. — Traitons d'abord le premier cas.
Pour 1 ̂ = {1 , 2 , . . ., n), en utilisant la même démonstration

que pour la preuve de B, l'égalité v\ = v^ assure la formule
cherchée.

Pour 1 = { 1 , 2 , . . . , n}, reprenons la preuve de III.3.1 ;
le morphisme cherché est alors pour i = 1 :

FI. (^/) ̂  M, / -^ .^ e ̂ i^ v? ?y ) ' r ^i.
On doit donc montrer que M^ = v^u^ + Id. Pour ce faire, on
utilise le fait que U^ est un morphisme de faisceaux qui
commute aux restrictions, ce qui fournit le diagramme commutatif :

f

e
\ ,

(e,e)

u!

h

'̂ ^^ ̂ (^n -

—^ud}

l-
•̂  MI/-C ̂
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Pour le deuxième cas, seul pose encore problème la restriction
(par exemple) de V, sur la strate S^i^}^, avec l^(t>.
Soit / appartenant à 1^ ; on a le diagramme commutatif :

F, » F. ('^M,/-. . p,
^2 h

U^ ® l^ i ls '̂
^{l}^(^,n M^-e'

FÏ 2 U { l } F' l2U{l}D'où IL = u
^ii^OU 1

IIL3.4. PROPOSITION .- A) Les morphismes u^ et ^ vérifient:
a) UfUy = u^u,,v^= VfVf,UfV^ == v^Uf si 7 = ^ 7 .
b) Id + VfUf est un isomorphisme.
B) Etant donné un système (Fp^,^) d'espaces vectoriels

(ou de faisceaux localement constants sur S) satisfaisant les
conditions a), il existe une unique famille ^\ de faisceaux
vérifiant :

^ISl^UL^UI^La "^

^(Li)

dont les morphismes de recollement sont définis par les formules
de la proposition IIL3.3.B. Les formules de la proposition I I I . 3.3. A
définissent alors une unique famille de morphismes U. -^ , —> ^ r z
vérifiant U/U, == U^U/. VJ

Preuve de Aa). - u^u^ = ̂  et v^ = VjV^ résultent de la
définition des u^^^ et de l'égalité U/U,=U^. Soit
Str = S{y} {i 2 ^v ^^ ^ , U^ étant un morphisme de faisceaux;

n a le diagramme commutatif, où / £ 1 :

? ^oxs ^ . "' .
l\OxS

recollement

. u'^ ^
' IStr '•"luOJigt, ^1-0} r

^WloxS

recollement
1

r^ \

ri——————»i

"/
M, ,

on a le diagramme commutatif, où 7 G 1 :

i u<"^ . j ^ - u' ,
l ' i o x s i i u{ ;} ioxs l ' i ^ ^ l u O }

I" {(}-{/•}
D'où l'égalité u^ = i;^^. (i ̂  7) .
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Preuve de Ab). - On procède par récurrence et le résultat
provient de v\ = v^ et M^ = v^u^ — Id (se reporter à la preuve
de la proposition précédente).

Preuve de B. - II suffit d'effectuer (à l'aide des seules
relations a) les vérification suivantes :

1) Compatibilité des morphismes de recollement fournis par
III.3.3.B, ce qui assure l'existence des faisceaux ^ .

2) Compatibilité des formules donnant la restriction des
U/ aux strates avec les morphismes de recollement entre strates,
ce qui permet de définir les morphismes des faisceaux

U/: ^—— ^u0}«
3) Vérification des U^. = U^.U/ sur chaque strate.
Ces vérifications de nature élémentaire sont laissées au lecteur.

III.3.5. Remarques. — Les conditions a) entraînent que
VfUf commute à v^u^ , ainsi que u^v^ et v^u^u^v^ et u^v.. Les
conditions b) sont équivalentes au fait que les Id + u^v^ sont
des isomorphismes.

IV. THEOREME D'EQUIVALENCE DE CATEGORIES

IV.1. Définition du foncteur a.

IV. 1.1. Notations. — On note (3^ la catégorie suivante :
1) Les objets de (^ sont les 2^-uples (Fi;C { 1 , 2 , . . . , n})

d'espaces vectoriels de dimension finie sur C munis d'applications
«/

linéaires Fj ^ ^ ^ i u { / } satisfaisant
v!

a) u^ == u^Uf, VfV^ = v^ v^ u^v^ VfUf si i^j
b) Id + VfU{ inversible.
2) Un morphisme entre les objets (Fp^,^) —> (FÎ,^,^)

est la donnée d'un 2^-uple d'applications linéaires :



30 A. GALLIGO, M. GRANGER, et Ph. MAISONOBE

AI : Fi ——> F[ vérifiant

^i^iuO}^- et i ^ i u { 0 = ^ i ^ .

IV. 1.2. PROPOSITION. -Avec les notations de I I I . 3, la
correspondance qui a un élément ^e de Perv^C") associe le
2"-uple(Fi=(R111 r^§ ï - )o ; ( IC { 1 , 2 , . . . , M } ) muni par la

Uf

définition I I I . 3.2. d'applications linéaires ¥^—^F^ m définit
^v^

un foncteur noté a :

Perv^C") —^ e^ .

P^i^. - Le 2"-uple (Fi ,lC { 1 ,2 , , . . ,n}) muni des flèches
u, et î;, est bien un objet de e^ : c'est la proposition III.3.4.A.
Et la fonctorialité résulte du choix d'isomorphismes fait dans la
preuve de la proposition III.3.1.

IV. 1.3. Programme. — Comme en 11.2, nous allons construire
un foncteur fî : (3^——> Perv^C") et nous montrerons que a et
j3 sont quasi-inverses.

IV.2. Définition du foncteur fi.

Par suite, on note F = (Fi,i^,i^) un objet de <°^ .
Associons-lui la famille ®?i ,_définie_dans la proposition III.3.4.B,
ainsi que les morphismes U^ : ^i —> ^ iu {/}• Notons

A^C-D^Up où ^ = # { / Œ I ; 7 > 0

(c'est la même convention de signe qu'en III. 1) ; on a alors :

A / A , + A , A / = 0 .

TV.2.1. Notation. — On considère dans ce paragraphe le
complexe ^ défini par :

^p = S ^i d = H A/ (la différentielle).
i n = p in=p

/Ci
On note: §?• =j3(F).
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IV.2.2. PROPOSITION. - ̂  = j3(F) est un objet de Perv^C").

Preuve. — Dans la définition de <°^ , on peut partir de Fj
faisceaux localement constants sur S et définir de même j3(F)
en utilisant la proposition III.3.4.B. Nous allons montrer par récurrence
sur n que ^e appartient à Perv^C x S).

Etape n° 1 : ̂  est pervers sur C" — {0} x S.

Notons ^ 0 , { 2 , . . . , ^ } , i et ^i \{2, . . . ,«U les deux

complexes définis par :

^^...^Li- ^ ^i d= S A/
in=p in=p
1^1 i^i

^p{l}.{2,...,^î},0 = ^ î û?= 1. A / .
I I I = P I I I = P
lei lei

Le morphisme A^ =_^^ —^ ^ i u { i } induit un morphisme de
complexe noté C A ^ : ^ ^ ^ ̂  [-1] —^ ^{a,...,^. On
vérifie alors facilement que ^ïe en est le mapping cône.

LEMME. -En restriction à C — {0} x C'1"1 x S, O A ^ est
surjective.

Preuve du lemme. — II suffit de montrer que la restriction
à C - W x C ^ x S de A ^ : ^ — ^ i u { i } (où 1^1) est
surjective, ce qui se démontre facilement en regardant la restriction
de A^ aux strates contenues dans C — {0} x C'1"1 x S :

±A, • rp ^(L1) _> n
^Sl^UL^^ULî.La • ^^ u

+ A • rF ^(Liu{i}) <T(Li)
~A 1 •SI ,UL,U{1}, I ,UL, ,L3 '^ ^

(^A)ACLiU{l} 1——> (Ml/Au{l}-4)ACLl

où M^ = Id + t;i M ^ .

En restriction à C — {0}x C"~1 x S, on obtient donc la suite
exacte courte :
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0 —— Ker(®A,) |ç_^^«_i^

%•
—> 0j2,. . . ,n},l |ç_^^_^s

-> ^ { 2 . . . . ^ } , 0 1 c - { o } x C " - l x S ' °

ainsi §î' ^c-fo}xcn~lxs î complexe simple associé à 9 A ^ , est
isomorphe à K e r ( ^ A ^ ) .

Considérons une strate St= S ^ ^ ^ . ^ ^ r de C""1. Les
formules précédentes montrent que la restriction de Ker((B A)
à C — {0} x St x S est le système local défini par sa restriction
à V^ x St x S : (Fi^^ et la monodromie (Id 4- v^u^^^ .
Il en résulte que Ker(9 A^) = j3(Fi,^p^.), où

^ =^I|Cl-{o}x {o}xs '
(pour 1 C { 2 , . . . , n}) est le système local défini par Fj sur
V\ x {0} x S et la monodromie M^ == Id + ^^^ et où ^,7,
sont définis par leurs restrictions u^ et v^ à V^ x S (commutant
avec M ^ ) . D'après l'hypothèse de récurrence Ker((B A^) est
donc pervers sur C — {0} x C"""1 x S.

Ainsi ^' est pervers sur C — {0} x C"~~1 x S et de la
même façon sur C" — {0} x S.

Etape n° 2 : ^ • est pervers en {0} x S

R r ^ ^ = R r ^ R r ^ , . , K , ^ .
Admettons provisoirement le résultat (voir lemme IV. 2.4) :

^^...xic^ = ^ i , 2 , . . . , n [-^L quientraîne:
Rj ̂ {o} ^" = 0 si i<n.

De la proposition 1.2.1, on déduit alors que §19 est pervers.

IV.2.3. LEMME. - Soit (Fp^,,i;,) un élément de _ €„ ;
0/2 lui associe par la proposition I I I . 3.4. B la famille de faisceaux ^ :

A) Ces faisceaux vérifient R F^ ^ s ̂ .

^) ^H , j , L ^û^r fc^ sous-ensembles définis en IIL 7,
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^ZH^L ^^ZH^L^ ^i P0^ H C I C H U J

^ZH^L ^ = 0 smon-

Preuve de A. - Soit 6 =V^xCn~~l ——> C" ; supposons
que 1^1 et calculons R6^e~1 ^ (noté encore RI\ xc"-i ^i) '
Rappelons que :

i| = (F )€(L1)

^Sl^u L i , Î 2 U L 2 , L 3 ^

^, ^ .F < î ( L i U { l } )
1 ^ i U L ^ U { l } , l 2 U L 2 , L 3 ^ - I I 7

^ 1 = Œ )^(L1)
I l S I l U L l , I 2 U L 2 U { l } , L 3 I2 /

(par définition de ^4). Ces formules entraînent facilement :

6^6~1 ^= ^i.

De plus remarquons que ^^ r i est un faisceau constant sur
V^ pour tout x de C""1. Par le même argument que dans la
preuve (pour 1 =5^ { 1 ,2 , . . . , n}) de la proposition III.2.1 :

R 0 * 0 ~ 1 ^i s 0^0-1 ^.

On a donc démontré que: R0^6~1 ̂  ^ ^ (^ R Fy xc^- i ^i)
Zj = Ki n U^ (avec les notations de la preuve de la propo-
sition III.3.1), Uj étant l'intersection des V^.xC""1 pour i
n'appartenant pas à I ; par itération du calcul précédent on
déduit :

R p % —. %1 Uj v i ~ € f i •
D'où RF^ g;i = RF^ ^i.

Mais âiii est à support K( ; donc R I\ ^ = ^ et on a bien :

R F^ ^i ^ ̂  ,

isomorphisme dans D(Cçrt) induit par:

^-^ RF^ ^ ^^RF^ ^.

Preuve de B. — On peut donc écrire :

^H^L^^H.J.L0^-
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or ^, j , L n z! ̂  ^ équivaut à H C I et I H L = 0, donc à
H C I C H U J ; dans ce cas :

ZH , j , L n ^i = Z(H u/ ) n i = Zi ,
ce qui termine la démonstration.

IV.2.4. LEMME. -Soit (FI,M,,I;,) = F un objet de Q^ et
^i les faisceaux qui lui sont associés dans la construction de
^ * = = j 3 ( F ) . // existe des isomorphismes canoniques dépendant
fonctoriellement de F :

RF^- ^[-|I|].

IV.2.5. Notation. — (I, J , L) étant une partition de '
{ 1 , 2 , . . . , ^ } , soit ^\ j L 1e complexe défini par :

_ H2l=P -
^? j L = ^ ^i niuui de la différentielle 0 A..

' ' i c i ^ c i u j /'ej-ii

Cette notation généralise celle introduite dans la preuve de
IV. 2.2, étape 1 et on remarque l'égalité :

<s. • _ er, •
^ -^0, { 1 , 2 , . . . , « } , 0 -

On vérifie de plus que l'on a les suites exactes courtes (scindées)
ou les triangles :

T(I ,J,L,{z}) 0 —> ^u{,},j,L-^ ^,JU{O,L

^ ^I,J,LU{,}——^ 0

(^/ étant l'injection canonique et ^ la surjection canonique).
On notera < I , J , L > = { I ^ ; I C l i C I U J } .

Preuve du lemme. — On utilisera deux sous-lemmes :

SOUS-LEMME \.-Si < I , J , L > n < r , J ' , L / > == 0, owa
R ^ZI.J,L^i^^L'^0.

Pr^vê. - Si J ' = 0 , c'est le lemme IV.2.3. Pour J ^ = 0 ,
il suffit de raisonner par récurrence sur | J | en considérant le
triangle T( I , J — 0'},L, {i}) pour i appartenant à J.
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Sous -LEMME 2. - Si ( l, J , L > C < r , J', L/ > , considérons
pour j appartenant à V H L (resp. a J 'H I) le morphisme ^
(resp. ^) issu du triangle T(r , 1 ' - {/},L' , {/}) . Alors
R I\ <^ (resp. RI\ VO est un isomorphisme.

Preuve. —
/ e j ' n L =^ < l , J , L > n < r u { / } , r - { / } , L ' > = 0
/ E r n i =» < l , j , L ) n < r , r -{/},l/ u {7})= 0.

D'où le résultat, en appliquant le foncteur R I\ . au triangle
T(F , J ' — { /} , L/, {/}) et en utilisant le sous-lemme 1.

IV.3. Théorème : a est une équivalence de catégorie
et admet {} comme quasi-inverse.

IV.3.1. PROPOSITION . — a o fS est isomorphe au foncteur
identité.

Preuve de la proposition. - Soit F = (Fj, u^ v^) un objet
de (S^. A partir des faisceaux ^i, on a défini ^' = j3(F). gï* est
le centre d'un hypercube dont les faces sont les complexes
W'{ j L (voir notations IV. 2.5). Au faisceau pervers ^' , on sait
associer par le chapitre III l'hypercube de cohomologie à
support ^ i \ j ,L = = R r Z I j L ^ ' Notons (F;,^,^) = a(^ ï*) .

En utilisant les morphismes ^ et ^ comme dans la
démonstration du lemme IV. 2.4, on obtient l'isomorphisme de
triangles (fonctoriel en F) :

T> m %• _______^ p p %• ______^. p p %*^ZiuO}^ > ^"zi j f}^^ ^ K l z ^

l l l
^ZIUM^W.L-^ R^ZI.{.•},L ^ . { ( J . L — — — — Rrz^î,{,},L

Par ailleurs on a le diagramme commuta tif :

Rrz^ij,}.!^ Rrzi,{..},^i,{<}.L— ̂ z^'i^.L
R^ZIU{^ î - K^ 1 -

Rrzi^iu{/} = Rr^Sï;
/1 - - î -
Ri\^;u{o— Rr^^^';.^,,^ R^zI,{,},^
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où les flèches verticales sont isomorphes dans D(C ) et
forment en fait un _isomorphisme de triangle. En effet°"si on
remplace ^ iu{ ,} et ^ j par leurs résolutions flasques canoniques,
la première étant à support dans Z^ ̂ , / et R I\ i
deviennent des isomorphismes de complexes et on aboutit à un
morphisme de suites exactes courtes de complexes en inversant
ces isomorphismes.

D'autre part, en utilisant le lemme IV. 2.3, on obtient
l'isomorphisme de triangles :

^I^L^}— Rl^ ̂  ̂  ̂ ,— RI^ ̂  ̂
_ i " _ l ' l -

0 — — ^ l u M t - I I I - l ] — — ^ ( , } , L — — — — — — ^[-111]——0

(les deux flèches extrêmes étant des isomorphismes).
_Finalement, on obtient l'isomorphisme de triangle (fonctoriel

en F) :

^lu^- ^{.U^—1^

^U{,}[- I I I -1]——^Î,{ .} .L ^[-III] -^ 0.

En considérant le morphisme entre leurs suites exactes
longues, on a le diagramme commutatif fonctoriel en F :

H,

- i ———————————» ^

"/ ^
I ' ^IU{ ,}

!"{<}

^uQ}

Posons, ht = (H,)g ; il vient en particulier :

"J^i = /2! u {<•}"<•
Pour que la famille des A, soit l'isomorphisme fonctoriel
cherché entre F et a o ^(F), il reste à établir la relation :

v'ihi =AI_{,}I;;.
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Les i;, et les v\ étant définis comme morphismes de recollement
des restrictions de ^ { 1 , 2 , . . . , ^ } et ^ { i , 2 , . . . , w } aux strates de
KI x . . . x !€„, cette relation exprime le fait que H^ „ est
un morphisme de faisceaux à condition d'établir et d'utiliser
pour 1 = { 1 , . . . , n] que la restriction de Hi à la strate
^IlULi^ULî , !^ se ^ :

H,̂ ,)̂

(Fi/̂  ————————— (F,,) <(L1)

avec les identifications de III.3.
Ce résultat s'établit sans difficulté par récurrence sur

|IJ, sur |LJ et enfin sur \L^\ pour se ramener à la strate
^, { i , 2 , . . . , n } , 0 = "t °} en utilisant les formules de la propo-
sition III.3.3 et la compatibilité des Hi avec les U,, Uj et les
morphismes de recollement.

IV.3.2. PROPOSITION . - j3 o a est isomorphe au fondeur
identité.

Preuve.-Soit maintenant ^ un objet de Perv^C") et
^ r=^oa (^ ' ) qui est aussi un objet de Perv^C"). A ^" et
§\ on associe ii = R111 F^ ̂ -[-| 1 |],|i = R111 ̂  |[-|I|] et
les morphismes de faisceaux U, et U,î. Par construction les
faisceaux ^ j associés à F = a ( ^ ' ) s'identifient aux ^. Ainsi
d'après le lemme IV. 2.4, on a un isomorphisme dépendant
fonctoriellement de ^ • :

^w> '•̂

er, _____, tô
à I —————^ ^1

ou ce qui revient au même

AI : ̂ [ = R I\^ ——>- ̂  = R r^ ^-.

La proposition est alors une conséquence du lemme suivant :

IV.3.3. LEMME. — Soit ifi9 et ^ des complexes pervers
et A i : ^\ —^ î* des morphismes commutant avec les A, et
les Aj. Alors il existe dans D(C „) un unique morphisme
h\^—> §9 tel que h^ = R ^ ' r ^ A .

Preuve du lemme IV.3.3. — Considérons I' et J* les résolutions
injectives canoniques de ^ et %9 , et notons:
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T* — p î* — R r <%•1 I , J ,L - ^ Z I ^ L A ~ ^ZI^L ^

^L^^r-Rr^, ^.
Les triangles intervenant dans les hypercubes associés à ^* et
^' (voir III) sont issus des suites exactes courtes scindées qui,
pour I" par exemple, s'écrivent:

0—> ^uO},;^——" ^juOU——> ^. j .LuQ}—^ °-

Les Ai sont représentées de façon unique par des morphismes
de K(Cç,)

^I;=I;.0,r-^J;-
Le lemme IV.3.3 résulte du lemme suivant appliqué aux ^==^1 ,
avec M = 0 et J = { 1 , 2 , . . . , n}.

IV.3.4. LEMME. - Soit { I , J , L, M} une partition de
{ 1 , 2 , . . . , ^ } , on se donne pour chaque sommet < I ^ > de
< I , J , L U M > (c 'est-à-dire pour 1 C 1^ C 1 U J) des morphismes
dans K(C^):

^:lh — — — ^ U M t I M I ]

tels que (.— 1)^ ' A^^ = <Pi^u 0} ̂  si l e J ~ îi • ^^^ ^
existe un unique morphisme dans K (C )

^•'^J^UM ———^ ^UM.J.Ll lMf]

^ ̂  Rrz^,^M ̂ -i^-^ii si ici iCiuj.
Preuves du lemme IV.3.4. — On procède par récurrence

sur | J |, le cas où J = 0 est évident. Soit / appartenant à J.
D'après l'hypothèse de récurrence, on a des morphismes de
complexes :

<^1 ^J-OLLUOUM ———^ ^UM,J-0},LU{/} [^N

<^2 : ̂ 'U {;•},;-{/},LU M ——" ^UOUM.J-O.L IIM|]

tels que

^.LUM,!-!, ^=^, si I C I , C I U J - { / }

^LUM.J-I, ̂ =^, si I U y } C I ^ C I U J .
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On a le diagramme :

^i .
^ j -O-UuOuM > ^uM^-O^uQ} l I M | ]

(1) A, [ L-D'^A,
^ 4. /

{û
^ U O . J - O U U M t"1" 1] ——————^ ^uOuM.j-O-}^ [ | M | 4 - 1]

Par application itérée de la remarque A.2.2, les images des A.
par le foncteur I\^^^_^_^, où I C I ^ C I U J - O - }
sont les Ay relatifs aux triangles images. L'image du diagramme (1)
par ce foncteur est :

Ii\ ————————^———————JI \UM(IM| ]

1 ^ (-ir 'A^
I i \u0}[+l ] — — ^ ^ — — — - J I \ U M U { / } [ I M | + I ]

Ce diagramme est commutatif et si i appartient à J — { / ' } — ̂  , on a :

A,(A^^) = (-ir'+l (A^i^opA,.

On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence à

{ I , J ~ { 7 } , L U {/},M}

et aux (-1)^,^=^^,.

La partie unicité de l'hypothèse de récurrence implique la
commutativité du diagramme (1). D'après la proposition A. 1.4, on
a donc un morphisme

T * T *
^ — I . ^ L U M ^ • ' l U M . J . L

tel que (<? 1,^,^2) soit un morphisme de suite exacte courte,
ce qui entraîne que ^ satisfait aux propriétés demandées dans
le lemme IV.3.4.

Reste à démontrer l'unicité de <^, qui résulte d'après la
proposition A. 1.4 de l'affirmation suivante: «tout morphisme
de I I \ J -{ /} ,LU{ ,}UM vers ^îu{f}uMJ-{f},Lu{j} [ I M | ] est nul
dans K(Cç^)», ce qui est une conséquence de lemme suivant :
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IV.3.5. LEMME. - Soit { I , J , L, M} une partition de
{ 1 , 2 , . . . , ^ } telle que M =^ 0 ; alors tout morphisme

^ Î I . ^ L U M —> ^UM,;,! . [+ k}
est nul dans K(Cç^) dès que k< |M| .

Preuve du lemme IV. 3.5.-On raisonne par récurrence sur
I J 1 : si ; appartient à J , on a un morphisme de suites exactes
courtes :

0 > ^lu {/},J-O}.LUM ————> I: j ,...(__^ y , , ^ ___. .
I , J .LUM ^.J-O-hLU^UM ——————^ 0

^ , r^ |^ |r^

0-^ ^U^UM.J-^L ̂ ^ -̂  J;UM.J,L ——^ JIUM.J-^LU^I+^I -̂  0

où K = n C, x K, et U = C'1 - K .
i^î

D'après l'hypothèse de récurrence appliquée à J - -{ /} ,
^^ et ^v{P sont nuls dans K(C^) et d'autre part tout
morphisme :

_ • ,
^ ^ - { / J ^ U O J U M > ^ U O U M ^ - O J . L [ - h f e ]

est nul. On en déduit en utilisant A.1.4: ^ = = 0 dans K(C „).
On est donc réduit au cas J = 0, où on a :

^KCCC^^JIUM [+fe])=HomD(ccn)(^[-»l].iIuM [-^D
où ^ = HKf i^ = |I| + I M I - Â ; .

HomK(cçrt) (Ii , J I U M W) est donc la cohomologie en
degré zéro du complexe :

RHom(^ [-ÎJ,JiuM [-f i2D=RHom(^, i^^)[^-£j .

D'où le résultat, car: Ext^i, ̂ ^) == 0 si z < 0

et donc :

^•(R Hom(^, ̂ ^) [^ ~ ÎJ) = 0 si / < £ , - £ , .
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APPENDICE

A.l. Triangles et suites exactes courtes scindées de complexes.

A une catégorie abélienne QL, on associe <°((SK) la catégorie
des complexes d'objets de QL , K(<2) la catégorie des complexes
à homotopie près et la catégorie dérivée DÇQL). Leurs structures
de catégories triangulées sont construites à partir du foncteur
de translation, noté T. Rappelons seulement que Û^CA*^ == "~ û? • »
où dy désigne la différentielle d'un complexe X* (on écrira
plus simplement d lorsqu'il n'y aura pas de confusion à
craindre).

Notation. - Soit A* -u-^ B' un morphisme de Q.(OL).
On note T(A") ^ B* le "mapping cône" du morphisme u ;
c'est le complexe . . . ——> A"+1 ^ B" —> . . . muni de la

différentielle d : ( A ) .v u d^

A. 1.0. Rappelons qu'à une suite exacte courte de <°(^),
on sait associer un triangle de D(QL). Soit

0 — > A---^ B--^ C -^ 0

une telle suite exacte ; désignons par s le morphisme :

s : T(A') O B ' —> C9 s = 0 C TT .

On montre que s est un quasi-isomorphisme, on obtient donc
l'isomorphisme de triangles dans D((Ï) :

(1) A9——^ B' ——> T(A*) C B'-^ T(A*)1- 1- -l- l-
(2) A'^—^B'-^ C'——EllLl^ T(A-)

Le triangle (2) est le triangle cherché.
Nous nous proposons dans ce paragraphe d'étudier quelques

propriétés des suites exactes courtes scindées de Q(GL) .
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A. 1.1. DEFINITION . — On appelle su ite exac te courte scindée
de <°((St) une suite exacte courte de ô((Ï):

0 —^ A" —> B* -^ C* ——> 0

telle qu'il existe a = (^^^ez famille de morphismes Ojç : C^ —> Bk

vérifiant TT o a = Id. OAÎ A7 alors que a est une scission.

Notation. — a n'est pas un morphisme de complexes et on
note: 8y = da — ad.

A.1.2. PROPOSITION. —L'image de 6 y est contenue dans A*
et 8y définit un morphisme dans <° (QL) de T'^C') vers A\
S y ne dépend pas à homotopie près de la scission a .

A. 1.3. PROPOSITION. -Soit 0 —> A"-——^ B'^> C"——> 0
a

une suite exacte courte scindée de (° ((St ) :
a) B* est isomorphe au "mapping cône" T(T - l(Ce))œ A*

du morphisme 6 y .

b) A*'-1^ B'—1-^ c*^^^ T(A*) ^r ̂  triangle isomorphe
au triangle associé à notre suite exacte courte (par la méthode A.l. 0).

Preuves. — Ces preuves faciles sont laissées au lecteur.

A. 1.4. PROPOSITION. —Soit un morphisme entre deux suites
exactes courtes scindées de (°((S£)

0 —^ A'-^ B'—^ C' ——> 0

1 1 ^ 1r^i ^2 ^
^ 4' 4'

0 —^ A"^-^ B''—^ C'"——^ 0

et deux scissions a et a ' ; 6y et 6^ définissent deux éléments
de K(QL) 8 et 8 ' indépendants de ces scissions (voir A.1.2).
On notera ^ l'image dans K(QL) d'un morphisme ^ de 6 ((2).

a) On a l'égalité <pi S = S'^3
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b ̂ ) Réciproquement _soit <^ et (^3 deux morphismes de
e((Ï) vérifiant ipi S = 8^3 ; fl/or5 il existe ^ : B —> B' ^/
<^^ (<PI » ̂ 2 » ̂ 3) •î0^ ̂  morphisme de suites exactes courtes.

b^)Soit V^ et 1^3 ûta^x morphismes de Q. ((2) vérifiant
^ = î  é?r (̂ 3 = = ^ 3 , ^2 ^/ î^ ( ^ 1 ^ 2 ' ^ 3 ) •yofr ^

morphisme entre nos deux suites exactes courtes; alors il existe
h :C* —^ A'" morphisme de Q(OL) tel que :

^ — (̂ 3 = Z' o 7î o 7T .

Preuves de a). - On a l'égalité

^1 ̂  "" Sa' ^3 = ^B- (^2 or "~ or' ^3) + (^2 a ~ 01 ^3) ^T-ICC-) •

En lui appliquant le morphisme TT', on remarque que ^ a — a''^3
est une famille de morphismes de C""1 vers A'" ; donc :

^l5^- S^ (^3 ==dA'- C^^-^^) +(<P20^ ' -a^3)dT-l(C•)•

On en déduit : ^i 6 = ô' ^3 .

Preuve de bj). — D'après la proposition A. 1.3.a), on peut
remplacer B' par TCr^CC')) ® A* , le "mapping cône" de
S^. Pour que (<^^ ,<^^ ,(^3) soit un morphisme de suites exactes
courtes, il est nécessaire que <^ solt ^e ^a f011111® :

. -^3 ° ^^" (x ^
où X=(X Â C )^ez est une famille de morphismes de C^ vers
A^. Une telle application <^ convient si et seulement si
(^ d = d <^ » c^ q111 donne l'égalité

d^\-\ de- = ^i 6<7 - ̂  ^3 •
Par hypothèse, !̂  6 = ô' (^3 ; donc (^ ô(y — 5^ (^ s'écrit :

^i 5, - S,- ̂  = d^. k + fc^-i(c-) == ^A- fe ~ ^^c- •
Donc (^2 convient si et seulement si :

\-k = A ,

où A est un morphisme de C* vers A'" dans (°((Ï). On peut
prendre X = k.

Preuve de 63). — On se ramène au cas où <^ ,(^3 sont
homotopes à zéro, il s'écrivent donc :
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<^i == d k^ + k^ d (^3 = d *:3 -h k^ d

(^1^2'^3) est un morphisme de suites exactes courtes et
donc ^ = ( 3 ) où :

À (^i

d^.\-\ ûfç. = <^ 6^ - 5^ ^3

= ûf^- (^ S^ + 6^ ̂ ) - (k, 8, + ô^ ^3) de-

A = X ~(^^ 8y + 6^' ^3) est un morphisme de Q ((ï). On
conclut, car alors on trouve :

/ O 0 \
^-^ o^=(^^i)û?+ûf(^,^).

A.2. Exemples et remarques dans un cas particulier.

Dans ce qui suit, on considère un espace topologique X
et un anneau unitaire A. La catégorie abélienne QL sera la
catégorie des faisceaux de A-modules sur X. Un élément ^9

de e(QL) est quasi-isomorphe à un complexe formé d'objets
injectifs :

qis
Si9 ———^ I\

On choisit une façon fonctorielle de réaliser un tel quasi-
isomorphisme.

Remarque. - Si A = C, les faisceaux flasques sont injectifs
et on peut prendre le complexe simple associé au complexe double
obtenu à partir de la résolution flasque canonique de chaque
terme de ^ï' .

A.2.1. Triangle associé à un sous-espace fermé de X.
Soit K un sous-espace fermé de X et I" la résolution

injective canonique du complexe ^ .

RF^- =^1-
D p %• — P T*tv A C-K^ " ~ l C - K 1 •

On a donc le diagramme dans D((ï)
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R I\ ̂  ——> ^ ——> R FC_K

r i^ r
o — i \ r — ^ r — r c ^ r — ^ o

La deuxième ligne est une suite exacte courte scindée de e(QL).
A cette suite exacte courte, on associe comme en A. 1.0 le triangle :

R r^ s, - -^g__^ R FC.K s1' •
-A + 1

Et on a vu dans, la > proposition A. 1.3 que ce triangle est
fbnctoriellement isomorphe au triangle :

-A—'-1
r^r—^ i - — ^ r c - K i \

où A = = T ( Ô ) , 5 étant le représentant dans K((î) d'un
morphisme ôy défini à partir d'une scission de la suite exacte
scindée.

A.2.2. Diagramme de triangles associés à deux espaces fermés.
Soit K I et K^ deux fermés de X ; posons V^ = X — K ^

et V^ = X — K^ ; on a le diagramme commutatif entre six suites
exactes courtes scindées :

0 0 0
^ ^ ^

n —>. r I'——> r r _> r T* _^ nu A K^U K2 KÎ A ^ A V^U K2 A u

l i i
o -^ FK^ r —. r —. Fv, r ——. o

l 1 i
0—' ^1^2 r—^ rv, r^ rv,nv2 r—. o

l l i
0 0 0
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Comme précédemment, à partir d'une scission des suites exactes
scindées verticales (resp. horizontales), on définit des morphismes
A^ (resp. A ^ ) .

Remarque. - Etant donné / représentant le morphisme
A! : ^Vi î" —> ^Kl I' t 1 ] » les deux autres morphismes A^
peuvent être représentés par F^ / et F^ / (vérification laissée
au lecteur).

PROPOSITION. - Le diagramme suivant est anticommutatif :

^•-^——> Rr^^-[+i ]

^2 1^

RI\^§-'

A,
4'

Rry^K^' t+ i]-^ Rr^nK, ^ ' [+2] ,
c'est-à-dire A^ A^ + A, A^ = 0.

Preuve. — f étant un représentant de

u , ; r ^ r ^ r ^ i ' [ + i ] ,
on a le morphisme de suites exactes scindées dans <2(<St)

^inKi I rv.i' Vin v^ Ï

rKinK, i* [+1] -^ i\, r [+ i] ̂  r^nv^i' [+1]
Dans la deuxième suite exacte scindée, l'application du foncteur T
entraîne le changement de signe des différentielles. Le morphisme
de ^inv,1 ' [+1] vers r'mnKî1 '^] est donc -A,. En
utilisant la proposition A. 1.4, il vient :

-A,(r^/)=(r^/)A,,
d'où, d'après la remarque précédente :

- A , A , = A ^ A , .
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