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Algèbres de polynômes tropicaux

Dominique Castella

Résumé

Nous continuons dans ce second article, l’étude des outils algébrique de l’al-
gèbre de la caractéristique 1 : nous examinons plus spécialement ici les algèbres
de polynômes sur un semi-corps idempotent. Ce travail est motivé par le déve-
loppement de la géométrie tropicale qui apparaît comme étant la géométrie al-
gébrique de l’algèbre tropicale. En fait l’objet algébrique le plus intéressant est
l’image de l’algèbre de polynôme dans son semi-corps des fractions. Nous pouvons
ainsi retrouver sur les bons semi-corps l’analogue des correspondances classiques
entre polynômes, fonctions polynomiales et ensemble de zéros. . . Par exemple, nous
montrons que l’algèbre des fonctions polynomiales sur une hypersurface tropicale
associée à un polynôme P , est comme dans le cas classique, le quotient de l’algèbre
de polynômes par le radical de l’idéal engendré par P et nous retrouvons ainsi, de
façon purement algébrique la description complète de cet idéal (i.e. une nouvelle
démonstration du Tropical Nullstellensatz obtenu par Izhakian, Shustin et Rowen).
Ces méthodes devraient permettre d’obtenir des algorithmes de factorisation pour
les polynômes tropicaux.

Tropical polynomial algebras
Abstract

We continue, in this second article, the study of the algebraic tools which
play a role in tropical algebra. We especially examine here the polynomial algebras
over idempotent semi-fields. This work is motivated by the development of tropical
geometry which appears to be the algebraic geometry of tropical algebra. In fact,
the most interesting object is the image of a polynomial algebra in its semi-field of
fractions. We can thus obtain, over good semi-fields, the analog of classical corre-
spondences between polynomials, polynomial functions and varieties of zeros. . . For
example, we show that the algebras of polynomial functions over a tropical curve
associated to a polynomial P , is, as in classical algebraic geometry, the quotient
of the polynomial algebra by the radical of the ideal generated by P and we give
a purely algebraic complete description of this ideal (i. e. a new demonstration of
the Tropical Nullstellensatz obtained previously by Izhakian, Shustin et Rowen).

Mots-clés : Algèbre polynomiale, algèbre tropicale, semi-corps idempotent, géomé-
trie tropicale.

Classification math. : 55B20, 14A05, 16Y60.
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1. Introduction

Nous avons défini dans un premier article [5] un cadre formel incluant
à la fois l’algèbre classique et l’algèbre tropicale, c’est à dire l’algèbre sur
les semi-corps idempotents, qui apparaissent en fait comme les « corps »
de caractéristique 1.
Ceci nous a permis de généraliser la notion de zéro (les points de non dif-
férentiabilité des polynômes à plusieurs variables pouvant ainsi être vus
comme les zéros de ces polynômes) et de développer de nouveaux outils
algébriques pour l’étude de ces courbes (anneaux quotients par un idéal,
polynômes rationnels. . . ).
Ce travail est motivé par l’essort de la géométrie tropicale qui, développée
comme "limite" et déformation de la géométrie habituelle, apparaît aussi
maintenant comme la géométrie algébrique de l’algèbre tropicale (c.f. les
travaux de O. Viro [21], J. Richter, D. Speyer et B. Sturmfels [17], I.
Itenberg, G. Mikhalkin, E. Shustin [8], [15], ou encore L. Rowen et Z.
Izhakian, [11], et bien d’autres. . . ), et peut être relié d’autre part aux
nombreux travaux sur la caractéristique 1 autour des idées de J. Tits, C.
Solé, A. Connes, même si les points de vue sont, a priori, différents (voir
par exemple [13]).
Si la géométrie tropicale classique est essentiellement celle du semi-corps
tropical (R ∪ {−∞},max,+), des travaux récents, par exemple ceux de
F. Aroca et S. Banerjee [2], [3], suggèrent l’intérêt de développer ces outils
algébriques dans le cadre plus large des semi-corps idempotents.

Les semi-anneaux de polynômes étant intègres mais non simplifiables,
ils admettent bien un semi-corps des fractions mais ne s’y injectent pas. . .

L’objet algébrique adéquat pour l’étude des fonctions polynomiales est
alors le polynôme rationnel qui est l’ image d’un polynôme dans le semi-
corps des fractions rationnelles, ou de façon équivalente la classe des po-
lynômes ayant même image.
Le lien entre les polynômes et les fonctions polynomiales a évidemment
déjà été longuement étudié et caractérisé (V. P. Maslov [12], Z. Izhakian,
L. Rowen [9], [11], D. Grigoriev [6], etc. . . ), et il est bien connu qu’il n’y a
pas injectivité et que deux polynômes distincts peuvent donner la même
fonction. Nous montrons ici que le bon objet algébrique est bien l’algèbre
des polynômes rationnels en obtenant pour ces polynômes un théorème
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d’isomorphisme avec les fonctions polynomiales, valable sur les bons semi-
corps idempotents, en particulier sur le semi-corps des réels max-plus. De
plus nous retrouvons ainsi une bonne correspondance entre les ensembles
de zéros et l’arithmétique de ces polynômes. Ceci nous permet d’associer
à la variété tropicale définie par un polynôme P son algèbre de fonctions
polynomiales, qui est encore le quotient de l’anneau des polynômes par le
radical de l’idéal engendré par P .
Nous caractérisons par ailleurs complètement ce radical, à partir de l’hyper-
surface définie par le polynôme, donnant ainsi une nouvelle démonstra-
tion plus directe du "Tropical Nullstellensatz" démontré précédemment
par E. Shustin et Z. Izhakian [18] Théorème 2.1 ou encore par Z. Izhakian
et L. Rowen (Th. 7.17) [11].
De plus ces méthodes permettent la détermination explicite des décom-
positions d’une hypersurface en réunion d’hypersurfaces irréductibles et
ouvrent la voie à des algorithmes de factorisation pour les polynômes tro-
picaux.
Rappelons pour commencer quelques définitions classiques ou provenant
de l’article précédent ([5]) et quelques propriétés bien connues (voir les
nombreux travaux de G.L. Litvinov ou de l’équipe Max-plus sur les semi-
anneaux idempotents, par exemple [14], [1]) :

2. Définitions

Rappelons qu’un monoïde est un ensemble muni d’une loi interne asso-
ciative, admettant un élément neutre.

Deux éléments x et y d’un monoïde (G, ∗) sont orthogonaux (notation :
x ⊥ y) si x ∗ z = x et y ∗ z = y implique z = e, où e désigne l’élément
neutre de G. On dira que (x1, x2) ∈ G2 est une décomposition orthogonale
de x ∈ G si x = x1 ∗ x2 et x1 ⊥ x2. Dans le cas commutatif on notera
x = x1

⊕
x2 pour indiquer que (x1, x2) est une décomposition orthogonale

de x.

Un semi-anneau (A,+,×) est un monoïde commutatif (A,+) muni
d’une seconde loi ×, associative et distributive par rapport à la première,
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+, et telle que l’élément neutre de + est absorbant pour cette multiplica-
tion. On dira qu’il est idempotent (ou encore de caractéristique 1 [5]) si,
pour tout a ∈ A, a+ a = a.

Si A est un semi-anneau, l’ensemble A[Xi]i∈I des polynômes à coeffi-
cients dans A est aussi un semi-anneau.
Un semi-anneau est simplifiable à droite si ∀(x, y, z) ∈ A3, x×z = y×z =⇒
x = y.

Un semi-corps est un semi-anneau dont les éléments non nuls sont in-
versibles.

Remarque 2.1. Même siK est un semi-corps, le semi-anneau de polynômes
K[X] n’est pas en général simplifiable : si K est idempotent,
(X + 1)(X2 + 1) = (X + 1)(X2 +X + 1).
En particulier, il ne peut donc pas se plonger dans un semi-corps des frac-
tions.

Exemple 2.2. Nous utiliserons plus particulièrement dans la suite les deux
semi-corps idempotents suivants :

Le semi-corps à deux éléments, F1 = {0, 1}, muni de l’addition, telle que
0 soit élément neutre et 1+1 = 1, et de la multiplication habituelle, est un
semi-corps de caractéristique 1, isomorphe à l’ensemble des parties d’un
singleton, muni de la réunion et de l’intersection. Il est facile de vérifier
que c’est le seul semi-corps fini de caractéristique 1. . .

Le semi-corps des réels max-plus, T , sous la version utilisée dans la
plupart des applications, R ∪ {−∞} muni de la loi max comme addition
et de la loi + comme multiplication, ou dans sa version, plus pratique
pour conserver des notations algébriques générales (et plus facile à suivre
par des non-spécialistes) R+ muni de la loi max comme addition et de la
multiplication usuelle. . .

Dans un semi-anneau idempotent simplifiable, on utilisera souvent la
propriété classique :
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Proposition 2.3. Si A est un semi-anneau idempotent, simplifiable d̀roite,
pour tout couple (x, y) ∈ A2 tel que xy = yx, et tout entier n, on a :

(x+ y)n = xn + yn.

Un semi-anneau idempotent est ordonné par la relation : a ≤ b si a+b =
b.

Un cas particulier très important est celui des semi-corps idempotents
dont l’ordre associé est total. C’est en effet le cas de tous les semi-corps
introduits en algèbre et géométrie tropicale. On parlera alors de semi-corps
totalement ordonnés.

Réciproquement, tout groupe totalement ordonné apparaît comme le
groupe multiplicatif d’un semi-corps idempotent, l’addition étant donnée
par a + b = max(a, b). Il suffit en fait que le groupe ait une structure de
treillis.

Un module à droite sur un semi-anneau A est un triplet (M,+, .) où
(M,+) est un semi-groupe, et . une loi externe de A ×M dans M , véri-
fiant les propriétés suivantes :
∀a ∈ A, ∀b ∈ A, ∀m ∈ M , ∀n ∈ M , (m.a).b = m.a × b, m.(a + b) =
m.a+m.b, (m+ n).a = m.a+ n.a, m.1 = m et m.0A = 0M , 0M .a = 0M .

Les notions de sous-modules, d’idéaux, de morphismes et isomorphismes
de semi-anneaux et de modules, se définissent de façon naturelle ; on dit
encore que la famille (ei) d’éléments d’un moduleM en est une base si tout
élément m de M s’écrit de manière unique comme combinaison linéaire
des ei. Un module est libre s’il admet une base.

Par exemple, un F1-module libre, de base E, est isomorphe à l’ensemble
des parties finies de E, l’addition étant la réunion, et la loi externe triviale
ici.

Si M est un module libre de base B = (ei), si x et y appartenant à M
ont des supports (relativement à B) disjoints, ils sont orthogonaux. Réci-
proquement, si le semi-anneau A est idempotent et totalement ordonné,
les supports de deux éléments orthogonaux sont nécessairement disjoints.
Il suffit en fait pour avoir cette réciproque, que deux éléments non nuls
de A ne puissent être orthogonaux, ce qui est vrai sur tout semi-corps
idempotent, puisque inf(a, b) = (a−1 + b−1)−1 pour a et b non nuls, dans
un tel corps.
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On appellera encore racine d’un idéal I d’un semi-anneau A commuta-
tif, l’idéal

√
I = {x ∈ A / ∃n ∈ N xn ∈ I}.

2.1. Points singuliers, *singuliers et zéros
Si f est un morphisme d’un semi-anneau idempotent A dans un semi-

groupe commutatif B, on peut définir deux notions duales généralisant la
notion de zéro.

On dira que u appartenant à A est un point singulier de f , ou que f
est singulier en u, s’il existe une décomposition orthogonale de f dans
Mor(A,B), f = f1

⊕
f2, telle que f1(u) = f2(u).

On dira que u appartenant à A est un zéro, ou un point *singulier de
f , ou que f est *singulier en u, s’il existe une décomposition orthogonale
de u dans E, u = u1

⊕
u2, telle que f(u1) = f(u2).

Exemple 2.4. Soit A le semi-anneau Q+[X,Y ] des polynômes à deux va-
riables (avec les lois usuelles) sur Q+ ; les applications degré en X, degX ,
degré en Y , degY et leur somme, d = max(dX , dY ), de A dans le semi-
anneau idempotent (N∪{−∞},max,+) sont des morphismes ; X + Y est
*singulier pour d puisque d(X) = d(Y ), mais d n’a pas de décomposition
orthogonale non triviale et donc X + Y ne peut être singulier pour d :
si d = f

⊕
g, on a 1 = max(f(X), g(X)) et aussi, comme f et g sont ortho-

gonaux, inf(f(X), g(X)) = −∞ ; de même pour Y ; si la décomposition
n’est pas triviale, on obtient donc, à l’ordre près, f(X) = g(Y ) = 1,
f(Y ) = g(X) = −∞, ce qui contredit 1 = d(XY ) = f(X)f(Y ) +
g(X)g(Y ).

On dira de même que x = (xi) ∈ A(I) est un zéro d’un polynôme
P ∈ A[Xi]i∈I , sur un semi-anneau idempotent commutatif A, si P est
un zéro (i.e. un point *singulier) pour le morphisme d’évaluation en x,
P 7−→ P (x) (i.e. si l’on peut écrire P = P1

⊕
P2, avec P1(x) = P2(x)).

Il en découle immédiatement que si A est un semi-corps idempotent et
totalement ordonné (comme le semi-corps tropical T ), x est un zéro de
P =

∑
λαX

α ( où les α = (αi) appartiennent à Nn et Xα = Xα1
1 · · ·Xαn

n )
si et seulement si P contient deux monômes distincts, maximaux en x (i.e.
tels que P (x) = λαx

α = λα′xα
′).
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On retrouve bien ainsi la définition usuelle des zéros (ou points de non-
dérivabilité) en géométrie tropicale.

En particulier 0 ∈ Kn est un zéro de P ∈ K[Xi] si et seulement si le
terme constant de P est nul.

Cette définition s’étend sans difficulté à un point de B(I), où B est une
extension de A, dont tous les éléments commutent avec ceux de A.
Exemple 2.5. Soient K un semi-corps idempotent commutatif et totale-
ment ordonné et Mn(K) le semi-anneau des matrices d’ordre n sur K (les
définitions habituelles s’étendent sans difficulté) ; on peut considérer le
polynôme P =

∑
σ∈Sn X1,σ(1) · · ·Xn,σ(n) et, comme K est totalement or-

donné, les zéros de ce "déterminant tropical" sont les matrices A = (ai,j),
telles qu’il existe σ 6= τ avec : a1,σ(1) · · · an,σ(n) = a1,τ(1) · · · an,τ(n) = P (A)
(c.f. par exemple [5] ou [10]).

Les zéros d’un polynôme à une variable P ∈ A[X], seront encore appe-
lés racines de ce polynôme P .

Si x ∈ A est un point singulier de l’application polynomiale P , x est une
racine de P ∈ A[X], mais la réciproque est fausse, deux applications poly-
nomiales P1 et P2 correspondant à deux polynômes orthogonaux, n’étant
pas, en général, orthogonales (sur F1 par exemple, les applications poly-
nomiales définies par X et par X2 sont égales).

Cependant, sur le corps des réels (max,+), on peut voir facilement que
ces deux notions coïncident : il suffit de voir que l’inf de deux applications
définies par des monômes distincts non nuls est l’application nulle, c’est
à dire que les applications monômes sont bien deux à deux orthogonales :
pour cela, on peut remarquer, si i 6= j, que

∑
αix

i ≤ akxk pour tout x ∈ R
implique ai = 0, pour tout i 6= k (si i < k, on obtient ai/ak ≤ xk−i pour
tout x ∈ R+et donc ai = 0 et on a de même, si i > k, ai/akxi−k ≤ 1 pour
tout x ∈ R+, ce qui donne encore ai = 0).

3. Quotients et localisations

A tout morphisme de semi-anneaux de A dans B est associé de la ma-
nière habituelle une relation d’équivalence compatible avec les lois du semi-
anneau, et donc une structure quotient. Ces relations ne sont par contre
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pas toutes obtenues à partir d’un idéal du semi-anneau (il faut considérer
des sous-modules convenables de A2). Par contre on peut encore, à partir
d’un idéal d’un semi-anneau commutatif construire un semi-anneau quo-
tient, et ce cas particulier va nous permettre de généraliser les notions de
corps des racines d’un polynôme et d’extension algébrique.
Plus généralement, on peut définir le quotient d’un module par un sous-
module (voir par exemple [7]).

Dans cette section nous supposerons pour alléger le texte que tous les
semi-anneaux considérés sont commutatifs.

3.1. Quotient d’un module par un sous-module

Soit M un module à droite sur un semi-anneau A et N un sous-module
de M .
On notera [M,N ] l’idéal {a ∈ A / M.a ⊂ N}.
Pour m ∈ N , on pose Em = {r ∈M / m+ r ∈ N}.
On définit une relation R sur M2 par :
∀(m,n) ∈M2, mRn si (m+N)∩(n+N) 6= ∅ et ∀a ∈ [M,N ], Ema = Ena.
R s’appelle la congruence modulo N (notation x ≡ y(N) pour xRy).

Proposition 3.1. R est une relation d’équivalence compatible avec les
lois de M . On notera M/N l’ensemble quotient qui est donc muni d’une
structure de module à droite.

Démonstration. D’abord, R est bien une relation d’équivalence :
La reflexivité et la symétrie étant évidentes, il suffit de vérifier la transiti-
vité et plus précisemment que si (m+N)∩(n+N) 6= ∅ et (n+N)∩(p+N) 6=
∅, pour p ∈M , alors (m+N) ∩ (p+N) 6= ∅ :
Soient donc r, s, t, u dans N tels que m+ r = n+ s et n+ t = p+ u ; on
a m+ r + t = n+ s+ t = p+ u+ s d’où le résultat puisque N est stable
par +.

Maintenant soient m, m′, n et n′ dans M tels que mRm′ et nRn′. Il
est encore clair que (m+ n+N) ∩ (m′ + n′ +N) 6= ∅, et il suffit donc de
montrer que E(m+n)a = E(m′+n′)a, pour tout a ∈ [M,N ] :

Si (m+ n)a+ u appartient à N , m′a+ (na+ u), puis n′a+ (m′a+ u)
appartiennent aussi à N , par hypothèse.

Ceci montre bien la compatibilité avec l’addition. Pour la loi externe,
c’est immédiat. �
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Remarque 3.2. Dans le cas des modules la relation R est la relation habi-
tuelle, la première condition impliquant la seconde.

3.2. Quotient d’un semi-anneau commutatif par un idéal

Proposition 3.3. Dans le cas d’un semi-anneau commutatif A, le quo-
tient par un idéal I est muni d’une structure de semi-anneau appelé semi-
anneau quotient de A par I.
Si I est propre ce quotient A/I n’est pas trivial.

Démonstration. On peut d’abord remarquer qu’ici la définition se simplifie
(légèrement) car A étant unitaire, [A, I] = I ; pour le premier point, il
suffit de voir que la relation est compatible avec la multiplication, ce qui
est immédiat.

De plus si 1 est congru à 0 modulo I, il existe un i ∈ I tel que 1 + i
appartienne à I, et la deuxième condition implique alors 1 ∈ I. �

Proposition 3.4. Soit K un semi-corps et L une extension de K. On
suppose K de caractéristique 1 et que L est totalement ordonnée (par la
relation x ≤ y si x+ y = y).
a) Si A = K[X], Ix, l’ensemble des polynômes ayant x ∈ L comme racine,
est un idéal et le semi-anneau quotient est isomorphe au sous-semi-anneau
K[x] de L.
b) Plus généralement, si A = K[X1, . . . , Xn], l’ensemble des polynômes
dont x ∈ Ln est un zéro, est un idéal Ix et si Rx est la relation définie par
cet idéal on a PRxQ si et seulement si P (x) = Q(x).

Démonstration. Il suffit de montrer le b) dont le a) est un cas particulier :
Montrons d’abord que Ix est un idéal :
Supposons que P et Q appartiennent à Ix :
- si P (x) 6= Q(x) il est clair que P +Q est encore singulier en x.
- si P (x) = Q(x), soient P = P1

⊕
P2, Q = Q1

⊕
Q2 des décompositions

orthogonales de P et Q, telles que P1(x) = P2(x) et Q1(x) = Q2(x).
Dans notre cas d’un semi-corps totalement ordonné, on peut supposer

que P1 et Q1 sont des monômes :
- si P1 6= Q1, on peut écrire P +Q = P1

⊕
Q1

⊕
R avec P1(x) = Q1(x) =

(P +Q)(x) et P +Q a bien un zéro en x.
- si P1 = Q1, P +Q = P1

⊕
(P2 +Q2) et le résultat est immédiat.

309



D. Castella

De plus si P ∈ Ix il est facile de voir que, pour tout Q, le polynôme PQ
a un zéro en x.

Soient P et Q deux polynômes tels que P (x) 6= Q(x) ; vérifions que P
et Q ne sont pas congrus modulo Ix :
si Ix est l’idéal réduit à 0, (P + Ix) ∩ (Q+ Ix) = ∅.
sinon soit U non nul dans Ix ; U(x) est donc aussi non nul : on peut
supposer P (x) < Q(x) et poser R = Q(x)U(x).
PU +R n’est pas dans Ix alors que QU +R y est. . .

Supposons maintenant P (x) = Q(x) : Si x = (0, . . . , 0), Ix =
∑
XiA et

P + Q appartient à la fois à P + Ix et Q + Ix ; de plus PXU + R (resp.
QXU +R), appartient à Ix si et seulement si R(x) = 0. . .
Si x 6= (0, . . . , 0), pour un α ∈ Nn n’appartenant pas au support de P +Q
et tel que xα 6= 0, P +Q+ Xα

xα (P +Q) appartient à (P + Ix) ∩ (Q+ Ix).
D’autre part, pour U ∈ Ix, PU + R appartient à Ix si et seulement si

R ∈ Ix ou R(x) ≤ P (x)U(x). La condition P (x) = Q(x) implique donc
bien l’équivalence demandée. �

On dira qu’un idéal I d’un semi-anneau commutatif idempotent A est
fermé si pour tout a ∈ A, (a+ I) ∩ I 6= ∅ =⇒ a ∈ I.

On dira qu’il est dense si, pour tout a ∈ A, (a+ I) ∩ I 6= ∅.
Pour tous a, b de A, on a alors (a+ I) ∩ (b+ I) 6= ∅.

Si I est un idéal d’un semi-anneau idempotent A, il est facile de vérifier
que :
I = {x ∈ A / (x+ I) ∩ I 6= ∅} est un idéal fermé, la clôture de I.

De même il est facile de vérifier que le cœur de I :
C(I) = {x ∈ I/ ∀α ∈ I, ∀r ∈ A, xα+ r ∈ I =⇒ r ∈ I} est un idéal de A.
Il est clair que I est fermé si et seulement si I = I.

Proposition 3.5. Soit A un semi-anneau commutatif idempotent et I un
idéal de A. La classe de 0 modulo I est égale au cœur de I et est un idéal
fermé de A.

En particulier si I est fermé, la classe de 0 modulo I est I.

Démonstration. Soit x ∈ A : on a par définition x ≡ 0(I) si (x+I)∩I 6= ∅
et si pour tout α ∈ I, xα + r ∈ I =⇒ r ∈ I, c’est à dire exactement si
x ∈ C(I).
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Comme la congruence modulo I est compatible avec la structure d’an-
neau, si x ≡ 0(I) et x + y ≡ 0(I) on a nécessairement y ≡ 0(I), ce qui
montre que la classe de 0 est bien fermée.

Si I est fermé, il est clair que I = C(I). �

Remarque 3.6. Si A est un anneau, tout idéal est fermé.
Si A = K[X] est un semi-anneau de polynômes sur un semi-corps com-
mutatif de caractéristique 1, l’idéal PK[X] des multiples d’un polynôme
non nul P est dense si et seulement si P (0) 6= 0 ; si P = X il est fermé.
(si P (0) 6= 0, pour tout polynôme Q, Q ≤ PQ/P (0) et donc Q+PQ/P (0)
appartient à I ∩ (Q+ I) ; réciproquement (1 + I) ∩ I 6= ∅ implique que I
n’est pas contenu dans XK[X]).

3.3. Semi-corps de fractions d’un semi-anneau commutatif
intègre

La localisation des monoïdes commutatifs (c.f. Bourbaki, Algèbre ch I,
par exemple) s’applique au monoïde A∗, où A est un semi-anneau intègre,
et il est facile de vérifier que comme dans le cas classique, on obtient
ainsi un semi-corps B = Frac(A), que nous appellerons semi-corps des
fractions de A et un morphisme i (non injectif en général) de A dans B,
tels que B ne contienne que les produits d’éléments de i(A) et de leurs
inverses.

Plus précisément, on a i(a) = i(b) si et seulement s’il existe z ∈ A∗ tel
que za = zb.
i est donc injectif si et seulement si A est simplifiable et i(A) est donc

toujours un semi-anneau simplifiable. De plus tout morphisme de A dans
un semi-anneau simplifiable C se factorise en un morphisme de i(A) dans
C.

On dira donc que i(A) est l’enveloppe simplifiable de A.

Ceci s’applique en particulier aux semi-anneau A[X] de polynômes sur
un semi-anneau intègre A. Le semi-corps des fractions Frac(A[X]) sera
donc isomorphe au semi-corps des fractions Frac(K[X]), où K est le semi-
corps des fractions de A.

Nous noterons dans la suite A{X} l’enveloppe simplifiable du semi-
anneau des polynômes A[X] et K(X) le semi-corps des fractions de K[X],
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que nous appellerons le semi-corps des fractions rationnelles à coefficients
dans le semi-corps K.

Dans le cas des anneaux, nous retrouvons bien entendu les notions
usuelles et on peut identifier un anneau commutatif intègre avec son en-
veloppe simplifiable.

Dans la suite nous appellerons polynômes rationnels les éléments de
A{X}, puisqu’ils s’identifient aux fractions rationnelles dont le dénomi-
nateur est constant. Deux polynômes P et Q définissent donc le même
polynôme rationnel si et seulement s’il existe un polynôme non nul R tel
que RP = RQ. Par exemple, on a, dans A{X}, (X+ 1)n = Xn+ 1, ce qui
n’est bien sûr pas vrai dans A[X].

Le point crucial pour la suite est que la notion de zéro est conservée :

Proposition 3.7. Si P ∈ K[X1, . . . , Xn], où Kest un semi-corps com-
mutatif idempotent totalement ordonné, admet un zéro x = (xi) ∈ Kn et
si, pour
Q ∈ K[X1, . . . , Xn], il existe R 6= 0 dans K[X1, . . . , Xn] tel que
RP = RQ, x est aussi un zéro de Q.

Démonstration. Supposons d’abord R(x) 6= 0 et P (x) 6= 0 ; il est facile
de voir que, s’il y a exactement k monômes de R prenant la valeur R(x),
le nombre de monômes de RP prenant la valeur maximale est au moins
k + 1, ce qui implique que Q est singulier en x.

Si R(x) 6= 0 et P (x) = 0, on a bien nécessairement Q(x) = 0.
Supposons maintenant R(x) = 0. Pour n = 1, le résultat est immédiat

par simplification.
On procède donc par récurrence sur n :
On peut écrire dans ce cas :
R =

∑
X li
i Ri, Ri ∈ K[X1, . . . Xi−1, Xi+1, . . . , Xn] et si Ri 6= 0, on doit

avoir xi = 0. Il existe au moins un i tel que xi = 0 et quitte à renommer
les variables, on peut supposer x1 = 0.

En écrivant R = R0 + X1R1, P = P0 + X1P1 et Q = Q0 + X1Q1,
R1, P1, Q1 appartenant à K[X2, . . . Xn], il vient R0P0 = R0Q0 ; comme
P0 est nécessairement singulier en (x2, . . . , xn), l’hypothèse de récurrence
donne alors que Q0 est singulier en (x2, . . . , xn) et donc que Q l’est en x.

�
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Ceci permet donc de définir les racines d’un polynôme rationnel P ∈
K{X}, comme étant les racines d’un des représentants et plus générale-
ment, la notion de zéro d’un polynôme rationnel. On peut aussi clairement
parler du degré d’un tel polynôme.

4. Polynômes et fonctions polynomiales

K désigne dans la suite un semi-corps idempotent (ou semi-corps de
caractéristique 1) totalement ordonné.

Il est bien connu qu’un polynôme de degré n a au plus n racines et que
la fonction polynomiale sur le semi-corps des réels tropicaux se factorise
en produit de facteurs du premier degré (voir par exemple [19]). L’étude
qui suit permet de préciser ce qui se passe pour une variable, la situation
étant bien sûr nettement plus compliquée dans le cas général.

4.1. Extensions de Semi-corps
Le but de cette section est de construire une extension d’un semi-corps

de caractéristique 1, totalement ordonnée, L, contenant une racine d’un
polynôme donné de K[X].

Pour ceci nous allons montrer que K{X}/(Xn + a) est un semi-corps
de caractéristique 1, totalement ordonné, contenant une racine n-ième de
a, la classe de X.

On dira qu’un semi-corps idempotent K est algébriquement clos si tout
polynôme de K[X], non constant, admet au moins une racine dans K. Le
semi-corps idempotents T des réels tropicaux est clairement algébrique-
ment clos. Il est d’autre part facile de voir que le semi-corps idempotent
à deux éléments F1 est le seul semi-corps fini algébriquement clos.

Théorème 4.1. Soit K un semi-corps totalement ordonné de caractéris-
tique 1.
a) L’ensemble des polynômes admettant x comme racine est l’idéal :
J =

∑
k(Xk + xk).

b) L’ensemble des polynômes rationnels de A = K{X} admettant x ∈ K
comme racine est l’idéal de A engendré par X + x.

Démonstration. a) Supposons que P ∈ K[X] admet x comme racine et
soient aiXi et ajXj deux monômes distincts, i < j, tels que P (x) =
aix

i = ajx
j : on a donc pour tout k, akxk ≤ P (x) et P1 = ajX

j +
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aiX
i = ajX

i(Xj−i+xj−i) appartient à J ; posonsRk = akx
k−iXi ; puisque

akx
k−i ≤ ai par hypothèse, on a Rk ≤ P et donc P = P +Rk.

Si k < i, akxk−iXi + akX
k = akx

k−iXk(Xi−k + xi−k) appartient à J .
De même, si k > i, akXk + akx

k−iXi = akX
i(Xk−i + xk−i) appartient

à J .
On obtient ainsi que

∑
(P +Rk) = P appartient à J .

La réciproque est claire.
b) Il en découle aussi que tout multiple de X+x admet x comme racine.

Réciproquement il suffit de montrer que tous les Xk + xk sont multiples
de X + x ; ceci vient de l’égalité

(X + x)k(Xk + xk) =
2k∑
0
xiX2k−i = (X + x)2k

qui implique dans K{X}, l’égalité (X + x)k = Xk + xk. �

En raisonnant par récurrence sur le degré on retrouve ainsi facilement
le résultat bien connu :

Corollaire 1. a) Si K est un semi-corps totalement ordonné de caracté-
ristique 1, et P ∈ K[X] un polynôme de degré n, P a au plus n racines
dans K.
b) Si K est de plus algébriquement clos, tout polynôme rationnel de degré
n se factorise en produit de polynômes du premier degré.

Proposition 4.2. Soit K un semi-corps totalement ordonné et a ∈ K,
a 6= 0, n ∈ N∗ ;
L = K{X}/(Xn + a) est un semi-corps totalement ordonné contenant K
et la classe x de X dans L vérifie xn = a. De plus, pour tout y ∈ L, yn
appartient à K.

Démonstration. Considérons l’application linéaire φ de K[X] dans E =
K +KX +KX2 + . . .+KXn−1 définie par φ(Xm) = aqXr si m = nq+ r
avec 0 ≤ r < n. On note θ le morphisme canonique de K[X] dans K{X}.
Comme le degré est indépendant du représentant, F = θ(E) est l’ensemble
des polynômes rationnels de degré inférieur ou égal à n− 1.

Lemme 1. P ∈ K[X] est *singulier pour φ si et seulement si :
P ∈ J =

∑
k(Xnk + ak) :

Démonstration. Tout polynôme P peut s’écrire de façon unique P =∑n−1
0 PiX

i les Pi étant des polynômes en Y = Xn, et on a alors φ(P ) =
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∑n−1
0 Pi(a)Xi.

P est *singulier pour φ si et seulement chacun des polynômes Pi est *sin-
gulier en a, ou encore si a est une racine de Pi.

Or, d’après la proposition précédente, Pi admet une racine en a si et
seulement si Pi ∈ I =

∑
k(Y k+ak), ce qui donne bien le résultat annoncé.

�

Lemme 2. Si P et Q ont même image par φ, ils sont congrus modulo J :

Démonstration. Comme, pour tout m = nq + r, Xm + φ(Xm) = (Xnq +
aq)Xr, appartient à J , on a, pour tout P ∈ K[X], P + φ(P ) ∈ J et donc
P +φ(P ) +Q = P +φ(Q) +Q ∈ (P +J)∩ (Q+J), qui est donc bien non
vide.

Il suffit donc de voir que si φ(P ) = φ(Q) alors, pour tout U ∈ J et
pour tout V ∈ K[X], PU + V est *singulier pour φ si et seulement si
QU +V l’est ; or φ est *singulier en PU +V si et seulement s’il existe une
décomposition orthogonale de V , V = V1 + V2 telle que φ soit *singulier
en V2 et φ(V1) ≤ φ(PU). L’équivalence annoncée provient alors de ce que
φ(PU) = φ(φ(P )φ(U)) = φ(QU). �

On en déduit immédiatement que dans A = K[X]/J la classe de Xn

est égale à la classe de a et que K s’injecte dans A. De plus A est intègre,
car le coeur de J est réduit à {0} (si P 6= 0, il existe un monôme non nul
V , tel que V ≤ P (Xn+a) et P (Xn+a)+V ∈ J , alors que V n’appartient
pas à J).

On vérifie de plus bien aisément que K s’injecte alors dans le semi-
corps des fractions L de A et l’image x de X y est naturellement une
racine n-ième de a.

Pour tout c ∈ L et tout entier k, on a (c+xk)n = cn+· · ·+xkn = cn+xkn
et si cn ≤ ak, (xk)n ≥ c(xk)n−1 et donc xk ≥ c ; de même si ak ≤ cn, on a
c ≥ xk. En particulier x ≥ 1 si a ≥ 1 et x ≤ 1 si a ≤ 1.

Il est donc clair que A et L sont totalement ordonnés ; pour P ∈ K[X],
P (x) est alors égal au monôme dominant évalué en x, aixi qui est inversible
dans A puisque x l’est. Ceci montre qu’en fait A est un corps et donc égal
à L.

Soit ψ le morphisme de K[X] dans L, P 7−→ P (x) : J est l’ensemble
des éléments *singuliers pour ψ et (Xn + a) est l’idéal des polynômes
rationnels *singuliers pour le morphisme quotient Ψ de K{X} dans L.
On obtient ainsi un morphisme surjectif de K[X] dans K{X}/(Xn + a)
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qui se factorise en un isomorphisme de A dans K{X}/(Xn + a) On peut
ainsi sans inconvénient identifier ces deux quotients. �

On retrouve ainsi facilement que :

Proposition 4.3. Tout semi-corps idempotent totalement ordonné se plon-
ge dans un semi-corps algébriquement clos totalement ordonné.

Démonstration. En effet, si x ∈ L, totalement ordonné, est une racine
d’un polynôme P à coefficients dans un sous-corps K, l’égalité de deux
monômes implique qu’une puissance de x est dans K. Les extensions "al-
gébriques" sont donc ici radicielles. En considérant, comme dans le cas
classique, les extensions radicielles totalement ordonnées de K, contenues
dans un ensemble Ω de cardinal strictement supérieur à celui de K, on
obtient un ensemble clairement inductif. Soit donc L un élément maxi-
mal : si L n’était pas algébriquement clos, il existerait donc, d’après la
proposition précédente, une extension radicielle totalement ordonnée, de
la forme F = L[X]/(Xn − a), a ∈ L ; mais celle-ci serait alors plongeable
dans Ω−L (dont le cardinal est supérieur), ce qui contredit la maximalité
de L. (Comme dans le cas classique, cardF = cardL = cardK, sauf si K
est fini, mais ici cela implique égal à F1 et algébriquement clos). �

4.2. Polynômes rationnels et fonctions polynomiales sur Kn

On définit, comme dans le cas d’une variable, le semi-anneau sim-
plifiable des polynômes rationnels à n variables sur K, K{X1, . . . , Xn},
comme étant l’image de K[X1, . . . , Xn] dans son corps des fractions.

Pour un polynôme P ∈ K{Xi}i∈N on notera V (P ) l’ensemble des zéros
de P dans Kn, c’est à dire l’hypersurface tropicale définie par P . Pour
x ∈ Kn on notera Ix l’ensemble {Q ∈ K{Xi} / x est un zéro de Q}, des
polynômes rationnels dont x est un zéro.

Pour une partie V de Kn, on notera I(V ) l’idéal ∩x∈V Ix, des polynômes
dont tous les points de V sont des zéros (i.e. donc "nuls" sur V ).

On a immédiatement, pour V = V (P ), V (I(V )) = V . Une telle partie
V n’est cependant pas en général une variété au sens usuel de la géométrie
tropicale. . . Nous dirons que c’est un ensemble t-algébrique.

On dira que l’hypersurface définie par P , V (P ) est irréductible si elle
n’est pas réunion de deux hypersurfaces strictement incluses.

316



Algèbres de polynômes tropicaux

Soit P ∈ K[X1, . . . , Xn], P =
∑
I λαX

α, où I est une partie finie de
Nn.

On dira que P est convexe si, pour tout j ∈ Nn appartenant à l’enve-
loppe convexe de Ij = I − {j} et toute écriture j = 1/m(

∑
Ij jii), (avec

pour tout i ∈ Ij , ji ∈ N, m =
∑
Ji), on a : λmj ≥ Πλjii .

Si K est algébriquement clos, tout élément admet des racines de tout
ordre ce qui permet de définir les puissances rationnelles : comme il est
supposé totalement ordonné, la racine d’ordre n d’un élément est en effet
unique (par stricte croissance des fonctions puissances).

On appellera enveloppe convexe de P le plus petit polynôme convexe
supérieur à P : comme il suffit de considérer un nombre fini de monômes
correspondant à l’enveloppe convexe du support I de P dans Nn, on ob-
tient un polynôme convexe supérieur à P et nécessairement plus petit que
tous les autres, en ajoutant à P tous les monômes de la forme ΠIjλ

ji
m
i X

j ,
avec les notations ci-dessus. On notera conv(P ) cette enveloppe convexe.

On dira qu’un monôme λαXα de P est extrémal si l’enveloppe convexe
du polynôme obtenu en supprimant ce monôme est strictement inférieure
à celle de P . Il est clair que l’enveloppe convexe de P est égale à l’enve-
loppe convexe de la somme de ses monômes extrémaux.

Ces définitions correspondent, dans le cas des réels tropicaux, aux dé-
finitions habituelles (même si elles sont, en général, formulées à partir de
l’enveloppe convexe du graphe de la transformation de Legendre :
(i, j) 7−→ − ln(λi,j), pour des raisons historiques. . . Voir par ex. [16]).

Pour un polynôme P de K[X1, . . . , Xn], on notera P le polynôme ra-
tionnel et P̃ la fonction polynomiale associés.

Exemple 4.4. Soit P = 1 +X + 2XY + 9X2 +X3 + 8Y 3 ∈ T [X,Y ] (avec
donc ici T = R+, + = max et la multiplication usuelle).
Il est clair que X n’est pas extrémal, mais moins que 2XY non plus :
il est facile de voir que l’enveloppe convexe de X3 + 8Y 3 + 1 est en fait
(X + 2Y + 1)3.
On a de plus, dans T{X,Y }, 9X2+4Y 2 = (3X+2Y )2 = 9X2+6XY +4Y 2

ce qui donne : P = 1 +X + 2Y + 9X2 + 6XY + 4Y 2 + 2X2Y + 4XY 2 +
X3 + 8Y 3.
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On peut voir que l’on a aussi, dans T [X,Y ] cette fois :
conv(P ) = 1 +X + 2Y + 9X2 + 6XY + 4Y 2 + 2X2Y + 4XY 2 +X3 + 8Y 3.

On a alors le lemme (déjà connu lorsque K est le semi-corps des réels
max-plus) :

Lemme 3. Soit K est un semi-corps idempotent algébriquement clos in-
fini.

a) La fonction polynomiale définie par P et celle définie par son enve-
loppe convexe sont les mêmes.

b) Les fonctions polynomiales P̃ et Q̃ sont égales si et seulement si les
enveloppes convexes de P et Q sont égales.

Démonstration. a) Soit P =
∑
I λαX

α, où I est une partie finie de Nn.
On dira que le monôme λαXα est localement dominant si

Aα = {x ∈ Kn / λαx
α > λβx

β, ∀β ∈ I − {α} } est non vide.
Il suffit donc de voir que les monômes localement dominant sont exac-

tement les monômes extrémaux pour obtenir le résultat.
Il est clair qu’un monôme non extrémal ne peut être dominant. Il reste

donc à voir que si λαXα est extrémal il est localement dominant. On peut
distinguer deux cas :

- soit α n’est pas dans l’enveloppe convexe des β ∈ I, β 6= α.
On peut alors trouver une Q-forme linéaire sur , l, telle que l(γ) ∈ Z

pour tous les γ appartenant à I et telle que l(α) > 0, l(β) < 0 pour
tous les β 6= α de I. Si l((γ1, . . . , γn)) =

∑
ciγi, il suffit de choisir x =

(yc1 , . . . , ycn), où y ∈ K est suffisamment grand, ce qui est possible car
K est infini et totalement ordonné et ne peut donc avoir de plus grand
élément.

- soit α est dans l’enveloppe convexe des β ∈ I, β 6= α et il existe avec
m ∈ N, et des cβ ∈ N, tels que : mα =

∑
I−{α} cββ ; comme le monôme

est lui extrémal, on a nécessairement λmα > Πλcββ ; x = (1, . . . , 1) convient
alors.

b) Si les enveloppes convexes sont différentes, conv(P+Q) > conv(P ) ou
conv(P +Q) > conv(Q). Il existe donc un monôme extrémal de conv(P +
Q) n’apparaissant pas, par exemple, dans conv(P ). Or ce monôme est
localement dominant ; soit x pour lequel ce monôme domine, (P +Q)(x)
ne peut donc être égal à P (x) ce qui prouve bien que P̃ 6= Q̃.

La réciproque est immédiate. �
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On peut en déduire qu’il y a une bonne correspondance entre les fonc-
tions polynomiales et les polynômes rationnels :

Théorème 4.5. Si K est un semi-corps algébriquement clos idempotent
infini, l’application naturelle de K{X1, . . . , Xn} dans les fonctions poly-
nomiales de Kn dans K, est un isomorphisme de semi-anneaux.

Démonstration. Considérons l’application Φ de K[X1, . . . , Xn] dans l’en-
semble des fonctions polynomiales sur Kn, Poln(K), P 7−→ (x 7→ P (x)).
Si R est un polynôme non nul et x ∈ Kn est tel que R(x) 6= 0, R(x)P (x) =
R(x)Q(x) implique P (x) = Q(x). Supposons R(x) = 0, avec x = (xi) ∈
Kn ; on peut alors écrire R =

∑
I X

j
iRi où I est inclus dans l’ensemble

des i ∈ [1, n] tels que xi = 0 et j ≥ 1 est tel que Ri(x) 6= 0 .
Choisissons un i ∈ I : en dérivant j fois par rapport à Xi, on obtient

Ri(x)P (x) = Ri(x)Q(x) et donc bien P (x) = Q(x).
(La dérivée P ′ d’un polynôme

∑
aiY

i ∈ K[Y ] est le polynôme
∑
aiY

i−1

et P 7−→ P ′ est encore une dérivation).

On peut donc bien considérer l’application Ψ de K{X1, . . . , Xn} dans
Poln(K) qui associe à un polynôme rationnel la valeur de l’un de ses
représentants en x et Ψ est clairement un morphisme surjectif de semi-
anneaux.

Il reste donc à montrer l’injectivité de ce morphisme.

Or celle-ci découle de la proposition suivante, déja bien connue (voir les
travaux de Maslov par exemple [12]), mais que nous redémontrons ici de
façon purement algébrique :

Proposition 4.6. Soient P et Q deux polynômes sur un semi-corps K
idempotent et totalement ordonné, infini et algébriquement clos.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
a) P et Q définissent les mêmes polynômes rationnels.
b) P et Q ont même enveloppe convexe.
c) P et Q définissent les mêmes fonctions polynomiales.

On a vu ci-dessus l’équivalence entre les assertions b) et c) et que a)
implique c).

Il reste donc à voir que b) implique a) ce qui revient en fait à montrer
que conv(P ) = P , c’est à dire que les classes dans K{X1, . . . , Xn} de P
et de son enveloppe convexe sont les mêmes.
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Soit donc P =
∑
I λαX

α, où I est une partie finie de Nn.
Soit J l’enveloppe convexe de I dans Nn. Pour chaque γ ∈ J − I , il

existe des entiers γi et mγ tels que γ = 1/mγ(
∑
I γii), et on peut poser

λγ = Πλ
γi
mγ

i .
On obtient, en développant Pmγ , (λγXγ)mγ ≤ Pmγ et ceci montre que,

pour m = max(mγ) :
Pm ≥ conv(P )m =

∑
J λ

m
β X

mβ ; ceci donne donc l’égalité :
P
m = Pm = conv(P )m = conv(P )m, car l’autre inégalité est évidente.

Le lemme suivant termine alors la démonstration :

Lemme 4. Soient P et Q deux polynômes rationnels. S’il existe m > 0
tel que Pm = Qm, alors P = Q.

Démonstration. On peut supposer P et Q non nuls. On a Pm = Pm +
Qm = (P + Q)m et donc (P + Q)2m ≥ P 2m + P 2m−1Q ≥ P 2m donne
P 2m = P 2m−1(P+Q) d’où finalement P = P+Q, après simplification. �

�

Remarque 4.7. Un polynôme rationnel P admet donc deux représentants
particuliers, l’un maximal, l’enveloppe convexe commune de ses représen-
tants, l’autre minimal, la somme des monômes extémaux de l’un de ses
représentants.

5. Variété des zéros d’un polynôme de T{X1, · · · , Xn}

On peut, du moins sur le semi-corps T des réels max-plus, retrouver le
lien habituel entre "variété des zéros" et divisibilité.

5.1. Variété des zéros d’un polynôme et diviseurs

Nous allons démontrer dans ce paragraphe que :
si P et Q appartiennent à T{Xi}i∈N, V (Q) ⊂ V (P ) si et seulement si Q
divise une puissance de P .

Pour ceci nous considérerons les parties suivantes de Kn associées à un
polynôme rationnel P =

∑
I λαX

α ∈ T{X1, . . . , Xn} :
Aα(P ) = {x ∈ Tn / λαxα > λβx

β,∀β ∈ I − {α} }.
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Bα(P ) = {x ∈ Tn / λαxα ≥ λβxβ,∀β ∈ I − {α} }.
Bα,β = Bα ∩Bβ, pour (α, β) ∈ I2.

On peut remarquer que V (P ) est la réunion des Bα,β non vides.

Les deux lemmes suivants donnent la correspondance bien connue entre
la subdivision du polytope de Newton induite par un polynôme tropical
et la décomposition de Rn induite par l’hypersurface tropicale définie par
ce polynôme, mais nous les reformulons ici avec nos notations pour la
commodité de la lecture, le graphe considéré étant ici le 1-squelette de
cette subdivision :
Lemme 5. 1) a) V(P) est la réunion des Bα,β non vides pour les α et β
tels que Aα et Aβ soient eux mêmes non vides.
b) Les Aα non vides sont connexes par arcs.
c) Le graphe Γ dont les sommets sont les α tels que Aα soit non vide et
les arêtes (α, β) tels que Bα,β de codimension 1, est connexe.
On notera s(Γ) l’ensemble des sommets et a(Γ) l’ensemble des arêtes de
ce graphe.
2) Si V (P ) = V (Q), {Aα(P ) 6= ∅} = {Aβ(Q) 6= ∅} et les graphes associés
sont isomorphes.
On peut donc numéroter les monômes extrémaux de P et de Q de sorte
que Aαi(P ) = Aβi(Q) = Ai pour tout i.
Démonstration. 1) a) Ceci découle de ce que pour tout élément x ∈ V (P )
est adhérent à au moins deux Aα distincts. . .
b) Ce sont même des convexes sur le corps des réels max-plus. . .
c) Si x ∈ Aα et y ∈ Aβ, le segment [x, y] a une intersection non vide
avec une suite finie de Aαi et coupe nécessairement les Bαi,αi+1 ; quitte à
prendre une succession de segments pour joindre x à y, on peut supposer
que ce chemin ne rencontre que des Bαi,αi+1 de codimension 1. Ceci four-
nit alors bien un chemin dans le graphe entre les sommets α et β.
2) Soient x, y ∈ Aα(P ) tels que x ∈ Aβ(Q) et y ∈ Aγ(Q) : si β 6= γ, il
existe un chemin continu φ de x à y dans {Aα(P )} et ce chemin rencontre
nécessaire V (Q), ce qui est contradictoire avec la définition de {Aα(P )}
et l’hypothèse V (P ) = V (Q).
On trouve donc pour chaque α un β tel que Aα(P ) = Aβ(Q) et par symé-
trie, en utilisant le a) du lemme précédent, on obtient bien une bijection
entre les sommets du graphe qui respecte les arêtes. . . �

Lemme 6. Soit V = V (P ) ⊂ Tn, où P =
∑
I λαX

α ∈ T{X1, . . . , Xn} :
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1) On peut donc associer à V une famille de parties ouvertes connexes
disjointes de Tn, (A1, . . . , Ak), où k est le nombre de monômes extrémaux
de P , telles que Tn − V = ∪Ai.
On a alors pour Q =

∑
µβX

β ∈ T{Xi}1≤i≤n, V (Q) ⊂ V (P ) si et seule-
ment si pour chaque Ai il existe β, nécessairement unique, appartenant au
support de Q tel que Ai ⊂ Aβ(Q).

2) Soient les fractions rationnelles Li,j = λαi
λαj

Xαi−αj etMi,j = µβi
µβj

Xβi−βj .
Si Bi,j(P ) est de codimension 1, il existe un rationnel positif qi,j tel que
Mi,j = L

qi,j
i,j .

Démonstration. 1) En effet, si V (Q) ⊂ V , on a Ai ⊂ Tn − V ⊂ Tn −
V (Q) = ∪Aα(Q) et le résultat par connexité.
Réciproquement on a immédiatement Tn−V = ∪Ai ⊂ ∪Aα = Tn−V (Q)
et donc bien V (Q) ⊂ V .

2) Dans le cas des réels max-plus, Bi, l’adhérence de Ai, est un convexe
défini par le système d’inéquations affines (à coefficients entiers), pour tout
r 6= i, Li,r(x) ≥ 1.
Si βi 6= βj , Bi,j(P ) ⊂ Bi,j(Q) et chacune des équations Li,j(x) = 1 et
Mi,j(x) = 1 définit un hyperplan contenant l’intersection Bi(P ) ∩Bj(P ) ;
mais cet hyperplan est unique si Bi,j est de dimension n−1 et il en découle
dans ce cas que ces deux équations sont proportionnelles, ce qui donne,
en notation algébrique, l’existence d’un rationnel ki,j tel que Li,j = M

ki,j
i,j .

Ce rationnel est nécessairement strictement positif car Ai est inclus dans
le demi-plan positif pour les deux équations. �

Lemme 7. 1) On peut, d’après le lemme précédent, associer à tout poly-
nôme Q =

∑
µβX

β ∈ T{Xi}1≤i≤n, tel que V (Q) ⊂ V , la famille
S(Q) = (β1, . . . , βk), appartenant à (Nn)k, telle que pour chaque i,
Ai ⊂ Aβi(Q).
L’ensemble {S(Q) / V (Q) ⊂ V } est un sous-monoïde de (Nn)k.
2) En notant ei,j le pgcd des composantes de (αi − αj) et ni,j le k-uplet
(αi − αj)/ei,j, il existe une famille d’entiers positifs ri,j telle que :
βi − βj = ri,jni,j.
Démonstration. 1) Ceci découle immédiatement de S(Qr) = rS(Q) pour
r ∈ N et du fait que, pour chaque i, si Ai ⊂ Aαi(Q1) et Ai ⊂ Aβi(Q2) , on
a Ai ⊂ Aαi+βi(Q1Q2), d’où S(Q1Q2) = S(Q1) + S(Q2).
2) Le lemme précédent prouve que, pour tout Q =

∑
µβX

β, tel que
V (Q) ⊂ V (P ), il existe une famille de rationnels positifs ri,j telle que
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βi − βj = ri,jni,j , et cette famille est nécessairement composée d’entiers
par définition des ni,j . �

Lemme 8. Soit Q =
∑
µβX

β ∈ T{Xi}1≤i≤n, tel que V (Q) ⊂ V :
pour chaque arête (i, j) ∈ a(Γ) liant les sommets αi et αj de Γ, il existe
d’après les lemmes précédents un entier positif r(i,j)(Q) tel que :
βi − βj = r(i,j)(Q)ni,j :
1) V (Q) est strictement inclus dans V (P ) si et seulement si l’un des
r(i,j)(Q) est nul.
2) r(Q) = (r(i,j)(Q)) ∈ Na(Q) est solution du système d’équations linéaires
à coefficients entiers, Σ(V ) = {

∑
s∈γ rsns = 0 /γ ∈ C(Γ)} où C(Γ) est

l’ensemble des circuits contenus dans Γ.
3) Réciproquement si r = (rs) ∈ Na(Q) est solution du système d’équations
linéaires Σ(V ), il existe Q tel que V (Q) ⊂ V (P ) et r(Q) = r.
V (Q) est la réunion des Bi,j tels que ri,j(Q) 6= 0.
4) Si r(Q1) = r(Q2) il existe δ ∈ Zn tel que Q2 = XδQ1.
Démonstration. 1) En effet l’inclusion entre V (Q) et V (P ) est stricte si
et seulement si il existe i et j tels que βi = βj , c’est à dire que les ouverts
Ai et Aj (composantes connexes de Tn − V ) soient inclus dans le même
Aβ(Q).

2) C’est la condition classique de V (P ) vu comme graphe équilibré. . .
3) Là aussi c’est la construction classique [16] : en se fixant une valeur

suffisamment grande de β1 (pour éviter de trouver ensuite des exposants
négatifs. Mais on peut bien sûr corriger ensuite...) sur A1, on obtient les
valeurs des exposants sur les ouverts contigus Ai par βi − β1 = r(i,1)ni,1,
en notant (i, 1) l’arête correspondante, puis de proche en proche, sur tous
les Ai, la compatibilité de ces choix étant justement assurée par le fait que
r est solution du système Σ(V ).
Il est clair que l’arête de Γ sera une arête du graphe associé à Q si et
seulement si βi 6= βj , c’est à dire ri,j 6= 0.

4) Le seul choix est en fait celui de l’exposant sur A1... d’où le passage
de l’une à l’autre solution... �

Lemme 9. 1) Si V = V (P ), R(V ) = {r(Q) / V (Q) ⊂ V } est un sous-
monoïde de Na(P ). Le Z-module engendré T (V ) est donc libre de rang fini.
2) T (V ) ∩ Na(P ) = R(V ).
Démonstration. 1) On a vu ci-dessus que l’ensemble des

{S(Q) = (β1, . . . , βk) / V (Q) ⊂ V }
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est un sous-monoïde de (Nn)k. On en déduit aisément qu’il en est de même
pour R(V ). Il s’ensuit classiquement que le sous Z-module engendré, sous
module d’un Z-module libre de type fini, est lui-même libre de type fini.
2) Si r = (ra) ∈ T (V ), c’est la différence de deux éléments de R(V ) et
donc une solution du système d’équation Σ(V ). Il résulte du 3) du lemme
précédent que si les ra sont tous positifs, il existe bien Q tel que r = r(Q)
et r appartient bien à R(V ). �

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat annoncé :

Théorème 5.1. Soit T le semi-corps des réels max-plus.
Si P et Q appartiennent à T{Xi}i∈N, V (Q) ⊂ V (P ) si et seulement si Q
divise une puissance de P .
On a donc I(V (Q)) =

√
(Q).

Démonstration. Avec les notations précédentes, il existe k ∈ N tel que
kr(P ) ≥ r(Q). Comme kr(P )− r(Q) appartient à R(V ) d’après le lemme
précédent, par définition de R(V ) il existe U tel que : V (U) ⊂ V et
r(U) = kr(P )− r(Q) ; on a alors immédiatement P k = QU . �

Remarque 5.2. Nous retrouvons bien le résultat de E. Shustin et Z. Izha-
kian ([10], Th 2.1) : ils caractérisent les éléments P de la racine de l’idéal
engendré par un polynôme Q par la même condition V (Q) ⊂ V (P ), mais
comme ils ne considèrent que les zéros dans (T ∗)n, ils ajoutent (de ce fait)
une autre condition (énoncée en termes de dérivées partielles qui, avec les
notations ci-dessus, se traduit par : si Aα(P ) ⊂ Aβ(Q) alors αi 6= 0 dès
que βi 6= 0).

Il est cependant facile de voir que, si le terme constant de P n’est pas
nul, celui de Q ne peut l’être (sinon l’origine serait dans V (Q)) et que
donc de proche en proche, la condition supplémentaire donnée découle
bien dans ce cas de la condition r(Q) ≤ r(P ) qui est conséquence de la
première condition V (Q) ⊂ V (P ) (qui est, dans ce cas, la même que la
nôtre).

Par contre en excluant les zéros appartenant aux axes, il est clair que la
première condition n’est plus suffisante (XiP ne divisant pas une puissance
de P si P n’est pas déjà multiple de Xi).
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5.2. Décomposition de V en hypersurfaces irréduciblles

Nous dirons qu’une hypersurface est irréductible si elle n’est pas la
réunion d’hypersurfaces strictement incluses.

Nous allons appliquer les résultats précédents pour trouver les décom-
positions d’une hypersurface en réunion d’hypersurfaces irréductibles et
préciser les décompositions associées du polynôme définissant cette hy-
persurface.

On appellera support de r = (ra) ∈ Na(P ) (notation supp(r)) l’ensemble
des a ∈ a(P ) tels que ra 6= 0, si bien que W est égal à V si et seulement
si le support de r(Q) est égal à a(P ) tout entier.
On notera dans la suite Λ = Λ(V ) l’ensemble {supp(r(Q)) / V (Q) ⊂ V }.

Proposition 5.3. Soit Q =
∑
µβX

β ∈ T{Xi}1≤i≤n, tel que
V (Q) = W ⊂ V :
1) W est irréductible si et seulement si supp(r(Q)) est minimal pour l’in-
clusion dans Λ.
En particulier V est réductible si et seulement s’il contient strictement un
V (Q).
2) V est irréductible si et seulement si T (V ) est de rang 1.
Il existe alors un polynôme R tel que V (R) = V (P ) et pour tout Q véri-
fiant V (Q) = V (P ), il existe un entier l tel que Q = Rl.
3) Il existe une famille finie d’irréductibles distincts, V1, . . . , Vp tels que
V = V1 ∪ · · · ∪ Vp.

Démonstration. 1) Si W n’est pas irréductible, il contient un V (S) stric-
tement plus petit et le support de r(S) est aussi strictement plus petit
que celui de r(Q).
Si supp(r(S)) est contenu strictement dans suppr(r(Q)), il existe m ∈ N∗
tel que r(S) ≤ mr(Q) (i.e. ra(S) ≤ mra(Q) pour tous les a ∈ a(Γ)).
On peut alors trouver deux entiers p et q tels que qr(Q) − pr(S) soit
positif, avec un support strictement inférieur à celui de r(Q), mais conte-
nant nécessairement supp(r(Q))− supp(r(S))... (soit c= s/t, l’inf des rap-
ports mra(Q)/ra(S), pour ra(S) 6= 0, tmr(Q)− sr(S) convient). Il existe
donc d’après le lemme précédent, un polynôme S′ tel que supp(r(S)) ∪
supp(r(S′)) = supp(r(Q)) et on a alors V (S)∪V (S′) = W , qui n’est donc
pas irréductible.

2) Si V n’est pas irréductible, comme ci-dessus, il est clair que R(V )
contient deux éléments non colinéaires...
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Réciproquement si R(V ) contient deux éléments non colinéaires on peut
comme précédemment en construire un troisième dont le support est stric-
tement plus petit... et V ne peut être irréductible...
Le reste découle de ce que, dans ce cas, un générateur de T (V ) peut être
pris dans R(V ), puisque si r est un générateur de T (V ), r (ou −r) appar-
tient à R(V ).

3) En itérant le procédé utilisé au 1, le support de V peut s’écrire comme
réunion de supports minimaux... �

Remarque 5.4. Il est bien connu que cette décomposition n’est pas néces-
sairement unique !
On a par exemple (X + 1)(Y + 1)(X + Y ) = (X + Y + 1)(X + Y +XY ).

Lemme 10. Soit Q =
∑
µβX

β ∈ T{Xi}1≤i≤n, tel que V (Q) = W ⊂ V :
Q est irréductible si et seulement si r(Q) est minimal dans R(V ).

Démonstration. S’il existe r ∈ R(V ), r < r(Q), r = r(U) et U divise Q...
La réciproque est évidente. �

Rappelons que W est irréductible si supp(r(Q)) est minimal dans Λ, ce
qui est a priori, plus fort. Si Q est irréductible et V (Q) aussi, on dira donc
que Q est fortement irréductible.

Théorème 5.5. Soit V = V (P ). Il existe une famille finie de polynômes
fortement irréductibles P1, . . . , Pt telle que les V (Pi) forment une décom-
position de V en hypersurfaces irréductibles et telle que :

I(V ) =
√

(P1 · · ·Pt) =
√

(P )

(où
√
I = {Q ∈ T{X1, · · · , Xn} / ∃k ∈ N, Qk ∈ I}).

Démonstration. D’après la proposition précédente, on peut décomposer
V en une réunion d’hypersurfaces irréductibles distinctes Vi, 1 ≤ i ≤ k,
et choisir pour chaque i un Pi irréductible (r(Pi) étant minimal) tel que
V (Pi) = Vi .

Le reste en découle car d’une part supp(r(P )) = supp(r(P1 · · ·Pk) et
donc,

√
(P1 · · ·Pt) =

√
(P ) ; d’autre part si Q appartient à I(V ), en chan-

geant les rôles, il existe un s ∈ N tel que P divise Qs. �

Remarque 5.6. S’il est vraisemblable qu’irréductible n’implique pas forte-
ment irréductible, la question reste ouverte.
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On peut donner une condition nécessaire et suffisante pour que P en-
gendre I(V ) (cette condition est beaucoup plus forte que "sans facteurs
multiples" et I(V ) n’est pas en général principal). Nous dirons que P est
primitif si tous les ra(P ) sont égaux à 1.

Proposition 5.7. I(V (P )) = (P ) si et seulement si P est primitif.

Démonstration. Il découle de ce qui précède que l’on peut, pour un poly-
nôme donné P , définir un graphe Γ(V (P )) = (s(V (P )), a(V (P ))) tel que
V (Q) ⊂ V (P ) si et seulement si Γ(V (Q)) est un sous graphe de Γ(V (P ))
et un graphe pondéré (qui est le polygone de Newton de P ),
G(P ) = (s(V (P )), a(V (P )), r(P )) tel que Q divise P si et seulement si
G(Q) ≤ G(P ) (i.e. G(Q) est un sous-graphe de G(P ) et r(Q) ≤ r(P ),
ra(Q) valant 0 pour les arêtes n’appartenant pas à G(Q)).

Si P est primitif et U est dans I(V ), V (P ) ⊂ V (U) et nécessairement
r(P ) ≤ r(U) et donc P divise bien U .

Réciproquement, il existe un polynôme primitif R ∈ I(V ) , et si P
n’est pas lui-même primitif, il ne peut pas diviser R : si P =

∑
i λiX

αi et
V (P ) = ∪(i,j)∈a(V )Bi,j , le polynôme R = Π(i,j)∈a(V )(λiXαi + λjX

αj ) est
bien primitif, tel que :
V (R) = ∪(i,j)∈a(V )V (λiXαi + λjX

αj ), et on a bien V (P ) ⊂ V (R). �

Exemple 5.8. Soit T = (R+,max,+) :
a) X + Y + 1, polynôme fortement irréductible et primitif, divise bien
(X + Y + a)(X + 1)(Y + 1), pour 0 ≤ a ≤ 1...
b) Par contre X2 + Y + 1, fortement irréductible mais non primitif ne
divise pas le polynôme de I(V ), (X + Y + a)(X + 1)(Y + 1), 0 ≤ a ≤ 1
(mais divise bien son carré)... ni d’ailleurs 1 +X+X2Y +Y 2 qui est aussi
dans I(V ).
Ceci montre d’ailleurs que I(V (X2 + Y + 1)) n’est pas monogène...

Remarque 5.9. Les méthodes utilisées dans les démonstrations précédentes
peuvent donner lieu à des algorithmes : les décompositions d’une hyper-
surface V = V (P ) en réunion d’hypersurfaces irréductibles et la déter-
mination de générateurs de I(V ) se ramènent à la recherche de solutions
minimales en entier, r = (rα), d’un système d’équations linéaires, dès lors
que l’on a explicitement une description complète de V (arêtes et poids
ou polygone de Newton de P )... On en déduit alors aisément les facto-
risations du polynôme tropical (rationnel) P en produit de polynômes
irréductibles...
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5.3. Algèbre des fonctions polynomiales sur V (P )
L’algèbre des fonctions polynomiales sur une hypersurface V = V (P ) ⊂

Kn peut se définir, de même que dans le cas classique, comme étant l’al-
gèbre des restrictions à V des fonctions polynomiales sur Kn.

On peut alors énoncer le :

Théorème 5.10. Soient T le semi-corps des réels max-plus, P un poly-
nôme rationnel appartenant à T{X1, . . . , Xn} et
I =

√
(P ) = {Q ∈ T{X1, . . . , Xn} / ∃k ∈ N, Qk ∈ I} la racine de l’idéal

engendré :
a) I est égal à l’intersection I(V ) de tous les Ker εx pour x ∈ V (P ), où
εx est le morphisme d’évaluation en x, P 7−→ P (x).
b) Si les classes de deux polynômes A et B de T{X1, . . . , Xn} sont égales
modulo I, alors A(x) = B(x) pour tous les x ∈ V (P ).
c) Si P ne s’annule pas et si A(x) = B(x) pour tous les x ∈ V (P ), alors
A et B sont congrus modulo I .
d) Si P ne s’annule pas, l’algèbre quotient T{X1, . . . , Xn}/I(V ) est donc
isomorphe à l’algèbre des fonctions polynomiales sur V .

Démonstration. a) x est un zéro de P si et seulement si εx est singulier en
P ...
b) En effet, A et B sont congrus modulo I si et seulement si, pour tout
couple (U,R) ∈ I × T{X1, . . . , Xn}, AU + R ∈ I ⇔ BU + R ∈ I et
(A+ I) ∩ (B + I) 6= ∅.
APU + R appartient à I si et seulement si V (P ) ⊂ V (APU + R), c’est
à dire si et seulement si, pour chaque x ∈ V (P ), R est singulier en x ou
R(x) ≤ APU(x).
En prenant R ∈ T , on obtient que pour tout x ∈ V (P ) tel que P (x) 6= 0,
R ≤ AP (x) si et seulement si R ≤ BP (x) ce qui implique bien A(x) =
B(x). Si P (x) = 0, l’autre condition implique encore A(x) = B(x).
c) Dans ce sens, si A et B coïncident sur V (P ) on a donc que :
AU + R ∈ I ⇔ BU + R ∈ I . De plus si le terme constant p0 de P n’est
pas nul, pour tout polynôme A il existe U tel que A ≤ PU , et A + I ne
peut être disjoint de B + I (A ≤ PA/p0). �

Remarque 5.11. On peut donc constater que si les classes de A et B sont
égales modulo I, les fonctions définies par A et B sont bien égales sur
V (P ), sans la condition que P ne s’annule pas. Par contre, il est aisé de
donner des contre-exemples qui montrent que la réciproque est fausse :
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pour P = X2 + Y 3, et A = X + Y + X3, B = Y + X3, on a (A + I) ∩
(B + I) = ∅ car la valuation en X d’un élément de B + I ne peut être
égale à 1(deux représentants du même polynôme rationnel ont les mêmes
valuations car les monômes extrémaux sont les mêmes) ; par contre sur
V (P ), soit x3 ≥ x ≥ y ≥ 1 et A(x, y) = x3 = B(x, y), soit 1 ≥ y ≥ x ≥ x3

et A(x, y) = y = B(x, y). . .
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