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Cup i-produit sur les algèbres graduées avec
symétries et algèbres de Gerstenhaber

Arwa Abbassi

Résumé

Dans ce papier, on définit, dans le cadre des algèbres graduées avec symé-
tries la notion de cup i-produit introduite par Steenrod dans [11]. En utilisant le
cup 1-produit, on montre que la cohomologie associée à une algèbre graduée avec
symétries est une algèbre de Gerstenhaber.

Cup i-product on the graded algebras with symmetries and
Gerstenhaber algebra

Abstract
In this paper, we define in the framework of graded algebras with symme-

tries the notion of cup i-product introduced by Steenrod in [11]. With the cup
1-product, we prove that the cohomology of a graded algebra with symmetries is
a Gerstenhaber algebra.

1. Introduction

Dans ce travail, on définit la notion de cup i-produits sur les algèbres
graduées avec symétries (AGS en abrégé). Rappelons que pour un anneau
commutatif R, une AGS est la donnée d’un foncteur

T : Fin −→ AR
La catégorie F in étant celle dont les objets sont les ensembles [n] = {0, 1,
· · · , n}, n ≥ 0 et les morphismes sont les applications quelconques. La
catégorie AR est celle des R-algèbres commutatives unitaires (cf. [1] pour
plus de détails). Ces AGS sont une généralisation des formes différen-
tielles étendues et des formes différentielles non commutatives introduites

Mots-clés : algèbre de Gerstenhaber, algèbres graduées avec symétries et cup i-
produits.

Classification math. : 18G55.
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par Connes (cf. [3]). En utilisant le cup 1-produit, on montre que la co-
homologie associée à une AGS est une algèbre de Gerstenhaber. On rap-
pelle que la notion d’algèbre de Gerstenhaber a été introduite par Murray
Gerstenhaber (cf. [6]) en 1963. Précisèment, Gerstenhaber a montré que la
cohomologie de Hochschild HH∗(A) de toute algèbre associative A peut
être munie d’un cup produit de degré 0 et d’un crochet de degré -1. Le cup
produit est associatif et commutatif et le crochet munit HH∗(A) d’une
structure d’algèbre de Lie graduée. De plus, le crochet est une dérivation
pour le produit.
Ce travail est organisé de la façon suivante :

– Dans le premier paragraphe, on rappelle les notions d’algèbres diffé-
rentielles non commutatives, d’algèbres graduées avec symétries et la
notion de cup i-produits sur les algèbres différentielles non commu-
tatives.

– Dans le deuxième paragraphe, on définit la notion de cup i-produits
sur les AGS et on dégage quelques propriétés de ces cup i-produits.

– Dans le troisième et dernier paragraphe, on montre que la cohomolo-
gie associé à une AGS est une algèbre de Gerstenhaber.

2. Rappels

Commençons par rappeler quelques résultats concernant les formes dif-
férentielles non commutatives données dans [3] et [7] et la définition des
cup i-produits sur ces mêmes formes ainsi que leurs propriétés donnés dans
[1].

2.1. Formes différentielles non commutatives

Soient k un anneau commutatif unitaire et A une k-algèbre unitaire.
Les formes différentielles étendues de degré n sont les éléments du produit
tensoriel de k-modules

Tn(A) = A⊗A⊗ · · · ⊗A

(n+1 facteurs). Sur T ∗(A) = ⊕n≥0T
n(A), on définit un opérateur de carré

nul :
D : Tn(A) −→ Tn+1(A)
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par la formule suivante :
D(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = 1⊗ a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an − a0 ⊗ 1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an

+ · · ·+ (−1)n+1a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1,
et un produit

Tn(A)⊗ T p(A) −→ Tn+p(A),
par la formule
(a0⊗a1⊗· · ·⊗an)(b0⊗ b1⊗· · ·⊗ bp) = a0⊗a1⊗· · ·⊗anb0⊗ b1⊗· · ·⊗ bp.

Pour toutes formes w ∈ Tn(A) et θ ∈ T p(A), la différentielle D vérifie
l’identité de Leibniz :

D(wθ) = D(w)θ + (−1)nwD(θ).
On a en outre une action à droite du groupe symétrique Sn+1 sur Tn(A).
En effet, en identifiant Sn+1 à l’ensemble des permutations de {0, 1, · · ·n},
l’action est définie par la formule suivante :

(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an)σ = aσ(0) ⊗ aσ(1) ⊗ · · · ⊗ aσ(n).

Pour une k-algèbre A on pose Ω0(A) = A et Ω1(A) le noyau de l’applica-
tion :

A⊗A −→ A
x⊗ y 7−→ xy

Le produit tensoriel étant celui de k-modules. En fait le k-module Ω1(A)
est aussi un A-bimodule et les formes différentielles non commutatives de
degré n sont les éléments du produit tensoriel de A-modules :

Ωn(A) = Ω1(A)⊗ Ω1(A)⊗ · · · ⊗ Ω1(A)(n facteurs de Ω1(A)).
La somme Ω∗(A) = ⊕n≥0Ωn(A) est une algèbre graduée de manière évi-
dente, le produit de deux formes étant obtenu en juxtaposant les produits
tensoriels. Considérons l’homomorphisme de k-modules

d : Ω0(A) −→ Ω1(A),
défini par la formule

d(a) = 1⊗ a− a⊗ 1.
On a alors l’isomorphisme suivant :

A⊗A/k −→ Ω1(A)
x⊗ y 7−→ xdy

333



A. Abbassi

(Le produit tensoriel étant celui de k-modules).
L’ensemble Ωn(A) des formes différentielles non commutatives de degré n
s’identifie alors au produit tensoriel de k-modules :

A⊗A/k ⊗ · · · ⊗A/k(n facteurs de A/k).
Une forme différentielle non commutative de degré n s’écrit donc comme
combinaison linéaire de termes de la forme

a0da1 · · · dan,
et le morphisme d s’étend aux formes de degré n de Ω∗(A) par la formule

d(a0da1 · · · dan) = da0da1 · · · dan.
Ce morphisme est de carré nul et vérifie, pour toutes formes w ∈ Ωn(A)
et θ ∈ Ωp(A), l’identité de Leibniz :

d(wθ) = d(w)θ + (−1)nwd(θ).
Pour tout n ∈ N, on a

Ωn(A) ⊂ (A⊗k A)⊗A (A⊗k A)⊗A · · · ⊗A (A⊗k A)
' A⊗k A⊗k · · · ⊗k A = Tn(A).

L’algèbre différentielle graduée Ω∗(A) est donc incluse dans T ∗(A).
Rappelons d’autre part, que si A est une k-algèbre commutative, une
application

f : [n] −→ [p],
(où pour tout m ∈ N, [m] désigne l’ensemble {0, 1, · · · ,m}) induit un
morphisme

f∗ : Tn(A) −→ T p(A),
défini par la correspondance

a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an 7−→ b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bp,
où pour tout j ∈ [p] :

bj =
{ ∏

f(i)=j ai si f−1(j) 6= ∅
1 sinon

On montre alors que sur les formes étendues de degré n on a

D =
n+1∑
i=0

(−1)i(δi)∗,
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où les δi : [n] −→ [n+1] sont les opérateurs de cofaces définis par δi(j) = j
si i > j et δi(j) = j + 1 si i ≤ j et que

Ωn(A) =
n−1⋂
i=0

ker(si)∗,

où les si : [n] −→ [n − 1] sont les opérateurs de codégénérescence définis
par si(j) = j si i ≥ j et si(j) = j − 1 si i < j.

2.2. cup i-produits sur les formes différentielles étendues

Soient k un anneau commutatif unitaire et A une k-algèbre unitaire.
Pour tous p, q ∈ N et i ∈ Z, nous allons définir un cup i-produit :

T p(A)⊗ T q(A) −→ T p+q−i(A).

Soient donc p, q ∈ N, w = a0⊗a1⊗· · ·⊗ap ∈ T p(A) et θ = b0⊗b1⊗· · ·⊗bq ∈
T q(A). Soit i ≤ min(p, q). Si i est pair, on pose

w ^i θ =
∑

ελa0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aj0b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bk0aj0+1 ⊗ aj0+2 · · ·
⊗ aj1bk0+1 ⊗ bk0+2 ⊗ · · · ⊗ bk1aj1+1 ⊗ aj1+2 ⊗ · · · bk i

2 −1
aj i

2 −1+1

⊗ aj i
2 −1+2 ⊗ · · · ⊗ apbk i

2 −1+1 ⊗ bk i
2 −1+2 ⊗ · · · ⊗ bq.

Le signe ελ est la signature de la permutation λ de {0, 1, · · · , p + q + 1}
qui envoie la forme

a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bq,

sur

a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aj0 ⊗ b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bk0 ⊗ aj0+1 ⊗ aj0+2 ⊗ · · · ⊗ aj1

⊗ bk0+1 ⊗ bk0+2 ⊗ · · · ⊗ bk1 ⊗ aj1+1 ⊗ aj1+2 ⊗ · · ·
⊗ bk i

2 −1
⊗ aj i

2 −1+1 ⊗ aj i
2 −1+2 ⊗ · · · ⊗ ap ⊗ bk i

2 −1+1 ⊗ bk i
2 −1+2 ⊗ · · · ⊗ bq.

La somme est prise sur toutes les façons de choisir {j0, ..., j i
2
} et {k0, ..., k i

2
}

tels que j0 ≥ 0, pour tout s ≤ i
2 − 1, js + 1 < js+1, j i

2
= p, k0 ≥ 1, pour

tout s ≤ i
2 − 2, ks + 1 < ks+1 et k i

2
= q.
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Pour i impair, on pose :

w ^i θ =
∑

ελa0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aj0b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bk0aj0+1 ⊗ aj0+2 · · ·
⊗ aj1bk0+1 ⊗ bk0+2 ⊗ · · · ⊗ bk1aj1+1aj1+2 ⊗ · · · ⊗ aj i−1

2
bk i−3

2
+1

⊗ bk i−1
2 −1

+2 ⊗ · · · ⊗ bqaj i−1
2

+1 ⊗ aj i−1
2

+2 ⊗ · · · ⊗ ap.

Dans ce cas {j0, · · · , j i−1
2
} et {k0, · · · , k i−1

2
} vérifiant j0 ≥ 0, pour tout

s ≤ i−1
2 − 1, js + 1 < js+1, j i−1

2
≤ p − 1, k0 ≥ 1, pour tout s ≤ i−1

2 − 1,
ks + 1 < ks+1 et k i−1

2
= q.

Pour i < 0, i > min(p, q) on pose enfin :
w ^i θ = 0.

Proposition 2.1. (cf. [1])
Soient a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ∈ T p(A) et b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bq ∈ T q(A).
Pour i = 0, on a
a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ^0 b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bq = a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ apb0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bq.

Pour i = 1, on a la formule suivante :

a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ^1 b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bq =
p−1∑
i=0

(−1)(p−i)(q+1)a0⊗a1⊗· · ·⊗aib0⊗ b1⊗· · ·⊗ bqai+1⊗ai+2⊗· · ·⊗ap.

Proposition 2.2. (cf. [1])
Soient w = a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ ap ∈ T p(A) et θ = b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bq ∈ T q(A)
et i ≤ min(p, q). On a alors

D(w ^i θ) = D(w) ^i θ + (−1)pw ^i D(θ) + (−1)p+q−iw ^i−1 θ

+ (−1)pq+p+qθ ^i−1 w.

Rappelons enfin que ces cup i-produits permettent de définir (cf. [1])
d’une manière explicite les carrés de Steenrod (cf. [12]) et les carrés de
Thomas-Pontrjagin (cf. [13]).

3. Algèbres graduées avec symétries

On notera F in la catégorie dont les objets sont les ensembles [n] =
{0, 1, ..., n}, n ≥ 0 et les morphismes sont les applications quelconques. On
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notera AR la catégorie des R-algèbres commutatives unitaires.

Définition 3.1. Une algèbre graduée avec symétries (AGS en abrégé) est
la donnée d’un foncteur covariant

T : Fin −→ AR
Exemple 3.2.

(1) Soit A une R-algèbre commutative unitaire. Pour tout n ∈ N, on
pose Tn = A⊗n+1. Pour toute application f : [n] −→ [p], on associe
le morphisme de R-algèbres f∗ : Tn −→ T p défini précédemment.
Ce foncteur T définit bien une AGS.

(2) Soit X un ensemble simplicial et A l’anneau simplicial défini par
An = App([n], R). Posons Tn = Mor(X,A⊗n+1). Ce foncteur dé-
finit une AGS dont l’algèbre différentielle graduée associée a la
même cohomologie que celle de l’ensemble simplicial X.

(3) Soient R un Z-module de type fini et A le R-module libre de base
les points de l’intervalle B = [0, 1]. le R-module A⊗n+1 est alors
isomorphe à L(Bn+1) avec les notations de [4] . On peut le munir
(cf. [5]) d’une topologie qui en fait un groupe abélien topologique.
Pour un CW-complexe X, on pose Tn = Mor(X,A⊗n+1). Le fonc-
teur T est une AGS dont l’algèbre différentielle graduée associée
a la même cohomologie que celle de l’espace X (cf. [8]).

Un morphisme entre deux AGS, T et T ′, est défini par la donnée pour
chaque n ≥ 0, d’un morphisme de R-algèbres commutatives unitaires fn :
Tn −→ T ′n de manière que

fmT (α) = T ′(α)fn,
pour tout morphisme α : [n] −→ [m] de la catégorie Fin.

Soit A une R-algèbre commutative unitaire. Notons DR, la catégorie dont
les objets sont les ensembles [n], n ∈ N et les morphismes [n] −→ [p]
sont les morphismes de R-modules A⊗n+1 −→ A⊗p+1. Considérons la ca-
tégorie " linéairisée" T Fin de Fin qui a les mêmes objets que Fin et
HomT Fin([n], [p]) est le R-module libre de base HomFin([n], [p]). L’exem-
ple 3.2.1, permet alors de définir un foncteur

θ : T Fin −→ DR.
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Théorème 3.3. (cf. [2])
Pour A = R[t], le foncteur θ : T Fin −→ DR est fidèle.

Soient n et m ∈ N, fn,m l’inclusion de [n] dans [n + m] et gn,m : [m] −→
[n+m] l’application définie par gn,m(i) = i+ n. Pour toute AGS T , on a
un morphisme

Tn ⊗ Tm −→ Tn+m ⊗ Tn+m.

Celui-ci, composé par la multiplication dans l’algèbre Tn+m, induit un
produit

Tn ⊗ Tm −→ Tn+m.

La somme directe T ∗ =
⊕

n≥0 T
n munie de ce produit est une algèbre

graduée. Par ailleurs, soit

D : Tn −→ Tn+1.

le R-homomorphisme défini par

D =
n+1∑
i=0

(−1)iT (δi),

où les δi sont les opérateurs cofaces définis précédemment. Alors D est
de carré nul et vérifie pour toutes formes w ∈ Tn et θ ∈ Tm l’identité de
Leibniz :

D(wθ) = D(w)θ + (−1)nwD(θ).
Ainsi, T ∗ est munie d’une structure d’algèbre différentielle graduée.
Pour tout foncteur T définissant une AGS et pour tout n ≥ 0, on pose :

Ωn =
n−1⋂
i=0

ker(T (si)),

où les opérateurs si : [n] −→ [n−1] sont définis précédemment. La somme
Ω∗ =

⊕
n≥0 Ωn est une sous-algèbre différentielle graduée de T ∗.

4. La définition de cup i-produit dans le cadre des algèbres
graduées avec symétries

Soit T une AGS. Pour tous p et q dans N et i ∈ Z, nous allons définir
un cup i-produit :

T p ⊗ T q −→ T p+q−i.
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Soit donc i ≤ min(p, q).
Si i est pair, on définit pour tous ensembles {j0, ..., j i

2
} et {k0, ..., k i

2
}

vérifiant j0 ≥ 0, pour tout s ≤ i
2 − 1, js + 1 < js+1, j i

2
= p, k0 ≥ 1, pour

tout s ≤ i
2−2, ks+1 < ks+1 et k i

2
= q une application α : [p] −→ [p+q−i]

par

α(j) =
{
j si 0 ≤ j ≤ j0
j + kh−1 − 2h+ 1 si jh−1 + 1 ≤ j ≤ jh et 1 ≤ h ≤ i

2

et une application β : [q] −→ [p+ q − i] par

β(k) =
{
k + j0 si 0 ≤ k ≤ k0
k + jh − 2h si kh−1 + 1 ≤ k ≤ kh et 1 ≤ h ≤ i

2

Pour toute AGS T , on a alors un morphisme

T p ⊗ T q −→ T p+q−i ⊗ T p+q−i,

celui-ci, composé par la multiplication dans T p+q−i, induit un morphisme

T p ⊗ T q −→ T p+q−i.

On pose donc pour tous w1 ∈ T p et w2 ∈ T q :

w1 ^i w2 =
∑

ελT (α)(w1)T (β)(w2).

La somme est prise sur toutes les façons de choisir {j0, ..., j i
2
} et {k0, ..., k i

2
}

vérifiant les conditions citées plus haut. Le signe ελ désigne la signature
de la permutation λ de {0, ..., p+ q + 1} qui est définie par

λ(j) =


j si 0 ≤ j ≤ j0
j + kh−1 + 1 si jh−1 + 1 ≤ j ≤ jh et 1 ≤ h ≤ i−1

2
k + j0 + 1 si j = p+ k + 1 et 0 ≤ k ≤ k0
k + jh + 1 si j = p+ k + 1 et kh−1 + 1 ≤ k ≤ kh

Pour i impair, définissons pour tous ensembles {j0, · · · , j i−1
2
} et {k0, · · · , k i−1

2
}

vérifiant j0 ≥ 0, pour tout s ≤ i−1
2 − 1, js + 1 < js+1, j i−1

2
≤ p − 1,

k0 ≥ 1, pour tout s ≤ i−1
2 − 1, ks + 1 < ks+1 et k i−1

2
= q l’application

α′ : [p] −→ [p+ q − i] par

α′(j) =


j si 0 ≤ j ≤ j0
j + kh−1 − 2h+ 1 si jh−1 + 1 ≤ j ≤ jh et 1 ≤ h ≤ i−1

2
q + j − i si j i−1

2
+ 1 ≤ j ≤ p
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Notons β′ l’application [q] −→ [p+ q − i] définie par

β′(k) =
{
k + j0 si 0 ≤ k ≤ k0
k + jh − 2h si kh−1 + 1 ≤ k ≤ kh et 1 ≤ h ≤ i−1

2

On définit donc le cup-i-produit
T p ⊗ T q −→ T p+q−i,

par la correspondance suivante :

w1 ^i w2 =
∑

ελT (α′)(w1)T (β′)(w2).

La somme est prise sur toutes les façons de choisir {j0, . . . , j i−1
2
} et

{k0, . . . , k i−1
2
} vérifiant les conditions citées plus haut. Dans ce cas λ est

définie par

λ(j) =



j si 0 ≤ j ≤ j0
j + kh−1 + 1 si jh−1 + 1 ≤ j ≤ jh et 1 ≤ h ≤ i−1

2
j + q + 1 si j i−1

2
+ 1 ≤ j ≤ p

k + j0 + 1 si j = p+ k + 1 et 0 ≤ k ≤ k0
k + jh + 1 si j = p+ k + 1 et kh−1 + 1 ≤ k ≤ kh

Pour i < 0, i > min(p, q) on pose enfin
w1 ^i w2 = 0.

Proposition 4.1. Soient w1 ∈ T p, w2 ∈ T q.
1: Pour i = 0, on a

w1 ^0 w2 = w1w2.

2: Si w1 et w2 ∈ Tn, on a

w1 ^n w2 = (−1)
n(n+1)

2 w1]w2.

où ] désigne la multiplication de Tn.

Démonstration.
1: Pour i = 0, on a j0 = p et k0 = q donc on a α(j) = j, β(k) = k+p

et λ(j) = j, d’où la formule.
2: Supposons d’abord que n est impair, on a alors pour tout s ≤

n−1
2 − 1, ks + 1 < ks+1, k0 ≥ 1 et kn−1

2
= n donc pour tout

s ≤ n−1
2 , ks = 2s + 1. D’autre part, on a j0 ≥ 0, jn−1

2
≤ n − 1
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et js + 1 < js+1 pour tout s ≤ n−1
2 − 1 donc js = 2s pour tout

s ≤ n−1
2 . Donc α′ et β′ : [n] −→ [n] sont l’identité, et donc w1 ^n

w2 = (−1)
n(n+1)

2 w1]w2.

Pour n pair, la démonstration est la même. �

Proposition 4.2. Soient T une AGS, w1 ∈ Ωp, w2 ∈ Ωq et i ≤ min(p, q).
On a alors :

w1 ^i w2 ∈ Ωp+q−i.

Démonstration. Soit i impair. Pour tout 0 ≤ r ≤ p+ q − i− 1, on a

T (sr)(w1 ^i w2) =
∑

ελT (srα′)(w1)T (srβ′)(w2).

Si 0 ≤ r < j0( j0 ≥ 1), on a srα′ = µsr, où µ : [p − 1] −→ [p + q − i − 1]
est définie par

µ(j) =


j si 0 ≤ j ≤ j0 − 1
j + kh − 2h− 1 si jh ≤ j ≤ jh+1 − 1 et 0 ≤ h ≤ i−1

2 − 1
q + j − i si j i−1

2
≤ j ≤ p− 1

donc T (srα′)(w1) = 0.
Si j0 ≤ r < j0 + k0, on a srβ′ = τsr−j0 , où τ : [q − 1] −→ [p + q − i − 1]
est définie par

τ(k) =
{
k + j0 si 0 ≤ k ≤ k0 − 1
k + jh+1 − 2h− 2 si kh ≤ k ≤ kh+1 − 1 et 0 ≤ h ≤ i−1

2 − 1

donc T (srβ′)(w2) = 0. Il nous reste à montrer le résultat pour j0 + k0 ≤
r ≤ p + q − i − 1. On considère pour cela deux cas. Si js + ks − 2s ≤
r < js+1 + ks − 2s − 1 et 0 ≤ s ≤ i−1

2 (on pose j i−1
2 +1 = p), alors on a

srα
′ = µ′sr−ks+2s+1, où µ′ : [p− 1] −→ [p+ q − i− 1] est définie par

µ′(j) =


j si 0 ≤ j ≤ j0
j + kh−1 − 2h+ 1 si jh−1 + 1 ≤ j ≤ jh et 1 ≤ h ≤ s
j + ks − 2s− 1 si js + 1 ≤ j ≤ js+1 − 1
j + kt − 2t− 1 si jt ≤ j ≤ jt+1 − 1 et s+ 1 ≤ t ≤ i−1

2 − 1
q + j − i si j i−1

2
≤ j ≤ p− 1 .
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Si js+1 + ks − 2s− 1 ≤ r < js+1 + ks+1 − 2s− 2 et 0 ≤ s ≤ i−1
2 − 1, on a

srβ
′ = τ ′sr−js+1+2s+2, où τ ′ : [q − 1] −→ [p+ q − i− 1] est définie par

τ ′(k) =


k + j0 si 0 ≤ k ≤ k0
k + jh − 2h si kh−1 + 1 ≤ k ≤ kh et 1 ≤ h ≤ s
k + js+1 − 2s− 2 si ks + 1 ≤ j ≤ ks+1 − 1
k + jh+1 − 2h− 2 si kh ≤ j < kh+1 − 1 et s+ 1 ≤ h ≤ i−1

2 − 1 .

Pour i pair, la démonstration est analogue. �

Proposition 4.3. Soient T une AGS, w1 ∈ T p, w2 ∈ T q et i ≤ min(p, q).
On a alors :
D(w1 ^i w2) = D(w1) ^i w2 + (−1)pw1 ^i D(w2) + (−1)p+q−iw1 ^i−1 w2

+ (−1)pq+p+qw2 ^i−1 w1.

Démonstration. Pour tous p et q ∈ N, on notera fp,q l’inclusion de [p]
dans [p + q + 1] et gp,q : [q] −→ [p + q + 1] l’application définie par
gp,q(j) = j + p+ 1. Soient i pair, w1 ∈ T p, w2 ∈ T q. On a alors :

w1 ^i w2 =
∑

ελT (νi,p,q)(T (fp,q)(w1)T (gp,q)(w2)).

où νi,p,q : [p+q+1] −→ [p+q−i] est l’application qui est définie pour tous
ensembles {j0, ..., j i

2
} et {k0, ..., k i

2
} vérifiant j0 ≥ 0, pour tout s ≤ i

2 − 1,
js+ 1 < js+1, j i

2
= p, k0 ≥ 1, pour tout s ≤ i

2 −2, ks+ 1 < ks+1 et k i
2

= q
par

νi,p,q(j) =



j si 0 ≤ j ≤ j0
j + kh−1 − 2h+ 1 si jh−1 + 1 ≤ j ≤ jh et 1 ≤ h ≤ i

2
k + j0 si j = p+ k + 1 et 0 ≤ k ≤ k0
k + jh − 2h si j = p+ k + 1, kh−1 + 1 ≤ k ≤ kh

et 1 ≤ h ≤ i
2 .

D’autre part on a

D(w1) ^i w2 =
∑

ελT (νi,p+1,q)(T (fp+1,q)(D(w1))T (gp+1,q)(w2))

=
∑

ελT (νi,p+1,q)
p+1∑
j=0

(−1)j(T (fp+1,q ◦ δj)(w1)T (gp+1,q)(w2)).

Puisqu’on a pour tout 0 ≤ j ≤ p+ 1 :

fp+1,q ◦ δj = δj ◦ fp,q et δj ◦ gp,q = gp+1,q,
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donc

D(w1) ^i w2 =
∑

ελT (νi,p+1,q)
p+1∑
j=0

(−1)jT (δj)(T (fp,q)(w1)T (gp,q)(w2)).

Notons aussi que
w1 ^i D(w2) =

∑
ελT (νi,p,q+1)(T (fp,q+1)(w1)T (gp,q+1)(D(w2))

=
∑

ελT (νi,p,q+1)
q+1∑
j=0

(−1)jT (fp,q+1)(w1)T (gp,q+1 ◦ δj)(w2)).

Or pour tout 0 ≤ j ≤ q + 1 :
fp,q+1 = δp+j+1 ◦ fp,q et δp+j+1 ◦ gp,q = gp,q+1 ◦ δj ,

donc on a

w1 ^i D(w2)

=
∑

ελT (νi,p,q+1)
q+1∑
j=0

(−1)jT (δp+j+1)(T (fp,q)(w1)T (gp,q)(w2)).

Ensuite on a
w1 ^i−1 w2 =

∑
ελT (νi−1,p,q)(T (fp,q)(w1)T (gp,q)(w2)),

où νi−1,p,q : [p + q + 1] −→ [p + q + 1 − i] est l’application définie, pour
tous ensembles {j0, . . . , j i

2−1} et {k0, . . . , k i
2−1} vérifiant j0 ≥ 0, pour tout

s ≤ i
2 − 2, js + 1 < js+1, j i

2−1 ≤ p − 1, k0 ≥ 1, pour tout s ≤ i
2 − 2,

ks + 1 < ks+1 et k i
2−1 = q, par :

νi−1,p,q(j) =



j si 0 ≤ j ≤ j0
j + kh−1 − 2h+ 1 si jh−1 + 1 ≤ j ≤ jh et 1 ≤ h ≤ i

2 − 1
q + j − i+ 1 si j i

2−1 + 1 ≤ j ≤ p
k + j0 si j = p+ k + 1 et 0 ≤ k ≤ k0
k + jh − 2h si j = p+ k + 1, kh−1 + 1 ≤ k ≤ kh

et 1 ≤ h ≤ i
2 − 1.

Enfin on a
w2 ^i−1 w1 =

∑
ελT (νi−1,q,p)(T (fq,p)(w2)T (gq,p)(w1)),

et comme on a
fq,p = h ◦ gp,q et gq,p = h ◦ fp,q.
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L’application h : [p+ q + 1] −→ [p+ q + 1] étant définie par

h(j) =
{
j + q + 1 si 0 ≤ j ≤ p;
j − p− 1 si p+ 1 ≤ j ≤ p+ q + 1.

donc

w2 ^i−1 w1 =
∑

ελT (νi−1,q,p ◦ h)(T (fp,q)(w1)T (gp,q)(w2)).

On aura donc

D(w1 ^i w2) =
p+q+1−i∑
r=0

ελ(−1)rT (δr)
∑

T (νi,p,q)(T (fp,q)(w1)T (gp,q)(w2)),

et

D(w1) ^i w2 + (−1)pw1 ^i D(w2)
+ (−1)p+q−iw1 ^i−1 w2 + (−1)pq+p+qw2 ^i−1 w1

=
∑

ελT (νi,p+1,q)
p+1∑
j=0

(−1)jT (δj)(T (fp,q)(w1)T (gp,q)(w2))

+ (−1)p
∑

ελT (νi,p,q+1)
q+1∑
j=0

(−1)jT (δp+j+1)(T (fp,q)(w1)T (gp,q)(w2))

+ (−1)p+q−i∑ ελT (νi−1,p,q)(T (fp,q)(w1)T (gp,q)(w2))

+ (−1)pq+p+q∑ ελT (νi−1,q,p ◦ h)(T (fp,q)(w1)T (gp,q)(w2)).

Si T est l’algèbre des formes différentielles étendues, w1 = a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗
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ap ∈ T p(A) et w2 = b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bq ∈ T q(A), on a

p+q+1−i∑
r=0

ελ(−1)rT (δr)
∑

T (νi,p,q)(a0⊗ a1⊗ · · · ⊗ ap⊗ b0⊗ b1⊗ · · · ⊗ bq)

=
(∑

ελT (νi,p+1,q)
p+1∑
j=0

(−1)jT (δj)

+(−1)p
∑

ελT (νi,p,q+1)
q+1∑
j=0

(−1)jT (δp+j+1) +(−1)p+q−i∑ ελT (νi−1,p,q)

+(−1)pq+p+q∑ ελT (νi−1,q,p ◦h)
)
(a0⊗a1⊗· · ·⊗ap⊗b0⊗b1⊗· · ·⊗bq),

donc d’après le théorème 3.5, on a

p+q+1−i∑
r=0

ελ(−1)rδr
∑

νi,p,q

=
∑

ελνi,p+1,q

p+1∑
j=0

(−1)jδj + (−1)p
∑

ελνi,p,q+1

q+1∑
j=0

(−1)jδp+j+1

+ (−1)p+q−i∑ ελνi−1,p,q + (−1)pq+p+q∑ ελνi−1,q,p ◦ h
∑

ελνi−1,p,q

+ (−1)pq+p+q∑ ελνi−1,q,p ◦ h,

et

p+q+1−i∑
r=0

ελ(−1)rT (δr)
∑

T (νi,p,q)

=
(∑

ελT (νi,p+1,q)
p+1∑
j=0

(−1)jT (δj)

+ (−1)p
∑

ελT (νi,p,q+1)
q+1∑
j=0

(−1)jT (δp+j+1)

+ (−1)p+q−i∑ ελT (νi−1,p,q) + (−1)pq+p+q∑ ελT (νi−1,q,p ◦ h)
)
.

Pour i impair, la démonstration est la même. �
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Proposition 4.4. Soit T une AGS, w1 ∈ Tn, w2 ∈ T p et w3 ∈ T q. On a
alors la formule de Hirsch :

w1w2 ^1 w3 = w1(w2 ^1 w3) + (−1)p(q+1)(w1 ^1 w3)w2.

Démonstration. Pour tous n, p ∈ N et 0 ≤ i ≤ n − 1, on notera fn,p
l’inclusion de [n] dans [n + p], gn,p : [p] −→ [n + p] l’application définie
par gn,p(j) = j + n, βi,n,p : [p] −→ [n + p − 1] l’application définie par
βi,n,p(j) = j + i et αi,n,p : [n] −→ [n+ p− 1] l’application définie par :

αi,n,p(j) =
{
j si 0 ≤ j ≤ i ;
j + p− 1 si i+ 1 ≤ j ≤ n.

Considérons w1 ∈ Tn, w2 ∈ T p et w3 ∈ T q, on a alors :

w1w2 ^1 w3 =
n+p−1∑

i=0

(−1)(n+p−i)(q+1)T (αi,n+p,q)(T (fn,p)(w1)T (gn,p)(w2))T (βi,n+p,q)(w3)

+
n−1∑
i=0

(−1)(n+p−i)(q+1)T (αi,n+p,qfn,p)(w1)T (αi,n+p,qgn,p)(w2))T (βi,n+p,q)(w3)

+
p−1∑
i=0

(−1)(p−i)(q+1)T (αi+n,n+p,qfn,p)(w1)T (αi+n,n+p,qgn,p)(w2))T (βi+n,n+p,q)(w3).

Pour i ≤ n−1, on a αi,n+p,qfn,p = fn+q−1,pαi,n,q, αi,n+p,qgn,p = gn+q−1,p
et βi,n+p,q = fn+q−1,pβi,n,q.

Pour i ≤ p−1, on a αi+n,n+p,qfn,p = fn,p+q−1, αi+n,n+p,qgn,p = gn,p+q−1αi,p,q
et βi+n,n+p,q = gn,p+q−1βi,p,q.
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On a donc :

w1w2 ^1 w3 = (−1)p(q+1)
n−1∑
i=0

(−1)(n−i)(q+1)

T (fn+q−1,pαi,n,q)(w1)T (gn+q−1,p)(w2)T (fn+q−1,pβi,n,q)(w3)

+
p−1∑
i=0

(−1)(p−i)(q+1)

T (fn,p+q−1)(w1)T (gn,p+q−1αi,p,q)(w2)T (gn,p+q−1βi,p,q)(w3)

= (−1)p(q+1)(w1 ^1 w3)w2 + w1(w2 ^1 w3).
�

Remarques 4.5.
(1) On n’a pas en général de relation analogue entre w1 ^1 w2w3,

w1 ^1 w2 et w1 ^1 w3. Autrement dit, on n’a pas en général
w1 ^1 w2w3 = (w1 ^1 w2)w3 + w2(w1 ^1 w3). Pour le voir il
suffit de considérer les formes différentielles étendues w1 = a0⊗a1,
w2 = b0 ⊗ b1 ⊗ b2 et w3 = c0 ⊗ c1 ⊗ c2 ⊗ c3. Cependant, on a le
résultat suivant.

(2) Soient p un entier premier impair et T une AGS sur Zp. On a,
grâce à la formule de Hirsch, une opération cohomologique (cf. [9]
et [10]) :

<>p: H2n+1(T ∗,Zp) −→ H2np+2(T ∗,Zp),
définie comme suit :
Soit a1 un cocycle répresente x ∈ H2n+1(T ∗,Zp). Pour tout 2 ≤
i < p, posons

ai = 1
i
ai−1 ^1 a1.

On a alors D(ai) = −
∑i−1
j=1 ajai−j et ã = −

∑p−1
j=1 ajap−j est un

cocycle. De même si a1 est un cobord, il en est alors de même pour
ã. On pose alors

< x >p= {ã}.

Définition 4.6. Soient A une Z/2-algèbre commutative unitaire, n ≥ 2
et p, q ≥ 1. On définit un morphisme de Z/2-modules

E : Tn(A)⊗ T p(A)⊗ T q(A) −→ Tn+p+q−2(A),
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par la formule suivante :

E(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an, b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bp, c0 ⊗ c1 ⊗ · · · ⊗ cq) =∑n−2
i=0 a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aib0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bpai+1c0 ⊗ c1 ⊗ · · · ⊗ cqai+2 ⊗

ai+3 ⊗ · · · ⊗ an +
∑
a0 ⊗ a1 ⊗ · · ·⊗aj0b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bpaj0+1 ⊗ aj0+2 ⊗

· · · ⊗ aj1c0 ⊗ c1 ⊗ · · · ⊗ cqaj1+1 ⊗ aj1+2 ⊗ · · · ⊗ an.

La deuxième somme est prise sur toutes les façons de choisir {j0, j1} tels
que j0 ≥ 0, j0 + 1 < j1 et j1 ≤ n− 1.

Proposition 4.7. Soient A une Z/2-algèbre commutative unitaire, n ≥ 2
et p, q ≥ 1. Soient w1 = a0⊗a1⊗· · ·⊗an ∈ Tn(A), w2 = b0⊗b1⊗· · ·⊗bp ∈
T p(A) et w3 = c0 ⊗ c1 ⊗ · · · ⊗ cq ∈ T q(A). On a alors :

w1 ^1 w2w3 = w2(w1 ^1 w3) + (w1 ^1 w2)w3 +DE(w1, w2, w3) +
E(D(w1), w2, w3) + E(w1, D(w2), w3) + E(w1, w2, D(w3))

Démonstration. On notera la première somme de E par E1 et la deuxième
par E2. La somme des termes de

E1(D(w1), w2, w3) + E1(w1, D(w2), w3) + E1(w1, w2, D(w3)),
où se situent les 1 donne DE1(w1, w2, w3).
La somme des termes de

E2(D(w1), w2, w3) + E2(w1, D(w2), w3) + E2(w1, w2, D(w3)),
où se situent les 1 donne DE2(w1, w2, w3).
Ensuite la somme des termes correspondant au choix de j1 = n dans

E2(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1, w2, w3)+
le terme correspondant au i = n− 1 dans

E1(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1, w2, w3)
donne

(w1 ^1 w2)w3.

La somme des termes correspondant au choix de j0 = 0 dans
E2(1⊗ a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an, w2, w3)+

le terme correspondant au i = 0 dans
E1(1⊗ a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an, w2, w3)
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donne
w2(w1 ^1 w3),

et la somme des termes de

E1(D(w1), w2, w3) = E1(
n+1∑
s=0

δs(w1), w2, w3)

correspondant au choix de i = s− 1 donne

w1 ^1 w2w3.

Enfin la somme des termes restant dans

E(D(w1), w2, w3) + E(w1, D(w2), w3) + E(w1, w2, D(w3))

donne 0. �

Soient n ≥ 2, p et q ≥ 1. Pour tout couple {j0, j1} vérifiant j0 ≥ 0, j0 +1 <
j1 et j1 ≤ n−1, définissons l’application ϕ{j0,j1},n,p,q : [n] −→ [n+p+q−2]
par

ϕ{j0,j1},n,p,q(j) =


j si 0 ≤ j ≤ j0;
j + p− 1 si j0 + 1 ≤ j ≤ j1;
j + p+ q − 2 si j1 + 1 ≤ j ≤ n.

Pour tout 0 ≤ i ≤ n−2, notons φi,n,p,q : [n] −→ [n+p+q−2] l’application
définie par

φi,n,p,q(j) =


j si 0 ≤ j ≤ i;
i+ p si j = i+ 1;
j + p+ q − 2 si i+ 2 ≤ j ≤ n.

Définition 4.8. Soient T une AGS sur Z/2, n ≥ 2 et p, q ≥ 1. On définit
le morphisme

E : Tn ⊗ T p ⊗ T q −→ Tn+p+q−2

par

E(w1, w2, w3) =
n−2∑
i=0

T (φi,n,p,q)(w1)T (βi,n+q−1,p)(w2)T (βi+p,n+p−1,q)(w3)

+
∑

T (ϕ{j0,j1},n,p,q)(w1)T (βj0,n+q−1,p)(w2)T (βj1+p−1,n+p−1,q)(w3).

où les applications β sont définies dans la démonstration 4.8.
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Proposition 4.9. Soient n ≥ 2 et p, q ≥ 1. Soient T une AGS sur Z/2,
w1 ∈ Tn, w2 ∈ T p et w3 ∈ T q. On a alors l’identité suivante :

w1 ^1 w2w3 = w2(w1 ^1 w3) + (w1 ^1 w2)w3 +DE(w1, w2, w3)
+ E(D(w1), w2, w3) + E(w1, D(w2), w3) + E(w1, w2, D(w3)).

Démonstration. Soient n ≥ 2 et p, q ≥ 1. On notera fn,p,q l’inclusion de
[n] dans [n+ p+ q + 2], gn,p,q : [p] −→ [n+ p+ q + 2] l’application définie
par gn,p,q(j) = j + n + 1 et hn,p,q : [q] −→ [n + p + q + 2] l’application
définie par hn,p,q(j) = j + n+ p+ 2. Pour tout 0 ≤ i ≤ n− 2, on a

φi,n,p,q = φ′i,n,p,q ◦ fn,p,q βi,n+q−1,p = φ′i,n,p,q ◦ gn,p,q

et
βi+p,n+p−1,q = φ′i,n,p,q ◦ hn,p,q

où φ′i,n,p,q : [n+ p+ q + 2] −→ [n+ p+ q − 2] est l’application définie par

φ′i,n,p,q(j) =


j si 0 ≤ j ≤ i;
i+ p si j = i+ 1;
j + p+ q − 2 si i+ 2 ≤ j ≤ n;
j + i− n− 1 si n+ 1 ≤ j ≤ n+ p+ 1;
j + i− n− 2 si n+ p+ 2 ≤ j ≤ n+ p+ q + 2.

et pour tout couple {j0, j1} vérifiant j0 ≥ 0, j0 + 1 < j1 et j1 ≤ n− 1, on
a

ϕ{j0,j1},n,p,q = ϕ′{j0,j1},n,p,q ◦ fn,p,q βj0,n+q−1,p = ϕ′{j0,j1},n,p,q ◦ gn,p,q

et
βj1+p−1,n+p−1,q = ϕ′{j0,j1},n,p,q ◦ hn,p,q

où ϕ′{j0,j1},n,p,q : [n+ p+ q + 2] −→ [n+ p+ q − 2] définie par

ϕ′{j0,j1},n,p,q(j) =


j si 0 ≤ j ≤ j0 ;
j + p− 1 si j0 + 1 ≤ j ≤ j1 ;
j + p+ q − 2 si j1 + 1 ≤ j ≤ n ;
j + j0 − n− 1 si n+ 1 ≤ j ≤ n+ p+ 1 ;
j + j1 − n− 3 si n+ p+ 2 ≤ j ≤ n+ p+ q + 2.
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On aura donc

E(w1, w2, w3) =
n−2∑
i=0

T (φ′i, n, p, q)

+
∑

T (ϕ′{j0,j1},n,p,q)(T (fn,p,q)(w1)T (gn,p,q)(w2)T (hn,p,q)(w3)).

E(D(w1), w2, w3) =( n−1∑
i=0

T (φ′i,n+1,p,q) +
∑

T (ϕ′{j0,j1},n+1,p,q)(T (fn+1,p,q)(D(w1))
)

T (gn+1,p,q)(w2)T (hn+1,p,q)(w3))

=
n−1∑
i=0

T (φ′i,n+1,p,q) +
∑

T (ϕ′{j0,j1},n+1,p,q)

( n+1∑
s=0

T (fn+1,p,q ◦ δs)(w1)T (gn+1,p,q)(w2)T (hn+1,p,q)(w3)
)
.

Comme pour tout 0 ≤ s ≤ n+ 1, on a
fn+1,p,q ◦ δs = δs ◦ fn,p,q gn+1,p,q = δs ◦ gn,p,q

et hn+1,p,q = δs ◦ hn,p,q, alors

E(D(w1), w2, w3) =( n−1∑
i=0

T (φ′i,n+1,p,q) +
∑

T (ϕ′{j0,j1},n+1,p,q)
)

n+1∑
s=0

T (δs)(T (fn,p,q)(w1)T (gn,p,q)(w2)T (hn,p,q)(w3)).

On a aussi

E(w1, D(w2), w3) =( n−2∑
i=0

T (φ′i,n,p+1,q) +
∑

T (ϕ′{j0,j1},n,p+1,q)
)

( p+1∑
s=0

T (δs+n+1)
(
T (fn,p,q)(w1)T (gn,p,q)(w2)T (hn,p,q)(w3)

))
,
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et

E(w1, w2, D(w3)) =( n−2∑
i=0

T (φ′i,n,p,q+1) +
∑

T (ϕ′{j0,j1},n,p,q+1)
)

( q+1∑
s=0

T (δs+n+p+2)(T (fn,p,q)(w1)T (gn,p,q)(w2)T (hn,p,q)(w3))
)
.

D’autre part on a

w1 ^1 w2w3 =
n−1∑
i=0

T (αi,n,p+q)(w1)T (βi,n,p+q)(T (fp,q)(w2)T (gp,q)(w3))

=
n−1∑
i=0

T (αi,n,p+q)(w1)T (βi,n,p+qfp,q)(w2)T (βi,n,p+qgp,q)(w3)),

où les applications αi,n,p+q, βi,n,p+q, fp,q et gp,q sont définis dans la dé-
monstration 4.8. Or pour tout 0 ≤ i ≤ n− 1, on a

αi,n,p+q = σ0,q,i,i ◦ fn,p,q, βi,n,p+qfp,q = σ0,q,i,i ◦ gn,p,q

et βi,n,p+qgp,q = σ0,q,i,i ◦ hn,p,q, l’application

σa,b,c,d : [n+ p+ q + 2] −→ [n+ p+ q − 1]

est définie pour tous a, b, c et d ∈ N par

σa,b,c,d(j) =


j + a si 0 ≤ j ≤ i;
j + p+ b− 1 si i+ 1 ≤ j ≤ n;
j + c− n− 1 si n+ 1 ≤ j ≤ n+ p+ 1;
j + d− n− 2 si n+ p+ 2 ≤ j ≤ n+ p+ q + 2.

donc

w1 ^1 w2w3 =
n−1∑
i=0

T (σ0,q,i,i)(T (fn,p,q)(w1)T (gn,p,q)(w2)T (hn,p,q)(w3)).
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De même on montre que

w2(w1 ^1 w3) =
n−1∑
i=0

T (σp,q,0,i)(T (fn,p,q)(w1)T (gn,p,q)(w2)T (hn,p,q)(w3)),

et

(w1 ^1 w2)w3 =
n−1∑
i=0

T (σ0,0,i,n−1)(T (fn,p,q)(w1)T (gn,p,q)(w2)T (hn,p,q)(w3)).

Si T est l’algèbre des formes différentielles étendues,

w1 = a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ∈ Tn(A), w2 = b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bp ∈ T p(A)

et w3 = c0 ⊗ c1 ⊗ · · · ⊗ cq ∈ T q(A), on a

T (fn,p,q)(w1)T (gn,p,q)(w2)T (hn,p,q)(w3) =
a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bp ⊗ c0 ⊗ c1 ⊗ · · · ⊗ cq,

et
( n−1∑
i=0

T (σ0,q,i,i) + T (σp,q,0,i) + T (σ0,0,i,n−1)
)

(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bp ⊗ c0 ⊗ c1 ⊗ · · · ⊗ cq)

=
n+p+q−1∑

s=0
T (δs)(

n−2∑
i=0

T (φ′i,n,p,q) +
∑

T (ϕ′{j0,j1},n,p,q))

+ (
n−1∑
i=0

T (φ′i,n+1,p,q) +
∑

T (ϕ′{j0,j1},n+1,p,q))
n+1∑
s=0

T (δs)

+ (
n−2∑
i=0

T (φ′i,n,p+1,q) +
∑

T (ϕ′{j0,j1},n,p+1,q))
p+1∑
s=0

T (δs+n+1)

+ (
n−2∑
i=0

T (φ′i,n,p,q+1) +
∑

T (ϕ′{j0,j1},n,p,q+1))
q+1∑
s=0

T (δs+n+p+2)

(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bp ⊗ c0 ⊗ c1 ⊗ · · · ⊗ cq),
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donc d’après le théorème 3.5 on a

n−1∑
i=0

σ0,q,i,i + σp,q,0,i + σ0,0,i,n−1

=
n+p+q−1∑

s=0
δs(

n−2∑
i=0

φ′i,n,p,q +
∑

ϕ′{j0,j1},n,p,q)

+ (
n−1∑
i=0

φ′i,n+1,p,q +
∑

ϕ′{j0,j1},n+1,p,q)
n+1∑
s=0

δs

+ (
n−2∑
i=0

φ′i,n,p+1,q +
∑

ϕ′{j0,j1},n,p+1,q)
p+1∑
s=0

δs+n+1

+ (
n−2∑
i=0

φ′i,n,p,q+1 +
∑

ϕ′{j0,j1},n,p,q+1)
q+1∑
s=0

δs+n+p+2.

Ce qui achève la démonstration. �

5. Opérations de Browder

Soient T un foncteur définissant une AGS et T ∗ la R-algèbre différen-
tielle graduée associée à T . Considérons wn ∈ Zn(T ∗) et θp ∈ Zp(T ∗). On
a alors

D(wn ^i θp − (−1)i+npθp ^i wn) = (−1)n+p−iwn ^i−1 θp

+ (−1)np+p+nθp ^i−1 wn

− (−1)np+i((−1)n+p−iθp ^i−1 wn + (−1)np+p+nwn ^i−1 θp) = 0.

Considérons maintenant θp−1 ∈ T p−1, on a alors

wn ^i D(θp−1)− (−1)i+npD(θp−1) ^i wn

= D((−1)nwn ^i θp−1 − (−1)i+npθp−1 ^i wn).

Ainsi pour tout i et toute AGS T , l’application qui à un couple (wn,θp)
de Tn × T p associe wn ^i θp − (−1)i+npθp ^i wn induit un morphisme

ψi : Hn(T ∗)×Hp(T ∗) −→ Hn+p−i(T ∗).
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Proposition 5.1. Soit T une AGS. Pour tout i ≥ 0, le morphisme

ψi : Hn(T ∗)×Hp(T ∗) −→ Hn+p−i(T ∗)

vérifie les propriétés suivantes :
(1) Pour tout morphisme f : T −→ T ′, on a ψi(f∗, f∗) = f∗ψi.
(2) ψ0(w, θ) = wθ − (−1)npθw.
(3) ψi(w, θ) = −(−1)i+npψi(θ, w).

6. Algèbre de Gerstenhaber

Définition 6.1. Soit <∗ un R-module gradué muni de deux produits. Un
premier produit

<p ⊗<q → <p+q

a⊗ b 7→ ab

et un deuxième produit (crochet de Lie)

<p ⊗<q → <p+q−1

a⊗ b 7−→ [a, b]

On dit que <∗ est une algèbre de Gerstenhaber si les deux produits satis-
font les conditions suivantes :

– Associativité du premier produit : a(bc) = (ab)c.
– Commutativité du premier produit : ab = (−1)|a||b|ba.
– Commutativité du deuxième produit : [b, a] = (−1)|a||b|[a, b].
– Identité de Jacobi :

(−1)|a||c|[a, [b, c]] + (−1)|a||b|[b, [c, a]] + (−1)|c||b|[c, [a, b]] = 0.
– Identité de Poisson : [a, bc] = [a, b]c+ (−1)(|a|−1)|b|b[a, c].

Théorème 6.2. Soient T une AGS, w1 ∈ Tn, w2 ∈ T p et w3 ∈ T q. On a
alors :

(w1 ^1 w2) ^1 w3 − (−1)(p−1)(q−1)(w1 ^1 w3) ^1 w2

= (−1)q+1w1 ^1 (w2 ^1 w3)− (−1)q(p−1)w1 ^1 (w3 ^1 w2).
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Démonstration. On va utiliser les mêmes notations de la proposition 4.7.
Soient donc w1 ∈ Tn, w2 ∈ T p et w3 ∈ T q. On a alors

(w1 ^1 w2) ^1 w3 =
p+n−2∑
r=0

(−1)(p+n−1−r)(q+1)T (αr,n+p−1,q)(w1 ^1 w2)T (βr,n+p−1,q)(w3)

=
p+n−2∑
r=0

(−1)(p+n−1−r)(q+1)
n−1∑
i=0

(−1)(n−i)(p+1)

T (αr,n+p−1,qαi,n,p)(w1)T (αr,n+p−1,qβi,n,p)(w2)T (βr,n+p−1,q)(w3).

et

(w1 ^1 w3) ^1 w2 =
n+q−2∑
s=0

(−1)(n+q−1−s)(p+1)T (αs,q+n−1,p)(w1 ^1 w3)T (βs,q+n−1,p)(w2)

=
n+q−2∑
s=0

(−1)(n+q−1−s)(p+1)
n−1∑
i=0

(−1)(n−i)(q+1)

T (αs,q+n−1,pαi,n,q)(w1)T (αs,q+n−1,pβi,n,q)(w3)T (βs,q+n−1,p)(w2).

On a d’une part :

i−1∑
r=0

(−1)(p+n−1−r)(q+1)
n−1∑
i=1

(−1)(n−i)(p+1)

T (αr,n+p−1,qαi,n,p)(w1)T (αr,n+p−1,qβi,n,p)(w2)T (βr,n+p−1,q)(w3)

=
n−1∑
i=r+1

(−1)(n−i)(p+1)
n−2∑
r=0

(−1)(p+n−1−r)(q+1)

T (αr,n+p−1,qαi,n,p)(w1)T (αr,n+p−1,qβi,n,p)(w2)T (βr,n+p−1,q)(w3).

Or pour tous 0 ≤ r ≤ n− 2 et r + 1 ≤ i ≤ n− 1

αr,n+p−1,qαi,n,p = αi+q−1,q+n−1,pαr,n,q βr,n+p−1,q = αi+q−1,q+n−1,pβr,n,q

et
αr,n+p−1,qβi,n,p = βi+q−1,q+n−1,p
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donc on a
i−1∑
r=0

(−1)(p+n−1−r)(q+1)
n−1∑
i=1

(−1)(n−i)(p+1)

T (αr,n+p−1,qαi,n,p)(w1)T (αr,n+p−1,qβi,n,p)(w2)T (βr,n+p−1,q)(w3)

= (−1)(p−1)(q+1)
n−1∑

i=r+1

(−1)(n−i)(p+1)
n−2∑
r=0

(−1)(n−r)(q+1)

T (αi+q−1,q+n−1,pαr,n,q)(w1)T (βi+q−1,q+n−1,p)(w2)T (αi+q−1,q+n−1,pβr,n,q)(w3)

= (−1)(p−1)(q+1)
n+q−2∑
s=r+q

(−1)(n+q−1−s)(p+1)
n−2∑
r=0

(−1)(n−r)(q+1)

T (αs,q+n−1,pαr,n,q)(w1)T (βs,q+n−1,p)(w2)T (αs,q+n−1,pβr,n,q)(w3).

En raissonant de même façon, on montre que
p+n−2∑
r=i+p

(−1)(p+n−1−r)(q+1)
n−2∑
i=0

(−1)(n−i)(p+1)

T (αr,n+p−1,qαi,n,p)(w1)T (αr,n+p−1,qβi,n,p)(w2)T (βr,n+p−1,q)(w3)

= (−1)(p−1)(q+1)
i−1∑
s=0

(−1)(n+q−1−s)(p+1)
n−1∑
i=1

(−1)(n−i)(q+1)

T (αs,q+n−1,pαi,n,q)(w1)T (βs,q+n−1,p)(w2)T (αs,q+n−1,pβi,n,q)(w3).

D’autre part
i+p−1∑
r=i

(−1)(p+n−1−r)(q+1)
n−1∑
i=0

(−1)(n−i)(p+1)

T (αr,n+p−1,qαi,n,p)(w1)T (αr,n+p−1,qβi,n,p)(w2)T (βr,n+p−1,q)(w3)

=
p−1∑
j=0

(−1)(p+n−1−j)(q+1)
n−1∑
i=0

(−1)(n−i)(p+1)−i(q+1)

T (αi+j,p+n−1,qαi,n,p)(w1)T (αi+j,p+n−1,qβi,n,p)(w2)T (βi+j,p+n−1,q)(w3).

Comme on a, pour tous 0 ≤ i ≤ n− 1 et 0 ≤ j ≤ p− 1,

αi+j,p+n−1,qαi,n,p = αi,n,p+q−1 αi+j,p+n−1,qβi,n,p = βi,n,p+q−1αj,p,q

et
βi+j,p+n−1,q = βi,n,p+q−1βj,p,q
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alors
i+p−1∑
r=i

(−1)(p+n−1−r)(q+1)
n−1∑
i=0

(−1)(n−i)(p+1)

T (αr,n+p−1,qαi,n,p)(w1)T (αr,n+p−1,qβi,n,p)(w2)T (βr,n+p−1,q)(w3)

= (−1)q+1
p−1∑
j=0

(−1)(p−j)(q+1)
n−1∑
i=0

(−1)(n−i)(p+q)

T (αi,n,p+q−1)(w1)T (βi,n,p+q−1αj,p,q)(w2)T (βi,n,p+q−1βj,p,q)(w3)
= (−1)q+1w1 ^1 (w2 ^1 w3).

De la même manière, on montre que
i+q−1∑
s=i

(−1)(n+q−1−s)(p+1)
n−1∑
i=0

(−1)(n−i)(q+1)

T (αs,q+n−1,pαi,n,q)(w1)T (αs,q+n−1,pβi,n,q)(w3)T (βs,q+n−1,p)(w2)

= (−1)p+1)w1 ^1 (w3 ^1 w2).
D’où l’identité recherchée. �

Corollaire 6.3. Soient T une AGS, w1 ∈ Tn, w2 ∈ T p et w3 ∈ T q. On a
alors l’identité de Jacobi

(−1)n(q+p)ψ1(w2, ψ
1(w3, w1)) + (−1)q(n+p)ψ1(w3, ψ

1(w1, w2)) +
ψ1(w1, ψ

1(w2, w3) = 0.

Démonstration. Ceci résulte immédiatement du théorème précédent. �

Proposition 6.4. Soient T une AGS sur Z/2, x ∈ Hn(T ∗), y ∈ Hp(T ∗)
et z ∈ Hq(T ∗). On a alors l’identité de Poisson suivante

ψ1(x, yz) = ψ1(x, y)z + yψ1(x, z).

Démonstration. On a
ψ1(x, yz) = x ^1 yz + yz ^1 x,

et comme d’aprés la formule de Hirsch
yz ^1 x = y(z ^1 x) + (y ^1 x)z

Il nous reste donc à montrer que pour tous w1 ∈ Zn, w2 ∈ Zp et w3 ∈ Zq,
w1 ^1 w2w3 a la même classe de cohomologie que (w1 ^1 w2)w3 +
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w2(w1 ^1 w3). Pour n ≥ 2 et p, q ≥ 1, le résultat découle immédiatement
de la proposition 4.15. Pour n = 1, p et q ≥ 1, on a par définition

w1 ^1 w2w3 = T (h)(w1)T (fp,q)(w2)T (gp,q)(w3)
où les applications fp,q et gp,q sont définis dans la démonstration 4.8 et
h : [1] −→ [q+p] est définie par h(0) = 0 et h(1) = p+q. Or on a h = h′δ1
où h′ : [2] −→ [q + p] est définie par h′(0) = 0, h′(1) = p et h′(2) = p+ q.
Puisque D(w1) = 0, on a alors

w1 ^1 w2w3 =
T (h′δ0)(w1)T (fp,q)(w2)T (gp,q)(w3) + T (h′δ2)(w1)T (fp,q)(w2)T (gp,q)(w3)

et comme on a h′δ0 = gp,qh
′′
q et h′δ2 = fp,qh

′′
p, où pour tout s ≥ 1, h′′s :

[1] −→ [s] vérifiant h′′s(0) = 0 et h′′s(1) = s, on a donc

w1 ^1 w2w3 = T (fp,qh′′p)(w1)T (fp,q)(w2)T (gp,q)(w3) +
T (gp,qh′′q )(w1T (fp,q)(w2)T (gp,q)(w3) = (w1 ^1 w2)w3 + w2(w1 ^1 w3)

Pour p = 0, n et q ≥ 1, on a
w1 ^1 w2w3 =

∑n−1
i=0 T (αi,n,q)(w1)T (βi,n,q)(T (f0,q)(w2)T (g0,q)(w3))

=
∑n−1
i=0 T (αi,n,q)(w1)T (βi,n,qf0,q)(w2)T (βi,n,q)(w3))

et comme pour tout 0 ≤ i ≤ n − 1, on a βi,n,qf0,q = ri ◦ δ0 , où ri :
[1] −→ [n + q − 1] est définie par ri(0) = 0 et ri(1) = i. On aura donc
T (βi,n,qf0,q) = T (ri ◦ δ1) car D(w2) = 0. Donc

w1 ^1 w2w3 = w2(w1 ^1 w3)
Pour q = 0, n et p ≥ 1, on a
w1 ^1 w2w3 =

∑n−1
i=0 T (αi,n,p)(w1)T (βi,n,p)(T (fp,0)(w2)T (gp,0)(w3))

=
∑n−1
i=0 T (αi,n,p)(w1)T (βi,n,p)(w2)T (βi,n,pgp,0)(w3))

or pour tout 0 ≤ i ≤ n−1, on a βi,n,pgp,0 = ti ◦ δ0 où ti : [1] −→ [n+p−1]
vérifie ti(0) = n + p − 1 et ti(1) = p + i. Et comme D(w3) = 0, donc
T (βi,n,pgp,0) = T (ti ◦ δ1) = T (gn+p−1,0). D’où

w1 ^1 w2w3 = (w1 ^1 w2)w3

�

Proposition 6.5. Les deux propositions 5.2.3 et 5.2.5 impliquent que si
T est une AGS sur Z/2, alors l’algèbre de cohomologie H∗(T ∗) est une
algèbre de Gerstenhaber.
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Remarques 6.6. La proposition 6.8 induit le fait que :
– Pour toute Z/2-algèbre A, la cohomologie de T ∗(A) est une algèbre
de Gerstenhaber.

– Pour tout espace topologique X qui a le type d’homotopie d’un CW-
complexe, l’algèbre de cohomologie H∗(X,Z/2) est une algèbre de
Gerstenhaber.
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