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ANNALES MATHEMATIQUES BLAISE PascaL 28, 199-229 (2021)

Combinatoire des sous-groupes de congruence
du groupe modulaire IT

FLAVIEN MABILAT

Résumé
Dans cet article, on souhaite étudier la combinatoire des sous-groupes de congruence du groupe
modulaire. Pour cela, on considére une équation matricielle liée a celle qui apparait lors de 1’étude des
frises de Coxeter et on étudie ces solutions irréductibles. En particulier, on donne de nouvelles propriétés

des solutions monomiales minimales. De plus, on introduit la notion de solutions dynomiales minimales
et on donne des conditions suffisantes d’irréductibilité pour celles-ci.

Combinatorics of congruence subgroups of the modular group I1

Abstract

In this paper, we study combinatorics of congruence subgroups of the modular group. More precisely,
we consider the matrix equation that naturally arises in the theory of Coxeter friezes and investigate
its irreducible solutions. We give new properties for minimal monomial solutions. Furthermore, we
introduce the notion of minimal dynomial solutions and study their irreducibility.

«ll est trés difficile d’imaginer quelque chose de simple »
Pierre MacOrlan, Villes

1. Introduction

L'une des propriétés les plus intéressantes du groupe modulaire

w4

est I’existence de parties génératrices a deux éléments. On peut, en particulier, prendre
les deux matrices suivantes (voir par exemple [1]) :

a,b,c,d €Z, ad—bczl}

11 0 -1
T = , S=
0 1 1 0

Mots-clés : groupe modulaire, sous-groupes de congruence, irréductibilité.
Classification Mathématique (2020) : 05A05.
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Flavien Mabilat

A partir de ce choix, on peut montrer que pour toute matrice A de SL,(Z) il existe un

entier strictement positif n et des entiers strictement positifs ay, . . ., a, tels que
A = TOn ST .. TS a, —-1\[la,.1 -1 [ -1 .
1 0 1 0 1 0
On utilisera la notation M, (ay, ..., a,) pour désigner la matrice

a, -1\[a.,-1 -1 a; -1
1 of\1 o0 1 0)
Notons que dans la suite les a; ne sont pas nécessairement des entiers (on considérera
plutot des éléments appartenant a des anneaux Z/NZ).

Ces matrices interviennent également dans la théorie des frises de Coxeter (voir par
exemple [6, 8] pour la définition des frises de Coxeter). En effet, les solutions de I’équation
My(ay,...,a,) = —1d permettent de construire des frises de Coxeter, et, a partir d’une
telle frise, on peut obtenir une solution de cette équation (voir [2] et [8, proposition 2.4]).
Les frises de Coxeter posseédent par ailleurs des connections avec de nombreux autres

domaines mathématiques (voir par exemple [14]).
Ceci amene naturellement a 1’étude de I’équation généralisée suivante :

My(ay,...,a,) =+Id. (1.1)

V. Ovsienko (voir [17, théorémes 1 et 2]) a résolu celle-ci sur N* et donné une description
combinatoire des solutions en terme de découpages de polygones (généralisant par ailleurs
un théoreme antérieur dii a8 Conway et Coxeter, voir [5, 6]). On dispose également des
solutions de cette équation sur N (voir [7, théoréme 3.1]), sur Z (voir [7, théoréme 3.2])
et sur Z[a] avec @ un nombre complexe transcendant (voir [13, théoréme 2.7]). On peut
aussi étudier 1’équation (1.1) en remplagant + Id par +M avec M une matrice du groupe
modulaire, notamment pour M = S et M =T (voir [12]).
On va s’intéresser ici aux cas des anneaux Z/NZ, ¢’est-a-dire a la résolution sur Z/NZ
de I’équation :
Mn(al,...,an)zild. (En)

On dira, en particulier, qu’une solution de (E) est de taille n si cette solution est un
n-uplet d’éléments de Z/NZ. L'étude de 1I’équation ci-dessus permet notamment de
chercher toutes les écritures des éléments des sous-groupes de congruence ci-dessous :

[(N) = {A € SLy(Z) | A = £1d [N]}

sous la forme M,,(ay, .. .,a,) avec les a; des entiers strictement positifs.
L’équation (E ) a déja été étudiée dans des travaux précédents (voir [10, 11]). Pour
mener a bien cette étude on avait utilisé une notion de solutions irréductibles a partir de
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Combinatoire des sous-groupes de congruence du groupe modulaire II

laquelle on peut construire 1’ensemble des solutions (voir section suivante). Ceci nous
avait permis de résoudre complétement (En ) pour N < 6 (voir [11, section 4]). On avait
également obtenu des résultats généraux d’irréductibilité en définissant notamment la
notion de solutions monomiales minimales (voir [11, section 3.3 et section 4]). D’autres
éléments pouvant €tre reliés aux cas des anneaux Z/NZ, avec N premier, peuvent
également étre trouvés dans [15].

L'objectif ici est de poursuivre cette étude en obtenant des résultats sur la taille et
I’irréductibilité des solutions monomiales minimales (voir section 3) et d’obtenir des
résultats d’irréductibilité pour d’autres solutions (voir section 4).

Remerciements

Je remercie Valentin Ovsienko pour son aide précieuse.

2. Définitions et résultats principaux

L objectif de cette section est de rappeler les définitions introduites notamment dans [7]
et [11] utiles & I’étude de I’équation (E ) et d’énoncer les résultats principaux de ce texte.
Sauf mention contraire, N désigne un entier naturel supérieur a 2 et si a € Z on note
a=a+ NZ.

Définition 2.1 ([18, définition 1.8]). Soient (ay, .. .,a,) € (Z/NZ)" et (b1,...,bm) €
(Z/NZ)™. On définit I’opération ci-dessous :

(Cl_l,,@) @ (b_h 9%) = (al +bmsd_23--~’an—l,an+blsb_27---sbm—1)-
Le (n + m — 2)-uplet obtenu est appelé la somme de (a7, . .., @) avec (b, ..., by).

Exemple 2.2. Voici quelques exemples de sommes pour N > 7 :
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en>2(ay,....ay) ®(0,0)=(0,0)® (ay,...,ay) = (aj,...,a,).

En particulier, si (b_l, e, ZE) est une solution de (En) et (ap, ..., a,) un n-uplet

d’éléments de Z/NZ alors la somme (ay, . ..,a,) ® (by, ..., by) est solution de (Ep) si

et seulement si (ay, . .., a,) est solution de (Exn) (voir [7, 18] et [11, proposition 3.9]).
En revanche, I’opération @ n’est ni commutative ni associative (voir [18, exemple 2.1]).
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Définition 2.3 ([18, définition 1.5]). Soient (ay,...,a,) et (b_l, e b_n) deux n-uplets
d’éléments de Z/NZ. On dit que (ay, . ..,a,) ~ (b1,...,by) si (by,...,b,) est obtenu
par permutation circulaire de (ay, .. .,a,) oude (a,,...,a).

On montre facilement que ~ est une relation d’équivalence sur les n-uplets d’éléments de
Z/NZ (voir [18, lemme 1.7]). De plus, si (ag, . ..,an) ~ (by,...,by) alors (ay,...,a,)

est solution de (Ep) si et seulement si (b_1 .. b_n) est solution de (Ey) (voir [7,
proposition 2.6]).

Définition 2.4 ([7, définition 2.9]). Une solution (¢7,...,¢,) avec n > 3 de (En) est
dite réductible s’il existe une solution de (En) (by, ..., b;) et un m-uplet (ay,...,a,)

d’éléments de Z/NZ tels que
o (CTeeos@) ~ (@, @) @ (b1, by),
e m>3etl>3.

Une solution est dite irréductible si elle n’est pas réductible.
Remarque 2.5. On ne considere pas ((_), (_)) comme étant une solution irréductible de (En ).

L’un de nos objectifs principaux est de trouver des solutions irréductibles de 1’équa-
tion (En ). En particulier, on a introduit dans [11] la notion de solutions monomiales
rappelée ci-dessous :

Définition 2.6.

(i) Soient n € N* et k € Z/NZ. On appelle solution (n, k)-monomiale un n-uplet
d’éléments de Z/NZ constitué uniquement de k € Z/NZ et solution de (E ).

(ii) On appelle solution monomiale une solution pour laquelle il existe m € N* et
[ € Z/NZ tels qu’elle est (m, [)-monomiale.

(iii) On appelle solution k-monomiale minimale une solution (7, k)-monomiale avec
n le plus petit entier pour lequel il existe une solution (7, k)-monomiale.

(iv) On appelle solution monomiale minimale une solution k-monomiale minimale
pourun k € Z/NZ.

Sik eZ /NZ alors la solution k-monomiale minimale de (Ey) existe toujours
(puisque M (k) est d’ordre fini dans PSL,(Z/NZ)). On connait déja un certain nombre
de propriétés d’irréductibilité pour ces solutions. Celles-ci seront évoquées dans la section
suivante ol on démontrera également le résultat ci-dessous :
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Théoreme 2.7. Soit N un entier pair supérieur a 4. On a deux cas :

(i) Si4 | N alors la solution g—monomiale minimale de (E ) est de taille 4 ;

(ii) Si4 & N alors la solution %-monomiale minimale de (En) est de taille 6.

De plus, celle-ci est irréductible dans les deux cas.

Pour obtenir de nouveaux résultats d’irréductibilité on définit une nouvelle classe de
solutions de (En ).

Définition 2.8.

(i) Soient n € N* pair et k € Z/NZ. On appelle solution (n, k)-dynomiale une
solution de taille n de (En ) de la forme (k, -k, ..., k,—k).

(i) On appelle solution dynomiale une solution pour laquelle il existe m € N* et
[ € Z/NZ tels qu’elle est (m, [)-dynomiale.

(iii) On appelle solution E-dynomiale minimale une solution (7, k) -dynomiale avec n
le plus petit entier pour lequel il existe une solution (n, k)-dynomiale.

(iv) On appelle solution dynomiale minimale une solution k-dynomiale minimale
pourun k € Z/NZ.

Remarque 2.9. Les propriétés suivantes des solutions dynomiales sont immédiates :
e La solution l;-dynomiale minimale de (E ) existe toujours.
e Une solution dynomiale est toujours de taille paire.
e Une solution (7, k)-dynomiale est équivalente 2 une solution (1, —k)-dynomiale.
e Si2k = 0 alors une solution (n, k)-dynomiale est une solution (7, k )-monomiale.

On dispose pour cette classe de solutions du résultat d’irréductibilité suivant démontré
dans la section 4 :

Théoréme 2.10. Soient N un nombre premier supérieur d 5 et k € Z/NZ. On suppose
que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

e k#0;
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o k2+8n'est pas un carré dans Z/NZ.

La solution E-dynomiale minimale de (E ) est irréductible.

Ce théoréme permet d’obtenir plusieurs résultats d’irréductibilité intéressants exposés
dans la section 4.3. On montre notamment dans celle-ci que la solution 2-dynomiale
minimale de (E ) est irréductible lorsque N est un nombre premier supérieur a 5 vérifiant
N = +1 [12].

3. Propriétés des solutions monomiales minimales

Comme nous venons de 1’évoquer, les solutions monomiales minimales possedent un
certain nombre de propriétés intéressantes (voir [11, section 3.3]). On dispose notamment
des deux résultats d’irréductibilité énoncés ci-dessous :

Théoreme 3.1. Soit N un entier naturel supérieur a 2.

(i) ([11, théoreme 3.23]) Si N est premier alors les solutions monomiales minimales
de (En) différentes de (0, 0) sont irréductibles.

(ii) ([11, théordme 2.91) Si N > 3, (2,...,2) € (Z/NZ)N est une solution mono-
miale minimale irréductible de (En ).

L'objectif de cette section est d’approfondir I’étude de ces solutions en obtenant
notamment des éléments sur leur taille et de nouveaux résultats d’irréductibilité. Dans
cette partie, N est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

3.1. Taille des solutions monomiales minimales

L’un des problémes soulevés lors de 1’étude de ces solutions (voir [11, probleme 1]) était
d’avoir des informations sur la taille des solutions monomiales minimales. Notre objectif
ici est de fournir des éléments de réponse a ce probléme.

Par le théoreme 3.1, on sait que la solution 2-monomiale minimale de (En) estde
taille N. L’étude des solutions de (E ) pour les petites valeurs de n permet également de
répondre précisément a notre question pour certaines valeurs de k.

Proposition 3.2 ([11, section 3.1]).
(i) L’équation (En) n’a pas de solution de taille 1.

(ii) (0,0) est I'unique solution de (Ey) de taille 2.
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(iii) (T, 1, I) et (—_1, -1, —_1) sont les seules solutions de (En) de taille 3.

(iv) Les solutions de (E ) de taille 4 sont de la forme (=a, b,a, —_b) avec ab =0 et
(a,b,a,b) avec ab = 2.

On en déduit que la solution 0-monomiale minimale est de taille 2 et que les solutions
+1-monomiales minimales sont de taille 3.

De plus, pour tout k € Z/NZ, la solution k-monomiale minimale et la solution
—k-monomiale minimale ont la méme taille. Un simple calcul permet de montrer que la
solution 3-monomiale minimale de (Eg) est de taille 6 et que la solution 3-monomiale
minimale de (E7) est de taille 4. Tout ceci nous permet de connaitre précisément les
tailles des solutions monomiales minimales pour N € {2,3,4,5,6,7}.

Pour le cas général on dispose du théoréme ci-dessous qui donne une majoration de la
taille :

Théoréme 3.3 ([3, p. 216]). Soit N un entier naturel supérieur a 2. L'ordre des éléments
de SL,(Z/NZ) est inférieur a 3N.

Dans le cas ol N est premier, on peut avoir des informations plus précises sur la
taille des solutions monomiales minimales. La preuve qui suit est une adaptation a notre
situation de la preuve du cas N premier du théoreme précédent fournie dans [3].

Proposition 3.4. Soient N un nombre premier et k € Z/NZ. On a deux cas :

= +2 alors la solution k-monomiale minimale est de taille N R

=1

e i

N-1

o si k # +2 alors la taille de la solution k-monomiale minimale divise =5 ou
+1

2

N|2

Démonstration. On montre, par récurrence, que pour tout 7 dans N* on a
>, P >, que p

n+1 -n
Mn(2,...,2)=( ' _n+1).
Donc, My (2,...,2) = (’?%) = Id ce qui implique que Ia taille de la solution

2-monomiale minimale de (En) divise N. De plus, (En ) n’a pas de solution de taille 1 et
N est premier. Donc, la taille de la solution 2-monomiale minimale de (E ) est égale a N.
Celle de la solution —2-monomiale minimale de (Ep) est par conséquent aussi égale a N.
On suppose maintenant k # +2. Le polyndme caractéristique de M, (k) est
Y(X)=X>—kX +1.

Ce polyndme a pour discriminant A = k2 —4 = (k —2)(k +2) # 0 (car Z/NZ est intdgre).
On a donc deux cas :
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Cas 1 : A est un carré dans Z/NZ. Dans ce cas, M, (I;) a deux valeurs propres distinctes
et donc est diagonalisable dans Z/NZ. Notons a et b ses valeurs propres. Il existe
P € GLy(Z/NZ) tel que

9 P
b

a

M(k)=P

De plus Z|/NZ - {O} est un groupe de cardinal N — 1. Ainsi, a¥~' = 1 (@ # 0 puisque
ab = 1). Donc, (a R 1)(a gt 1) =0.Onen dedult que aT = +1 (puisque Z/NZ

1

est integre). De méme, P = +1. Or, ab =1donc @ = =b"7 = +1. 1l en découle
N A
Mi(k)y T =P _ s P =+1d
=

Par conséquent, I’ordre de M (k) dans PSL,(Z/NZ), ¢’est-a-dire la taille de la solution
N-L

k-monomiale minimale de (Ey ), divise =
Cas 2 : A n’est pas un carré dans Z/NZ. Soit K un corps de décomposition de y (voir [9,
théoréme V.18]). y a deux racines distinctes dans K. Notons les x et y. On a

(X =) (X =) = X2 = N+ yM)X 4N
=X - (x+y)VX+xVy"¥  (morphisme de Frobenius)
= X% - x+NVX + ()N (commutativité de K)
=X2-kVXx+1 (x et y racines de y)
=X? kX +1.

Donc, xV et yV sont des racines de y. De plus, xV # x. En effet, supposons par I’absurde
que xV = x. Dans ce cas, x¥V ! = 1 (x # Ocarxy = 1). Or, le polynéme Q(X) = XV-' -1
a au plus N — 1 racines dans K et les éléments non nuls de Z/NZ sont des racines. Donc,
les seules racines de Q sont les éléments non nuls de Z/NZ. On a donc, x € Z/NZ. Ceci
est absurde puisque y n’a pas de racine dans ce corps.

N+l = xy = 1. En procédant comme dans le cas précédent,

Ainsi, xN = y et donc x
. N+l Nl - C . .= .
onobtientx 2 =3y 2 = =1 ce qui implique que la taille de la solution k-monomiale

minimale de (Ey ) divise N2+ 1 O

On donne en annexe (voir annexe A) les valeurs des tailles des solutions monomiales
minimales pour les nombres premiers compris entre 11 et 47.

Remarque 3.5. Il existe des cas ol la taille des solutions monomiales minimales est égale

N2 L ou M+l N +1 (voir annexe A).
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On peut également obtenir la taille précise de certaines solutions monomiales minimales
lorsque N et k vérifient certaines propriétés (voir sous-partie suivante).

3.2. Solutions %-monomiales minimales
3.2.1. Preuve du théoréme 2.7

On suppose que N est un entier pair supérieur a 4.

(i). Si4 | N, alors g”;’ = NT N% = 0 et donc (—%,g,g,—_z) = (%,%,%,%) est
solution de (En ) (voir proposition 3. 2) La taille de la solution %-monomiale minimale
divise 4 (puisque c’est I’ordre de M ( ) dans le groupe PSL,(Z/NZ)). L’équation (En)

n’apas de solution de taille 1. Comme 0, ( 75 ) n’est pas solution et donc la solution

|z

%-monomlale minimale est de tallle 4. Comme, ¥ T # +1 la solution T-monomlale
minimale est irréductible. En effet, une solution réductible de taille 4 est la somme de

deux solutions de taille 3 et donc contient forcément +1.

(ii). Si4 4 N,onnote K = % En particulier, on a K impair et 2K=0.0na

—————— K6 —5K*+6K2—1 —K5>+4K3 —3K
Ms(K, K, K, K. K, K) = * *
K5 -4K3 +3K -K4+3K2 -1

—5K4+6K?=K0—- K4 -4K*+3 x2K?
=K6_K4
=K4(K%2-1).

De plus, K? est impair (produit de deux entiers impairs) donc (K> — 1) est pair. Ainsi,
il existe un entier j tel que (K> — 1) = 2. Donc,

—5K4+6K2 =2jK* = jK3(2K) =0

De méme, on a

—K5+4K3 - 3K = K5 +2K(2K2) - K - 2K
=-K-K
=-K(1+K*%).
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Or, K* est impair (produit de quatre entiers impairs) donc 1 + K* est pair. Il existe un
entier j’ tel que 1 + K* = 2j’. Ainsi,

—K5+4K3 -3K=-K(1+K*) =—j'N =0.

On procéde de facon analogue pour —K# + 3K2. On a —K* + 3K2 = K2(1 — K2). Or, K>
est impair (produit de deux entiers impairs) donc (1 — K2) est pair. I existe un entier j”
tel que (1 — K?) = 2;”. Donc,

—K*+3K2=K2(1 - K?) =2j"K2=Nj"K = 0.

éinsi, MG(%, %, %, %, %, %) = —Id. 11 en découle que la tzﬂle de la solution

%-monomiale minimale divise 6 (puisque c’est I’ordre de M 1(%) dans le groupe

PSL,(Z/NZ)) c’est-a-dire que celle-ci est égale a 1, 2, 3 ou 6.

L’équation (En) ria pas de solution de taille 1. % * (_), donc, (%, %) n’ei pas solution.

% # =1, donc, (%, %, %) n’est pas solution. On en déduit que la solution %-monomiale

minimale de (E ) est de taille 6.
Si celle-ci est réductible alors elle est la somme de deux solutions de taille 4 (puisqu’elle

ne contient pas +1). Dans ce cas, (Ex) a une solution de la forme (5, % % ti) avec

a+# % (sinon la solution minimale serait de taille 4). Donc, on a NTZ =0eta = —%.
Ainsi, Tl existe un entier / tel que K> = 2/K. Donc, K? est pair ce qui implique K pair. Ce
qui est absurde.

Donc, la solution %—monomiale minimale est irréductible de taille 6. O

Remarque 3.6. Si N = 2, alors la solution %-monomiale minimale est la solution
1-monomiale minimale qui est irréductible de taille 3.

3.2.2. Généralisations partielles

On cherche a généraliser le théoréme 2.7 pour des diviseurs de N différents de 2. On
commence par le résultat suivant :

Proposition 3.7. Si I> | N avec | > 2 alors (?, . ,?) € (Z/NZ)* est solution
de (Ex).
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Démonstration. On a

— — — — I
N N LAY LA
My|=,....=|=(|T ~||T ~—
— !
2
o
7 -1
—\ !
N_{ _N
= Nl2_1 _l) car’ | N
y -1
)
= &\
== _1
g -
1
=(—Id+ﬁS)
!
Lo N\
=Z (=D, =S (bindme de Newton)
£ \k !
[
I I\N ! Nk
— (DU N tde=n-1 12 _1)i-k—_gk
( )(0) d+(-1) (1)ls+kzzz(k)( yks

1
I N Nk-2
= (=1 Id+(-D)"INS + (k)(—l)l—kNl—2 St
k=2

=(-1)'1d.

NPT . k-2 . .
L’avant derniere égalité est valide car Ilv—z et 17,(—_2 sont des entiers puisque /> | N et
lk—2 | Nk—2. O

Remarque 3.8. Sil = 1 alors (g, .. ,?) = (0,0) € (Z/NZ)? est aussi solution de (En ).
Le résultat ci-dessous résout la question de I’irréductibilité de ces solutions.

Proposition 3.9. Soit 1> | N avec [ > 2. (?, ) ,?) € (Z/NZ)? est une solution
irréductible de (E ) si et seulement si |l = 2.

Démonstration. Sil = 2 alors la solution est irréductible (voir théoréme 2.7). Sil > 3
N N N _N)
1> 7°71°7 1

alors la solution n’est pas irréductible car (— est solution de (E ) puisque
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];’—22 = _ﬂz 0 (voir proposition 3.2) et
N f_z_EF NoNlg( NNN N
I’ I R R 1
QY. X  F N eqtdetaille2 2> 4 > 3. a

Remarque 3.10. Ces propositions généralisent les propriétés 3.15 et 3.16 de [11].

Avant de continuer, on a besoin des résultats suivants qui permettent d’obtenir une
expression de M, (ay,...,a,) :
On pose K_1 =0, Ky = 1 et on note pouri > 1

aq 1
1 aj 1
Ki(ay,...,a;) =
1 a;— 1
1 a;
Ki(ai,...,a;) estle continuant de ay, . .., a;. On dispose de 1’égalité suivante (voir [4,
16]) :
K (ala"'»an) - Vl—l(a29'~~7an)
M, (ay,...,ay) = n .
" " Kn-1(ai,...,an-1) —Kpoa(az,...,au-1)

De plus, on dispose de 1’expression classique ci-dessous :

(1)( )nZk

Démonstration. Cela se prouve par récurrence sur n. En effet, la formule est vraie pour
n = 0 et pour n = 1. Supposons qu’il existe un entier positif n tel que la formule est
vraie pour n et n — 1. On suppose n pair. En développant le déterminant définissant

Lemme 3.11. Soitn >0, K,,(x,...,x) = E[ J

Kp+1(x, ..., x) suivant la premiere colonne, on obtient :
Kn+1(xv--~’x) ZXKn(xv ) K, 1(X )C)
E[%] E["]
_ Zz: (-1) ( ) n+l-2k _ zz: (_l)k(n - ]1< - k)xn—l—lk
k=0 k=0
3 ta

(-1 ( ) n+l-2k _ Z(_l)k(n _]lc_ k)x"_l_Zk (n est pair)
k=0 k=0
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Zi(_l)k n_k)xn+1—2k Z( - 1( l)xn+1—21
k 1

=1

— (—l)k (n ; k)xn+1—2k + Zzl(_l)l(’;__ll)xrﬁl—ﬂ
=1

=" 4 Y (-D* ((”;k)+(’;i];))xn+12k

1-k
=x" ) (-DF (n * )x””Zk (triangle de Pascal)

—_—

k

227:( (”+1 k)xn+1—2k'

k=0

On procede de fagon analogue si n est impair. Cela prouve la formule par récurrence. O

1k

Proposition 3.12. Si p> | N avec p premier alors (X, ... ,g) € (Z/NZ)*" est une

solution monomiale minimale de (E ).

Démonstration. Si p = 2 alors le résultat est vrai (voir théoréme 2.7). On suppose
maintenant p > 3. Par ce qui précede, (%, cee, %) € (Z/NZ)?P est une solution

monomiale de (E ). Ainsi, la taille de la solution %—monomiale minimale divise 2p.

Donc, celle-ci est égale al,?2, p ou 2p. équation (E ) n’a pas de solution de taille 1,

et = N £0 (sinon N | et donc ¥ > > N) donc la solution %—monomlale minimale n’est

pas de taille 2. Supposons par I’absurde que la solution %—monomiale minimale est de

taille p.
Il existe € dans {1} tel que

_Id_M y F K (N %) - P—l(%5~'~9%)
eld=M, ERRE ( E) B (E E)'
pl p p—2 p’ "’ p
Donc, K- 1(¥ ,§)=(_). NotonsK=Kp_1(¥,...,§).On a, par le lemme précé-
dent,
E[21 -
) (5 ]( l)k(l’_l_k)(N)p 1-2k
k=0 k p
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5 —1-2k
= Z(—l)k(p -1 k) (%)P (car p — 1 est pair)

_ p—1-k\Np-1-2% v (5
= (‘1)k( k )W”—”z Pt

- % —1—-k\ N Np-1-2k-2
=(—1)”21+Z(—1)k(p )N ———— (p-1-2k-220, p*|N)

2 op-1-2k—2
k=0 k p-p¥
= (-7
# 0.
Ceci est absurde. Donc, la solution %—monomiale minimale est de taille 2p. O

3.3. Réductibilité dans le cas N = ["

On se place dans le cas ot N = [" avec n et [ supérieurs a 2. On sait que le 2/"~'-uplet
(1,...,1) d’éléments de Z/NZ est une solution de (Ex) (voir [11, proposition 3.20]).
Cependant, la question de I'irréductibilité potentielle de cette solution reste ouverte. On
se propose ici de répondre a cette dernieére en démontrant le résultat suivant :

Théoréme 3.13. Si N =" avec I,n > 2 alors (I,...,]) € (Z/NZ)QZ’H est une solution
irréductible de (E ) si et seulement si | = 2.

Pour cela on a besoin de plusieurs résultats intermédiaires. On commence par le
résultat classique suivant :

Lemme 3.14. Soientn € N* et k € [1;n]], -5t divise (3).

- — _ = % _ .
k k\k-1 N k-1

n * k L n n—1
Donc, comme (;) € N*, ona o divise ot (;~;). Comme

sont premiers entre eux, on a, par le lemme de Gauss,

Démonstration.

k et n
pged(n,k) ~" pged(n,k)
k s n-1
pecd(m,k) divise (k—l)' Donc,
n s n
pecd (k) divise (k) O

Lemme 3.15. Soient (n,1) € (N*)2,n > 3,1 > 2etj € [2;n—1]. Onal"/ divise (213._2).
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Démonstration. Si j = 2 alors

=" -1)

20"\ 2020 - 1)
il 2

et donc le résultat est vrai. On peut ainsi supposer n > 4 et j > 3. On a par le lemme

précédent
21n—2 o 2[n—2
W divise . .
pged(21", ) J

Notons / = p?' ... py" la décomposition de [ en facteurs premiers. On a deux cas :

Cas 1 : | est impair. Dans ce cas, pour tout i appartenant a [1;7], p; # 2. Il existe
(B1,...,Br a) € N"* tels que pged(21"2, j) = Z“pf‘ . .pf’. Si j est pair alors a = 1
et si j est impair alors a = 0.

Montrons que pour tout i dans [1;7], 8; < @;(j — 2). Supposons par I’absurde qu’il
existe i dans [[1; 7] tel que B; > @;(j — 2). Par récurrence, on montre que si j > 3 on a

pl7 2 j(car p; > 2).Ona

i i (-2 -2 .
p?>p?(1 )Zp{ > 7.
Donc, pged (2172, j) > j ce qui est absurde.

Ainsi, pour tout i appartenant a [1;7], 8; < @;(j —2). De plus,onaa = 1si j est
21n—2

m. DOHC, lnij divise

pair et a = 0 si j est impair. On en déduit que [~/ divise
21»172
(i
Cas 2 : | est pair. Dans ce cas, on peut supposer p; = 2, et donc p; > 2 pour j dans
[2;r]. Nexiste (Bi,...,B,) € N tels que pged(21"2, j) = pf] P
On montre, en procédant comme dans le premier cas, que pour tout i dans [2;7],
Bi < a;i(j—2). Montrons que 8; < a1(j —2)+1.SiB; > a;(j —2) + 1 alors

j—2)+1 —1 .
pfl >pill(] )+ 217‘{ > j.

Donc, pged(2("72, j) > j ce qui est absurde.
On en déduit que pour tout i dans [2;r], B; < a;(j —2) et B1 < @1(j —2) + 1. Ainsi,

l’l—j .. 2ln—2 n—j .. 217172
" divise . Donc, I"™/ divise ( i ).
Donc, le résultat est vrai. O

Lemme 3.16. Soit N = 1", 1> 2etn > 3. (21", 1,...,1,21" 1) € (Z/NZ)H"'-4"*+2
est une solution de (E ).
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Démonstration. Ona 20" —41"2 42 =21"2(1=2)+2>2"2+2>2]+2> 8.
(2011, ..., 1,207 1) ~ (2171, 2[n=1 [, ..., ]). Donc, (21"-1,1,...,1,21""1) est so-
lution de (E ) si et seulement si (2/7=1,2[7=1,], ... [) I'est aussi. On a

M = M2ln—l_4ln—2+2(zln_l, Zln—l’ l-, R l-)
= M2ln—l_4ln—2(l-, ey [)MQ(Zln_l, Zln_l).

Mz[n—l_4ln—2(l-, ceey l-) = M21n—l (l-, ceey l-)M4ln—2(l-, ceey l-)71
= (_1)1"71M4ln_2(l-’ ceey l-)_l

_ 42
= (=" ((1

-1
212
- =

_1 _ 21n72
Mo g (L, D) = (=D = ———
gl ) = (1) (_l _1”2)

2[n2
= (- (—Id+l (_01 }))

2[n-2 k
2[n-2
= Z ( ' )(—1)1"'2(l+2)—’<lk (_01 }) (bindme de Newton)

k=0
n-1 _ k
Z (2ln 2)(_])1”‘2(l+2)—k1k ( 0 1)
i\ k -1 1

= (=1)"? ) [d+(=1)" P 2)-1(2[n=2)] ( 0 1).

o~ =]
~—
~——

~ —|

-1 1

21;1—2

La derniere égalité est valide car, par le lemme précédent, "% divise ( x ) pour

2<k<n-1.

De plus, M, (2171, 2[7-1) = (

-1 -2l
Y B T
Donc, on a

M = Mypn-i g2 (L, . .., [)My (2171, 207~ 1)
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) \2im-t =4

— =5 -1 20! 2m-1 1
= (=1)"%(+2) - + (=1)"2(+2)~1(n-1 _
(=1 (2zn1 -1 ) =1 ( )( 1 21"‘—1)
Eymprre) | B P
201 1 2010
= (=1)I"PU2)-114, o

On peut maintenant démontrer le résultat principal de la section.

Démonstration du théoréme 3.13. Soit N =1["avecl > 2etn > 2.
(,...,1) € (Z/NZ)™"" est solution de (E ) (voir [11, proposition 3.20]).
Si n = 2 alors le résultat est vrai (voir proposition 3.9).
Supposons n > 3. Si [ = 2 alors la solution est irréductible (voir théoréeme 3.1).

Supposons / > 2. On a

(....0)=-2m10,.. . 1 =20""Yy & (20", 1,...,1,20" 1)

avec (201,10, ..., 1,2in"1) € (Z/NZ)?"'=4"+#2 Ona (I - 21n1,1,...,1,1 - 21"1) e
(Z/NZ)*"™.

De plus, par le lemme précédent, (W, L...,1, W) € (Z/NZ)ZI"_I_‘”"_2+2 est une
solution de (Ey) de taille supérieure a 3. (I — 201,10, ...,1,1 - 2i"1) € (Z/NZ)*"”
est de taille supérieure 2 4. Donc, (I,...,1) € (Z/N Z)zln_l est une solution réductible
de (Ex). o

Remarque 3.17. Notons que (I — 21"-1,1,...,1,1 = 21""1) € (Z/NZ)*"" est aussi une

solution de (En ).

4. Solutions dynomiales minimales

On s’intéresse dans cette section au concept de solutions dynomiales minimales défini
dans la section 2 en démontrant notamment le théoreme 2.10.
4.1. Résultats préliminaires

Pour effectuer la preuve du théoréeme 2.10, on a besoin de plusieurs résultats intermédiaires.
On commence par le lemme ci-dessous :

Lemme 4.1. Soitn € NU {-1}, K,,(x1,...,x,) = (-=D)"K,,(=x1, ..., —x,).
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Démonstration. On raisonne par récurrence sur n.
Ko =1et K_; =0 donc le résultat est vrai pour n = —1 et pour n = 0.
Supposons qu’il existe n € N tel que la formule est vraie aurangnetn —1.Ona:

Kn+l (xla LB ,xn+l) = len(XZ, LECIRY 7~xl’l+l) - Kl’l*] ('x3’ LR ’xn+l)
= (D" x1Ku(=x2,...,—xp+1) = (=) Kp_1(=x3, ..., =Xp41
(=1)"x1 K ( )= (=1)"" K ( )
= (_l)n_l(_len(_xL sy _xl’l+1) - Kl’l*l (_x35 ceey _xl’l+1))
= (1) (—x1 K (=x2, . . ., —Xns1) = Kno1(=X3, . . ., —Xp41))
= (=)™ K1 (=x1, ..., =Xna1).
Par récurrence, le résultat est vrai. O

On a également besoin du résultat suivant qui est I’analogue de la proposition 3.21
de [11] pour les solutions dynomiales.

Lemme 4.2. Soientn € N*, n > 4 et (a,b, k) € (Z/NZ)3. Soit @ € {+1}.

() Si(a,ak,—ak,...,ak,—ak,b) € (Z/NZ)" est solution de (Ex) alors @ = —b
etona

0 = a(ak +a).

(i) Si (a,ak,—ak,...,ak,—ak,ak,b) € (Z/NZ)" est solution de (En) alors
a=betona

2 =a(ak +a).
Démonstration. (i). Supposons que n est pair. Comme (a, ak,—ak, ..., ak, —ak, l;) est
solution de (Ey ), il existe € dans {—1, 1} tel que
€ld = M, (a, ak, —ak, ..., ak, —ak,b)

_ (Ku(@,ak,—ak,...,ak,—ak,b) —K,_i(ak,—ak,...,ak,—ak,b)
“\K._1(@, ak,—ak,...,ak,—ak) —K,_o(ak,—ak,... ak,—ak) |’
Ainsi,

K,-1(a, ak,—ak, ..., ak, —ak)=- n_l(ﬁ, —ak, ..., ak,—ak, l_J) =0

et

Kno(ak,—ak, ..., ak,—ak) = —€.
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Or,
K, i(a,ak,—ak, ..., ak,—ak)
= aKn_»(ak,—ak, ..., ak,—ak) — K,_3(—ak, ak, —ak, ..., ak, —ak)
=~"€a - K,_3(-ak,ak,—ak, ..., ak,—ak).
Donc, comme &2 = I, ona
a = €K, 3(—ak, ak, —ak, ..., ak, —ak).
De méme, on a
Kn_i(ak,—ak, ..., ak,—ak,b)
= bKyo(ak,—ak, ..., ak,—ak) — K,_3(ak,—ak, ..., ak, —ak, ak)
=—eb - K,_3(ak,—ak, ..., ak,—ak, ak).
Il en découle

b= —€eK,, ;3 (ﬁ, —ak, ..., ak, —ak,ﬁ)

= (—e)(-1)" 3K, _3(—ak, ak, ..., —ak, ak, —ak)
= —a car n est pair.
De plus, on dispose des égalités ci-dessous :
=€ = Ko (ak,—ak, ..., ak,—ak)
= akK,_3(-ak, ak,—ak, ..., ak,—ak) — K,_4(ak,—ak, ..., ak,—ak)

et

Mn_z(ﬁ, —ak,. .., ak, —ak)

Kn_o(ak,—ak,...,ak,—ak)  -K,_3(—ak,ak,—ak,...,ak,—ak)
Kn_3(ak,-ak,...,ak,—ak,ak)  -K,_s(-ak,ak,...,—ak, ak)

3 Kn_z(ﬂ, —ak, ..., ak, —ak) K,._3 (J, —ak, ..., ak, —ak,ﬂ)
" \Kn_s(ak,—ak, ..., ak,—ak,ak) —K,_s(—ak,ak,...,—ak,ak)

€ SLy(Z/NZ).
On en déduit 1’égalité suivante :
1=- n_z(ﬂ, —ak, ..., ak, —a/k)Kn_4(—ak,ﬁ, e, —ak,ﬂ)

- n-3(@, —ak,. .., ak, —ak,@)z.
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Or, comme Kn_z(ﬂ, —ak, ..., ak, ka) =—€,0na
EK,_s(—ak,ak,...,—ak,ak) - K,_3(ak,—ak,...,ak,—ak,ak)* =1,
c’est-a-dire
K,,_4(Tak, ak, ... ,ka,@) = Kn_4(ﬁ,rwk, . ,J,ka) car n — 4 est pair
= &(1+ K,_3(ak,—ak, ..., ak,—ak, ak)?).
Ainsi, on a
=€ = akK,_3(—ak,ak,—ak,...,ak,—ak) - K,_a(ak,—ak, ..., ak,—ak)
= —akKy 3(ak,—ak, ..., ak,—ak,ak) - €(1+K, 3(ak,—ak, ..., ak, —ak,ak)?)
= —akK, 3(ak,—ak,...,ak, —ak,ak) — € — €K, 3(ak, —ak, ..., ak,—ak, ak)?
= “acka - € - ea?.
Donc, 0 = —aeka — €a? = —éa(ak + a) et donc 0 = a(ak + a).

(i1). Supposons que n est impair. Comme (a, J, -ak, ..., E, —ak, J, l_J) est solution
de (En), il existe € dans {—1, 1} tel que

mi
ul
o
Il
s
~
81
S
=
|
R
=
?
=
|
Q
=
Q
=
S
SN—"

_ | Kau(a, ak,—ak, ..., ak, —ak, ak, l;) - n_l(ﬂ, —ak,...,ak,—ak,ak, 5)
“\K._1(a, ak,—ak, ..., ak,—ak,ak) —K,_(ak,—ak,... ak,—ak,ak) |

Donc,
Kn-1(@, ak,—ak, ..., ak,—ak,ak) = -K,_| (ak, —ak,...,ak,—ak,ak,b) =0
et
K, _o(ak,—ak, ..., ak, —ak, ak) = —€.
Or,
Kn_i(a,ak,—ak, ..., ak, —ak, ak)
= aK,_o(ak,—ak, ..., ak,—ak, ak) — K,3(—ak, ak, —ak, ..., ak, —ak, ak)
==¢a - K,_3(—ak,ak,—ak,..., ak,—ak,ak).
Ainsi, comme &2 = I, on a

a= —_eKn_3(—ak,E, —ak,. .., ak, —ak,ﬁ).
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De méme, on a
K, (E, —ak, ... ,J, —ak,ﬁ, l;)
= I;Kn_z(ﬁ, —ak, ..., ak, —ozk,ﬁ) - K,_3 (ﬁ, —ak, ..., ak, —ak)
=—€b - Kn_3(ﬂ, —ak,. .., ak, —ak).
Donc,

b= —€K,, 3 (ﬂ, —ak,. .., ak, —ak)

= (—e)(-1)" 3K, _3(—ak, ak, . .., —ak, ak)
= (—e)Kn_g(—ak,@, el —ak,ﬂ) car n — 3 pair
=a.

De plus, on a
—€= Kn_z(ﬂ, —ak,...,ak,—ak, E)

= EKn_3(—ak, ..., ak, —ak,ﬁ) - Kn_4(ﬁ, —ak,. .., ak, —ak,@)

et
M,_»(ak,—ak, ..., ak, —ak,ak)
B Kn_z(ﬂ, —ak, ..., ak, —a/k,ﬂ) - n_3(—ak,ﬂ, e —ak,ﬂ)
B Kn_3(ﬂ, —ak, ..., ak, —ak) —Ky—4(—ak,... ,ak, —ak)
_ Kn_o(ak,—ak,...,ak, —ak,ak) —K,3(ak,—ak, ..., ak,—ak)
"\ K.s(ak,—ak,... ak,—ak) —Kp_s(—ak,. .., ak,—ak)
€ SL,(Z/NZ).
Ainsi,
1=—-K,o(ak,—ak,... ak, —ak,J)Kn_4(—ak, ..., ak, —ak)
+ Kn_3(ak,—ak, ..., ak,—ak)?’.
Or, comme Kn_z(ﬁ, —ak, ..., ak, —a/k,ﬁ) =—€,ona

eKy4(—ak, ... L ak, —ak) +K,_3 (J, —ak, ..., ak, —a/k)2 =1,
c’est-a-dire

Kp_a(—ak, ..., ak,—ak) = €(1 — K,_3(ak, —ak, ..., ak,—ak)?).
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Donc, on a
=€ = akK,_3(—ak,ak, ..., —ak,ak) + Ku_s(—ak, ..., ak,—ak)
= akK,_3(ak,—ak, ..., ak,—ak) + €(1 - K,_3(ak,—ak, ..., ak,—ak)?)

= EK,,% (J, —ak, ... ,ﬂ, —ak) +€— €K, 3 (ﬂ, —ak, ... ,@, —ak)2

= —aeka + & — €a’.
Donc, —2¢ = —aeka — €a? = —€a(ak +a) et donc 2 = a(ak +a). o

Remarque 4.3. Dans le cas ol n est pair, il est possible que @ # 0 et @ # +k. Par exemple,

si on pose N = 14, le 18-uplet (7,3,11,3,11,3,11,3,11,3,11,3,11,3,11,3,11,7) est
solution de (E ).

4.2. Preuve du théoreme d’irréductibilité
On peut maintenant démontrer le résultat principal.

Démonstration du théoréme 2.10. Soient k € Z/NZ, k # 0, et n € N* tels que le n-uplet
(k,—k, ..., k,—k) d’éléments de Z/NZ est une solution dynomiale minimale de (E ).
On suppose que k2 + 8 n’est pas un carré dans Z/NZ. On suppose par I’absurde que cette
solution peut s’écrire comme une somme de deux solutions non triviales.

k # +1 car (ii)2 +8=9=32 Donc,sin=4, (l;, k..., I;,—_k) est irréductible,
puisque les solutions réductibles de (E ) de taille 4 contiennent toujours +1.0n suppose
maintenant n > 6.

1l existe (ai,...,a;) et (b_l, e b_p) solutions de (Ep) différentes de ((_), (_)) avec
[+10'"=n+2etl, ]’ > 3tels que

(k,=k,....k,=k) ~ (b1 +ay,by,....by_1,by +ay,az,...,a).
De plus, k¢ {(_), -1, I} donc 1,1’ > 3.1l existe @ dans {£1} tel que
(ak,—ak,...,ak,—ak) = (by +aj,ba,...,by_1,by +ay,aa,...,a7).
On a deux cas :
Cas 1 : Sil est pair alors I’ = n+ 2 — [ est pair. On a donc
(a,...,a)) = (a1, ak, —ak, ..., ak,—ak,a).

Comme (ay,...,a;) est solution de (Ey), on a, par le lemme 4.2, a; = a = =aj et
0 = a(a+ak). Comme N est premier, Z/NZ est intégre et donc 1’équation 0 = a(a + ak)
a pour solutions a = 0 et a = —ak.
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Sia = 0alors (az,...,a1) = (ak,—ak, . ..,ak,—ak) € (Z/NZ)2 est encore

solution de (En) ce qui contredit la minimalité de la solution (si @« = —1 alors
(=az,...,=a;-1) = (k,—k, ..., k,—k) est encore solution). Donc, @ = —ak et par mini-
malité de lasolutiononal > ncequiimplique !’ < 2.Donc,l” =2et (by,...,by) = (0,0)

ce qui est absurde.

Cas 2 : Sil est impair alors I’ = n+2 — [ est impair. On a donc

(ai,...,ap) = (ai, —ak,ak, ..., —ak, ak, —ak,a;)
et
(b1,....by) = (b1,—ak,ak,...,—ak,ak,—ak,by).
Comme (aj,...,a;) et (b_l, el b_p) sont solutions de (En ), on a par le lemme 4.2 :
e ar=a=ajet2=a(a-ak);
e by =b=byet2=hb(b-ak).

a et b sont des racines de P(X) = X(X —ak) —2 = X% — kX —2. Comme N est premier
différent de 2, Z/NZ est un corps de caractéristique différente de 2 et le discriminant de
PestA = (—ak)?—4x -2 =k?+8. Comme k2 + 8 n’est pas un carré dans Z/NZ, P n’a
pas de racine dans Z/NZ ce qui est absurde.

Ainsi, on arrive 2 une absurdité dans les deux cas et donc (k,—k,...,k,—k) est
irréductible. o
Remarques 4.4.

(1) I existe des solutions dynomiales minimales réductibles. Par exemple, posons
N = 11. La solution 2-dynomiale minimale (qui est de taille 12) est réductible.

(2,9,2,9,2,9,2,9,2,9,2,9) = (7,9,2,9,2,9,2,9,7) & (6,9,2,9,6).

Cet exemple montre que, contrairement aux solutions monomiales minimales, il
existe des solutions dynomiales minimales réductibles méme si N est premier.
De méme, contrairement aux solutions monomiales minimales, il existe des
solutions 2-dynomiales minimales réductibles.

(ii) La condition k% + 8 n’est pas un carré dans Z/NZ n’est pas une condition
nécessaire. Par exemple, (6,-6,6, 6) est une solution dynomiale minimale
irréductible pour N = 19 et 62 + 8 = 36 + 8 = 6 = 52.
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4.3. Applications

La condition k2 + 8 n’est pas un carré dans Z/NZ peut étre vérifiée a 1’aide la loi de
réciprocité quadratique de Gauss (puisque N est premier). Si p est un nombre premier
impair et si @ est un entier premier avec p, on note (%) le symbole de Legendre c’est-a-dire :

(a ) _ |1 siaestun carré dans Z/pZ;
p -1 sinon.
Le symbole de Legendre vérifie les propriétés suivantes :

Lemme 4.5 ([9, proposition XI1.20]). Soient p un nombre premier impair et a et b deux
entiers premiers avec p. On a :

p-1

(1) (critére d’Euler) (3) = a7 [pl;

(2) (multiplicativité) (“2) = (4)(%);

3) (h=(-D"7.

Théoreme 4.6 (Loi de réciprocité quadratique de Gauss; [9, théoréeme XI1.25]). Soient p
et q deux nombres premiers impairs distincts. On a

(g
q)\pP

Par exemple, si k = 3, on a k2 + 8 = 17. Comme 17 est premier, on peut utiliser la loi

de réciprocité quadratique de Gauss pour savoir si k2 + 8 est un carré modulo N (avec N
un entier premier supérieur a 5). On a alors par exemple :

Proposition 4.7. La solution §-dyn0miale minimale de (Eg7) est irréductible.

Démonstration. 97 est premier et 3¢ {(_), I,—_l}. De plus, 97 =5 x 17 + 12 et les carrés
modulo 17 sont :

Donc, d’apres la loi de réciprocité quadratique de Gauss, on a :

7Y _(97)  _ i 12) L isxas _
() (B - (3)comecs

Donc, 32 + 8 n’est pas un carré modulo 97. Donc, par le théoréeme 2.10, la solution
3-dynomiale minimale de (Ey7) est irréductible. O
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On va maintenant s’intéresser au cas de la solution 2-dynomiale minimale de (Ex)
ou N est un entier premier supérieur a 5. On commence par le résultat intermédiaire
ci-dessous :

Lemme 4.8. Soit p un nombre premier.

p=
3 est un carré dans 7| p7. = p=
p

Démonstration. Si p =2 alors3 =1 = 12etsi p = 3 alors 3 = 0 = 02. On suppose
maintenant p supérieur a 5. D’apres la loi de réciprocité quadratique de Gauss on a

B)-Gevs - e

Comme p est premier, p = 1 [3] ou p = —1 [3]. De plus, on a (%) =1let (__Tl) =—-1.0n
distingue les deux cas :

e Si p =3k + 1 avec k un entier naturel pair

(3) Y PN (%) (-1)% =1 e (-1)7 =1 e 4 divise k = p = 1 [12].
P

e Si p =3k — 1 avec k un entier naturel pair

-1 . %
(—) -1 = (?) (-1 =1 e (-1)7 = | & 4 divise k = p = -1 [12].
O
Proposition 4.9. Si N est un entier premier supérieur a 5 tel que N % +1[12] alors la

solution i—dynomiale minimale de (E ) est irréductible.

Démonstration. Par le lemme précédent, 3 est un carré modulo N si et seulement si
N = £1[12].
N est premier. De plus, on a 22 + 8 = 12 et donc par multiplicativité du symbole de

T R B GTR-R

Donc, par le théore¢me 2.10, la solution i-dynomiale minimale de (E ) estirréductible. O

Remarque 4.10. Par le théoreéme faible de la progression arithmétique de Dirichlet (voir [9,
proposition VII.13]), il existe une infinité de nombres premiers supérieurs a 5 congrus a 1
modulo 12.
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La condition de la proposition précédente n’est pas nécessaire. Par exemple, si
N =59 = —1 [12] alors la solution E-dynomiale minimale de (E ) est irréductible. En
effet, celle-ci est de taille 20 et la seule fagon de la réduire est de trouver une solution
de (En) de la forme (a, =2,2,-2,...,2,-2, a) de taille inférieure a 19 (car les éléments
donnés dans le cas 1 de la preuve du théoréme 2.10 sont toujours valides). Par le lemme 4.2,
les seules valeurs de @ possibles sont 12 et —10. Or, en calculant toutes les possibilités
on ne trouve aucune solution de (Ep ), ce qui implique I’irréductibilité de la solution
2-dynomiale minimale de (Eso). Ceci nous améne au probléme ouvert suivant :

Probléme. Soit N un nombre premier. Trouver des conditions nécessaires et suffisantes
sur N pour I’irréductibilité de la solution E—dynomiale minimale de (E ).

On donne en annexe B les éléments concernant la réductibilité ou I’irréductibilité
des solutions 2-dynomiales minimales de (Ey) pour les nombres premiers congrus 2 =1
modulo 12 et inférieurs a 500.
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Annexe A. Taille des solutions k-monomiales minimales pour les nombres
premiers entre 11 et 47

N
11 {13117 {1923 |29 |31 |37 |41 |43 |47
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10115 |15[19] 5 (2223

1012 (154 [ 19|21 | 7 |24
I5(16 9 (201124

N e N N e BN BN B e N BN |
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—_
w

100|117 |16]19| 7 |21 |24

w
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1011 (145 [19]20 |21 23
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513 5011115089 ] 7 |11]23
5013[17]5 |12|15]|15]6 (20| 7 |12
6|7 |3]9|6|14|15]18]|21 (22|23
6|6 |2 [19[11]14] 8|18 4 |22]|23
507133 |4|7|5[19[10[22] 8
5071172 11]14]5]19|21|7 |23
117193 [12]15|16|18 |21 |21 |24
31719 (19[23]15]16[18 |21 1123

2 |26 [8]9]3|7]|16|6|21]11]12

23 | 3|7 |4 |5|2|5]4|9]10]21]23
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Annexe B. Eléments sur la réductibilité des solutions 2-dynomiales minimales
de (Ey) pour les nombres premiers congrus a +1 modulo 12 et

inférieurs a 500

N | taille | réductibilité ;(();mo;)s de_ exemple de solution permettant de réduire
11 | 12 | réductible 6,7 (6,-2,2,-2,6)

13 | 14 | réductible 5,10 (5,-2,2,-2,5)

23 | 22 | réductible 8,17 (17,-2,2,-2,2,-2,17)

37 | 38 | réductible 16,23 (16,-2,2,-2,2,-2,2,-2,16)

47 | 46 | réductible 13,36 (36,-2,2,-2,...,2,-2,36), taille : 21
59 | 20 | irréductible 12,49

61 | 62 | réductible 9,54 (9,-2,2,-2,2,-2,2,-2,2,-2,9)

71 | 70 | réductible 29,44 (29,-2,2,-2,2,-2,29)

73 | 36 | irréductible 22,53

83 | 84 | réductible —12,14 (14,-2,2,-2,2,-2,2,-2,2,-2,2,-2,14)
97 | 48 | réductible 9,11 (11,-2,2,-2,...,2,=2,11), taille : 29
107 | 108 | réductible ~17,19 (19,-2,2,-2,...,2,-2,19), taille : 23
109 | 110 | réductible -59,61 (61,-2,2,-2,...,2,-2,61), taille : 23
131 | 132 | réductible —92,94 (94,-2,2,-2,...,2,-2,94), taille : 31
157 | 158 | réductible —84,86 —84,-2,2,-2,...,2,-2,-84), taille : 59
167 | 166 | réductible —104,106 (=104,-2,2,-2,...,2,-2,-104), taille : 13
179 | 36 | irréductible ~18,20

181 | 182 | réductible —32,34 (34,-2,2,-2,...,2,-2,34), taille : 21
191 | 190 | réductible —23,25 (25,-2,2,-2,...,2,-2,25), taille : 69
193 | 96 | irréductible —13,15

227 | 76 | irréductible —49,51

229 | 46 | irréductible | —157,159

239 | 14 | irréductible | —132,134

241 | 40 | irréductible —55,57

251 | 84 | irréductible | —174,176
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. . solutions de . .
N | taille | réductibilité | (X-2)=2 exemple de solution permettant de réduire
263 | 262 | réductible —22,24 (24,-2,2,-2,...,2,-2,24), taille : 85
277 | 278 | réductible 146,148 (148,-2,2,-2,...,2, -2, 143), taille : 83
311 | 310 | réductible 24,26 (26,-2,2,-2,...,2,-2,26), taille : 31
313 | 78 | irréductible | —229,231
337 | 28 | irréductible —44,46
347 | 348 | réductible 251,253 | (=251,-2,2,-2,...,2,-2,—-251), taille : 165
349 | 350 | réductible 183,185 | (=183,-2,2,-2,...,2,—2,—-183) taille : 147
359 | 358 | réductible ~195,197 | (-195,-2,2,-2,...,2,-2,—195), taille : 103
373 | 374 | réductible 241,243 | (=241,-2,2,-2,...,2,-2,=241), taille : 111
383 | 382 | réductible 223,225 (225,-2,2,-2,...,2,-2,225), taille : 111
397 | 398 | réductible -19,21 (21,-2,2,-2,...,2,-2,21) taille : 131
409 | 102 | réductible ~240,242 (242,-2,2,-2,...,2,-2,242), taille : 95
419 | 140 | réductible 28,30 (30,-2,2,-2,...,2,-2,30) taille : 45
421 | 422 | réductible =73,75 (75,-2,2,-2,...,2,=2,75) taille : 207
431 | 430 | réductible 35,37 (37,-2,2,-2,...,2,-2,37), taille : 25
433 | 216 | réductible 50,52 (52,-2,2,-2,...,2,-2,52), taille : 123
443 | 148 | irréductible | —271,273
457 | 114 | irréductible | —311,313
467 | 468 | réductible =300, 302 (302,-2,2,-2,...,2,-2,302), taille : 65
479 | 478 | réductible -30,32 (32,-2,2,-2,...,2,-2,32), taille : 269
491 | 492 | réductible —112,114 (114,-2,2,-2,...,2,-2,114), taille : 323
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