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Limite semi-classique des équations de
Schrodinger—Poisson

Thomas Alazard Rémi Carles

1. Introduction

On s’intéresse, pour € €]0, 1] et z € R, a I'analyse BKW des équations :

2
10U + %Aus = Vixe(t, z)u® 4+ e"V]u|u®, (1.1)

£

u = af(z)el0@/E, (1.2)

t=0
Le but est de décrire le comportement des solutions v dans la limite ou le nombre
de Planck € tend vers 0, lorsque la phase initiale ¢o(z) € R ne dépend pas de ¢, et
que l'amplitude initiale af(x) € C a un développement asymptotique de la forme

as(z) ~ ag(w) + car(x) + %az(x) + . .. (1.3)

Il y a trois facteurs, d’origine physique, qui influent sur cette analyse : le parametre
k € N, qui mesure I'importance des effets non-linéaires, la non-linéarité V|| elle-
méme, et la géométrie des bi-caractéristiques associées au potentiel extérieur Veyy et
aux éventuelles oscillations quadratiques contenues dans la phase initiale ¢.

Les résultats présentés dans ce texte concernent exclusivement le comportement
des solutions pour les temps précédant I'apparition de caustiques. Dans ce contexte,
un aspect remarquable des équations de Schrodinger (1.1) est que 1'on ne s’attend
pas a la création d’harmonique, pourvu qu’une seule phase soit présente initialement
(comme dans (1.2)). On cherche alors des solutions approchées de (1.1) de la forme :

u(t, x) ~ (ao(t, r) +cay(t,x) + 2ag(t, ) + .. ) eltltal/e (1.4)

Notons que, pres d’une caustique, les termes @, ag, . .. deviennent singuliers et, apres
la caustique, plusieurs phases sont nécessaires en général pour décrire les solutions
(voir [12] pour une théorie générale dans le cas linéaire).

L’étude de la limite semi-classique est I’étude des équations de Schrodinger pour
des échelles de temps et d’espace grandes devant la constante de Planck. Du point
de vue physique, on s’attend a ce que le comportement des observables quadratiques
(densité |uf|* et moment & Im((Vus)uf)) soit donné par les équations de la mécanique
classique. Pour justifier ce principe usuel, on peut chercher a décrire u® en identifiant
I’amplitude principale ag et la phase ® comme solutions d'un systeme limite. Etudier
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la solution elle-méme est plus général, et aussi plus difficile, au moins pour des
interactions fortes. En effet, le cas k = 0 est surcritique pour 'optique géométrique :
ainsi, des perturbations de taille O(¢®) de I"amplitude initiale af, avec 0 < o < 1,
induisent en temps O(e'~) des perturbations de taille O(1) de Pamplitude ay ([5]).
C’est cette propriété, qui ne se voit pas au niveau des observables quadratiques, qui
rend l'analyse de développement BKW des équations de Schrédinger non-linéaires
délicate.

Néanmoins, on dispose de nombreux résultats depuis les travaux de P. Gérard [15]
et E. Grenier [19]. Dans ce texte, on rappellera quelques-uns de ces résultats et on
décrira ceux de [1] pour les équations de Schrodinger-Poisson, ot Vi := V[u®] est
donné par

AV; = q(|u* ~ ),
ou ¢ est une constante réelle qui modélise la charge (¢ = 1 ou ¢ = —1) et ¢ = ¢(x)
est une fonction donnée (voir par exemple [24] ou [18] pour une origine physique de
ce modele). On décrira en particulier I'interaction d’un potentiel extérieur avec le
potentiel de Poisson, ainsi que la propagation de conditions non-linéaires a imposer
sur les solutions lorsque ¢ n’est pas nulle a I'infini (¢ = 1 par exemple).

2. Limite semi-classique en régime surcritique

Dans cette partie, nous expliquons le role du parametre x € N. La géométrie
des bi-caractéristiques est expliquée a la section 4. La nature de la non-linéarité
joue déja un role dans ’étude du probleme de Cauchy, que nous expliquerons a la
section 3. Aussi, pour fixer les idées, on considere ici I'exemple des équations

2

€
iedyu® + EAUE — &g [uf|* (k € N,q e R) (2.1)
en l'absence de potentiel extérieur, pour une non-linéarité Vu] = ¢ |u|2 cubique
défocalisante (¢ = 1) ou focalisante (¢ = —1).

2.1. Cas critique et sous-critiques : Kk > 1

Pour des données initiales de la forme (1.3), 'approche usuelle consiste a reporter
le développement (1.4) dans (1.1) en ordonnant les termes selon les puissances de
¢ pour former une suite d’équations qui détermine ®, ag, aj, ... Cette procédure
s’applique de facon tres générale dans le contexte de I'optique faiblement non-linéaire
de Joly-Métivier-Rauch (voir le texte de revue [13]), qui ici correspond & x > 1. Dans
ce régime, I'annulation du terme d’ordre O(g°) implique, formellement, que la phase
® vérifie I’équation eikonale :

1
0P+ 5 IV®|* = 0. (2.2)

L’annulation du terme d’ordre O(e') donne amplitude principale par intégration
le long des rayons de 'optique géométrique :
1 0 sik>1,

8ta0 +Vo- Vao + §a0A<I> = {

—iqlagl®ay sik=1.

Les équations suivantes permettent de trouver tous les termes a; par récurrence.
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L’équation (2.2) décrit la géométrie de la propagation. Localement en temps, elle a
une unique solution réguliere pour toute donnée initiale ¢y réguliere. L’apparition en
temps fini d'une singularité correspond a la formation d’une caustique. On retiendra
aussi que la valeur Kk = 1 est critique en ce qui concerne les effets non-linéaires.
Si k > 1, aucun effet di a la non-linéarité n’est attendu a l’ordre principal et,
formellement, u ~ age®c ot ® et ay ne dépendent pas de V[]. En revanche, si
Kk = 1, ap vérifie une équation non-linéaire qui fait intervenir V[-] (mais les équations
pour les profils a; sont linéaires pour k > 1).

2.2. Régime surcritique : kK =0

Le cas k = 0 est surcritique au sens de 'analyse précédente. Dans ce régime, la
cascade d’équations commence par

1
O("): 9@+ 5[V +glaol* = 0,
1
O (51) : Oag+ VP -Vay + iaOACID = —2iqRe (apay) ap.

La grande différence avec le régime k > 1 est que ’équation pour la phase ¢ est
couplée a 1’équation de transport pour I'amplitude principale ag. Ce qui justifie
I'apparition d’oscillations en ® /e, méme pour des données initiales non oscillantes
(¢o = 0). On note aussi que ce systeme n’est pas fermé : ® dépend de ag et ag dépend
de a;, qui est une indéterminée. De facon plus générale, on ne peut pas obtenir de
systéme clos d’équations pour la phase et un nombre fini d’amplitudes (voir [15]).
C’est une caractéristique des régimes surcritiques en optique géométrique [9, 10, 25].
Cependant, comme cela a été remarqué par P. Gérard [15], on obtient un systeme
fermé qui détermine la phase ® en introduisant les inconnues

p=lag)’, v:=V0,
qui vérifient

{ Op + div(pv) =0, (2.3)

o +v-Vu+qVp=0.

Pour ¢ = 1 (cas défocalisant), ce sont les équations d’Euler pour un fluide com-
pressible, de nature hyperbolique. En revanche, pour ¢ = —1, c¢’est un probleme
d’évolution de type elliptique.

2.3. L’approche d’E. Grenier
On explique ici 'approche d’E. Grenier pour étudier la limite semi-classique des
équations :
. 52 2
1e0pu’ + iAue = |uf|" uf, (2.4)

£

= aj(x)e e, (2.5)

t=0

correspondant a une non-linéarité défocalisante dans le régime x = 0. Comme on 'a
expliqué, pour décrire la solution a 'ordre principal, il faut connaitre 'amplitude
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initiale a lordre o(g), et on suppose donc que ¢g,ai € H>®(R") et qu'il existe
ag,a; € H*(R") tels que
ag = ap + €ay + o(e) dans H*(R"), Vs > 0.
Dans [19], I'idée est de chercher les solutions exactes sous la forme

uf(t,z) = af(t, z)e® (to)/e (2.6)
et de montrer que I’ “amplitude” a® et la “phase” ®° admettent des développements
asymptotiques de la forme :

o ~a+eaM +e2P + .0 D~ eV +20%) 4

La premiere étape est de construire cette représentation phase/amplitude.
Théoréme 2.1 (E. Grenier [19]). Soit s > n/24 2. 1l existe Ty > 0 indépendant de

e €]0,1], et deux suites a® et ®° bornées dans C([0,Ty]; H*(R™)) telles que u®(t,z) =
as(t, 2)e’® B2)/e soit solution de (2.4)—(2.5) sur [0, T,].

Principe de la démonstration. Autoriser la phase a dépendre de € revient a intro-
duire une inconnue supplémentaire, ce qui permet d’obtenir un systeme clos d’équa-
tions. L’approche historique [20, Chap. III] consisterait d’ailleurs a chercher a ré-
soudre le systeme :
&g
0, D° + 1 IVOe|? + |af]? = 52A—a X
2 2a¢

1
oya® +Vo© - Va® + §a5A¢)5 =0 ; a

=a.
=0 0

Cependant, ceci ne convient pas puisque 'on doit autoriser a® a s’annuler (voir la
discussion sur la transformée de Madelung dans [15, 28]). L’approche introduite par
E. Grenier consiste a imposer

1
OO+ S [VO P +aTP=0 ;@

t=0

. _ (2.7)
0" + V- Va© + JaAF =i A @

=0 o -
En posant a := Rea®, a§ := Ima® et U := (V¢7, a5, a3), on peut récrire le systeme
précédent sous la forme
oU® + Z A;(U®)0;U* + eL(0,)U° =0,
1<i<n

pour des matrices A; symétriques et un opérateur L(d,) du second ordre et anti-
symétrique.

On applique alors des résultats standards dans I'étude des systemes hyperboliques
quasi-linéaires pour estimer la norme L? de U® := (I — A)*¥/2U¢. En effet, U* vérifie

QU+ > AjUA)OU° +eL(0:)U° = 5= > [A;(U), (I — A)*?|9,U°. (2.8)

1<isn 1<isn
Comme L(9,) = —L(9,)*, on a une estimation L? uniforme en ¢ :
d e ll? e\\J7E TTE e 7T7E
7L = 2 (@AW NTe, T + 257, T°).
1<i<n
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Les estimations de Sobolev et de commutateurs donnent

10545 (U oo + (17511 2 < CUIUT|

HS)7

pour une fonction C' indépendante de . Ainsi, le lemme de Gronwall implique les
estimations uniformes désirées. ([l

Notons (a, ¢) € C([0,T.]; H>*(R™)) I'unique solution du systeme limite :

1
b+ 5 Vo +laf =0 5 @] =do.

) - (2.9)
Gta+V¢~Va+§aA¢:0 : a‘ =ag.

t=0

Les estimations précédentes (appliquées a (a® — a, d° — ¢)) permettent de montrer
que

\ us(t)—a(t)e W/ o= ‘ af(£)e " O/ _ q(t)eioW/e
=0 (Jla*(t) — a(t)| 2 +
= 0(e) + O(t).

L2

a®ll,2)

G (/e _ i(t)/e

Pour des temps d’ordre O(1), on décrit la solution a 'ordre principal en prenant
en compte le premier correcteur (a!), ) solution du linéarisé de (2.7) autour de
(a, @), avec e = 1 :

09" + V- Vol + 2Re (@) =0,

1 1 '
9,aV + V- Val + Vo) . v + 5a(l)Aqg + §GA¢(1) = %Aa,

(1) — . (1) _
¢ ‘t:O =0 ; a ‘ = a1
On a alors ([19]) : pour tout s, T, < Ty, (aV, M) € L>([0, T.]; H*(R™)) et
la* = a — ea® |l qomgiary + 197 = ¢ = €6V |l < Cuc?, ¥s 2 0.
On a donc amélioré 'asymptotique précédente en :

‘ W (t) — a(t)e Deied)/e

Le couplage (a™), ")) montre que pour décrire u° sur des temps d’ordre O(1), il
faut prendre en compte le correcteur d’amplitude initial a;.

= O(e).

L2

On conclut cette partie par des remarques sur la structure des équations.

Remarque. Si (a,¢) vérifie (2.9), alors (p,v) := (|a|?, V) est solution de

0 = v¢0a
Op+div(pv) =0 p’t:O = |ao]?.

ov+v-Vo+Vp=0 ; v’t:

(2.10)

Bien que a soit a valeurs complexes, remarquons le lien entre cette formulation du
systeme limite et le changement d’inconnu p — /p (vitesse du son) introduit dans
[23] (voir aussi [8]) pour étudier (2.10) lorsque la densité est a support compact.
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Remarque. Dans [19], Panalyse est étendue au cas ot la non-linéarité Vu] = |ul?
est remplacée par V[u] := f(|u|?) lorsque f vérifie f(0) =0 et f' > 0 (non-linéarité
cubique et défocalisante a l'origine). Dans ce cas, on a toujours des estimations pour
les solutions de I’équation d’onde

d%v — div(f'(Ju]*)Vv) = F.

Pour cette méme raison, 1'approche de [19] ne s’applique pas lorsqu’on suppose
juste que f’ > 0 (ce probleme est ouvert méme pour une non-linéarité quintique
f(U) = U? telle que f’ s’annule en un seul point). Notons que pour une non-
linéarité focalisante, avec f(U) = —U, I’équation de propagation est de type ellip-
tique (A;,v = F') ce qui amene a travailler dans la classe des fonctions analytiques
(voir [15]).

Remarque (Milieux inhomogenes). On pourrait chercher a reprendre I’étude de (2.4)—
(2.5) dans le cas on A est remplacé par div(3(x)V-), ou 5 € C°(R™) est minorée
par une constante strictement positive. Dans ce cas, on est amené a étudier un sys-
teme de la forme (2.8) avec un opérateur L(x,d,) qui est toujours anti-symétrique,
mais a coefficients variables. En particulier, on ne peut plus obtenir des estima-
tions de la norme H® en commutant I’équation avec (I — A)*/? car le commutateur
[(I — A)*2, L(x,0,)] est un opérateur d’ordre s + 1, aussi [(I — A)*/?, L(z, d,)|U®
ne peut pas étre vu comme un terme source. C’est un probleme de perte de dérivée
que l'on peut chercher a résoudre via 'effet de Kato. Ici, on peut aussi commencer
par remarquer que l'on a déja une estimation L? uniforme en ¢ de la solution, car
L(x,0,) = —L(z,0,)*. Le probleme est donc d’obtenir une estimation des dérivées
d’ordre s. Pour cela on peut s’inspirer de [2]. Le point important est que div(5(z)V-)
commute avec L(z,d,). Pour m € N, on peut donc estimer (div(3(x)V))™U*® dans
L? de la méme facon que l'on avait estimé (I — A)*2U¢. Ce qui donne le résultat
cherché si s = 2m.

3. Problemes de Cauchy

On explique ici quelques résultats concernant ’étude des problemes de Cauchy
pour les systemes qui interviennent dans l’étude de la limite semi-classique des
équations de Schrodinger-Poisson. Ces équations s’écrivent

1
10pu + iAu =Vou, AV,=¢q (|u|2 — c) : (3.1)

ol ¢ est une constante et ¢ = ¢(x) est une fonction bornée. Si ¢ = 0, c’est I'équation
de Hartree, le probleme de Cauchy est bien compris (voir [17] ou [6]). Sil’on suppose
juste que ¢ est bornée (¢ = 1 par exemple) alors c’est un probléeme ouvert que 'on
discute ici en comparant avec I’équation de Gross-Pitaevskii :

, 1
O + 5 Au = (luf* = 1) u, (3.2)
qui est I’évolution Hamiltonienne associée a 1’énergie :
1 1 2
/5 V@) + (0@ ~ 1) da.

L’espace naturel pour étudier (3.2) est donc I'espace d’énergie
E={ue€ H..(R"); Vue L*(R"), |ul*-1¢€ L*(R™)}.
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Pour étudier les solutions bornées, mais qui ne sont pas dans L?, P. E. Zhidkov a
introduit, en dimension n = 1, dans [30] (voir aussi [31]) les espaces :

X3(R") = {u € L®(R") ; Vu € HL(R")).

Zhidkov a montré que le probleme de Cauchy pour (3.2) est globalement bien posé
dans X!(R!). L’étude des espaces X *(R"™) en dimension n > 2 est due & C. Gallo [14]
qui a, en particulier, montré que le probleme de Cauchy pour (3.2) est localement
bien posé dans ces espaces. Récemment, P. Gérard [16] a résolu le probleme de
Cauchy dans ’espace d’énergie.

Théoréeme 3.1 (P. Gérard [16]). Soit n € {2,3}. Pour toute donnée uy € E, il
existe une unique solution u € C'(R; E) de (3.2) telle que u(0) = wy.

C’est un résultat fondamentalement non-linéaire, en raison de la contrainte |u|” —
1 € L?*(R™). Dans le cas ou la fonction ¢ de I'équation de Poisson (3.1) n’est pas dans
L'(R™) (c = 1 par exemple), le systéme (3.1) nous met en présence d'un probleme
semblable. A la maniere de [16], nous travaillerons avec la contrainte |ul* — ¢ €
L*(R™).

Comme expliqué dans I'introduction, on s’intéresse aux comportements des solu-
tions pour les temps précédant ’apparition de singularités pour le systeme limite.
Ces équations limites sont celles de la mécanique compressible, et il est notable
que I'on dispose de plusieurs résultats donnant des conditions garantissant que les
solutions explosent en temps fini. Par exemple, dans [23], on trouve des résultats
d’explosion pour des densités initiales intégrables (en particulier dans le cas du vide,
qui correspond a des données initiales uf a support compact). Pour les équations de
Gross-Pitaevskii, le systeme limite est aussi celui des équations d’Euler pour un gaz
isentropique, mais dans le contexte usuel ol la densité est une constante strictement
positive a U'infini. On peut alors utiliser les théorémes 1 et 3 de Sideris [26] pour
donner les exemples suivants :

Ezemple. Pour tout n > 1, et toute fonction non identiquement nulle xy € C§°(R)
telle que 0 < y < 1, la solution (p,v) de

dp+divipr) =0 5 p|_ =1+x(?), .
ov+v-Vo+Vp=0 ; U’t:O = —AV (X(azz)ﬁ), ‘
explose en temps fini pour A assez grand. En dimension 3, le résultat reste vrai avec
v =0.
t=0

4. Réductions géométriques

4.1. Introduction d’un potentiel

Considérons les équations

2

iedu® + %AUE = Vexs (t, w)u® + ’uEIZ us, u’ = ag(:c)ei‘bo(x)/f.

t=0
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Pour ce probleme, I'approche détaillée au paragraphe 2.3 consiste a rechercher une

représentation phase/amplitude de la solution u® = a®e’®**/* telle que
1
00+ 5 [V + Ve +[aP =0 3 @°|_ =,
B 4.1)
1 (
o,a® + Vo - Va® + §a5ACI>€ = i%AaE ;oat R ag -

On note que l'introduction d’un potentiel non borné dans les équations modifie
sensiblement la nature du probleme. En effet, le potentiel ne peut pas étre vu comme
un terme perturbatif. Pour autoriser le cas d’un potentiel extérieur et d'une donnée
initiale réguliers et sous-quadratiques, I'idée, introduite dans [4], est de chercher la
phase ®° sous la forme ¢° + @i OU Pepc €st définie par :

Lemme 4.1 (R. Carles [4]). Supposons que Vixy € C®°(R x R"), ¢y € C°(R") et
OV € C(R; L(R™)),  09¢o € L=(R™)  pour tout |a| > 2,
alors il existe T > 0 et une unique solution g € C°([0,T] x R™) de :
1
at(lﬁeik + §‘vw¢eik’2 + V:ext =0 ; (beik =0 = ¢0 .

Cette solution est sous-quadratique : 0%pex € L¥([0,T] x R™) pour tout || > 2.

FEsquisse de la démonstration. Considérons la solution (z(t,y),{(t,y)) de

{ atx(tv y) = 5 <t7 y) ; x(()? y) =Y,
atg(tv y) = _Vx‘/ext (t7 x<t> y)) ) 5(07 y) = ngO(y)

En suivant ce flot, et en utilisant un théoreme d’inversion globale (voir [11]), on
construit ¢ey, localement en temps, mais globalement en espace. L’idée est que
V,x — I est une petite perturbation uniformément bornée en espace, nulle pour
t = 0 et continue en temps. Ceci implique 'existence de T™ > 0 tel que, pour tout
t €10, 7%, y — x(t,y) est un difféomorphisme global. On note y(¢, ) son inverse,
qui permet de définir ¢y € C([0, T*] x R™) par Voo (¢, ) = £ (¢, y(t, 1)). O

(4.2)

En introduisant ¢° := ®° — @iy, le systeme (4.1) devient
1

0"+ 5 IV |* + Ve - V£ + |a°|* = 0,

1 1 €
ora® +Vo¢© - Va® + Ve - Va© + §aEA¢a T iaaAfbeik = ZEA"JE, (4.3)
qbf:‘
Le point important est de vérifier que les termes ou ¢, intervient sont des pertur-
bations semi-linéaires (qui peuvent étre traitées par le lemme de Gronwall). Pour

le voir, on introduit la vitesse v* = V¢° et on sépare la partie réelle et la partie
imaginaire de ’amplitude, pour obtenir un systeme de la forme

QU+ Y AV, U)O,U° + B(V26u) U + eL(0,)U° = 0,

1<y<n

. 3 _ €
3 —ao.

t=0 t=0

pour des matrices A; = A;(V,U) symétriques dépendant de facon C* de (V,U) €
R"™ x R™2_ et un opérateur L(9,) du second ordre et anti-symétrique. Le point clé
est que les matrices A; dépendent linéairement de V' € R". Par conséquent, tous
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les termes qui apparaissent dans les estimations d’énergie ne font intervenir que les
dérivées secondes de e, qui sont bornées d’apres le Lemme 4.1 (voir [4]).

4.2. Interaction avec le potentiel de Poisson

Considérons maintenant les équations de Schrodinger-Poisson :
2

{0t + %Aus — Vi (£, )0 + VE(t, 2)0, (4.4)
AVE = q (] = ¢), (4.5)
w_, = ag(x)e@/e, (4.6)

ou ¢q € R, dans le contexte suivant :
Hypothese 4.2. Le potentiel extérieur Vix, € C°(R xR") et la phase ¢y € C*°(R")
s’écrivent
Vext (t,7) = Vauad (8, ) + Voers (8, ), d0(2) = Pquad () + wo(),
avec

Vi‘/quad = 07 Vi¢quad = 07 v:(:vaert € O(R7 HOO(Rn))a VxSOO € HOO(Rn)

Ezxemple. On peut en particulier considérer un potentiel harmonique anisotrope :

n

Viuad (T, ) = Z A (t)x?

Jj=1

Les idées expliquées dans les paragraphes précédents conduisent a introduire e
dans C'*([0,T] x R™), solution de :

1
at(beik + §|vm¢eik|2 + unad =0 ; (beik

=0 = ¢quad7 (47)
et & chercher la solution sous la forme u¢ = afe!(®eixt99)/e ayec

1
01¢° 4+ Veir - V© + §|V<;5E|2 + Vot + V5 =0 ¢°

=0 - 9007

1
0ra® + V (¢° + deix) - Va© + §a5A (¢° + Geix) = 1=Aa ; a°

AVS = q(|a5|2 - c).
Supposons que le profil ¢ est une perturbation a courte portée d’une constante :
c=1+¢ avecce L'(R")N H®(R").

Aussi, comme expliqué a la section 3, on suppose que la donnée initiale vérifie
|a8|2 — 1 € L?(R"). Cependant cette contrainte n’est pas propagée par I'’équation
lorsque Aggyc # 0, comme cela se constate sur ’exemple

1
@ae + §a€A¢eik = 0,
qui s’écrit 0;a® = 0 avec

a“(t,z) = a°(t, z) exp <; /Ot A@eix (T, x)dT) :
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Cela suggere de chercher des solutions vérifiant la contrainte
2
ufed Jo Aberaddr” ¢ poor2 (4.9)

Cependant, cette condition n’est pas naturelle par rapport a I’équation de Poisson,
car elle ne donne pas AV € L°L2.

Pour contourner cet obstacle, dans [1], on commence par remarquer que, sous
I’Hypothese 4.2, Agei est une fonction du temps uniquement. En effet,

Ve =0 (4.10)
(ce qui se démontre en remarquant que W := V3¢ vérifie 'équation de transport

OV + Voeix - VU = B(VPeir) ¥, \D‘t:() =90,

et en utilisant le fait que V2¢ep. est bornée). L’idée est alors d’introduire un potentiel
de Poisson fantome V; et un potentiel V= tels que :

AV, =g (@— Jo Adentrydr _ 1) . Al=ge (4.11)

Alors, le potentiel 17; =V — Vy — V; vérifie une équation naturelle par rapport a
la contrainte (4.9). En effet, on calcule :
2
- 1> .

Puisque AV} est une fonction du temps seulement, V, est quadratique en z, et on
peut choisir

Af/\;s =qge fOt Adpeite(T)dT < u‘se% fot Adgeir(T)dT

KN

Velt. ) = q' - <e—fé Adun(r)dr _ 1) . (4.12)
n

Ainsi, introduire V, et récrire la premiere équation de (4.8) pour le potentiel ‘7;
fait apparaitre des termes quadratiques supplémentaires dans I’équation pour ¢°
(Vg lui méme!). Suivant la méthode expliquée au paragraphe 4.1, on doit prendre
en compte ces termes dans la définition de la phase ¢qp. C'est a dire remplacer
Viuad Par Vguaa + Vg dans (4.7). Cependant, modifier la définition de ¢ei modifie
la définition de V, par (4.11), ce qui modifie la définition de ¢@e. Ce phénomene
non-linéaire suggere que déterminer la bonne phase eikonale nécessite de résoudre

Oy Peitc + 1]V¢ i? + Viwad (t, ) = —q@ (e—fot Adeir(T)dr _ 1)
tPeik 9 eik quad \Y, m 5 <413)

¢eik|t:0 = gbquad .

En cherchant la solution de ce probleme sous la forme d’une fonction polynomiale
en x et en introduisant 'inconnue [; A (7)d7, on se ramene a une équation dif-
férentielle ordinaire, et on peut montrer que :

Proposition 4.3. Sous l'hypothése 4.2, il existe un temps T* > 0 et une unique
solution ¢ € C([0,T*] x R™) de (4.13) telle que V3¢ = 0.

La discussion précédente peut se résumer comme suit.
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Lemme 4.4. Introduisons Vx tel que AV:z = qc, et considérons la fonction Pe
donnée par la proposition 4.3. Notons

jzf?

Ll _ —2g(t)
g(t) == 2/0 Agu(r)dr et Vylt.x) =g - (70 ~1).
Alors (a®, ¢F) vérifie (4.8) si et seulement si
(@, 0%, Vp) = (90", 6%, V5 = Ve = 1)

vérifie

1 ~c¢
at¢€ + V¢eik : V¢E + §’V¢E‘2 + Vpert + V;) =0 ; ¢€

=0 O

=aqa
t=0 0

1
O + V(¢ + dar) - Va© + ST A = igAaa s

A‘A/: = qe*29(|65|2 - 1).

Remarque. Noter que ‘7;,5 ne vérifie pas les mémes conditions a l'infini que V7. Ceci
est 1ié au choix (4.12) fait pour résoudre (4.11).

On peut simplifier encore le systeme en utilisant le fait que ¢ est une fonction
polynomiale de degré au plus deux. En effet, pour tout t € [0,7*], Vu(t,-) est
une fonction affine et on peut décrire treés simplement les caractéristiques z(t,y)
associées a I'opérateur de transport 0, + Ve - V présent dans (4.14) :

Lemme 4.5. Il existe a € C*([0,T*];R") et A € C>([0,T*]; M,(R)) tels que,
A= A* et, pour tout t € [0,T*], la solution de

O (t, y) = Voex(t, (t,y)),  x(0,y) = v,
vérifie v(t,y) = ey + a(t).
Définissons, pour toute fonction f,
fity) = f (ta(ty)) - (4.15)

Travailler avec f* au lieu de f permet de redresser les caractéristiques associées a
O0; + veic - V de sorte que

atfﬁ(t,y) = (0 +veix - V) f (t,2(t,y)) .

Le point important est que ce changement de variable ne modifie pas la structure
des équations. En effet, le lemme 4.5 implique que

(Vf)ﬁ(t, y) - e_A(t)vfﬁ(tv y)a (416)

pour une matrice symétrique A(t) qui ne dépend pas de y.
Introduisons 'opérateur 0 par, pour tout u: [0, 7] — S’(R"),

(Ou)(t) == e A OVu(t).
Utilisons la notation (4.15), celles du lemme 4.4 et posons

af = (@), 0= (VE)F, vk = (Vo) et Wier i= Vi + V2
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qui vérifie VWt € C(R; H*(R")) car ¢ € L'(R™) N H*°(R™) par hypotheése. Avec
ces notations, on s’est ramené a résoudre le systeme

Oy + v° - OU° + V" - OVeixx + OWpert + OWS, = 0,

poi
1
0o +0° - 0o + 50458 v = —z’%@*@oﬁ, (4.17)
DOWsy = —ge(|o"* = 1).

Remarque. Pour un potentiel extérieur répulsif Viyaa = —].75\2 et Pquaa = 0, ou
Viuad = 0 €t @quaa = +|z[%, le terme v° - Qg est un terme de relaxation. Ce qui
a permi d’obtenir, dans des situations voisines, des résultats en temps grand pour
des données petites (voir [3, 7] pour les équations de Schrodinger et [27] pour les
équations d'Euler).

5. Enoncés des résultats

On décrit ici les résultats de [1] pour le systeme
2

1e0uf + %Au6 = Vext® + Vius,  (t,z) € RxR", (5.1)
AVE =q ([P —c), VVy(t2) S0 V(o) =0, (5.2)
Ujy—g = a(z)e'@/e, (5.3)

On montre que les solutions des équations de Schrodinger—Poisson existent sur un
intervalle de temps indépendant de la constante de Planck, pour un profil ¢ borné,
en présence d’un potentiel extérieur. Le manque d’intégrabilité du profil est résolu
en travaillant dans les espaces de Zhidkov introduits au §3, en dimension au moins 3.
On en déduit que les observables quadratiques convergent fortement quand e tend
vers 0. Dans le cas ou ¢ € L'(R"), on montre des résultats de convergence forte pour
la solution elle-méme.

On a expliqué dans la section précédente comment éliminer les termes liés aux
composantes quadratiques de V. et ¢g. On considere donc ici le contexte suivant,
on l'on se restreint au cas d’oscillations planes. Dans ce cas, on peut autoriser des
profils ¢ plus généraux.

Hypothese 5.1. e ¢ appartient a 'espace de Zhidkov X *°(R") := Ny X*(R™).
e Le potentiel extérieur Vo € C®(R x R™) s’écrit

Vext(t, ) = E(t) - & + Vpert(t, ), avec E € C(R) et VVie € C(R; H¥(R"™)).

e L’amplitude initiale est de la forme af(z) = ao(z) + r°(z) avec ap € X*(R"),
lag|* — c € L*(R™), et r* € H®(R™) qui vérifie

175 || 22 —0>0, Vs > 0.
e La phase initiale ¢ € C*(R") est donnée par
do(x) = -z + @o(x), avec aw € R" et Vo € H*(R").

Théoréme 5.2. Soit n > 3 et ¢ € {—1,4+1}. Supposons que U’hypothése 5.1 est
vérifice. Alors il existe 0 < T < T* indépendant de ¢ €]0,1] et une solution u €
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L=([0,T] x R™) de (5.1)-(5.3) telle que |uf|?* — c € L=([0,T]; L*(R™)). De plus on
peut écrire us = afe! Pt/ oy -
— Geix(t,x) = a(t) - x + B(t) avec

=a-— / B(t) = —; /Ota(T)QdT.

—a® € C™([0,T] x R )N C([0,T]; X*(R")), et |a°|> — c € C([0,T]; L*(R™)).
— ¢t € 0=([0,T] x R?) et V¢* € O([0,T]; X®(R")).
— Pour tout s > n/2, il existe My tel que, pour tout ¢ €]0,1],

+ IV° || oo (o, x5) < M.

o ooy + 10 = €] .70

Remarque. (a) Nous ne savons pas prouver un résultat d’unicité pour la solution u®
lorsque ¢ = 1. L’existence des solutions est un résultat nouveau dans ce contexte.
Les études précédentes (cf [28] et les références qu'il contient) concernent essen-
tiellement le cas ¢ € L'Y(R™) N H*(R"), ce qui permet de considérer des don-
nées uf € H*(R™), et I'unicité est alors bien connue (voir [6]). De plus, pour
c € L'Y(R") N H>*(R"), on montre un résultat plus complet dans [1]. Dans ce
cas, on peut traiter le cas de potentiels quadratiques directement (sans utiliser
la réduction expliquée au §4.2). Dans cette direction, notons que dans le cas
¢ =1, la contrainte |u|* — ¢ € L2(R") est incompatible avec a® € L*(R"), ce qui
contredit les preuves de [21, 22].

(b) La restriction n > 3 provient d’un manque de controle des basses fréquences
pour I’équation de Poisson (4.5) lorsque n < 2.

(¢) Une différence importante avec I’étude de 'équation (2.1) est que l'on n’a pas
de restriction ici sur le signe de la charge q.

(d) Les conditions utilisées pour résoudre 1'équation de Poisson (4.5) sont similaires
a celles données dans [29]. Si de plus ¢ € L'(R"), on peut imposer Vi (t,z) — 0
quand |z| — oo (a la place de V (¢,0) = 0, comme dans [28] par exemple).

Schéma de la démonstration. On construit a® et ¢° comme limites des solutions
d’équations régularisées ou I'on tronque les hautes fréquences |{| > 1/h dans les
non-linéarités et les basses fréquences || < h dans I'équation de Poisson. Pour cela,
on considere une fonction 53 € C*°(R") vérifiant

0<y<1, y¢)=1pour (<1, (&) =0pour [{| =2, (&) =)
Pour h €]0, 1], on introduit les multiplicateurs de Fourier
Jn = g(hD,), Gp=1—Jip, Rp:=qA "G,
qui vérifient

il o —proe < ERTF, AT < Kh*.

H(r+k =

On considere les équations

005, + Jn (Ve + v3) - VI3) + VVoers = —RiV (a5 — ), w5

1 €
ova;, + Jp, (veix + v5) - Vhaj,) + 5(12 divey = @EAJfLaZ, ai‘ = ag,

ol Veik := Veix = v est une fonction du temps uniquement.
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En utilisant le fait que J, et Rj sont des opérateurs régularisants, on peut appli-
quer le théoreme usuel pour les équations différentielles ordinaires et montrer que,
pour tout € € [0, 1] et tout h €]0, 1], il existe Tf > 0 tel que le probleme de Cauchy
admet une unique solution (v§, a5) € C1([0, T5|; HT3(R™) x X*T(R™)).

L’étude est alors en deux parties. On commence par montrer les estimations uni-
formes suivantes : Il existe une fonction C' telle que, pour tout (¢, h) € [0, 1]x]0, 1],
la norme

ME(T) = llag | zexcee + lai? =] . o + [0Ellgexere,

L L2
vérifie

Mi(T) < M;(0)e"™ M) VT e [0, T,
ou l'on a estimé les normes L en utilisant

Vo e HYR"), o]l < K[Vl ot

Vo € X°R"), loli= < K||lof —c| , + KIVel}i + Kllelx-,
pour une constante K qui ne dépend que de s.
Les estimations précédentes montrent que VW5 := R,V (|a5|? — ¢) est bornée

dans

C([0,T); H*(R™)), ce qui implique que W§, 9,v5, et dya;, sont bornées dans C([0, T]; X~ (R™)).
On en déduit que ces suites convergent quand h tend vers 0 vers des limites notées

We, a® et v°. De plus curl W® = 0 et donc W* est le gradient d'une distribution

notée V. Pour démontrer que (v, a®) vérifie

" + (veik + v°) - VU© + Ve + VIV =0,

1
0ra° + (Veix + v°) - Va© + icf dive® = i%Aaea (5.4)
A‘/;JE — q(’a€’2 _ C),

on montre que AV — ¢ (Ja®|* — ¢) = 0 en prouvant que c’est une fonction du temps
uniquement qui appartient a L>°([0,T]; L?*(R")) (le lemme de Fatou implique que
la®]? — ¢ € L*([0,T]; L*(R™))). Enfin, on prouve que (vi — v°,aj — a°) (et pas
seulement une sous-suite) converge vers 0 dans L>([0, T]; X**T?(R™) x X**1(R")). Il
reste a utiliser le fait que v° est un gradient pour définir la phase ¢°, et a montrer que
le gradient de V; est nul a l'infini en utilisant le lemme de Riemann-Lebesgue. [

La démonstration du théoréeme précédent permet de construire une solution pour
le systeme limite

1
06 + Vi - Vo + 5[V 4 Voure + Vo =05 ¢|,_ = do.

t=0

1
0+ V(¢ + der) - Va+ 5alé =0 ; a _ = an (5.5)
AV, = Q<\a|2 - C) . VV(t,z) — 0, V,(t,0) =0.

|z|—o0

On montre que 'erreur (w, wye) = (V& - Vo, a® — a) vérifie

d
%) S llws ()]

A (A0I
+el| Ao s ()] e + IV (Vs = V3) |

2

oo+ [lwi ()] e AL

Hs Xs+1 ||wi (t) | Xs+1.
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L’injection de Sobolev et la condition a l'infini garantissent alors que
19 (Vi = Vo) Il 2y S el

ce qui permet de montrer

d g g g g g
pr (g () e + lwg () 17-) S N (O + NG (011 + ellwg ()
Par hypothese ||ws(0)|xs+1 + ||ws(0)||gs = ||7¢|| —20, et le lemme de Gronwall
E—>
donne

[[wg | oo (o,73:x5+1) + [[wellLoe o, rysme) S € + (|77
On peut en déduire la convergence forte des observables quadratiques.

Hs-

Théoréme 5.3. Sous l’hypothése 5.1, il existe une solution réguliere (a,®) de (5.5)
telle que (a, Vo) € C([0,T]; X>°(R™)), |a]* — c € C([0,T]; L*(R™)) et

la® = all ooy + V(97 = d)llorinny —2 0, Vs >n/2.
De plus, la densité et le moment convergent fortement :

[F—; lal*  dans L(0,T]; H*(R™)), et

e Im (wfe /oY (ufe~9n/7) ) — |a]*Ve dans L=(0, T]; X*(R")), Vs > n/2.

|u

Remarque. Un résultat similaire est établi par P. Zhang [28], pour Vo = 0 = «
lorsque, de plus, ¢ € L'(R"). Cependant, dans [28], la convergence est prouvée au
sens plus faible des mesures, via une approche différente basée sur les mesures de
Wigner. De plus, pour ¢ € L'(R") N H*(R™), dans [1], on obtient un résultat plus
fort, suivant les méthodes de [19, 4].
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