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GDR 2434 (CNRS)

Sur la théorie globale des équations de
Navier-Stokes compressible

Didier Bresch Benoît Desjardins
Résumé

Le but de cet article est de présenter quelques résultats mathématiques
plus ou moins récents sur la théorie de l’existence globale en temps (solutions
faibles et solutions fortes) pour les équations de Navier-Stokes compressibles
en dimension supérieure ou égale à deux sans aucune hypothèse de symétrie
sur le domaine et sans aucune hypothèse sur la taille des données initiales.

1. Introduction

Un fluide compressible conducteur de chaleur est gouverné par les équations de
la mécanique suivantes

∂tρ + div (ρu) = 0, (1)
∂t(ρu) + div (ρu⊗ u) = div σ + ρf, (2)
∂t (ρE) + div (ρuH) = div ((σ − pI) · u) + div (κ∇θ) + ρf · u, (3)

E = e +
|u|2

2
, H = h +

|u|2

2
, h = e +

p

ρ
,

où u ∈ Rd désigne le vecteur vitesse du fluide, ρ la densité, κ le coefficient de
conductivité thermique, σ le tenseur des contraintes, p la pression, e l’énergie in-
terne spécifique et h l’enthalpie spécifique. L’énergie totale spécifique est notée E
et l’enthalpie spécifique associée H. Enfin, les forces extérieures sont donnés par
le champ de vecteur f . Les équations (1) (2) et (3) expriment respectivement la
conservation de la masse, du moment et de l’énergie totale. Afin de fermer le sys-
tème, deux ingrédients supplémentaire sont alors nécessaires. Tout d’abord, le fluide
est supposé Newtonien, de telle sorte qu’il existe deux coefficients de viscosité µ et
λ tels que

σ = 2µD(u) + (λdiv u− p) I, (4)
où D(u) désigne le tenseur des taux de déformation, défini comme partie symétrique
du gradient de vitesse ∇u. Comme deuxième condition, une loi thermodynamique
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de fermeture donne la pression p et l’énergie interne e comme fonctions de la densité
ρ et de la température θ

p = P(ρ, θ) et e = E(ρ, θ). (5)

Afin d’être consistant avec le second principe de la thermodynamique, qui implique
l’existence de l’entropie comme une forme différentielle fermée, la condition de com-
patibilité appelée "équation de Maxwell" entre P et E doit satisfaire

P(ρ, θ) = ρ2∂E
∂ρ

∣∣∣∣
θ
+ θ

∂P
∂θ

∣∣∣∣
ρ
. (6)

L’entropie s = S(ρ, e) est d éfinier à une constante additive près par
∂S
∂e

∣∣∣∣
ρ

=
1

θ
and

∂S
∂ρ

∣∣∣∣
θ

= − p

ρ2θ
, (7)

Une autre hypothèse importante sur la fonction d’entropie est faite

l’entropie S est une fonction concave de (ρ−1, e). (8)

La propriété (8) assure en particulier la positivité du coefficient Cv donné par

Cv =
∂E
∂θ

∣∣∣∣
ρ

= − 1

θ2

∂2S
∂e2

∣∣∣∣−1

ρ
.

Le système (1)(2)(3) est complété avec des conditions initiales

ρ|t=0 = ρ0, ρu|t=0 = m0, ρE|t=0 = G0 +
|m0|2

2ρ0

. (9)

Les fonctions ρ0, m0, et G0 sont supposées satisfaire

ρ0 ≥ 0 p.p. sur Ω, et
|m0|2

ρ0

= 0 p.p. sur {x ∈ Ω / ρ0(x) = 0}, (10)

et G0 doit être pris tel que

G0(x) ∈ ρ0(x)E(ρ0(x), R+) pour p.p. x ∈ Ω, (11)

ce qui permet de définir la température initiale θ0 sur {x ∈ Ω / ρ0(x) 6= 0}, qui est
supposée être positive

θ0(x)=E(ρ0(x), ·)−1
({

G0(x)/ρ0(x)
})
≥0 p.p. sur {x ∈ Ω / ρ0(x) 6=0}. (12)

Le papier est constitué de trois parties. Dans la première partie, nous présentons
les résultats d’existence globale de solutions faibles tout d’abord pour les fluides
compressibles barotropes puis pour les fluides conducteurs de chaleur. La deuxième
partie sera consacrée au seul résultat, à notre connaissance, sur l’existence globale
d’une solution forte en dimension deux d’espace et la dernière partie présentera les
contre-exemples dûs à Vaigant, Desjardins et Xin sur l’existence globale de solutions
classiques. Malheureusement ces contre-exemples utilisent soit une densité initiale à
support compact, soit une force extérieure singulière pour faire exploser la solution
en temps fini. La question de l’existence globale d’un solution classique globale reste
donc encore ouverte pour une densité initiale loin du vide et une force extérieure
régulière. Nous ne donnerons aucun résultat sur des systèmes couplant les équations
de Navier–Stokes compressibles avec évolution d’un champ magnétique, présence de
réactions chimiques, etc....

III–2



2. Solutions faibles

2.1. Equations de Navier–Stokes pour un fluide compressible
barotrope

Lorsque l’écoulement est compressible et barotrope (c’est à dire que sa loi de
pression ne dépend que de la densité), même l’existence globale de solutions en di-
mension d’espace supérieure ou égale à deux est longtemps restée sans réponse. Il
existe une vaste littérature sur cette question dans laquelle de nombreux auteurs,
A. Matsumura et T. Nishida, D. Hoff, D. Serre, A.V. Weigant, A. Kaz-
hikhov, V. V. Shelukhin et R. Danchin pour n’en citer que quelques uns, ont
apporté des réponses partielles sous diverses contraintes plus ou moins restrictives
sur les données initiales (régularité, petitesse) ou sur les coefficients de viscosité
(dépendance très particulière de λ par rapport à la densité et µ constant).

Le cas des viscosités constantes. La première approche rigoureuse de ce pro-
blème dans toute sa généralité est due en 1993 à Pierre–Louis Lions (1956–..) dans
le cas des équations de Navier-Stokes compressibles en régime isentropique (i.e.
lorsque la loi d’état du fluide reliant la pression p à la densité ρ est du type p = aργ

où a est une constante strictement positive et γ est la constante obtenue par le
rapport entre la chaleur spécifique à pression constante et la chaleur spécifique à
volume constant, constante dite adiabatique). Dans ses travaux, Pierre–Louis Lions
a présenté une théorie complète permettant d’obtenir des résultats d’existence de
solutions faibles globales en dimension d’espace supérieure ou égale à 2, et ce pour
des données initiales générales. On parle alors de solutions à La Leray comme ex-
tension au cas compressible de solutions construites pour la première fois par J.
Leray en 1933 pour les équations de Navier-Stokes incompressible. Notons que les
ingrédients de P.–L. Lions puisent leurs sources dans les travaux de D. Hoff ([25])
et D. Serre [44] sur l’importance du flux visqueux effectif sur la stabilité, les tra-
vaux de R. Coifman, Y. Meyer (cf [13]) pour les propriétés de régularité liés aux
commutateurs et les travaux de R.J. Di-Perna et P.-L. Lions (cf. [17]) sur les
propriétés de l’équation de transport linéaire. En ce qui concerne l’importance du
flux effectif en mécanique des fluides, le lecteur est également renvoyé à [18], [45].

Nous allons ici nous inspirer de [41] pour présenter dans une approche heuristique
les arguments de compacité de P.–L. Lions et les comparer à ceux d’E. Feireisl
qui a amélioré les puissances γ considérées dans ces résultats d’existence. Notons
que pour la construction des solutions approchées, une régularisation parabolique
de l’équation de la masse et un rajout de terme de pression sont effectués. Nous en
esquisserons le système régularisé en fin de sous-section.

Les équations de Navier—Stokes, modélisant l’évolution de la densité ρ et de la
vitesse u d’un fluide compressible en régime barotrope occupant une région bornée
tridimensionnelle Ω, s’écrivent

∂tρ + div(ρu) = 0, (13)
∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− µ∆u− (λ + µ)∇divu + a∇ργ = ρf. (14)

La première équation (13), communément appelée équation de continuité, provient
du principe de conservation de la masse, tandis que la deuxième équation (13), com-
munément appelée équation de quantité de mouvement, provient à elle, du principe
de conservation de la quantité de mouvement.
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Lorsque ρ et u sont régulières et satisfont l’équation de continuité, pour toute
fonction b ∈ C1([0,∞)), il est clair qu’elles sont également solutions de l’équation de
continuité dite "renormalisée", cette terminologie provenant de la théorie du trans-
port de R.J. Diperna et P.–L. Lions. Cette équation s’écrit

∂tb(ρ) + div(b(ρ)u) + (b′(ρ)ρ− b(ρ))divu = 0. (15)

Pour un temps T ∈ (0,∞), des forces f et des données initiales ρ0 et m0 satis-
faisant certaines hypothèses techniques, on dira que le couple de fonctions (ρ, u)
est une solution faible renormalisée à énergie bornée des équations s’il possède
les propriété suivantes : ρ ∈ L∞(0, T ; Lγ(Ω)) ∩ C0([0, T ], Lγ

faible(Ω)), ρ ≥ 0 p.p.
dans Ω, ρ|t=0 = ρ0 p.p. dans Ω, u ∈ L2(0, T ; H1

0 (Ω)), ρ|u|2 ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)) et
ρu ∈ C0([0, T ]; L2γ/(γ+1)(Ω)faible) et (ρu)|t=0 = m0 p.p. dans Ω ; si le prolongement
par zéro de (ρ, u) dans (0, T ) × R3\Ω est solution dans D′((0, T ) × Ω) ; si p.p.
τ ∈ (0, T ), (ρ, u) satisfait l’inégalité d’énergie

E(ρ, u)(τ) +
∫ τ

0

∫
Ω
(µ|∇u|2 + (λ + µ)|divu|2) ≤ E0 +

∫ τ

0

∫
Ω

ρf · u

et b(ρ) satisfait (15) pour b avec certaines propriétés de croissance. Dans cette in-
égalité,

E(ρ, u)(τ) =
∫
Ω

(
1

2
ρ|u|2 +

aργ

γ − 1

)
(τ)

désigne l’énergie totale au temps τ et

E0 =
∫
Ω

(
|m0|2

2ρ0

+
aργ

0

γ − 1

)
désigne l’énergie totale initiale.

La théorie développée par P.–L. Lions pour démontrer l’existence de solutions
faibles renormalisées à énergie bornée fait apparaître une limitation sur les valeurs
autorisées pour la constante adiabatique γ, à savoir γ ≥ 9/5 en dimension 3. Ré-
cemment E. Feireisl a généralisé cette approche pour pouvoir traiter les valeurs
γ > 3/2 en dimension 3 et plus généralement γ > d/2 où d désigne la dimension
d’espace. Nous allons ici nous borner à faire comprendre les différentes lignes.

La technique est de construire une suite de solutions approchées sur un système
proche de celui considéré par théorèmes de point fixe, approximations de type Faedo-
Galerkin. Ceci se fait en introduisant un, voir plusieurs paramètres, puis en modifiant
le système d’origine de telle sorte que les solutions approchées du système obtenu
tendent vers une solution du système d’origine lorsque le, voire les paramètres en
question tendent vers leur valeur critique. Cette méthode fait continuellement ap-
paraître le problème de compacité d’un ensemble borné de solutions approchées.

Notons qu’avec un bon choix de multiplicateur, que pour γ > d/2, il est possible
d’établir l’estimation clef suivante sur la densité∫ ∞

0
dt
∫
Ω

ρq ≤ C(R, T ) pour q =
(
1 +

2

d

)
γ − 1.

Théorème 2.1. Si γ > d/2, si ρ0 ∈ Lγ(Ω) et |m0|2/ρ0 ∈ L1(Ω) alors il existe une
solution globale faible (ρ, u) des équations de Navier–Stokes compressibles barotropes.

Le couple (ρn, un) satisfaisant l’estimation

ρn → ρ dans Lγ faible , un → u dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)) faible .
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La présence de la viscosité −ν∆u−(λ+µ)∇divu implique de la régularité en espace
sur la vitesse. En fait, il n’y a donc plus de phénomène de compactification et (ρ, u)
peut ne pas être solution. La viscosité régularise la vitesse et donc empêche les chocs
et donc préserve les oscillations en densité qui peuvent se propager. Malgré tout, si
ρn

0 → ρ0 dans L1(Ω) alors

ρn → ρ dans C([0, T ]; L1(Ω)) pour tout T ∈ (0,∞).

On peux montrer que la différence entre convergence forte et convergence faible
décroit en temps.

β(ρn)[(λ + 2µ)divun − a(ρn)γ] → β[(λ + 2µ)divu− aργ]

et β est une fonction C0 arbitraire sur [0,∞) avec une croissance à l’infini suffisam-
ment faible.

Tout d’abord, de l’inégalité d’énergie dans laquelle ρn, un, E0,n et 0 remplacent
ρ, u, E0 et f et g, il résulte que

‖ρn‖L∞(0,T ;Lγ(Ω)) + ‖un‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ‖ρn|un|2‖L∞(0,T ;L1(Ω)) ≤ c(T, E0,n).

En accord avec ces bornes, il existe des fonctions ρ et u telles que, modulo l’extraction
de sous-suites et lorque n → +∞, on a

ρn → ρ dans L∞(0, T ; Lγ(Ω)) faible∗, un → u dans L2(0, T ; H1
0 (Ω)) faible.

Ceci rend possible le passage à la limite n → +∞ dans l’équation de continuité
et dans tous les termes qui apparaîssent dans l’équation de quantité mouvement,
excepté dans le terme de pression p(ρn) = aργ

n. En effet, pour s’assurer que celui-ci
converge vers p(ρ) = aργ, il est nécessaire d’avoir plus d’informations, comme par
exemple la convergence ρn → ρ dans L1((0, T )× Ω).

Dans un premier temps, pour éviter que la limite de la suite aργ
n ne soit une

mesure, il est intéressant de posséder davantage d’information sur ρn. Pour cela on
teste formellement l’équation de quantité de mouvement par

ϕ = B
(
ρθ

n −
1

|Ω|

∫
Ω

ρθ
n

)
,

où B est l’opérateur de Bogovskii sur Ω (un inverse de l’opérateur de divergence) et
0 < θ < γ. Après calculs, on obtient∫ T

0

∫
Ω

ργ+θ
n ≤ C(T, Ω, E0,n), θ =

2

3
γ − 1. (16)

Cette observation est due à P.–L. Lions qui l’a obtenue d’une autre manière. Il faut
noter que pour la démontrer, on a besoin de savoir que (ρn, un) est une solution de
l’équation de continuité renormalisée dans laquelle b(s) = sθ.

Observons également que l’hypothèse de régularité du domaine Ω est étroitement
liée à l’utilisation de l’opérateur de Bogovskii qui n’est pas défini si Ω ne possède pas
la régularité minimale d’avoir une frontière Lipschitzienne. Le lecture est renvoyé
à [2] et [23] pour propriétés de l’opérateur B. Évidemment, une estimation locale
du type précédent suffit á assurer que la pression limite n’est pas une mesure. À
l’aide de (16), il est alors possible de préciser certaines convergences, notamment
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que modulo l’extraction de sous-suites et lorsque n → +∞, on a

ρn → ρ dans C0([0, T ], Lγ
faible(Ω)), (17)

ργ
n → ργ dans L(γ+θ)/γ((0, T )× Ω) faible, (18)

ρnun → ρu dans (C0([0, T ]; L
2γ/(γ+1)
faible (Ω)), (19)

ρnu
i
nu

j
n → ρuiuj dans D′((0, T )× Ω), i, j = 1, 2, 3. (20)

Notons la convergence des termes non linéaires qui proviennent de la conver-
gence forte de ρn déduite notamment de l’estimation uniforme sur ∂tρn donnée par
l’équation de la masse et de la convergence forte de √ρ

n
un déduite notamment de

l’estimation uniforme sur ∂t(ρnun) donnée par l’équation de quantité de mouvement.
En conséquence, les prolongements par zéro dans (0, T ) × R3/Ω des fonctions ρ, u
et ργ encore notées ρ, u et ργ satisfont les équations

∂tρ + div(ρu) + 0 dans D′((0, T )× R3), (21)
∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− µ∆u− (λ + µ)∇divu

+a∇ργ = 0 dans D′((0, T )× Ω). (22)

La difficulté qui consiste à prouver que (ρ, u) est une solution faible renormalisée
à énergie bornée reste entière et réside principalement dans la démonstration de
ργ = ργ p.p. dans (0, T )×Ω). Ceci recquiert une forme de compacité de la suite des
densités {ρn}n∈N∗ qui n’est pas disponible au vu des seules estimations. C’est une
observation de P.–L. Lions qui va combler cette lacune. Celle-ci fait état de la chose
suivante : la suite des quantités {aργ

n − (λ + 2µ)divun}n∈N∗ , couramment appelée
suite des flux visqueux effectifs ou suite des pressions effectives, possède une certaine
forme de compacité faible : propriété identifiée antérieurement en dimension 1 par
D. Hoff et D. Serre.

Plus exactement, on a le théorème suivant

Théorème 2.2. Pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) satisfaisant certaines conditions
de croissance à l’infini, on a

lim
n→+∞

∫ T

0

∫
Ω
(aργ

n −(2µ + λ)divun)b(ρn)ϕ dxdt

=
∫ T

0

∫
Ω
(aργ − (2µ + λ)divu)b(ρ)ϕ dxdt (23)

où les quantités surmontées d’une barre désignent les limites faibles des suites cor-
respondantes.

Jusque là, rien ne différencie réellement les approches de P.–L. Lions et E. Fei-
reisl. En effet, ce dernier aura besoin d’une version semblable au théorème précé-
dent

Théorème 2.3. Pour toute fonction b ∈ C1([0,∞)) et tout k > 0, si l’on note bk la
fonction définie par bk(s) = b(s) si s ∈ [0, k) et bk(s) = b(k) si s ∈ [k, +∞), alors

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω

(aργ
n − (λ + 2µ)divun)bk(ρn)ϕ dxdt

=
∫ T

0

∫
Ω
(aργ − (λ + 2µ)divu)bk(ρ)ϕ dxdt (24)

pour tout ϕ ∈ D((0, T )× Ω).
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Que ce soit P.–L. Lions ou E. Feireisl, tous deux ont ensuite respectivement
utilisé cette compacité faible avec b(s) = s. En réalité, le premier a avoir fait cette
observation, à l’aide d’une écriture de chaque intégrale faisant apparaître des com-
mutateurs, est D. Serre en dimension un d’espace. En dimension supérieure d’es-
pace, la preuve de P.–L. Lions est basée sur des résultats d’analyse harmonique
de R. Coifman et Y. Meyer et tient compte des observations de D. Serre. La
preuve de E. Feireisl est, quant à elle, basée sur le lemme div-rot de la théorie de
la compacité par compensation introduite par F. Murat et L. Tartar (voir [39] et
[48]) et sur l’écriture de chaque intégrale faisant apparaître un autre commutateur.

Voyons tout d’abord comment P.–L. Lions a conclu à la convergence forte de
la suite des densités {ρn}n∈N∗ vers ρ. Pour somplifier la présentation, supposons
s(γ) > γ + 1 c’est-à-dire γ > 3. Au vu de l’estimation sur ρ, il est clair que
ρ ∈ L2((0, T ) × Ω) si γ ≥ 9/5. Dans ce cas, la théorie du transport de R.J. Di-
Perna et P.–L. Lions s’applique à l’équation de continuité pour garantir la validité
de l’équation renormalisée. Alors si b(s) = s ln s, le passage à la limite n → +∞
dans l’équation satisfaite par ρn, un, l’équation renormalisée et l’identité de compa-
cité faible permettent l’obtention d’une équation d’évolution pour l’amplitude des
oscillations de la suite des densités mesurées par {ρ ln ρ− ρ ln ρ}. Celle-ci s’écrit

∂t(ρ ln ρ− ρ ln ρ) +div((ρ ln ρ− ρ ln ρ)u)

=
a

2µ + λ
(ργρ− ργ+1) dans D′((0, T )× R3). (25)

L’intégration formelle de cette équation sur (0, T )×Ω, la monotonie de la pression
p(ρ) = aργ et la convexité de la fonction s 7→ s ln s, s ≥ 0, impliquent que ρ ln ρ =
ρ ln ρ p.p. dans (0, T ) × Ω. Autrement dit, la convergence faible commute avec la
fonction strictement convexe, ce qui est totalement équivalent à la convergence forte
de la suite des densités {ρn}n∈N∗ vers ρ dans L1((0, T )×Ω) et achève la preuve du
théorème dans le cas γ > 3.

Précisons dans ce qui suit où résident les améliorations apportées par E. Feireisl,
permettant de traiter les valeurs γ pour lesquelles γ < s(γ) ≤ γ+1, i.e. γ ∈ (3/2, 3].
Pour cet intervalle de valeurs, on n’est pas toujours assuré que ρ soit de carré
intégrable. En conséquence, il n’est pas possible d’appliquer directement la théorie
du transport de R.J. DiPerna et P.–L. Lions. Ce manque d’information a été
comblé par E. Feireisl en remarquant qu’il était possible de contrôler l’amplitude
des oscillations de densité pour une norme Lp, avec p supérieur à 2, par le résultat
suivant

Théorème 2.4. Considérons {ρn}n∈N la suite de solutions approchées et ρ une
limite faible alors

oscγ+1[ρn − ρ] = sup
k>0

lim sup
n→+∞

‖Tk(ρn)− Tk(ρ)‖Lγ+1(Ω) ≤ c(T, Ω, E0,n)

où Tk(z) = kT (z/k) pour k ≥ 1 avec T ∈ C1(R) une fonction paire telle que T (z) = z
pour 0 ≤ z ≤ 1, T (z) = 2 pour z ≥ 3 et T concave sur [0,∞).

La démonstration de ce résultat utilise le théorème de compacité faible. Noter
également que celle-ci ne nécessite en aucun cas l’estimation sur les densités. Ce
résultat doit être perçu de la manière suivante : bien que les valeurs γ appartiennent
à (3/2, 9/5), même si la suite des densités {ρn}n∈N∗ est seulement bornée dans
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Lγ+θ((0, T )× Ω), l’amplitude de ses oscillations, mesurée par le membre de gauche
du théorème précédent l’est toujours dans un espace meilleur que L2((0, T ) × Ω).
Cette propriété va ensuite se substituer à l’information manquante ρ ∈ L2((0, T )×Ω)
et permettre de démontrer, en particulier, que, pour les valeurs γ ∈ (3/2, 9/5), le
couple (ρ, u) est une solution de l’équation renormalisée sur la masse.

Pour conclure E. Feireisl a adapté les arguments de la fin d’approche de P.–
L. Lions présentée plus haut. Disons simplement qu’il a utilisé une fonction b(s) =
Lk(s) telle que sL′k(s) − Lk(s) = Tk(s) et Lk(s) → s ln s quand k → ∞ à la place
de b(s) = s ln s pour récupérer ρ ln ρ = ρ ln ρ p.p. dans (0, T )× Ω. D’où la fin de la
preuve.

Donnons maintenant à titre indicatif le modèle approché nécessaire à la construc-
tion de la suite de solutions. Il s’écrit ainsi :

∂tρ + div(ρu)− ε∆ρ = 0, (26)
∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− µ∆u− (µ + λ)∇divu

+a∇ργ + δ∇ρβ + ε∇ρ · ∇u = ρf. (27)

avec un paramètre β suffisamment grand, et avec comme condition aux bords sup-
plémentaire ∂nρ = 0 sur la densité.

Les étapes de démonstration sont alors les suivantes : existence globale de solutions
faibles sur le modèle ci-dessus par méthode de Galerkin, passage à la limite quand
ε tend vers 0 puis passage à la limite quand δ tend vers 0. Notons que l’on a ajouté
le terme a∇ρβ, pour β grand, dans le système approché pour effectuer le passage
à la limite dans le terme ε∇ρ · ∇u dans l’approximation de Galerkin. Le premier
passage à la limite ε → 0 utilisera les arguments de P.–L. Lions car la densité
sera alors suffisamment intégrable alors que la dernière étape nécessitera le travail
d’E. Feireisl dans le cas où 3/2 < γ < 9/5.

Remarquons que la construction de solutions faibles pour Navier-Stokes compres-
sible barotrope utilise fortement l’approximation par une suite de solutions telles
que (ρn, mn)|t=0 = (ρn

0 , m
n
0 ). La suite de densité initiale {ρn

0}n est construite telle
qu’elle converge fortement dans L1(Ω) vers la donnée initiale de départ ρ0.

Il est important de savoir qu’une suite de solutions pour lesquelles les densités
oscilleraient de plus en plus fort pourraît converger vers une paire (ρ, u) qui ne
soit pas solution des équations de Navier-Stokes compressibles classiques. L’étude
des effets d’oscillations en densité a, par exemple, été étudié rigoureusement par
D. Serre, cf. [43], dans le cas unidimensionnel. Le cas multidimensionnel ayant
été étudié formellement. À la lumière des travaux de P.–L. Lions et E. Feireisl,
M. Hillairet, cf. [24], a récemment donné une preuve rigoureuse à ces calculs
formels multidimensionnels en étudiant le problème de Cauchy associé au système
homogénéisé qui en résulte.

Pour finir cette section, nous indiquons de nouveau le très bon livre de A. No-
votny et I. Straskarba, cf. [41] pour un exposé assez complet sur la théorie ma-
thématique des écoulements compressibles dans le cas isentropique. On y trouvera
notamment énormément de résultats originaux dus à l’école tchèque : cas station-
naire, cas non borné, domaines extérieurs, conditions aux bords de type entrée-sortie,
etc...

Le cas de viscosités anisotropes ou non constantes. Il est important de re-
marquer que les deux démonstrations de P.–L. Lions et d’E. Feireisl utilisent
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fortement que les viscosités µ et λ sont constantes. Elle utilise également fortement
une diffusion isotrope dans toutes les directions en espace.

Que se passe-t-il, par exemple, si les viscosités dépendent de la densité ? C’est-à-
dire si l’on considère un opérateur de diffusion du type

−2div(µ(ρ)D(u))−∇(λ(ρ)divu),

avec D(u) = (∇u + t∇u)/2 ?
Que se passe-t-il également si l’on considère une viscosité anisotrope comme cela

est fait par exemple en océanographie sur les équations de Navier-Stokes incompres-
sible ? C’est-à dire avec un opérateur du type

−∆µu− λ̃∇divu,

où ∇µ = (µ∂x, µ∂y, µz∂z), µz 6= µ et λ̃ ≥ −min(µ, µz).
Concernant la dépendance des viscosités par rapport à la densité, nous y revien-

drons en fin de cette section. Un résultat d’existence globale de solutions faibles dans
le cas anisotrope semble quant à lui loin d’être obtenu. Une tentative, infructueuse,
a pourtant été menée par les auteurs en collaboration avec D. Gérard-Varet,
cf. [9]. La ligne d’échec est en particulier la suivante. Si l’on essaie de suivre la
démonstration de P.–L. Lions, on est alors amené à l’égalité suivante

ρdivu = ρdivu + ρ(Aµ∆)ργ − ρ(Aµ∆)ργ

avec Aµ = (∆µ + λ̃∆)−1 au lieu de

ρdivu = ρdivu + ργ+1 − ρργ

comme c’est le cas normalement. Dans le dernier cas, on peut alors utiliser la
convexité de x 7→ xγ+1 pour conclure que ρdivu ≥ ρdivu. Dans le premier cas,
le dernier terme du membre de droite ne semble pas avoir de signe. Il ne semble
donc pas possible de conclure.

Pour finir, dans le même ordre d’idée, on peut également se poser la question
naturelle suivante : pour quelles équations de type fluides compressibles non new-
toniens est-il possible d’établir un résultat d’existence globale de solutions faibles ?
La réponse ne semble pas triviale, tout au moins pour les auteurs. Il existe pourtant
des résultats sur certaines fluides compressibles non-newtoniens. Dans les fluides
multipolaires, le tenseur des contraintes dépend du gradient de la vitesse mais éga-
lement des gradients d’ordre supérieur jusqu’à l’ordre 2k − 1. On parle alors de
fluides k polaires. On peut alors utiliser les informations de régularité a priori sup-
plémentaires obtenues sur la vitesse pour obtenir un résultat d’existence globale
de solutions faibles. Le lecteur intéressé est par exemple renvoyé aux travaux de
S. Matusu-Necasova, M. Medvidova-Lukacova pour les fluides bipolaires, cf.
[38]. On consultera également les travaux de A. Mamontov sur les fluides de type
puissance dans [34], [35]. On trouvera également un résultat sur les équations de
Navier-Stokes sans pression avec un tenseur de diffusion de la forme puissance par
le même auteur. D’autres travaux ont été réalisés récemment sur les fluides com-
pressibles de type Bingham en dimension 1 par I. Basov et V. Shelukhin, cf. [1].
Une étude en dimension supérieure serait intéressante car il s’agit là d’un fluide à
seuil.

Le cas de viscosités dépendant de la densité. Dans [5], une nouvelle entropie
mathématique, que l’on nommera BD entropie, a été découverte dans le cas d’un
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domaine périodique et d’un domaine entier. Plus précisemment, on montre que si

λ(ρ) = 2(µ′(ρ)ρ− µ(ρ)) (28)

alors l’égalité suivante est satisfaite

1

2

d

dt

∫
Ω
(ρ|u + 2∇ϕ(ρ)|2 + 2π(ρ)) +

∫
Ω

p′(ρ)µ′(ρ)

ρ
|∇ρ|2 +

∫
Ω

µ(ρ)|A(u)|2 = 0,

où A(u) = (∇u− t∇u)/2 et ρϕ′(ρ) = µ′(ρ). Pour le lecteur, nous rappelons ici une
démonstration simple donnée dans [10]. Cette nouvelle égalité sera la clef pour une
démonstration d’existence globale de solutions faibles constituée des deux étapes
standarts : stabilité et contruction de solutions régulières approchées.

Preuve de la BD entropie. En utilisant l’équation de la masse on sait que pour toute
fonction régulière ξ(·)

∂t∇ξ(ρ) + u · ∇∇ξ(ρ) +∇u · ∇ξ(ρ) +∇(ρξ′(ρ)divu) = 0.

Alors, en utilisant de nouveau l’équation de la masse, on voit que v = ∇ξ(ρ) satis-
fait :

∂t(ρv) + div(ρu⊗ v) + ρ∇u · ∇ξ(ρ) + ρ∇(ρξ′(ρ)divu) = 0

qui donne, en utilisant l’équation de conservation de la quantité de mouvement,

∂t(ρ(u + v)) + div (ρu⊗ (u + v))− div (2µ(ρ)D(u))−∇(λ(ρ)div u)

+∇p(ρ) + ρ∇u · ∇ξ(ρ) + ρ∇(ρξ′(ρ)div u) = 0

On écrit ensuite le terme diffusif sous la forme :

−2div(µ(ρ)D(u)) = −2div(µA(u))− 2∇u · ∇µ− 2∇(µdivu) + 2∇µdivu

où A(u) = (∇u− t∇u)/2. Dès lors, l’équation sur u + v s’écrit

∂t(ρ(u + v)) + div(ρu⊗ (u + v))− 2div(µ(ρ)A(u))

−2µ′(ρ)∇u · ∇ρ− 2∇(µ(ρ)divu) + 2µ′(ρ)∇ρdivu +∇p(ρ)

−∇(λ(ρ)divu) + ρξ′(ρ)∇u · ∇ρ (29)
+∇(ρ2ξ′(ρ)divu)− ρξ′(ρ)∇ρdivu = 0.

Cette équation peut être simplifiée sous la forme

∂t(ρ(u + v)) + div(ρu⊗ (u + v))− 2div(µ(ρ)A(u)) +∇p(ρ)

+∇((ρ2ξ′(ρ)− 2µ− λ)divu) + (ρξ′(ρ)− 2µ′(ρ))∇u · ∇ρ

+(2µ′(ρ)− ρξ′(ρ))∇ρ divu = 0 (30)

Si l’on choisit ξ tel que 2µ′(ρ) = ξ′(ρ)ρ, alors λ = ξ′(ρ)ρ2 − 2µ et les trois derniers
termes s’annulent en donnant :

∂t(ρ(u + v)) + div(ρu⊗ (u + v))− div(µ(ρ)A(u)) +∇p(ρ) = 0.

En multipliant cette équation par (u + v) et l’équation de la masse par |u + v|2/2
et en additionnant les résultats, on obtient facilement la BD entropie. On a juste à
observer que ∫

Ω
div(µ(ρ)A(u)) · v = 0
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car v est un gradient. Le terme ∇p(ρ) donne∫
Ω
∇p(ρ) · (u + v) =

∫
Ω

ρ∇π′(ρ) · u +
∫
Ω

p′(ρ)µ′(ρ)

ρ
|∇ρ|2

=
d

dt

∫
Ω

π(ρ) +
∫
Ω

p′(ρ)µ′(ρ)

ρ
|∇ρ|2 (31)

où π(ρ) = ρ
∫ ρ

ρ
p(s)/s2ds avec ρ une densité constante de référence.

On remarque que la nouvelle entropie mathématique donne plusieurs informations
supplémentaires sur ρ, à savoir

µ′(ρ)∇ρ/
√

ρ ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)),

√
p′(ρ)µ′(ρ)

ρ
∇ρ ∈ L2(0, T ; L2(Ω))

en supposant une pression croissante et µ′(ρ0)∇ρ0/
√

ρ
0
∈ L2(Ω) initialement.

Remarque. Supposons que la viscosité µ soit donnée par µ(ρ) = νρ. La quantité
ν∇ρ/ρ joue alors un rôle important pour l’obtention de la BD entropie. Cette quan-
tité est connue, depuis A. Einstein, comme étant la vitesse qui est requis pour
contre-balancer les effets osmotiques. Le lecteur est renvoyé à [40] page 16 et cha-
pitre 13.

Contrainte de dégénerescence sur les viscosités. Rappelons que l’égalité formelle
d’énergie est donnée par

1

2

d

dt

∫
Ω
(ρ|u|2 + 2π(ρ)) + 2

∫
Ω

µ(ρ)|D(u)|2 +
∫
Ω

λ(ρ)|divu|2 = 0.

On ne peut supposer que µ ∈ C1(0, +∞) strictement croissant et

µ(s) ≥ 0, λ(s) ≥ 0

avec la relation algébrique (28). En effet ceci donne On écrit alors

µ(ρ)|D(u)|2 + λ(ρ)|divu|2 = µ(ρ)|D(u)− (divu/d)Id|2 + (λ(ρ + 2µ(ρ)/2)|divu|2.
On demande alors à µ et λ de satisfaire

λ(ρ) + 2µ(ρ)/2 ≥ 0, µ(ρ) ≥ 0.

Remarquons que si µ(ρ) = ρα, alors

dλ(ρ) + 2µ(ρ) = 2(dα− d + 1)ρα

et donc, on obtient la contrainte

α ≥ (d− 1)/d.

Stabilité. Notons que la BD entropie donne beaucoup plus d’information sur ρ,
que dans le cas de viscosités constantes, mais moins d’information sur u de par la
dégénerescence de µ(ρ). Il va donc falloir montrer que l’on gagne beaucoup plus
que l’on ne perd. En fait, il semble nécessaire tout de même de considérer soit un
terme de pression raide au voisinage de zéro, soit un terme de traînée supplémentaire
commr ρ|u|u pour pouvoir conclure à la stabilité et pouvoir également construire
une suite de solutions régulières approchées.

Notons l’article récent de A. Mellet et A. Vasseur, [37], où un résultat de
stabilité concernant les écoulements barotropes est obtenu pour γ > 1 et en toute
dimension d’espace entre 1 et 3. Ce résultat utilise d’une part la nouvelle entropie
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mathématique découverte dans [5] mais également un multiplicateur adéquat pour
mieux contrôler √ρu et pouvoir passer à la limite sans avoir recours aux termes de
traînée utilisés dans [4] par exemple. Le problème est qu’il ne semble pas possible de
construire une suite de solutions régulières approchées satisfaisant ces estimations.

Donnons à titre d’indication le système approché proposé dans [7] qui utilise
fortement l’effet régularisant d’un terme de capillairité. Ce terme ne semble pas
compatible avec le multiplicateur proposé dans [37].
Construction d’une suite de solutions régulières. La BD entropie est assez sensible
à toute perturbation notamment sur l’équation de conservation de la masse. On ne
peut pas, a priori, utiliser la perturbation habituelle de l’équation de conservation
de la masse

∂tρε + div(ρεuε)− ε∆ρε = 0.

Nous allons alors utiliser une régularisation sur l’équation des moments en utilisant
des termes de capillarité. Plus précisemment, on utilise le systèm approché suivant

∂tρε,η + div(ρε,η) = 0, (32)
∂tρε,η + div(ρε,ηuε,η ⊗ uε,η) +∇p(ρε,η) + ε∇p(ρε,η) + ερε,η∇∆2s+1ρε,η

+η∆2uε,η − 2div(µ(ρε,η)D(uε,η))−∇(λ(ρε,η)divuε,η) = 0 (33)

Cas d’un domaine borné. Notons qu’un domaine borné peut être considéré avec de
bonnes conditions aux bords pour étendre les résultats de [4] et ainsi utiliser une
variante adéquate de la BD entropie. Le lecteur est renvoyé à [9] pour plus de détail.
Les conditions aux bords considérés sont de deux types :
– Condition de type Dirichlet :

ρu|∂Ω = 0, µ(ρ)∇ϕ(ρ)× n|∂Ω = 0,

– Condition de type Navier :

ρu · n|∂Ω = 0, µ(ρ)
(
D(u)n

)
tang

|∂Ω = −αµ(ρ)utan|∂Ω, µ(ρ)∇ϕ(ρ)× n|∂Ω = 0,

où gtang désigne la composante tangentielle d’un champ de vecteurs g au bord de Ω.

2.2. Navier–Stokes compressible avec température
Depuis les travaux fondateurs de P.–L. Lions sur les équations de Navier–Stokes

compressibles avec coefficients de viscosité constants, les modèles compressibles ba-
rotropes ont été abondamment étudiés. L’amélioration principale sur l’existence de
solutions faibles a d’ailleurs été celle de E. Feireisl concernant les coefficients de γ
et les classes de pression considérées. La compréhension des modèles compressibles
complets avec équation d’évolution sur la température, elle, est nettement moins
avancée.

La principale difficulté dans la construction de solutions globales faibles "à la
Leray" de ce système fortement non linéaire provient du manque d’estimations a
priori. En effet, dans le cas par exemple du gaz parfait, les seules estimations a
priori disponibles semblent être : ρ, ρ|u|2, ρθ et ρ log ρ bornés dans L∞(0, T ; L1(Ω))
et κ(ρ, θ)θ−2|∇θ|2 et |D(u)|2/θ bornés dans L1((0, T )× Ω). Ces bornes ne sont pas
suffisantes pour construire des solutions faibles et, en fait, elles ne sont même pas
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suffisantes pour donner un sens à l’équation d’énergie elle-même car u(ρ|u|2/2+ρe+
p) = u(ρ|u|2/2(r + Cv)ρθ) ne semble alors pas être intégrable.

La question du caractère globalement bien posé du système précédent est l’un
des grands défis depuis la fin de siècle dernier. L’existence locale de solution régu-
lière et forte a été obtenu par V.A. Solonnikov, et A. Tani. L’existence globale
pour données proche de l’équilibre a, elle, été obtenu pour la première fois par A.
Matsumura et T. Nishida (voir [36]), amélioré ensuite par D. Hoff, cf. [28] en
considérant des données initiales discontinues et étendu récemment à des données
dans des espaces critiques par R. Danchin dans [15]. Concernant l’existence glo-
bale, dans le cas général, seuls des résultats partiels sont disponibles, voir [19] et
[20], [4]. Nous allons dans les trois parties suivantes présenter les démonstrations et
points techniques de ces approches.

Viscosités constantes. Dans ce papier remarquable, l’existence de "solutions varia-
tionnelles" est obtenue pour des lois de pression particulières, données par p(ρ, θ) =
pe(ρ)+ θpθ(ρ) avec un comportement spécifique à l’infini pour pe, et des restrictions
sur la croissance de pθ, qui doit croître plus lentement que la pression à "tempéra-
ture zéro" pe. Cette relation constitutive implique que l’énergie interne spécifique e
peut être décomposé comme une somme e = ec(ρ) + e(θ). Remarquons que la loi de
pression pour les gaz parfaits ne satisfait pas les conditions données par les auteurs,
même pour des densités grandes. En fait, la méthode utilisée dans [19], [20] exploite
fortement le rôle dominant de la pression barotrope pc, même loin du vide, pour
obtenir un résultat d’existence. Cette hypothèse restrictive empêche de traiter les
situations communément rencontrées dans les applications pratiques. De plus, dans
[19], l’équation d’énergie est satisfaite seulement comme une inégalité (ce qui justifie
la notion de "solutions variationnelles") ce qui ne semble pas satisfaisant d’un point
de vue physique, même si le second principe de la Thermodynamique est préservé.

Donnons le résultat d’E. Feireisl. Supposons Ω ⊂ Rd, d = 2, 3 un domaine borné
de classe C2+ε. Supposons que la pression est formée de deux parties comme indiqué
pécédemment avec

pe(0) = 0, p′e(ρ) ≥ a1ρ
γ−1 − b pour ρ > 0, (34)

pe(ρ) ≤ a2ρ
γ + b pour ρ ≥ 0, (35)

pθ(0) = 0, p′θ(ρ) ≥ 0 pour ρ > 0, (36)
pθ(ρ) ≤ c(1 + ρβ),

où

γ >
d

2
, (37)

β <
γ

2
pour d = 2, β =

γ

3
pour d = 3,

et a1, a2, b, c sont des constantes. On suppose également le coefficient de condutivité
κ(θ) de la forme

κ(1 + θα) ≤ κ(θ) ≤ κ(1 + θα), κ > 0,

avec α ≥ 2. On suppose d’autre part que les coefficients de viscosité µ et λ sont
continuement différentiable en θ avec les conditions suivantes

0 < µ ≤ µ(θ) ≤ µ, |λ(θ)| ≤ λ, λ, µ globalement Lipschitz sur [0,∞).
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On suppose enfin qu’il existe deux constantes cv et cv telles que

0 < cv ≤ e′(θ) ≤ cv.

Théorème 2.5. Supposons que les données initiales (ρ0, m0, G0) satisfont (10) et
(11) Alors le problème possède au moins un solution variationnelle ρ, u, θ sur (0, T )
telle que

ρ ∈ L∞(0, T ; Lγ(Ω)) ∩ C([0, T ]; L1(Ω)), (38)

u ∈ L2(0, T ; (W 1,2(Ω)d), ρu ∈ C([0, T ]; L
2γ/(γ+1)
faible (Ω)) (39)

D(u) ∈ L2(0, T ; (L2(Ω))d×d), (40)
θ ∈ Lα+1((0, T )× Ω), ρe(θ) ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)),

et

θpθ(θ) ∈ L2((0, T )× Ω), ρe(θ)u ∈ L1((0, T )× Ω).

Estimations a priori. On montre que ρ ≥ 0 comme limite de solution régulière et
méthode des caractéristiques sur équation de conservation de la masse. On montre
que θ ≥ 0 par principe du maximum. La conservation de l’énergie totale donne

1

2

∫
Ω

(
1

2
ρ|u|2 + ρe(ρ)

)
dx.

Ce contrôle donne les informations suivantes : ρ ∈ L∞(0, T ; Lγ),
√

ρu ∈ L∞(0, T ; L2)

et ρQ(θ) ∈ L∞L1. et ρu ∈ L∞(0, T ; L2γ/(γ+1)(Ω)). Notons que la pression froide pc(ρ)
est dominé par ρec(ρ) par propriété de des fonctions qui satisfont la ∆2 condition.
Ceci donne le contrôle de ρ dans Lγ.

La caractéristique des fluides avec conductivité de chaleur est léchange entre
l’énergie cinétique et lénergie interne. on obtient alors peu d’information de l’in-
égalité sur l’énergie totale. Il faut alors rechercher plus d’informations notamment
via l’entropie. Plus précisemment, on a∫ τ

0

∫
Ω

(
S : ∇u

θ
+

κ(θ)|∇θ|2

θ2

)
=
∫
Ω

ρ(τ)s(τ)−
∫
Ω

ρ(0)s(0).

On utilise alors

|ρpθ(ρ)| ≤ c(1 + ρPe(ρ)) pour c > 0.

Multipliant par θ−ω avec 0 < ω ≤ 1, on obtient

log θ ∈ L2((0, T )× Ω), θ
(α+1−ω)

2 ∈ L2(0, T ; L2(Ω)), e(θ) ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)).

Ces bornes a priori conduisent au fait que θpθ(ρ) est borné dans L2(QT ). Il reste
à examiner pe(ρ), que l’on décompose en deux parties, l’une convexe avec pc, òu
pc(ρ) ≥ aργ et l’autre croissante, pm. Alors,

Oscγ+1[ρn → ρ](O) ≤ C(|O|) < +∞

pour tout borné O ⊂ QT .
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Pour la consruction d’une suite de solutions régulière approchée, on utilise le
méthode de type Faedo Galerkin sur le système suivant

∂tρ + div(ρu)− ε∆ρ = 0, (41)
∂t(ρu) + div(ρu⊗ u)− µ∆u− (µ + λ)∇divu

+a∇ργ + δ∇ρβ + ε∇ρ · ∇u = ρf (42)
∂t((ρ + δ)e(θ)) + div(ρe(θ)u)−∆κ(θ) + δθα+1

= (1− δ)S : ∇u− θpθdivu (43)

avec

ρ|t=0 = ρ0, (ρu)|t=0 = m0, (δ + ρ)e(θ)|t=0 = (δ + ρ0)e(θ0,δ) (44)
u|∂Ω = 0, ∇ρ · n|∂Ω = 0, ∇θ · n = 0 sur ∂Ω. (45)

On procède ensuite au passage à la limite sur la viscosité artificielle (ε → 0) et
ensuite au passage à la limite sur le coefficient devant la pression artificielle (δ → 0).
Remarquons qu’une inégalité sur l’énergie est seulement obtenue car on ne possède
qu’un convergence faible sur la température.

Viscosités dépendant de la température. Il y a eu très récemment une exten-
sion récente, très interessante, obtenue dans [20], où le cas de viscosités dépendant
de la température est considéré. Ce travail est le seul résultat avec une telle dépen-
dance importante pour les applications physiques. Nous avons vu dans les cas de
coefficients constants qu’une quantité qui joue un rôle très important pour montrer
que si initiialement la densité ne comporte pas d’oscillations, il en sera de même
pour tout temps est le flux effectif

F = (λ + 2µ)divu− p.

L’astuce revient alors formellement à prendre la divergence de l’équation qui fait ap-
paraître ∆F et ensuite donc d’inverser le laplacien pour obtenir un certaine compa-
cité faible. Si les coefficients sont variables, alors les choses se compliquent fortement
car pour pouvoir faire apparaître ∆F , il va falloir estimer les commutateurs. Si les
coefficients dépendent seulement de la température, on peut espérer contrôler ces
termes de part la propriété de conduction de chaleur. S’ils dépendent de la densité
et surtout si µ dépends de la densité alors les démonstrations de type P.–L. Lions, E.
Feireisl semblent inopérantes. Nous verrons dans la prochaine section, que le cas de
viscosités dépendant seulement de la densité a trouvé une réponse dans des travaux
récents des auteurs. Une compatibilité algébrique sera pourtant demandée entre les
coefficients λ et µ et une nouvelle entropie mathématique sera alors nécessaire.

Pour le lecteur rappelons, une variante du lemme de commutation de Coifman
et Meyer [13] qui est utilisé dans [20] pour permettre aux coefficients de viscosité
de dépendre de la température. On notera Ri,j l’opérateur de Riesz standart

Ri,j = ∂iAj

où

Aj : S(Rd) → S(Rd), j = 1, 2, 3, Aj(g) = −F−1
[

iξj

|ξ|2
F(g)

]
où F est la transformée de Fourier et F−1 son inverse. On a la propriété suivante
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Lemme 2.6. Soit

V ∈ L2(Rd; Rd), w ∈ W 1,r(Rd), r >
2d

d + 2
.

Alors il existe des constantes c = c(r) > 0, ω = ω(r) ∈ (0, +∞), p = p(r) > 1
telles que

‖Ri,j[wVj]− wRi,j[Vj]‖W ω,p(Rd;Rd) ≤ c‖w‖W 1,r(Rd)‖V ‖L2(Rd;Rd), i = 1, ..., d.

Il est alors possible de montrer que

Ri,j[ϕµ(θε)∂ju
ε
i ]− ϕµ(θε)Ri,j[∂ju

ε
i ]

→ Ri,j[ϕµ(θ)∂ju
ε
i ]− ϕµ(θ)Ri,j[∂jui]

faiblement dans Lp(0, T ; W ω,p(Ω)) pour un certain ω > 1 et p > 1. C’est ce résultat
qui va permettre d’étendre le résultat d’existence globale à viscosités constantes
décrit dans la section précédente au cas de viscosités dépendant seulement de la
température. Une dépendance en densité n’est pas possible par le même procédé
par manque d’information sur la densité.

Viscosités dépendant de la densité.
Cette partie correspond à une note aux comptes rendus de l’Académie des Sciences

et à un papier écrit par les auteurs cf. [6]. On présente un résultat de stabilité de
solutions régulière approchées. Nous renvoyons le lecteur à [4] pour le détail de
preuve. Le schéma de construction des suites de solutions régulières approchées est
donnée dans [7]. Le lecteur est renvoyé au cas barotrope pour voir le type de système
régularisé considéré. Grâce à cette construction, nous obtenons le premier résultat
d’existence globale de solutions faibles sur le modèle complet de Navier–Stokes. Dans
le cas d’un domaine entier ou périodique, des travaux récents, cf. [4], ont, pourtant,
permis de montrer qu’il est possible d’obtenir l’analogue de la théorie de Pierre–Louis
Lions pour les équations de Navier–Stokes compressible complètes avec conduction
de chaleur sous des hypothèses de compatibilité entre les viscosités λ et µ. Cette
hypothèse de compatibilité permet, notamment, d’obtenir l’information manquante
sur ρ, u, θ pour conclure à l’intégrabilité de chaque terme non linéaire de l’équation
d’énergie.

Ce résultat d’existence globale de solutions "à la Leray" peut être vu comme une
première réponse partielle à un problème complètement ouvert, sur les équations de
Navier–Stokes compressible complètes, décrit dans le livre de P.–L. Lions [31].

Dans le résultat de [4], des solutions faibles classiques "à la Leray" sont obtenues
(des solutions des équations de Navier–Stokes au sens des distributions). Pour cela,
les coefficients de viscosité λ et µ sont supposés être respectivement des fonctions
C0(R∗

+) and C0(R+) ∩ C1(R∗
+) de la densité seulement, telles que les contraintes

suivantes sont satisfaites pour toute densité positive ρ : Il existe trois constantes
positives c0, c1, A, tels que, pour tout τ > 0,

λ(τ) = 2(τµ′(τ)− µ(τ)), (46)

∀τ < A, µ(τ) ≥ c0τ
n et 3λ(τ) + 2µ(τ) ≥ c0τ

n, (47)

∀τ ≥ A, c1τ
m ≤ µ(τ) ≤ τm

c1

et c1τ
m ≤ 3λ(τ) + 2µ(τ) ≤ τm

c1

(48)
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avec n ∈ (2/3, 1) et m > 1. Rappelons que l’hypothèse (46) a été introduite dans [5]
dans le cadre de fluides barotropes. L’extension à des coefficients de viscosité dépen-
dant de la densité et de la température, qui permettrait par exemple de couvrir le cas
de la loi de Sutherland malheureusement reste hors de portée des résultats présentés.
On remarque également que l’hypothèse faite sur les coefficients ne couvrent ni le
cas des coefficients constants, ni celui découvert par V.A. Veigant et A.V. Kaz-
hikhov dont nous parlerons dans la partie solution forte. Dans le cas de viscosités
constantes, il est important de remarquer que l’on obtient aucun caractère diffusif
du système de part le signe opposé de µ et λ.

On suppose également que le coefficient de conductivité thermique κ satisfait

κ(ρ, θ) = κ0(ρ, θ)(ρ + 1)(θa + 1), (49)

avec a ≥ 2 où κ0 est une fonction C0(R2
+) telle que pour toute densité positive ρ

c3 ≤ κ0(ρ, θ) ≤ 1

c3

, (50)

pour une constante positive c3.
On suppose également que l’équation d’état est celle d’un gaz parfait polytropique

du type :
p = rρθ + pc(ρ), e = Cvθ + ec(ρ), (51)

où r et Cv sont des coefficients strictement positifs. De plus la pression additionnelle
pc et l’énergie interne ec sont associés à "l’isotherme de zéro Kelvin". On demande
que ec soit une fonction de classe C2 positive de R∗

+ telle que

pc(ρ) = ρ2dec

dρ
(ρ).

On requiert également qu’il existe ρ∗ > 0, τ∗ > 0, k > 1, ` > 1, C∗ > 1, C ′
∗ > 0,

C∗∗ > 0, C ′
∗∗ > 0 tels que pour tout ρ ∈ (0, ρ∗),

ρ−`−1

C∗
≤ p′c(ρ) ≤ C∗ρ

−`−1,
ρ−`−1

C ′
∗

≤ ec(ρ) ≤ C ′
∗ρ
−`−1,

où ` ≥ 2n(3m− 2)

m− 1
− 1 et pour tout ρ > ρ∗

− 1

τ∗
µ′(ρ) ≤ p′c(ρ) ≤ C∗∗ρ

k−1, 0 ≤ ec(ρ) ≤ C ′
∗∗ρ

k−1,

où k ≤ (m− 1

2
)
5(` + 1)− 6n

` + 1− n
. Remarquons que la composante froide de la pression

et de l’énergie interne peut s’annuler pour ρ suffisamment grand. On retrouve ainsi
l’équation d’état d’un gaz parfait loin du vide.
Definition de solutions faibles. On dira que (ρ, u, θ) est une solution faible sur (0, T )
de (1)–(9) si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

- Les propriétés de régularité suivantes sont satisfaites

ρe et ρ|u|2 ∈ L∞(0, T ; L1(Ω)),
∇µ(ρ)
√

ρ
∈ L∞(0, T ; (L2(Ω))3), (52)

(ρn/2 + ρm/2)∇u ∈ L2(0, T ; L2(Ω)9), (53)

(1 +
√

ρ)∇(θa/2 + log θ) ∈ L2(0, T ; (L2(Ω))3), (54)

III–17



Enfin, on a

ρ ∈ C([0, T ]; H−s(Ω)),

ρu ∈ C([0, T ]; H−s(Ω)3), ρE ∈ C([0, T ]; H−s(Ω)), (55)

avec s une constante positive.
- La condition initiale (9) est satisfaite dans D′(Ω).
- Les équations (1)–(3) sont satisfaites dans (D′((0, T )× Ω)).
On obtient alors le résultat suivant :

Théorème 2.7. Supposons (46)–(50) satisfaits et que les données initiales (ρ0, m0, G0)
satisfont (10) et (11), et sont prises telles que

H(0) =
∫
Ω

(
G0 +

|m0|2

2ρ0

)
dx < +∞, (56)

que la densité initiale ρ0 et l’entropie initiale s0 satisfont

ρ0 − ρ∞ ∈ L1(Ω), ρ0 log
ρ∞
ρ0

∈ L1(Ω), ρ0ec(ρ0) ∈ L1(Ω), (57)

∇µ(ρ0)√
ρ

0

∈ (L2(Ω))3, ρ0s0 ∈ L1(Ω) (58)

Alors, pour un gaz satisfaisant (51) où s0 = Cv log(θ0/ρ
Γ
0 ) avec Cv et Γ constantes

liées au gaz, il existe une solution globale faible de (1)–(9).

La preuve d’un tel résultat repose sur des résultats de compacité pour des suites
de solutions approchées.

Notons que des lois d’état plus générales peuvent être considérées. De tels ré-
sultats de compacité sont obtenus grâce aux relations suivantes mises en évidence
formellement dans le cas barotrope dans [6]. Pour les équations avec température,
ces égalités s’écrivent

1

2

d

dt

∫
Ω

ρ|u|2 +
∫
Ω

2µ(ρ)D(u) : D(u) +
∫
Ω

λ(ρ)|divu|2 =
∫
Ω

p(ρ, θ) divu (59)

et
1

2

d

dt

∫
Ω
ρ|u + 2∇ϕ(ρ)|2+

∫
Ω
2µ(ρ)A(u) :A(u)

=
∫
Ω
p(ρ, θ)divu− 2∇p(ρ, θ) · ∇ϕ(ρ), (60)

où A(u) = (∇u− t∇u)/2 représente la partie antisymétrique de ∇u, et ϕ est défini
à une constante près par ϕ′(τ) = µ′(τ)/τ (τ > 0). Cette relation va permettre de
contrôler ρ proche et loin du vide. La pression froide aidant l’information proche
du vide. On utilise également la forme du coefficient de conductivité choisie avec
l’inégalité d’entropie∫

Ω

1

θ
(2µ|D(u)|2 + λ|divu|2) +

∫
Ω

κ

θ2
|∇θ|2 ≤ d

dt

∫
Ω

ρs (61)

et une information supplémentaire sur (1 +
√

ρ)∇θ(a−c+1)/2 obtenue en multipliant
formellement l’équation de température

Cv(∂t(ρθ) + div (ρθu) + Γρθdiv u) = 2µD(u) : D(u) + λ|div u|2 + div (κ∇θ)

par 1/(Cvθ
c) pour c approprié avec 0 < c < 1.
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3. Solution forte.

L’article de A. Kazhikhov et A. Weigant est un papier très intéressant qui n’a
jamais trouvé d’amélioration, depuis 1995. Il constitue le seul résultat d’existence
globale de solution forte, sans rectriction sur les données, pour des fluides gouvernés
par les équations de Navier-Stokes compressible barotrope :

∂tρ + div (ρu) = 0, (62)
∂t(ρu) + div (ρu⊗ u)

−2div(µ(ρ)D(u))−∇(λ(ρ)divu) +∇p(ρ) = 0, (63)

où

µ = constante = 1, λ(ρ) = ρβ, β = cte ≥ 3, p(ρ) = ργ, 1 ≤ γ < +∞.

Par souci de simplicté, les auteurs se sont placés dans le cas d’un écoulement pério-
dique où le domaine Ω est défini par

Ω = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}.

Les conditions initiales sont

u|t=0 = u0, ρ|t=0 = ρ0 ≥ m = cte > 0.

Remarque. Le résultat reste également valable dans le cas borné pour les conditions
aux limites suivantes

u · n = 0, ω = rotu|∂Ω = 0.

Nous renvoyons également le lecteur aux articles de A. Matsumura et T. Nishida
[36], D. Hoff [28], R. Danchin [14], [15] pour des résultats d’existence globale
de solutions proche de l’équilibre respectivement pour des données régulières, pour
des données avec discontinuités, pour des données dans des espaces critiques. Nous
mentionnerons également les résultats de M. Padula [42] et A. Kahzkhov dans [30].

On désigne par A = rotu la vorticité liée au flot et par B = (2 + λ(ρ))divu− p(ρ)
la pression effective. On introduit alors les deux fonctions auxiliaires ξ et η comme
solutions des problèmes elliptiques suivants

∆ξ = div(ρu),
∫
Ω

ξ = 0,

et
∆η = div

(
div(ρu⊗ u)

)
,

∫
Ω

η = 0.

Une nouvelle fonction est ensuite définie

θ(ρ) =
∫ ρ

1

2 + λ(s)

s
ds = 2 ln ρ +

ρβ − 1

β
.

On peut écrire une équation sur ξ et θ qui s’écrit

∂t(ξ + θ) + u · ∇(ξ + θ) + p = u · ∇ξ − η −B

avec B =
∫
Ω B. Cette équation servira pour contrôler la densité dans de bonnes

normes.
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On écrit ensuite les équations sur le flux effectif et la vorticité. On démontre
l’égalité suivante

1

2

d

dt

∫
Ω
(A2 + νB2) +

∫
Ω

1

ρ
|∇B + ∇̂A|2

+
1

2

∫
Ω
[A2 + (ν − ρν ′)B2]divu + 2

∫
Ω

B(∂yU∂xV − ∂xU∂yV ) (64)

+
∫
Ω

B(p0 − ρ′0)divu = 0,

où ∇̂A = (∂yA,−∂xA) et u = (U, V ). La condition sur β va servir à obtenir l’infor-
mation suivante

(
∫ T

0
‖B‖2

2m,Ωdt)1/2 ≤ cm(β+1)/2(β−1).

avec un exposant inférieur strictement à 1 et va permettre d’obtenir sur z(t) =
1 +

∫
Ω(A2 + νB2) l’inéquation différentielle suivante

d

dt
z ≤ cλ(t)z(t)[1 + ln(z(t) + 1)].

Cette inégalité permettra d’appliquer le lemme de Gronwall. On démontre alors le
lemme suivant

Lemme 3.1. Il existe une constante positive c dépendant de ‖ρ0‖L∞(Ω) et ‖u0‖W 1,2(Ω)

seulement et telle que les solutions du problème de Navier-Stokes satisfont

sup0<t<T

∫
Ω
(A2 + νB2) ≤ c,

∫ T

0

∫
Ω

1

ρ
|∇B + ∇̂A|2 ≤ c,

∫ T

0
(‖∇A‖2

2m/(m+1) + ‖∇B‖2
2m/(m+1) ≤ cm2/(β−1)), ∀m > 1.

On recherche ensuite des estimations sur les dérivées d’ordres supérieurs. On écrit
alors les équations sur F et G où

F =
1

ρ
(∂xB + ∂yA), G =

1

ρ
(∂yB − ∂xA).

On peut alors montrer le lemme suivant

Lemme 3.2. Il existe un constante dépendant seulement de ‖u0‖W 2,2(Ω), ‖ρ0‖L∞(Ω)

et ‖ρ0‖W 1,2(Ω) telle que

sup0<t<T

∫
Ω

ρ(F 2 + G2) ≤ c,∫ T

0

∫
Ω
[(2 + λ)[∂xF + ∂yG)2 + (∂yF − ∂xG)2] ≤ c.

En utilisant les lemmes ci-dessus et l’équation sur ξ + θ, on montre alors que la
densité est minorée et majorée par des constantes strictement positives. On contrôle
également les premières dérivées par rapport au temps et aux variables d’espace
de la densité. Ces estimations uniformes permettent alors de conclure à l’existence
locale en temps puis globale.
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Théorème 3.3. Si ρ0 ∈ W 1,q(Ω), u0 ∈ W 2,q(Ω) avec q > 2. Il existe une unique
solution forte du problème avec

ρ ∈ L∞((0, T )× Ω), ∂tρ,∇ρ ∈ (W 1,q(Ω))2,

u ∈ (Lq((0, T )× Ω))2 ∩ Lq(0, T ; (W 2,q(Ω))2).

4. Phénomène d’explosion.

Donnons dans cette partie divers résultats d’explosion liés aux équations de Navier-
Stokes compressibles. Nous commencerons par un résultat établi dans [16] qui est
basé sur le travail d’A. Vaigant , cf. [49]

Proposition 4.1. Soit Ω = B(0, 1) ⊂ Rd une boule et une loi de pression p satis-
faisant p(ρ) = aργ avec a > 0, γ ≥ 1 et 1 < γ ≤ 3. Soit q > ((3d + 2)γ − d)/2d.
Alors il existe ρ0, u0 et f satisfaisant

ρ0 ∈ L1(Ω) ∩ Lγ(Ω), ρ0 ≥ 0, f ∈ L1(0, T ; L2γ/(γ−1)(Ω)) pour tout T > 0,

m0 ∈ L2γ/(γ+1)(Ω), |m0|2/ρ0 ∈ L1(Ω)

et une solution faible globale ρ, u telle que ρ ∈ Lr
loc([0, +∞)×B) for tout r < q et∫ T

0
dt
∫

B(0,1/2)
|ρ(t, x)|qdx = +∞.

Pour le lecteur, rappelons le résultat de A. Vaigant sur lequel est basé le résultat
précédent. On commence par le résultat de V. Solonnikov sur l’existence locale
en temps de solution forte suivant : si l’on suppose f ∈ Lq((0, T ) × Ω) avec q > d,
u0 ∈ W 2−2/q,q(Ω), ∇ρ0 ∈ Lq(Ω), 0 < m ≤ ρ0(x) ≤ M < +∞ alors il existe
T0 ∈ (0, T ) tel que pour tout 0 < t0 < T0, il existe une unique solution généralisée
sur (0, t0)× Ω. Cette solution satisfait

u ∈ Lq(0, t0; W
2,q(Ω)), ∂tu ∈ Lq((0, t0)× Ω),

ρ ∈ L∞(0, t0; W
1,q(Ω)), ∂tρ ∈ L∞(0, t0; L

q(Ω))

avec 0 < m1 ≤ ρ(x, t) ≤ M1 < +∞. Il écrit ensuite le résultat suivant

Théorème 4.2. Si 0 ≤ γ < 1 + 1
d−1

, alors ils existe u0, ρ0 et f satisfaisant les
hypothèses de l’existence locale précédente telle que la solution correspondante ne
peut pas être prolongé sur (0, T )× Ω.

Pour obtenir ce résultat, il considère le cas analytique suivant où l’on cherche des
solutions à symétrie sphérique dans B(0, 1)

uj(x, t) = 1
r
xju(r, t), u0j =

1

r
xju0(r), fj(x, t) =

1

r
xjf(r, t),

ρ(x, t) = ρ(r, t), ρ0(x) = ρ0(r), 1 ≤ j ≤ 2.
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où la soluion analytique (u(r, t), ρ(r, t), f(r, t)) est la suivante

u(r, t) = − 2αrs(1− t)2s−1(1− r2l)

[1 + (1− t)2s)][(d− 2αl)r2l + d(1− t)2s]
(65)

ρ(r, t) =
[1 + (1− t)2s]α[(d− 2αl)r2l + d(1− t)2s]

[r2l + (1− t)2s]α+1
, (66)

f(r, t) = ∂tu + u∂ru +
∂rp

ρ
− µ

ρ
∂r

(
1

rd−1
∂r(r

d−1u)
)

(67)

u0(r) = u(r, 0), ρ0(r) = ρ(r, 0) (68)

avec p = aργ, l, s deux entiers naturels et α satisfait l’inégalité 0 > 2αl < d. Cet
exemple est construit tel que ρ(r, t) → +∞ quand t → 1 et r → 0.

Dans [51], un résultat de type explosion est obtenu, par Z.P. Xin, pour une
densité initiale à support compact sur le modèle de Navier-Stokes compressible avec
équation de température sans conductivité de chaleur. Plus précisément, le résultat
suivant est donné

Théorème 4.3. Considérons le système de Navier–Stokes compressibles avec équa-
tion sur la température mais sans conduction thermique et sans force extérieure
(f ≡ 0). Supposons

p(ρ, θ) = Rρθ, e = cθ, p = AeS/cργ,

µ > 0, 2µ + dλ > 0, κ ≈ 0

où A > 0 est une constante, γ > 1, S est l’entropie et c = R/(γ − 1). Supposons
également

ρ0, u0, S0 ∈ Hm(Rd) avec m > [d/2] + 2,

avec θ0 ≥ θ > 0. Alors il n’existe pas de solution dans C1([0, +∞); Hm(Rd)) si ρ0 a
un support compact.

Ce résultat semble être étendu au cas κ > 0 dans [12] par Y. Cho et B.J. Jin.

Conclusion. Nous avons présenté quelques résultats mathématiques autour des
équations de Navier-Stokes compressibles sans aucune intention d’exhaustivité (cela
n’aurait d’ailleurs pas été possible). Nous renvoyons le lecteur aux références que
l’on trouvera dans les ouvrages mentionnés pour d’autres résultats mathématiques
intéressants : cas stationnaire, cas non borné, domaines extérieurs, analyse asymp-
totique, conditions aux bords de type entrée-sortie, etc....
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