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Symboles modulaires et produit de Petersson

par DOMINIQUE BERNARDI et BERNADETTE PERRIN-RIOU

RESUME. On revisite des articles de Eichler et de Shimura afin de donner une
formule algébrique (basée sur les symboles de Farey) pour le produit d’inter-
section sur ’espace des symboles modulaires tel qu’il est décrit par Pollack
et Stevens. On définit ’homomorphisme de périodes d’'une série d’Eisenstein
(symbole d’Eisenstein—Dedekind—Stevens) et on étend le produit d’intersec-
tion & ces objets. On construit une base adaptée a un traitement algorith-
mique de l'espace des séries d’Eisenstein de période rationnelle pour T'og(V).
On donne un algorithme pour construire un symbole de Farey d’un sous-
groupe d’indice fini d’un groupe donné par un symbole de Farey.

ABSTRACT. We revisit some papers by Fichler and Shimura in order to give an
algebraic formulation (based on Farey symbols) for the intersection product
on the space of modular symbols, as described by Pollack and Stevens. We de-
fine the period homomorphism of an Eisenstein series (Eisenstein—Dedekind—
Stevens symbol) and extend the definition of the intersection product to these
objects. We construct a computationally convenient basis for the space of
Eisenstein series for T'o(N) with rational periods. Given a Farey symbol for a
subgroup I' of the modular group and a subgroup I" of finite index of T", we
give an algorithmic construction for a Farey symbol for T".

Introduction

Le but de cette note est de revisiter des articles de Eichler et de Shimura
([4, 15]) et de donner une formule pour le produit d’intersection sur I'espace
des symboles modulaires tel qu’il est décrit dans [14]. Ce produit étendu &
R ou & C et appliqué aux symboles modulaires associés a des formes modu-
laires de poids k pour un sous-groupe de congruence I' redonne le produit
de Petersson classique. Cette formule se trouve dans l'article de Eichler [4].
Elle a été reprise par Haberland [5] puis par Zagier, Pasol-Popa, Cohen,
Lecouturier,. . .([2, 12, 13, 21]) pour SLa(Z) ou I'y(2) (qui n’a pas de points
elliptiques d’ordre 3) et en faisant une somme sur les classes de I'\ SLa(Z).
Ici, dans esprit d’Eichler et Shimura [15], nous donnons la formule direc-
tement pour les symboles modulaires associés a I' (ou symboles modulaires
généralisés pour tenir compte des symboles d’Eisenstein) en utilisant les
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notions de symbole de Farey [9] et de polygone fondamental associé a un
sous-groupe d’indice fini de PSLg(Z) telles qu’elles sont rappelées dans [1].
Nous avons pris le parti de redémontrer au passage des résultats déja connus
mais pouvant étre formulés différemment et pour lesquels il n’est pas tou-
jours facile de trouver une référence claire, en citant en méme temps les
articles qui nous ont inspirés.

Donnons un apergu du contenu de ce texte. Nous reprenons d’abord une
extension des symboles modulaires dans le langage de Stevens [17]. Nous
n’utiliserons donc pas le formalisme des symboles de Manin.

Soit k£ un entier > 2, V. le Q-espace vectoriel des polynémes homogenes
en x et y de degré k — 2 muni de la forme bilinéaire (-, - )y, vérifiant

e e I e

et My 'espace des formes modulaires de poids k. Si F' € My, 'intégrale de
FEichler W (F') est définie pour 7 appartenant au demi-plan de Poincaré par

W (F)(r)= / (F(t)—ao(F))(tz+y)"2dt+ao(F) / (tz+y)F2dt € Vi(C).
100 0
Les deux théoréemes suivants sont des reformulations de résultats classiques.
Théoréme.
(1) L’intégrale ci-dessus définit une fonction W(F') holomorphe sur H

a valeurs dans Vi, (C) vérifiant

P (1) = () 4,

(2) Siy e GLF(Q), C(F,y) = W(F) = W(F|py~ )|y ne dépend pas de

7. L’application ~y — (F +— C(F,7)) est un 1-cocycle sur GL3 (Q) d
valeurs dans Hom(My, Vi.(C)).

Soit = le groupe des diviseurs sur I’ensemble des symboles 7,.(s) pour r
et s € PL(Q), r # s et Zq le sous-groupe des diviseurs de degré 0, munis de
Iaction naturelle de GL3 (Q).

Théoréme. Il existe un unique GL3 (Q)-homomorphisme
Per : My, — Hom(Zg, Vi (C))
(homomorphisme de périodes) tel que pour tout F' € My, et vy € GL;(Q),
Per(F)([r0(0), 7 7o (0)]) = C(F,7).

St F est une forme modulaire de poids k pour un sous-groupe de congruence
T, Per(F) appartient ¢ Homp(Zg, Vi (C)). Si F est parabolique, son image
dans H' (T, Vi (C)) appartient d la cohomologie parabolique H), (T, Vi(C)).
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Nous construisons ensuite le symbole de Eisenstein—Dedekind associé
aux fonctions de (Z/NZ)? comme le fait Stevens. Notons Fy le Q-espace
vectoriel des fonctions sur (Z/NZ)? a valeurs dans Q et Fy(C) = C® Fy.
Pour f € Fn(C) vérifiant de plus f(0) = 0 si £ = 2 (on notera ce sous-
espace Fn(C)}),

(k —

g’LSk(f)( ) Nk 1( 2Z7T)

k Z fle,d)(cz +d)7*

(c,d)ez?

est une forme modulaire de poids k pour le groupe I'(N) (la maniére dont
la sommation est faite pour k = 2 sera donnée au paragraphe 1.5.3). Soit
&,(T) 'image par Eisy des éléments de F (Q)}, invariants par I

Théoréme (Stevens). L’application Wy, = Per o Eisy, définit un homomor-
phisme de SLa(Z)-modules Fn(C); — Hom(Z, Vi(C)). L’image de E(T)
par Per dans HY(T',V},(C)) est en fait incluse dans H (T, V},).

Dans la seconde partie, nous donnons la définition de l'accouplement
étudié dans le cadre de ces symboles modulaires et nous faisons le lien avec
le produit de Petersson classique en utilisant les isomorphismes de Eichler—
Shimura. Si D est un domaine fondamental de I’ dans H* = H UP(Q) et
si F' et G sont deux formes pour I' dont I'une est parabolique, le produit
de Petersson de F' et G est défini par

.G = [ PG = -5 [ P

Le théoreme suivant est nouveau (voir 2.1).

Im(7)*~2dr A dr.

Théoréme. Soit F = (V, *, peyy) un symbole de Farey associé a T'. La forme
bilinéaire

Homp (=g, V) x Homp(Ap, Vi) — Q
définie par

(1,82} = 3 3 (81 ([7(0), 7amo 0)), B2(0)) v
acVy

se factorise en une forme bilinéaire
HY(T', Vi) x Homp(Ag, Vi) — Q

et vérifie les propriétés suivantes :

(1) {®1, P2} ne dépend pas du choixz du symbole de Farey F.

(2) La forme bilinéaire {-,- } induite sur Homp(Ag, Vi) xHomr (Ao, Vi)
est antisymétrique (resp. symétrique) si k est pair (resp. impair).

(3) St (OIS HOIHF1 (Ao, Vk), by € HOIIIF2 (Ao, Vk) et o € MQ(Z)+; on a

{@1|[T1aTs], @o}p, = {P1, Po|[T2a"T1]}p, -
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(4) Soient F' une forme modulaire et G une forme parabolique de poids
k pour I'. Alors

{Per(F),Per(@)}, = (20" {(F,G)r , {Per(F), Per(G)}p = 0.

La définition étant algébrique, nous avons pris le parti d’essayer de dé-
montrer les propriétés de cette forme bilinéaire sans utiliser le lien avec le
produit de Petersson classique. Ainsi, pour pouvoir démontrer le bon com-
portement de ’accouplement construit par les opérateurs de Hecke a partir
de sa définition, nous avons eu besoin de donner 'algorithme de construc-
tion d’un symbole de Farey d’un sous-groupe d’indice fini de I" & partir
d’un symbole de Farey de I' sans supposer que I' = SLg(Z), généralisant
ainsi [9, 10] (paragraphe 2.3). Mais nous ne sommes pas arrivés a démon-
trer I'indépendance de ’accouplement par rapport au symbole de Farey de
maniere algébrique et avons dii passer par le produit de Petersson classique.

L’accouplement décrit ici est implémenté dans Pari/GP [18] et permet
de calculer un sous-espace de I’espace des symboles modulaires isomorphe
a ’espace des formes paraboliques par orthogonalité avec I’espace des sym-
boles d’Eisenstein. C’est ce qui nous a amenés a reprendre les construc-
tions de Katz et de Stevens du Q-espace vectoriel & (I'). Dans [8], Ku-
bert indique comment choisir une partie de (Z/NZ)? dont les fonctions
indicatrices permettent d’engendrer E(T'(IV)). Nous faisons de méme pour
['o(N), obtenant ainsi une base efficace du point de vue algorithmique (pa-
ragraphe 1.5.4). Merci a Karim Belabas qui a implémenté dans Pari/GP
des objets évoqués dans cet article, comme les symboles modulaires, les
symboles d’Eisenstein, le produit de Petersson sur ces symboles, etc.

Dans 'appendice, nous avons regroupé des calculs classiques sur les séries
d’Eisenstein de niveau N dans l'esprit de [7].

1. Espaces de symboles modulaires

1.1. Symboles modulaires et symboles infinitésimaux. Cette sous-
section et les deux suivantes sont inspirées de [17].

Soient A = Z[P(Q)] le groupe des diviseurs sur P*(Q) et Ay le sous-
groupe des diviseurs de degré 0. L’action naturelle de GL2(Q) sur P}(Q)
induit une action sur A. Si ¢ € P}(Q), on note {c} le diviseur associé a
c dans Z[P1(Q)]. Si ¢; et co sont dans P1(Q), on note (c1,co) le diviseur
{ca} — {c1} associé dans Ay.

Soit P(Q) l'ensemble des symboles 7,(s) pour r et s € PY(Q), r # s.
Il est muni d’une action & gauche naturelle de GL2(Q). Nous parlons de
pointes infinitésimales pour désigner un élément de P(Q). Soient = le
groupe des diviseurs sur P(Q). Le sous-groupe =g des diviseurs de degré 0
est engendré par les diviseurs de la forme [c1, 3] = {co} — {c1} avec ¢4,
¢y € P(Q). On parlera de symboles modulaires pour les éléments de type
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{r,s} = [n,(s),7s(r)] et de symboles infinitésimauzr basés en r pour les
éléments de type [s,t], = [m.(s), 7-(t)] pour s et t différents de 7.

{r,t}

F1GURE 1.1. [n.(s), m(w)] = [s,t], + {r,t} + [, u]¢

Lemme 1.1. Le groupe Zy est engendré par les symboles modulaires {r, s}
pour r # s et par les symboles infinitésimauz [s,t], pour s #r et t #r.

Démonstration. L’élément [m,(s), m(u)] de Zg avec r # s et t # u s’écrit

[3; U]r sir=t

[s,t]r + {r,t} + [r,ul; sir#t. =

[ (s), e (w)] = {

Soit 0 : = — A Dapplication induite par {m,(s)} +— {r}. On a donc

O([mr, (51), 7y (s2)]) = (r1,72).

Lemme 1.2. L’image de Z (resp. Zy) par 0 est A (resp. Ag). Le noyau est
W = &,ep1(q) (BsrQlmr (s)]) -

Démonstration. Soit v =737, . ci{mr;(s;)}. Supposons dv nul. On a donc

Z (Z Ci> {r}=0.
rePL(Q) \1i=T
Donc },._, ¢; = 0 pour tout r € PH(Q). O
1.2. Décomposition de Manin—Stevens.

Lemme 1.3. Soit r € Q. Notons r = [ag,...,a,] = ap + 1/(a1 + 4
1/ay,) le développement en fraction continue de r de convergents Notons

_ dn—1 L ( 1)J lpj Pj—1
tnr = =Gt et = ()

g—2=1,p_1 =1, g-1 =0. Alors

) pour —1 < 7 < n avec p_o = 0,

[0 (00 )]+ Z Tj[moo (1) aj11), mo(00)] = 0.
j=—1
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Démonstration. Posons c_g = r, c_1 = 00 = Z;i, co = 2—8, cl = %,...,
Pn

=15 =71, = 00 On a aussi ¢o = 1, g1 = a1 et donc ¢y = py = ao.
Alors, le chemin fermé

X =Cpt1 7T =Cp —> " —>C —+C_1 =0

donne la relation
n

Z [Te; (¢j41), e, 1 (cj)] = 0.

i=—1

Posons aj = (=1)7a; pour i = 0,...,n + 1 et calculons les images réci-

proques des 7; sur ¢;_1, ¢;j et ¢jiq :

TjOO:&:Cj pour 0 <j<n
4j
TjO:Zﬂzcj_l pour 0 <j<n
qj—-1
i—1
S (=1 pﬂ'“}ﬂ tDPj-1  pjaj+1+Dpj-1 _ Djt1
o (=1)7 1qj'a§'+1 +qj-1 qj054+1 + qj—1 dj+1
=cjprpour 0 <j<n
ra _ —Pndn—1 + Pn—1qn — 00 =g
mn —Gndn—1 1+ Gn—14n nr
T_100 =00, T-10=0, 7T_1a{=ag= co.

Ainsi, pour tout 0 < 7 <n, on a
p— . . — . . / —_— .
Tjoo =¢j, T1;0=rcj_1, Tj@j 1 = Cjtl
ce qui implique que

(e (€j41)s e, 1 (¢5)] = Ti([Too (a1, o (00)]).

Pour 5 = —1,

[me_y (o), me_s (¢-1)] =[moo (@0), 7 (00)] = [oo (a0) , M0 (00)] + [m0(00), 7 (00)].

D’ou le lemme. O

Proposition 1.4.
(1) Si~y, € SLa(Z) est tel que y,00 = T, pour s1 et sy différents de r,
on a
[s1, 82)r = ([0, 75 s2]0 — [0, 77 ' 51)00)-
(2) En utilisant les notations du lemme précédent indexées par r, on a

n

(1.1) [m0(00), mr(00)] = D Tjr[m0(00), oo (=1 T ajs1,r)]
j=—1
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(1.2)  [moo(0), 7y (00)]

= [To0(0), Moo (a0,r)] + Z 7j,r[m0(00), 7r00((_1)j+1aj+1,r)]-
=0

Proposition 1.5.

(1) Le SLo(Z)-module Zy est engendré par le symbole {c0,0} et par les
symboles infinitésimauz [0,t]~ pourt € Q.

(2) Le SLa(Z)-module W, noyau de 0, est engendré par les symboles
infinitésimauz [0,t]s pourt € Q.

Démonstration. Soit M le SLa(Z)-module engendré par le symbole {oo, 0}
et par les [0,t]oo pour ¢ € Q. Par la proposition 1.4, tous les symboles
infinitésimaux sont dans M. Comme

[10(00), Moo (8)] = [m0(00), Moo (0)] + [0, 8o,

[m0(00), oo (8)] appartient & M. Donc, par la proposition 1.4, [my(00), 7, (00)]
appartient a M. Comme

[mo(00), mr(s)] = [mo(00), mr(00)] + [0, 8],
[mo(00), mr(s)] appartient a M, ce qui termine la démonstration. O

Remarque 1.6. Soit (7, s) un couple unimodulaire de rationnels, c’est-a-
dire I'image de (0, 00) par un élément de SLa(Z). Le SLa(Z)-module Z¢ est
engendré par {r, s} et par les [s, ], pour t € Q — {r}.

1.3. Cocycle associé a un symbole.

1.3.1. Cocycle universel. Soit Z une pointe infinitésimale. Si v €
GL2(Q), on pose Vz(v) = [Z,7(Z)]. Explicitement, si 'on prend Z = m,(s)
avec r et s des éléments distincts de P1(Q), on a

s, yrly +{r,yr}t + |r,YS|yr SiYr FEF 1
Vy(y) = [s,yr]e + {7 yr} + [ sy Lar #
[s, 75y siyr=r.
L’application vy +— Vz(y) est un 1-cocycle sur GL2(Q) a valeurs dans =g
Vz() = Z2.92) + [vZ,7(Y'2)] = Vz(7) + 7Vz(Y)

et dépend de Z par un cobord :

Vz(7) = Vz(y) = (1 =)(Z', 2]).
Lemme 1.7 (Stevens). Si Zo = moo(0) et v = (25),
[To0(0), 7_a(00)] — ’Y_l ([7700(0)77"00(%)]) sic#0

1.3) [Zoo,v ' Zo]= c
(1:3) 2oy Lol {[%(0),%(—3)] sic=0.
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Démonstration. On a
[ZOOv 771200] = [WOO(O)v ﬂ-’y—loo(’yilo)]'
Lorsque yoo = oo (i.e ¢ =0), on a
b
[Zooy 771Zoo] = |:7Too(0)7 Too (_>:| .
a
Lorsque c est non nul, on a
[ZOO?’Y_IZOO] = [WOO(O)a Tr’y_loo(oo)] + [777_100(00)771-7—100(7_10)]
= [o0(0), 7_a (00)] + 7 oo (100), oo (0)]

= Moo (0),m_s(00)] + 77" [7oe (£ ), e (0)]
d’ou le lemme. O

1.3.2. Cocycle universel a valeurs dans V. Si un groupe G agit sur
un ensemble X, on note Stabg(x) le stabilisateur de x dans G pour z € X.
Soit V' un Q-espace vectoriel muni d’une action a droite de GL; (Q). On a
une application naturelle de GL3 (Q)-modules Hom(Ay, V') — Hom(Zo, V)
induite par 0.

Lemme 1.8. Soient H un sous-groupe de GL3 (Q) et D(H) un systéme
de représentants de H\P(Q). Soit ¢ un 1-cocycle de H a valeurs dans V
s’annulant sur les stabilisateurs de tous les éléments de D(H). Il existe un
élément U de Hompy (Zg, V) tel que ¥([Z,v1Z]) = c(v) pour tout v € H
et pour tout Z € D(H). Si H opére transitivement sur P(Q), U est unique.
Démonstration. Remarquons d’abord que si Z; € D(H) et si v 17Z; =
v Z;i, onay/ = Ay avec A € Staby(Z;) et ¢(y') = () puisque ¢(A) = 0.
On peut donc définir un unique élément ¥ de Hom(=Z, V') tel que
U([Th, T2]) = c(y2) — c(n)

avec T = fyj_lZi]. pour un unique Z;; de D(H). Pour T et T> dans P(Q)
etye€ H,on a
V(YT Tal) = V(I Zi vy Ziol) = ey ™) = el ™)

=)y e — ety = ey = (1L, Ty
ce qui montre que ¥ est un homomorphisme de H-modules. Par défini-
tion pour tout Z; € D(H), on a bien ¥([Z;,v 1Z]) = c(y). Si H opére
transitivement sur P(Q), D(H) est réduit & un élément Z et les [Z, 71 Z]
engendrent =g, d’ou I'unicité de V. O

Regardons le cas particulier on H = GL3 (Q). L’action de GL3 (Q) sur
P(Q) est transitive. Si Z € P(Q), soit Uz lapplication

Homg, +(g) (S0, V) — HY(GL$ (Q),V)
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telle que Uz(v) est la classe du 1-cocycle v + ¥([Z,y~1Z]). Si r € PL(Q),
on note de méme U, I'application

Homgyp+(g) (B0, V) = HY(GL (Q),V)
telle que U, (1)) est la classe du 1-cocycle v = ((r,y~1r)).

Proposition 1.9. Si Z € P(Q), on a la suite exacte

+ Stab 4+ Z —

U res
=4 HY(GL(Q), V)™ Hl(StabGL;r @ % V)

Stab + Z
y GLy (@ = Sfini
ou V 2 — HomGL;(Q) (Z0,V) est définie par

v (2,771 2] = vl(y - 1))

Démonstration. Soit ¢ un 1-cocycle sur GL3 (Q) a valeurs dans V qui est
un cobord par restriction a StabGL;(Q)(Z) : 1l existe v € V tel que c(v) =

v[(v = 1) pour v € StabGL+(@)(Z). En modifiant ¢ par le cobord v —
2
v[(y — 1), on peut supposer que c est nul sur Stab; + (Q)(Z) et appliquer le
2
lemme 1.8. Les autres points sont immédiats. O

Proposition 1.10. Soit T' un sous-groupe de congruence de SLo(Z) et Z €
P(Q). Si {£1} agit trivialement sur V', I’homomorphisme

Homp (S0, V) % HYT, V)

est surjectif. L’image de Homyp(Ag, V) par Usyz est égale a la cohomolo-
gie parabolique H;aT(I’, V), noyau de HY(T', V) — [Lrecm) H!(Stabr(r), V)
pour C(T') un systéme de représentants de T\P}(Q).

Démonstration. Soit ¢ un 1-cocycle de I' & valeurs dans V. Comme Stabr Z
est réduit a {£1} pour tout Z € P(Q), la restriction de ¢ & Stabr Z est nulle
et H'(Stabr Z, V) est nul. La condition du lemme 1.8 est donc vérifiée par c
et on peut appliquer le lemme. En choisissant un systéme de représentants
D(T") de T'\'P(Q) contenant Z, ceci montre la surjectivité de Ug.

Si @ € Homr(Zp, V) provient de ®y € Homp (A, V) et si r € PHQ),
I'image de ® dans H'(T', V) est définie comme la classe de y — ®q((r, v~ 1r)
et sa restriction & H'(Stabr(r), V) est donc triviale.

Montrons' la surjectivité de Homp (Ao, V) — Hp,,.(T, V). Soit ¢ un 1-
cocycle représentant un élément de Hj, (I, V). Pour tout r € C(I'), choi-
sissons v, € V tel que ¢(v) = v, |(y — 1) pour tout v € Stabr(r). Pour tout
s € PYQ), il existe un couple (t5,35) € C(I') x T tel que s = fBts, et la

1Cela peut certainement se déduire de suites exactes générales, mais nous préférons donner
une démonstration terre a terre.
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quantité c(8; 1) — v, |85 ne dépend pas du choix de ce couple. On peut
donc définir un élément ® € Hom(A, V') par

of ¥ )= ¥ (s i)
)

seP1(Q s€P1(Q)

ou ng est nul sauf pour un nombre fini de s. Pour v € I, ’équation s = St
donne s = (y5)t et

c(vB) ™ = ul(¥8) T = (e(BT) — w8 (v,

donc

<I><’y > ns{3}> :<I>< > ns{3}>

sePL(Q) sePL(Q)

7_1+< > ns> (v,

sePL(Q)
et la restriction de ® & Ay est invariante par I'. Pour r € C(T'), on a
e({r,y7r}) = e({y7'r}) — e({r}) = c(v) — vrly = c(1) + w1
= c(7) +vrl(1 =),

ce qui montre que c est un représentant de I'image de ® dans H*(I', V). O

1.4. Symboles et espaces de formes modulaires. Le paragraphe sui-
vant a des liens avec [6]. Soit k& un entier supérieur ou égal a 2. Soit
Vi = Qlz,y|x—2 le Q-espace vectoriel des polynomes homogenes en (x,y)
de degré k — 2, muni de I'action & droite de GL2(Q)

(P|y)(z,y) = det(7)" P ((z,y)v ).

Siy=(29%), on a donc
(Ply)(x,y) = P(dx — cy, —bx + ay).

On note j(z) = cz+d le facteur d’automorphie. Soit M}, 'espace des formes
modulaires dont le stabilisateur pour I’action de GL3 (Q) donnée par

Fliy(2) = det(y)* i, (2) " F(y2)

est un sous-groupe de congruence. Si I' est un sous-groupe de congruence,
on note M (I") (resp. Si(I")) 'espace des formes modulaires (respectivement
paraboliques) de poids k invariantes par I'. Si F' € M}, on note ag(F) le
terme constant du développement de Fourier de F' en linfini. On définit
Vintégrale de Fichler W (F'), fonction de H dans Vj(C), par

W) = [

,00

T

(F(t) — ao(F)) (tz + y)*~2dt + ao(F) /0 "t + y)F 24t
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Les chemins dans H* utilisés pour définir cette intégrale et les suivantes sont
constitués d'un nombre fini d’arcs géodésiques. L’action de v € GL3 (Q) sur
W (F) est 'action naturelle sur I’espace des fonctions de H dans Vj(C) :

(W(E)|) (1) = (W(E)(y7)) |-

Si f est une fonction sur H, on note g’; et af les composantes de sa diffé-
rentielle dans la base (d7,d7) df = aﬁ dr + gidr. On a donc

R A
Théoréeme 1.11.

(1) L’intégrale définissant W (F') converge absolument et permet de défi-
nir une fonction holomorphe W (F') sur ‘H d valeurs dans Vi (C)
vérifiant

or

OW (F)
or
(2) Sivy € GL3(Q), C(F,v) = W(F) = W(F|xy™")ly ne dépend pas de
7. L’application

(r) = F(r) (o + )" 2.

— (F — C(F,~))

définit un 1-cocycle sur GL3 (Q) a valeurs dans Hom(Mj, Vi(C)).
Si T est un sous-groupe de GL;(Q) tel que F' soit invariante par
T, la restriction de C(F') a I' est un 1-cocycle sur I' a valeurs dans
Vi(C) et définit un élément de H(T, Vi(C)).

(3) La fonction s — [;>° (F(t) — ao(F)) (tz+y)*~2(—it)*dt définie pour
Re(s) > k admet un prolongement analytique ¢ C. On a

[ [ EO-aoE) Gt Aty dtlacy sia=(37)

100

70
ag(F) /0 (te +y)k2dt si 7y stabilise oo.

Ces équations déterminent entierement C.

~_ En particulier, C(F,~v) = 0 si v stabilise m5(0). Si F' € My, on note
F(t) = F(t) — ap(F') pour simplifier I’écriture des formules.

Démonstration. Notons N un niveau de F. On a F(t) = S n>1 n exp(ZRL)
avec a, = O(n*F71). L'inégalité |exp(ZFL)| < exp(%m(t))” assure la

convergence absolue de l'intégrale en ico et justifie la définition de W (F),
ainsi que ’équation différentielle.
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Vérifions que W(F) — W(F|y~!)|y ne dépend pas de 7. On a
W (Fly™Hy(r)
YT ——~— & YT &
= (  Flyi()(te +y) ’Zdt+ao(FW1)/O (tz +y) 2dt) .
100
En utilisant les égalités suivantes faciles a vérifier

(yra +y)F 2|y = det(y) 2,1 (yr)F 2z + y)h 2

(1.5) (Fly™Y) (vr)  =det(y)~* V) 1 (yr) " F(7)
Jy1(YT)gy (1) =1,
on obtient
O (W(Fy D) (r) _ det(y) _
S INGE (FIv™) (v7) (vre + )2y
= F(r)(rz+y)F2 = ngF ) (7).

Le fait que v — (F + C(F,7)) est un l-cocycle :
C(Fa ’7172) = C(Fh/2_17 71)‘72 + C(Fa ’72)

se démontre en appliquant la définition. Enfin, calculons C(F,~) lorsque

Y00 = 0, i.e. lorsque 7 est de la forme (&5). Pour Im(7) tendant vers oo,

I’ intégrale de ico a 7 et l'intégrale de ico a 7 tendent vers 0. La valeur
de W(F) — W (F|y~ )|y est donc égale a la limite de

(F) i k-2 1 i k-2
ao(F) | (tz +y)" “dt —ao(Fly™") ; (tx +y)*7dt ) |y
d [T
( (tx +y)F2dt — = / (v ttz + y)’”dt)
a Jo
( (te +y)k2dt — / (tx + y)k_2dt)
0 Y

-10
oy
/ (tz +y) k 2de
0
d

Lrag(F). Cela démontre la formule pour C(F,~) lorsque

O

car ag(F|y™1) =
Y00 = 00.

Calculons C(F, o) pour o = (9 7 o ). Pour cela, commencons par justifier
le prolongement analytique? de s — [i™ F(t)(tz + y)*~2(—it)*dt. Remar-
quons d’abord que t étant dans le demi-plan de Poincaré, —it appartient
au plan complexe privé de la demi-droite < 0, ce qui permet de donner
un sens & (—it)* pour s € C. En 0, F(t) est O(t*), donc l'intégrale est

a

20n donne ainsi un sens & l’intégrale fowo ﬁ(t) (tz 4 y)*~2dt qui ne converge pas en 0. Il est

dans D’esprit des démonstrations des équations fonctionnelles des fonctions L (voir [6]).
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convergente en 0 pour Re(s) > k — 1. Prenons un élément 2o de H sur la
géodésique qui va de 0 a ioco, par exemple, zg = i. On écrit

/0 F(t)(tx 4 y)*2(—it)*dt

_/ F(t)(tx + y)*=2(—at)*dt — /F t)(te + y)* 2 (—it)*dt

_/ t)(tz +y)"2(— z)dt—/ozF()(tx—l—y) 2(—it)dt
—i—ao(F)/O (tx + y)F2(—it)*dt

- /Oo ﬁ(t)(tx+y)k_2(it)sdt( m ﬂ(f)(m+y)k—z(it)—8dt> -

%

+ ag(F) /Oi(m +y)E2(—it)dt — ap(Flo) (/Oi(t:c + y)k_z(—it)_sdt) -
— W(F)() — W(Flo)lo(i).

Les deux premiers termes définissent des fonctions entieres, les deux autres
sont des fractions rationnelles en s sans pole en 0. En prenant la valeur en
s =0, on en déduit la formule (1.4). O

Remarque 1.12. Comme cela est remarqué dans [6], cette formule peut
aussi s’écrire en remplacant ¢ par 7 € H :

/0 F(t)(te +y)k =2 (—at)*dt

= [T Bt + )t (=it dt — ( / ’ %(t)(tm+y)’“—2(—it)—5dt) -

100

+ ag(F) /0 " (tat y)P 2 (i) dt — ag(F|o) ( /0 T(tx+y)k_2(—it)_5dt) -

ou encore

(16) [ Fit)(eay) 2ty
) ' x+y)" % (—it)*dt|s=0
_/W )(tz+y)"2dt+ao(F) /OGT(ta:er)’“‘?dt

_ </@-ooF|U(t)(t$+y)k_2dt+a0(F|U) /OT(tx-I-y)k_2dt
=C(F,0).
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La formule étant vraie pour tout 7 € H, on peut aussi écrire en remplacant

T par o lr

[ B ) iyl

_/ t)(tx 4+ y)k~ 2dt—|—a0(F)/ (tz +y)*2dt
0

o1l

_ (/ TF]J( )(m+y)’“*2dt+ao(F\a)/
o~10 7

[e.9]

(tz + y)’”dt) o

Théoréme 1.13. Il existe un unique GL;(Q)—homomorphisme Per de My
dans Hom(Zo, Vi.(C)) tel que pour tout F € My, et tout v € GL3 (Q),

Per(F)([70(0),7 70 (0)]) = C(F,7)

ou encore

Per(F)({oe,0)) = [ (F(8) - ao(F)) t2 -+ )} (=it oo

Per(F) ([0, 7o) = ao(F) /0 "tz 1 )2t

Démonstration. L’existence et 'unicité de Per se déduisent du lemme 1.8
avec Z = T(0), G = GL3 (Q) et V = Hom(Mj, Vi) en remarquant que

HOm(Mk, HOm(Eo, Vk)) = HOm(Eo, HOm(Mk, Vk))

(1.7)

et que C est nul sur le stabilisateur de 7 (0). Comme GL3 (Q) est engendré
par o et par les matrices triangulaires supérieures de déterminant stricte-
ment positif, les égalités (1.7) suffisent & caractériser 'application Per en
utilisant le théoreme 1.11. O

Remarque 1.14. Attention, Per(F') dépend du choix du 1-cocycle vy
C(F,~) parmi les cocycles de sa classe qui sont nuls sur le stabilisateur de
Too(0) dans GLJ (Q).

Proposition 1.15. Soit F' une forme modulaire de poids k de groupe T'.
L’image de Per(F) dans H'(T',V;(C)) est la classe du 1-cocycle C(F) :

Per(F)([700(0),7 100 (0)]) = C(F, )

pour v € T'. Soient t € P1(Q) et I'y son stabilisateur dans U'. L’image de
Per(F) dans H* (T, Vi,(C)) est la classe du 1-cocycle

vy el — Per(F)([s,’y_ls]t)

pour n’importe quel s € PL(Q) différent de t. En particulier, lorsque F est
pambolique la classe de C(F') est un élément de la cohomologie parabolique
(I, Vi(C)).

par
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Démonstration. Démontrons 'assertion sur la pointe ¢. Calculons I'image
de la classe de C(F) dans H'(T'y, V4(C)). On a pour s # t et v € I
C(F,7y) = Per(F)([r0(0), m(s)]) + Per(F)([m(s), m(v~'s)])
+ Per(F)([v ' mi(s), 7 10 (0)])
= Per(F)([moo(0), me(s)])| (1 =) + Per(F)([m(s), me(y"s)])-

L’image de C(F) dans H*(T;, Vi(C)) est donc la classe du cocycle v € Ty
Per(F)([m(s), m(y~'s))). O

Notons Perr(F') (resp. Cr(F')) la partie réelle de Per(F') (resp. C(F)).
1l serait possible de les définir en prenant dans les intégrales la partie réelle
de la forme différentielle.

Théoréme 1.16 (Eichler-Shimura). L’application
Cr : My(T) — HYT', V(R))
est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. L’image de Sk(T') est la co-
homologie parabolique H;m, (T, Vi(R)).
On peut en déduire une structure de C-espace vectoriel sur H!(T', Vi (R)).

1.5. Symboles d’Eisenstein. Cette sous-section a sa source dans [7].

1.5.1. Fonctions sur (Z/NZ)?. Soit Fy(C) I'espace vectoriel des fonc-
tions de (Z/NZ)? dans C muni de I’action suivante de GLo(Z) :

F i@ y) = (@ y)r™).
Si f € Fn(C), on note I'y le stabilisateur de f dans SLa(Z). Pour I' conte-
nant I'(V), on note Fr(C) le sous-espace des éléments de F(C) invariants
par I'. On a donc l'abus de notation Frn)(C) = Fn(C). Si X est un

sous-ensemble de (Z/NZ)?, on note 1x la fonction indicatrice de X. En
particulier, la fonction indicatrice d’une orbite sous I' appartient a Fr(Z).

Définition 1.17. Si f est une fonction sur Z/NZ, on définit la transformée
de Fourier de f par

o= 3 faesn(-7).

a mod N

L’application réciproque est donnée par

=5 ¥ Faes(

a mod N

2m'cm>

et on a f = Nf~ ou f~ est définie par f~(z) = f(—=z). En particulier,

fOy= > fl@, fO)=N"T > fa).

a mod N a mod N
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Définition 1.18. [7] Si f est une fonction sur (Z/NZ)?, on définit la trans-
formée de Fourier de f par

foom =g X sanen(Za(t 1)

(a,b) mod N

et ses transformées de Fourier partielles par

Pfmm) = ¥ flamye( -0

a mod N
Pf)m) = Yl bexp(~ 5™,
b mod N
Pour 7 € SLa(Z), on a fly = f|y. On a aussi =1 PR =R
et f~ = f=. Si f est & variables séparées : f(z1,z9) = fi(xy1) fa(ze), ie.
f=f®fona

feh=xhoh
P1(f1®f2):?z®f2, P2(f1®f2):f1®£7
Pl(f@2):f5 ®f P2(fi®72)=£®f1-

Les définitions suivantes d’opérateurs de Hecke seront justifiées une fois fait

le lien avec les séries d’Eisenstein (voir [16] pour le cas de poids 2).

Définition 1.19. Soit f € Fr(C). Pour k entier > 2, on pose

{0 silt N

(k) _ k—1 k=2
10 Nwn) = X fos) + 67 ) =04 S

ls=y

Pour ¢t N, la formule se simplifie en

k — _
T () (w,y) = Fla, )+ 67 ().
1.5.2. Distributions de Bernoulli. Soit By, les polynomes de Bernoulli
(voir [11] par exemple). Si a est un entier, on pose (&) = & — | ], d la
fonction valant 1 en 0 et 0 ailleurs et on note pour r € Z/NZ

— N1 Blx) sih>1
Bn(r) = 4 =Bi({%)) — 300({§)) sih=1
N1 sih=0.

La distribution de Dirac sur Z/NZ est définie par [ f(2)ddo(z) = f(0).
Les distributions de Bernoulli 8y, sur Z/NZ sont définies pour h > 0 par

/Z @@ = 3

a€Z/NZ.
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On a en particulier
/ f(z)dBo(z L ST fla)=NTHA0).
Z/NZ a€Z/NZ

Cette définition ne dépend pas de IV dans le sens ou si M = NP et si f est
une fonction sur Z/MZ qui se factorise par Z/PZ, on a

/Qﬂwz‘fdﬁh ::jQ/PZ!deh

LS @B e 5 ey B

car

a€Z/MZ a mod P h
b mod N
Br((35 + )
Z f(a) Z %
a mod P b mod N
'Y f < )
a€Z/PZ

On note [ f(z)dBr(z) = [z Nz f(2)dBr(z) s’il n’y a pas d’ambiguité. Pour
r € Z/NZ, By(r) = [ 1 mod Nzd B est la valeur de la distribution g, sur la
fonction indicatrice 1, moq Nz de 7 dans Z/NZ. Les relations By (1 — 1) =
(=1)"By(r) pour h > 0 impliquent que B4 (1 —7r) = (—=1)"B,(r) et donc que

(1) [t = 1" [ gdp.
Cela est clair pour h # 1 car By (1) = By(0). Pour h =1,
fi(l—r)=—=Bi(1—7r)=DBi(r)=-p1(r) si0<r<l1
B1(1)=1/2—-1/2=0=—p31(0).
Si g est une fonction sur N, on pose L(s,g) = >, 97(:;). Cette définition
s’étend & une fonction sur Z/NZ par relevement de maniére naturelle. Dans

ce cas, L(s,g) converge pour Re(s) > 1 et se prolonge en une fonction

méromorphe sur le plan complexe ayant au plus un pole simple en s = 1
9(0)

de résidu

Proposition 1.20. Si g est une fonction sur Z/NZ,

/ 9dBr = L(1 — h,g) pour h > 1
Z/NZ

[ 9By = L0,9) + 54(0).
Z/NZ
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La proposition est classique pour h > 1, voir [20], p. 271 pour h = 1.
Nous aurons besoin plus tard de la distribution §; _; définie par

1
dg,_, = ——IL'(2—h,5 + (-1)"9).
L 9081 = gl @ =g +(-1)'"9)
Elle vérifie
(19) [omash = 1" [ gas; .

1.5.3. Séries d’Eisenstein. Soit k un entier > 2. Si f appartient a
Fn(C), la série d’Eisenstein associée a f est définie par

Ers(z)= 3 fled)(cz+d)*
(c,d)eZ?

ou le ’ signifie que 'on somme pour k > 2 sur les couples (¢, d) non nuls et
pour k = 2 par la sommation d’Eisenstein 3

E;wc(z) = Z Z f(C, d)(CZ + d)fk

cE€Z deZ!,

ou Z/. est égal & Z si c est non nul et & Z—{0} si ¢ = 0. Elle est holomorphe.
La proposition suivante est bien connue (pour k = 2, on peut facilement
adapter l'exercice 1.2.8 de [3]).

Proposition 1.21. Pour v € SLs(Z), on a
(1) pour k > 2,
B fley = B sy
(2) pour k =2,

F(0 T (0 T
(Ekz,f+f( ) -~ )‘ 7=Ek,f|v+];\(,2>1m(_)-
2

~

Pour f € Fn(C) et f(0) = 0 dans le cas k = 2, Ej s est une forme
modulaire de poids k pour I'f. Si F' est un sous-espace de Fy(C), notons
F}, le sous-espace de F' vérifiant I’hypothése supplémentaire que f(0) = 0
lorsque k = 2. Soit £isy 'application ]:N((C);g — M}, donnée par
(k=1! ko
~—— 2 N''E
(—2im)k k.f

Notons &(C) son image et &, r(C) 'image de Fr(C);, dans My(T).
Nous avons fixé le niveau N et ne I'avons pas fait intervenir dans la
notation. Cela est justifié par le lemme suivant.

Eisp(f) =

3Pour k = 2, on aurait pu la définir comme la valeur en s = 0 du prolongement analytique
de Z(c,d)€Z27{O,O} fle,d)(cz 4+ d)~F|cz 4+ d|~2°, ce que fait Kronecker, voir [19].
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Lemme 1.22. Soient M un multiple de N : M = NP et f € Fn(C)}. Sig
est [’élément de ]-"M((C);C qui s’en déduit par composition avec la projection

de (Z/MZ)?* sur (ZJNZ)?, on a l’égalité
Eisg(g) = Eisk([).
Démonstration. On a g(x + Px’,y + Py') = g(z,y). On vérifie que

g(z,y) = {

On en déduit que

k—1)! k— Pf(c,d)
Eisk(g) = ((_2m1))kMk1Ek.g (( Mk 12 P fz—i—d = Eisk(f)-

O

Pf(%, 4) si P divise z et y

0 sinon.

Proposition 1.23. Soit f € Fr(C)}. SiTy =T ({9)T, on a
Ty(Eisi(f)) = Eisn(T ().

Démonstration. Ce fait est bien connu et démontré dans [16, Theorem 1.3.2
ou Proposition 2.4.7] au moins lorsque & = 2. Nous en donnons une démons-
tration directe pour k > 3 en partant de la définition de Ej, y. Calculons

(k) _
T, (f) tel que TyEy = Ek,Ték)(f)'

Supposons d’abord que £{ N. Choisissons ¢ € Z tel que £/’ = 1 mod N2.
Les matrices ¢; = (3 1) = (§9) (§ ¥*) pour i =0,..., £ —1 et

o[ Ny [ N
€ = 0 ¢ M}\Fl 1]~ EM;\FI Y

sont de déterminant ¢ et vérifient ' (} 9) I' = Ll¢;. On calcule Popérateur
de Hecke T' ({ 9) T a I'aide de ces matrices :

Ty(Er.)(2)
(o.yezz \izp (z T+ Nic)k (b0 + 572 d ) 2+ N +Ld' )k
On considere les deux systemes
c=c /
c=cd mod N
1.10 d = ¢d + Nic d
) e cone {d = ¢d’ mod N

ie{0---£—1}
et

(111) c:ﬁ(ﬂ’c’—}—MT_ld’) donc ¢=cd mod N
' d=Nd +ud d = ¢d' mod N.
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Lorsque £ 1 ¢ (resp. £ | ¢), le systéme (1.10) (resp. le systéme (1.11)) a une
solution unique. En rassemblant ces contributions, on trouve donc

IS Fle, M) (ez + d) R,

Lorsque £ 1 ¢, le systéme (1.11) n’a pas de solution. Lorsque ¢ | ¢, le sys-
téme (1.10) a exactement £ solutions pour ¢ | d, ce qui donne la contribution

ISy (zc, e?) (Cez + td) ™ = 3 f(le,d)(cz +d) "

On obtient donc que pour £{ N, TyEy 5 = Ek (k) () BVEC
’ Ty (f)
(1.12) T (f)(e,d) = f(te,d) + € f (e, 071d).
Supposons maintenant que £ divise N. L’opérateur de Hecke se calcule a
I’aide des matrices ¢; pour ¢ =0,...,£—1:
(-1 .
_ _ z+ Ni
Ty(Biyp)(z) = 81 4 kEkf( i )
i=0
, -1
=1 Z Z f(d,d)(z+td + Nicd)7*F.
(¢/,d’) i=0

Considérons le systeme

c=<¢

(1.13) d=(d + Fid)
ie€{0,...,0—1}.

Nécessairement ¢ divise d. Le systéme (1.13) s’inverse alors en

d=c
d =4 - Lid

iefo,...,0—1}.

On a donc
0 siltd
> f(d,d)y=1<1f(c,d/p) sill]el|d
(¢/,d)E(Z/NL)? Ywez/Nzte=d (¢, T) silfc.

solution de (1.13)
En conclusion, pour ¢ | N,
sil|detltc

sinon

e_ .
T () e, d) = f(be,d) + £+ {022:5 (e.f =71
(1.14)

sinon.

= f(le,d) + ¢+ {Ozfxd fle,z) sitfc
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Calculons maintenant Tz(k)( f) = Tgf)( f). La transformée de Fourier de g
définie par g(, y) = f(lz,y) est g(z,y) = 2oy [ (2, 5). En effet,

g9(z,y) Zf (bu,v eXp<227T w - v:r)

N
. rv—{Lsu .Uy —vx
—2 u;s f(r,s)exp <227rN> exp (Q’Lﬂ'N>
— Z f(z,s) exp<2m(y ]\fs) > = Z f(z,s).
uvs ls=y

Lorsque ¢ { N, on a donc g(z,y) = f(z,¢"'y) et la transformée de Fou-

rier de (z,y) — f(x,f_ly) est (z,y) — f(fz,y). On déduit alors de la
formule (1.12) que pour £1 N

T ()@, y) = fla, ) + 51 f (L, y).

Si £ | N, la transformée de Fourier de la fonction h définie par

0 sil|x
) = {zgs:y fle.s) sitie
est
E(x,y) fllx,y) Z flzx,t).
e oy
En effet,
h(z,y) = 1 Z Flu, s) exp<2i7ruy_£8z)
N N

NI
S

f

1 —t —/L
= N2 uz;zt: r,t) exp<2mrsN u) exp<2i7ruyNsx>
u

r—A0x)s— (bt —¢
= f(lx,y) T;:uf rt exp<217r( z)s N( t y)u)
fllx,y) Z flx,t).
Et Ly

On déduit alors de (1.14) que pour ¢ | N
TP () wg) = 3 Flws) + 7 fllw,g) — 572 3 f(te,t).

ls=y lt=Ly

D’ou la proposition. O
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1.5.4. Générateurs de &, r(C). Suivant I'inspiration de [8], nous allons
maintenant donner un ensemble de fonctions de Fr(Q) engendrant ’espace
des séries d’Eisenstein &, r(C). Les questions de rationalité seront étudiées
au paragraphe 1.5.5. La proposition suivante est bien connue.

Proposition 1.24 (Relation de distribution). Soit M un diviseur de N.
Alors sia € M(Z/NZ)?, on a

(1.15) MF=2 N Eisyp(1y) = Eisp(La).
Mb=a
Démonstration. 1l s’agit de montrer que
k—2 _
(1.16) M2 Y E p =B .
Mb=a

L’équation Mb = a a une solution dans (Z/NZ)? si et seulement si a
appartient & M (Z/NZ)?. Posons a = Mbg avec by € (Z/NZ)?2. Les solutions
de I’équation Mb = a sont de la forme by + %h avec h mod MZ2. On a
alors en écrivant by = (b1,b2), h = (h1, ha)

Z B 5 (2)

Mb=a

bgd—blc)
N

1 exp(2im Z o p<2' hod — hlc>
= — T xp| 2im————
N (CZ + d) (h1,h2) mod MZ? M

M? exp(2z’7r7b2d;,blc)
N (cz +d)k

M2k exp(2im Mb2dMbic)

N (edez? (cz+ d)*
_ M ) RRTERED) _ yrkp, () 0
(c,d)€Z? (cz +d)* fola

Modulo I'identification de Q[(Z/NZ)?] avec Fy(C), I'application Eisy,
est la restriction & (Z/NZ)? d’une distribution universelle de poids k — 2
au sens de D. Kubert ([8], voir aussi [16, Remark 2.4.5]).

Proposition 1.25. Soit (Z/NZ)2.,,. le sous-ensemble de (Z/NZ)? formé

prim
des éléments d’ordre N. Pour k # 2, limage par Eisy des fonctions d
support dans (Z/NZ)? . engendre le C-espace vectoriel Err(n)(C).

prim

La proposition est une conséquence de I'appendice de [8]. Pour k = 2,
le poids de la distribution universelle est 0 et Kubert construit explicite-
ment dans ce cas aussi un systeme de générateurs pour I'(V) (théoréme 1.8
de [8]). C’est en programmant 1’espace Ek.To(N) Que nous nous sommes ren-
dus compte que pour k = 2, 'image par £is; des fonctions & support dans
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(Z/N Z)pmm n’engendre pas &, 1, (n)(C). Nous allons maintenant construire
une base valable pour tout poids dans le cas ou I' = T'g(N).

Commencons par donner une description des orbites sous I'g(V). A tout
couple (z,y) € (Z/NZ)?, on associe le triplet suivant [q1, g2, u] avec

€T N
fﬂz(l’aN), qzz(y,(h), u:ymd( ql)
q1 g2 q1 g2

Comme (q—”““l,qﬂl) = (L,2) = 1, u appartient a (Z/(%,%)Z)*. Notons

Orbr,(ny ensemble des triplets [q1, g2, u] avec

(1.17) @|q|N, ue (Z/ (N QI)Z>*.

q1 Qg2
Lemme 1.26.

(1) L’ensemble des orbites de (Z/NZ)? sous laction de To(N) est en
bijection avec Orbr ().

(2) Un représentant dans (Z/NZ)?* de lorbite [q1, g2, u] est (q1,q2v) ou

v est un représentant de u dans Z/%Z premier a %'

. N o N
(3) Le cardinal de l'orbite associée a [q1,q2,u] est /QI(?](\[/élq’lq)l/E;I;)é‘I2)

Démonstration. On voit facilement que le triplet [q1, g2, u] ne dépend que
de lorbite de (z,y) sous l'action de I'o(N). Réciproquement, montrons que
si (z,y) et (2/,y') ont méme image [q1,qo, u], il existe 7 € To(N) tel que
(z,y) = (2',¢')y. On a = = qlv y = quw, ¥ = qv, y’ g’ avec
vw = v'w’ mod (N 4y et v’ et w’ inversibles modulo (q ,2). Donc v/v' =

q1’ g2
w/w' mod (¥ Par le théoreme chinois, il existe a € (Z/NZ)* tel que

)
{v/v’ mod &
= q1

= . 0
w/w' mod L.

Soit @’ un inverse de @ mod N. Comme y’a’ — y est divisible par ¢; et que
v’ est inversible modulo N/qy, il existe b € Z tel que b =

a alors (z,y) = (2, /) (8 aél) mod N. Ce qui démontre I'assertion (1).

L’assertion (2) se déduit de la construction. Calculons le cardinal de ’or-
bite associée a [q1, g2, u]. Les éléments de 'orbite sont de la forme (q1v, gaw).
Comme v est défini modulo qﬂl et est inversible modulo qﬂl, ona gp(qﬂl) choix

pour v. Comme w est défini modulo %, que w mod Z—; est premier a % et

qu’on a la relation vw = u, on a N__ela/e) _ opoix pour w. Le cardi-

a1 p((N/q1,q1/q2))
nal de l'orbite associée a [g1, g2, u] est donc bien ™/ 11(5(01(\7% flq)l /((1‘121)§QQ) Pour
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vérification,

N @

ae()e(l)
)

== |=

= N2 d

>

qz\qllN,ue(z/(ﬂ q—l)Z)* 90((q1a

@
, a2
q1 " 42

On identifie désormais [q1, g2, u] & 'orbite correspondante.

Proposition 1.27. Soit Vp(n) le sous-ensemble de ]-"FO(N)((Z/NZ)Q) for-

mé des fonctions indicatrices des orbites {%, (CZNT/;ld)’ u] pour d diviseur

de N et u € (Z/(d, 5)Z)*. Alors l’ensemble des Eisy(f) pour f € Vo ()
pour k > 2 (resp. f € Vryny — {Lvn)} pour k = 2) forme une base de
Er o) (C).

Remarque 1.28.

(1) Le cardinal de V() est égal au nombre de pointes -y ¢((d, %))
de T'o(IN). On a une bijection explicite de I’ensemble des pointes
dans Vp vy 1 sir = % est un rationnel donné de maniere irréduc-
tible, on pose d = (y, N), y = dv; on associe & r la fonction indica-
trice de [m, W]]\\f,/d),xv mod (d, N/d)]. Elle ne dépend que de
la classe de  modulo I'g(N).

(2) Le cardinal de l'orbite [(d %/d)? (dj\%;id),u] est

d, N d, N d N N
DD (1) (1 )cx

(3) Lorsque le poids k est égal & 2, il faut enlever l'orbite [N, N, 1] car
sa fonction indicatrice 1y n) = 1(90) n’est pas nulle en (0, 0). Dans
tous les cas, le cardinal de Vp () pour k& > 2 (resp. de Vp (n) —
{I(n,n)} pour k = 2) est égal a la dimension de &, r () (C).

Pour simplifier les notations, nous travaillons dans la suite dans le Q-
espace vectoriel Q[Orbp,(ny] de base Orbr,(n) modulo les relations plutot
que dans I'espace Jr,(n)((Z/N 7)%) et notons Vi) ensemble des orbites

N N/d
{W,N/d)  [@Njay ¢

(1) Pour N sans facteurs carrés, Vi (n) est formé des orbites [, d, 1]

}. Donnons deux cas particuliers.

avec d divisant N, qui ont (%) éléments.
(2) Pour N = p" puissance d'un nombre premier p, Vp( Ny est formé

des orbites [p®,p?*™",u] et [p®,1,u] pour 5 < s < navecu €
(Z/p"~*Z)* (voir lemme 1.29). L’orbite [p*, p**™", u] a p(p?" %)
éléments et Vorbite [p®, 1, u] a p(p™) éléments.

Visualisons Vr vy pour n = 5. Dans le tableau suivant, sur

chaque colonne, Z—; est constant et sur chaque ligne, ¢; (et donc qﬂl)
est constant.
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[p° p° 1] p%p*41] [p° % 1] [p% p* 1] [p° p, 1] [p% 1, 1]
% p51]  [php5ue(Z/p2)*] It pYue@/pZ)*]  [php,we(Z/pD)"] [P 1, u€(Z/p2)"]

[p% 051 [pipiue(@/p)*] [P p,ue(Z/p’7)"]  [p% 1, uE(Z/p?7)"]

p%p%1]  [p%p,ue(Z/p2)*] [P 1,ue(Z/p?Z)"]

H, P, H [P, 1, u€(Z/pZ)"]

Avant de démontrer la proposition 1.27, nous allons démontrer quelques
lemmes. Donnons une description locale de Vp (.

Lemme 1.29. Une orbite [q1,q2,u] pour ¢|qi|N et u € (Z/(%,Z—;)Z)*

appartient a Vry(ny si et seulement si pour tout nombre premier p | N,
N
ord(X) = ordy (2)
ou

ordp(qﬂl) < ordp(L) et ordy(gz) = 0.

Remarquons que ¢ est nécessairement divisible par le radical de V.

Démonstration. Une orbite [q1, g2, u] appartient & Vo (v) si et seulement s’il
existe d|N tel que sia = (%, d),q = %, = %. Soit [¢1, g2, u] appartenant
a Vpy (- Pour tout p|IV, on a

ordy,(a) = min (ord,(N) — ordy(d), ord,(d))

ord,(q1) = max (ord,(N) — ord,(d), ord,(d)) .
Donc, si ordy(g2) > 0, ordy(d) < ordp(qi). Par la deuxieme équation,
ordp(gq1) = ord,(N) — ord,(d). Donc

2ordy(q1) — ordy(g2) = ord, (V).

Si ordy(g2) =0, on a ord,(N) = ordy(da) < 2ord,(d) = 2ordy(q1).

Réciproquement, soit [q1, g2, u] une orbite et supposons que pour tout
p| N, ord,(N) = 2ordy,(q1) — ord,(gz) si ordy(g2) > 0 et que ord,(N) <
2ordy(q1) si ordy(g2) = 0. Soit d = % et a = (%,d). Pour p | N tel que
ord,(g2) > 0,

ord,(qia)
= ordy(q1) + min (ord,(N) — ordy(q1) + ordy(ga), ordy(q1) — ordy(g2))
= min (ord,(N) + ord,(g2), 2 ord,(g1) — ordy(gz2)) = ord,(N).

Pour p | N tel que ord,(g2) = 0,

ord,(gia) = min(ord,(N),2ordy(g1)) = ord,(N).

N N
a’ da’

Donc N = qia et [q1,q2,u] = [ u] appartient a Vp(n). O

Traduisons maintenant les relations 1.24 relatives & un nombre premier
en des distributions dans Q[Orbp,x)]. On écrira a ~ b dans le quotient de
Q[Orbr, ()] par les relations obtenues de poids W = k — 2.
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Lemme 1.30. Soit p un nombre premier divisant N et [q1, g2, u] une orbite
telle que p | qﬂl et p | qa. Alors

q1 g2
[q1aQQ7u]NpW Z |:>7U:|

w(v)=u pp

ol v E (Z/(%, L)Z)" et ou

N * N *
(@GR - G0
a1 92 q1 42
est la projection naturelle. En particulier, si ord ( ) < ord ( )
g2 ]
—, =, ul.
p p

Démonstration. Le nombre premier p divise q1 et ¢go. L’orbite de p(q1 (f;v)

(1, 42, 4] NPW[

pour v € (Z/ Np ‘“)Z) est donnée par [q1, g2, u] avec

u = v mod (Z/<N,q1)Z) .
q1 42

Ce qui démontre la premiere partie. Lorsque ord ( L) <ord ( )5 (Xp a1y —

q1’ g2
( é\lf q2) et il n’y a qu’une solution en v ce qui unphque le cas partlcuher O

Remarque 1.31. Sip | m ,pJ[ et p| g1, on a ord, ( )<0rd ( ) et par
le lemme
Q1 Q@ ]
=, =, ul.
p P
Lemme 1.32. Soit p un nombre premier divisant N et [q1, g2, u] une orbite
Q

telle que pt & w Pl & etp | 2. Alors,

[QI7q27u] NpW Z |:Q17QQ7U:| +pW|:q17qp37p_lu:|
w(v)=u
ol T : (Z/(J(;p’ 2z — (Z/(q1 L)L) est la projection naturelle et ot

p~tu appartient (Z/(qﬁl’ %)Z) .

(1, g2, 4] NPW[

Démonstration. Le premier terme s’obtient comme précédemment. On dé-
. PN E ﬂ _ ﬂ qil . N

duit le deuxieme terme de ce que (7, pe;) = (515 &) est premier & p et de

ce que (pq1, N) = (q1, N). 0

Lemme 1.33. Soit p un nombre premier divisant N et [q1, g2, u] une orbite

telle que p 1 q%. Alors,

q1 42 qQ _
[(h»QQ,U] NpW (|:pa pvu:| + [C_Ih Eap lu] + [Q17€I2ap 2“])
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avec u € (Z/(qﬁl, L)Z)*. De maniére équivalente, si quﬂl etptL, ona

Va1, @2.u] ~ [pa1, pao, u] — " [par, paa, p~u] — [pa1, g2, p~ " u)).

; . . N N N :
Démonstration. Si p { -, ordy(L) = ord,(5) = 0 et (g, %) est premier
a p. L’étude de la multiplication par p donne facilement le résultat comme

précédemment. O

Démonstration de la proposition 1.27. Nous allons montrer que modulo les
relations de distribution, toute orbite appartient a Q[Vpo( N)]. Choisissons
un élément [q1,q2,u] de Orbr ) n’appartenant pas a Q[Vp, )/ ~ et

minimisant ’entier
2

N
M(q1,q2) = a2 <(N‘“ql)>

q1’ g2
Soit p un nombre premier divisant N.

(1) Sip|Tetptd
(a) si p2 ] é\lf : d apres le lemme 1.30 appliqué a [pqi, pga, u], on a
[Q17 q2, U] ~ p_W[pQLPQQa u]
avec M (pq1,pg2) = M(q1,q2)/p.
(b) Sip]| qﬂl : d’apres le lemme 1.33 appliqué & [pqi1, pge, u], on a

par, paz,u] ~ 2" (lar, @2, ul + [par, a2 p ™"l + [par, pae, p~>u))

avee M (pq1, pa2) = M(a1, 42)/p et M(pa1, 2) = M(a, g2)/p*
(2) Sip| , ord ( o) <ordy ( *) et p | g2 : d’apres le lemme 1.30, on a

q1 g2
[q17q27u]NpW Z |:77’U:|

w(v)=u p-p

avec M(‘ﬁ ‘fj) = M(q1,q2)/p.

(3) Sip \ , ord ( ) > ord ( 1) > 0 : d’apres le lemme 1.30 on a

g1, g2, u] ~ p~" [pg1. pga, U]

avec M(pqr, pga) = M(a1, 2)/p-
(4) Si pJ( o> ordp(L) > 0et p|ge : dapres le lemme 1.32, on a

q1 q2 q2 _
[, q2,u] ~ "V ) [v] +pw[q1,p,p 1u]

w(v)=u

avec M(q1, ) = M(q1,q2)/p et M(L,2) = M(q1,q2)/p-

Dans tous les cas, on a une contradiction avec la minimalité de M (g1, g2).
Pour chaque p, on est donc dans une des situations suivantes :
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(1) SiMﬁ,pT% oupt g,

(2) sip | onap | I dapres le cas (1), puis ordp(qﬂl) < ordy(L)
dapres le cas (3), et enfin, (ord, (%) < ordp(L) et p f ¢2) ou
ordp(é\lf) = ord ( ») par le cas (2).

Autrement dit, [q1, g2, u] vérifie une des conditions suivantes

o ptoetpfl,

o ptXetpta,
op|qﬂ1,p|q1 ord (ﬂl)gord
op|qﬂ1,p|g—;etord(

ce qui se résume en

e ord (N) = ordy(L)

e ord ( ) <ordy ( >) et p1go.
Donc [¢1, g2, } € Vry(v) par le lemme 1.29, en contradiction avec 'hypo-
these du départ. Ceci termine la démonstration de la proposition 1.27. [

1.5.5. Symbole de Fisenstein—Dedekind.

Théoréme 1.34 (Stevens). L’application Uy, = Per o Eisy définit un ho-
momorphisme de SLa(Z)-modules Fn(C);, — Hom(Zo, Vix(C)). Il est déter-
miné par les formules

k=2 Sk —2 o
Uy (f)({o0,0}) = jz_%(—l)]< j ) (/(Z/NZ)Z frdBr—1—; ®dﬁj+1> ply

1Al k=2 _ k—2
+ </(Z/NZ)2dek_1 oY d/BO)lU </Z/ NI fdﬁo ® df;,_ 1)

T 1 k-1
m(f)([o,r]oo):kil(/(z/m fdﬁk@)d@)( sy

pour v € Q.

Démonstration. C’est une conséquence du théoreme 1.13 et de la proposi-
tion A.5. O

On déduit du lemme 1.22 que ¥ est compatible avec les applications
naturelles Fys(C);, — Fn(C)}, pour N | M.

Remarque 1.35. Dans le cas ou N = 1, on retrouve les formules d’Ha-
berland ([5, Satz 3]). Le 1-cocycle d’'Haberland pgqp 1 est donné par

prtan(7™) = =5 V(D) [ (0. 7 (O (~1.2)

_ _Mwm)({oo,om—m
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prtan (T ™) = =55y (D) (r0). T (O)) (1.2
1

= —mq]k(ﬂ)([oj l]oo)(_la .Z’)

avec T = (} 1) (rappelons que SLy(Z) est engendré par o et T).

823

Remarque 1.36. L’invariance par SLy(Z) signifie que Wi (f|y) = Yr(f)|y

autrement dit que pour § € =y,

(1.18) Vi (f)(v8) = Wi (fIM(@) v
puisque (Vi (f)|7) (8) = k(f)(70)|y, Pour e = (' ]), on a
(1.19) U fle) = (=) k(f)]e.

En effet, on déduit des formules explicites de Uy (f) que

Ui(fle)({o0,03) = (= 1) " Wi(f)({o0,01)le = (=1)* 1 i(f)]e({o0, 0})

Wi (£16)([0,7]0) = T (f)([0,7]00) = (=) Wr(£)(€]0, 7] o0 ) €
= (=1 W (f)]e([0, 7o)
et donc que pour tout § € =y,
Ui (fle)(8) = (=1)* 1k (f)]e().-

En particulier, on a

Ui (f1e) ([moc (0), 10 (0)]) = (—1)% 1 (f) (elmas (0), Yoo (0)]) le

= (~1)" () ([ (0), 7€ oo (0)])fe.

On observe que Wi (f)({oo,0}) et donc Wi(f) est la somme de deux
termes de nature différente. Nous allons les étudier séparément et voir que
I'un peut étre interprété comme appartenant a I'image de Homp f(A, Vi)
a un facteur “transcendant” prés et que l'autre est rationnel. Voir [21,

proposition p. 453], dans le cas de SLy(Z).
Posons v, = k2
stabilisateur de oo.

, c’est une base de la droite de Vj invariante par le

Proposition 1.37. Supposons k > 2. Il existe un unique homomorphisme

de SLa(Z)-modules
Oy : Fn(C) — Homp () (A, Vi(C))
tel que pour r € PL(Q) et pour f € Fn(C),

(120)  Ou(N)({r)) = ( L T2 @ dﬁo) ool
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pour vy, € SLa(Z) tel que r = yy00. Il vérifie
Or(f)({oo} —{0})

— ( / fds, , ® dﬁo> xF2 - ( / fdBy ® dﬁ,’H) yF 2.
(Z/NZ)? (Z/NZ)2

Remarque 1.38. Si f appartient & Fp(C) pour I' un sous-groupe de
congruence de niveau N, O(f) appartient & Homp (A, Vi(C)) et son image
dans HY(T, V}(C)) est donc nulle : on a en effet la suite exacte

(1.21) HOmF(A, Vk((C)) — HOmF(AQ, Vk((C)) — Hl(l“, Vk(C))

Démonstration de la proposition. Pour r = 0o, on pose

O(f)({oo}) = ( /(

Z/NZ

. fdg_, ® dﬁo> Vo

L’invariance par SLy(Z) implique que l'on doit avoir pour z € A et v €
SLy(Z)

Or(f17)(2) = Ok(f)Ir(2) = Ok(f)(v2) 7,
autrement dit en appliquant & f|y~! et z = {r},

O:()({r}) = Or(fI H{rrh-

En prenant v = 7, %, on obtient que O (f)({r}) doit étre égal &

Or(flr)({oo}) |y -

Vérifions que cette derniere quantité ne dépend pas du choix de ~,, ce qui
permettra de 'utiliser comme définition de O(f). Il suffit de le vérifier
pour —Idy et pour (§1). Comme df},_; ® dBy est de méme parité que k et
que voo| — Idy = (—1)¥vso, on a pour 7. = —,

O (fIv) (oo™ = Ok(f 1) ({oo}) Iy
pour 2=, (3 1),
/ fldB_; @ dBy = / fle (@1, 22 — 21)dB_; @ dBo
(Z/NZ)? (Z/NZ)2

= /(Z/NZ)2 fle (1, 22)dfy,_; ® dBo
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en utilisant 'invariante par translation de la distribution 3y, d’ou ’existence

et I'unicité de ©(f). En appliquant la formule (1.20) 4 o = (9 '), on a

Or(f)({0}) = </f —ro,m1)d S} 1(:E1)dﬁo(x2)) k—2
— (/ f(:cz,1:1)d51/§_1($1)d50(x2)> 2

— ([ Faso o ag ) o2

en utilisant le fait que 5y est pair. OJ

Soit I' un sous-groupe de congruence de niveau NN. Lorsque k est impair
et —1 € ', Homp(A, V) est nul. Supposons donc que k est pair ou que k
est impair et —1 ¢ T'. Pour chaque pointe P € T'\P!(Q), fixons un élément
vp de SLy(Z) tel que ypoo appartienne a P. Notons Eis,, 1'élément de
Homr (A, V},) défini par

Voo Syl
Ez‘sm{s}):{ e

si s = yypoo avec vy €T
0 sinon.
Lorsque k est pair, Eis; ., ne dépend que de la classe P de ypoo et on peut
écrire
si s € I'r (avec ys00 = s)

Voo -1
Eisrr({s}):{ s

0 sinon.

Si f € Fn(C), notons s7 (f) la fonction sur Z/NZ définie par
83 () = F((0,2)7p") £ F((0,2)7pY)-

Corollaire 1.39. Soit k un entier strictement supérieur d 2 tel que k soit
impair si =1 ¢ T, Si f € Fr(C), on a

w2 en- X (5

Pel\P1(Q)

L2~ ksl (1) ) Bisyy.

um

Démonstration. On a

o T8 @ 00 = 3o 5 X slabyexp( S as — ba) )y (o)

1,22 a,b

= % Z f(a,b) <Z eXp<2i7;\C;x2 )) (Z eXP(— 2”;\{;%1)52_1(3310

1

fZZf (0,8)exp( == ) By ()

(2 =k, f(0,-) + (=1)*f(0,-)).
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En remarquant que f|yp(0,2) = f((0,2)|y5"), on obtient donc la formule
[y Bpdhs @i = =L@ = ksl 0 (1),
(z/NZ)?

Supposons que f € Fr(C) et décomposons O (f) dans la base des Eis.,,.
Pour tout s € P1(Q) et Q = T's, on a s = yygoo avec v € ' pour le choix
de g fait. D’ot,

( [ Fredsiy o dso ) Bis,p ()

PeF\JPl
— ([ Fhadsis © i) Bisyg ()
— ([ rodsis ©ds) vuhigh !
= 04(f)(rgeo) vt = O (f)(s) = Ok(f)(5)
car f est invariant par I'. On en déduit la formule (1.22). O

Remarque 1.40. Lorsque I'y contient I'g(N) (k est alors pair pour que
Homr(A, Vi) ne soit pas nul), s (f)(x) est égal a 2f((0,2)[y, ') pour r
équivalent a oo ou a 0 et x € (Z/NZ)*, c’est-a-dire & 2f(0,1) pour r
équivalent a oo (resp. 2f(1,0) pour r équivalent a 0). C’est une fonction
constante. On a donc

O} = OuT ) (o hi ! = =y (2 = B) (0, Dol ™)
et
Oklf) = —— (2~ k) Bis,
ol Eisy est I'élément de Homp(A, V},) (en particulier rationnel) défini par
Eisg({r}) = flrw(0, sy .

Corollaire 1.41. Si f € Fr(Q), l'image Cx(f) de Ui (f) dans H (T, Vi (C))
appartient a HY(T, V},).

Démonstration. Le 1-cocycle associé a un élément de Homr(A, V}) étant
un cobord, l'image de O (f) dans H(T, V) est nulle et Cix(f) est aussi
I'image du 1-cocycle associé a Ui (f) — Or(f) qui est rationnel. O

Soit gkj(@) I'image de Fr(C)} dans HY(T, Vi(C)) par Cy. Si Err est de
méme l'image de Fr(Q);, dans HY(I', Vi), on a & r(C) = C® &k r.
Proposition 1.42.

(1) L’orthogonal de & r(C) dans My(I') pour le produit de Petersson
est Si(I).
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(2) Si f € Fr(C),, et si la restriction de Vi (f) auz symboles infinitési-
mauz est nulle, Eisy(f) est nul.
(3) Le Q-espace vectoriel HY(T', V) est engendré par le module d’Ei-

senstein E,r et par l'image de Homr (Ao, V).

Démonstration. On trouve une démonstration de I'orthogonalité qui n’uti-
lise pas les opérateurs de Hecke dans [3]. Si & > 2, pour toute pointe r,
il existe un élément de & r(C) nul en toutes les pointes de I'\P!(Q) sauf
r. Pour k = 2, pour tout couple de pointes distinctes r et s, il existe un
élément de &, r(C); nul en toutes les pointes sauf r et s. Un argument de
dimension permet d’en déduire que 'orthogonal de &, 1(C) dans Mj(I") est
exactement Sg(T").

La restriction de W (f) aux symboles infinitésimaux est nulle si et seule-
ment si le terme constant du g-développement de Eis(f)|ry est nul pour
tout v € SLa(Z). Dans ce cas, la série d’Eisenstein Eisy(f) appartient a
Si(I") et est nulle.

La derniere assertion se déduit alors du corollaire 1.41. 0

2. Produit sur P’espace de symboles modulaires

2.1. Définition algébrique. Soient V' un espace vectoriel (de dimension
finie) muni d’une action & droite de GL2(Q) et (-, -}y une forme bilinéaire
sur V invariante par SLs(Q). Si R est un Q-espace vectoriel, on note V(R) =
R®qV.

On se donne un symbole de Farey F = (V,*, uey) associé a I' et ses
données de recollement -y, pour a € V (on ne suppose pas d’hypothése
d’unimodularité, autrement dit, ce qui est appelé symbole de Farey étendu
dans [1]). Rappelons que V est formé d’arcs géodésiques d’extrémités dans
P1(Q) et que * est une involution sur V. On note Ve o = uglll(2), Vel 3 =
ue_lll (3), Vet = Venr,2 U Vep,3- On associe au symbole de Farey un domaine
fondamental de I'. Sa fronticre est formée des arcs de V — Vey 3, ainsi que
d’un couple d’arcs géodésiques pour chaque élément de V,; 3. Donnons une
extension naturelle de Homp (A, V') & ces derniers arcs. Soient a = (g, Sq)
un chemin elliptique d’ordre 3 et z, le point fixe de 7,. On appelle triangle
associé a a le triangle hyperbolique de sommets 74, sq = v, gy ta = Yara
et on note u, et v, les chemins u, = (rg,24) €t Vg = (24,84). Si ® €
Homp(Ap, V'), on définit

: é((l)((ra,ta)) +‘I)((7'a75a)))

D(va) = 5 (((asa,50)) + B((50:50)) = 5 (7 50)) + 2 {fa, 5))

(I)(Ua) = 1 ((I)((Taa'}/ara) + @((’ra,’)/gra))> -



828 Dominique BERNARDI, Bernadette PERRIN-RIOU

On a alors ug = y,v, . Pour ® € Homp(Ap, V),

(21) () + B(v) = 3 8((ra50) + (rasta) + (1 50) + (far50)) = D).

On pose

(2.2) P(yua) = @(ua)ly s P(yva) = P(va)ly

pour v € T', ce qui est compatible avec les relations déduites de I’équation
Ug = YaU, -

On fait de méme pour un arc elliptique a = (14, 84) d’ordre 2 en posant
Ug = (Ta, 2a), Va = (Za, Sa) POUr z4 le milieu de a, point fixe de v,. On a u, =
YaVq - On pose CD(UCL) = %(I)((ra7'7ara) = %(I)(a)v (I)(Ua) = %¢(708a78a) =
$®(a). On a encore ®(ug) + ®(vy) = ®(a).

Définition 2.1. Si F = (V,*,u) est un symbole de Farey, on note V la
suite d’arcs obtenue a partir de V en remplagant les arcs elliptiques a par
les deux arcs u, et v,.

Comme u, = Y4v, , 'application * se prolonge donc de maniere naturelle
AV par uf = vg, 0F = ug et la donnée de recollement ,, de ug est vq. Si
® € Homp (Ao, V), ®(a) est bien définie pour a € V.

Rappelons qu’il y a une application naturelle

Homr(Zo, V) — HY(T,V)

qui associe a ® la classe du 1-cocycle <AI;1,Z : vy = ®([Z,71Z]) dans
HY(T,V) avec Z € P(Q). Nous noterons de la méme maniére I’application
qui s’en déduit sur Homp(Ag, V') et qui associe a ® la classe du 1-cocycle
®yy = By, : v = ®((r,7"'r)) dans la cohomologie H},.(T,V) ot r est
I'image de Z dans P'(Q) (proposition 1.10).

Théoréme 2.2. Soit F = (V, *, peyy) un symbole de Farey associé a T'. Pour

®y un 1-cocycle de T' a valeurs dans V' et ®o appartenant a Homp(Ag, V),
on pose

- 1 o
(2:3) {B1.22) =5 (@101, 2a(a)v
acV
(1) Cette expression ne dépend que de la classe ®q de ®; dans HY\(T,V)
et on pose

@1, @2}y 5 = {&)1’@2}w‘
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(2) Si ®q € HOmF(AQ, V),

{¢1a@2}hf'::{§1m7¢2}rf

ne dépend pas de r € P*(Q).

(3) Pour V. =V}, muni de la forme bilinéaire (-,-)y, définie au para-
graphe 2.2, {®q, <I>2}F7F ne dépend pas de F. On Uappelle le produit
de Petersson algébrique de @ et ®y et on le note aussi {1, P}y

Pour ¢ € Homr(Z, V) et @2 € Homr(Ag, V), nous écrirons {®1, Po}y
pour {®}, Po}y ot P} est 'image de ¢, dans HY(T,V).

Remarquons que 'involution * n’a pas de point fixe sur VY contrairement
a ce qui se passe sur V. On pourrait faire la somme sur ]7/ * grace au
lemme 2.3 qui suit, ce qui permet dans le cas de calculs explicites de ne
tenir compte que de la moitié des arcs. On rappelle que a = y,a*~ avec
Yo €T

Lemme 2.3. Sia € 17,
(B1(72 1), @2(a))y = (P1(7a), P2(a™))y = (D1(75:), Pa(a®))y

En termes de V plutdt que de VY, le produit de Petersson algébrique
s’écrit :

24) (21 @hpp=y Y (B0 Baa)
acV—Ve1 3

+é D (@il ) + a7, %), Pa(a))v

a€Velr,3

et pour ®; et @3 dans Homp(Ag, V) et r € PH(Q),

(@1, @2} = 5 Y (@1((r707), ala)) v
acVy

== > (®((r7ar)) P2(a))v

a€V—Veu,3

+% Z (®1((r,7ar)) + P1((r,727)), P2(a))v

a€Vey1,3

L’indépendance par rapport a F sera démontrée apres 1’établissement du
lien avec le produit de Petersson complexe (corollaire 2.11) pour Vi et
la forme bilinéaire (-,-)y,. Nous garderons donc F en indice dans le cas
général.®

4Nous ne sommes pas arrivés & la démontrer directement.
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Démonstration de l’indépendance par rapport au1-cocycle. Notons H(él, dy)
le second membre de (2.3). Si ®; et ®, sont deux I-cocycles représentant
&y, on a @) (y) — P () = C|(1 — ) avec C € V. La contribution de a € V
A H(®p, Dy) — H(P), Dy) est

S (B2 =@ (0, Ba(a)) v = (11— ), Da(a))
=2 (C. (@)1=}

= (0, ®5((1-7; )y =5 {C Bafa + @)y

Finalement,

H(§1,¢2)—H(&>3,¢2):;<0,@2 <2a+za*>> =0. O
a a Vv

Proposition 2.4. Si &y appartient a l'image de Homp(A,V) et si @,
appartient & Homr (Ao, V), on a

{CI)% (I)l}p,]: = {(I)la (I)2}p7]: =0.

Démonstration. Soit ®, € Homp(A,V) tel que ®3((c,d)) = PHL({d}) —
®5({c}). Prenons comme 1-cocycle représentant I'image de @3 (resp. ®1)
dans H(T', V) le 1-cocycle Py = <I>2r (resp. Py = <I>1,r) Montrons d’abord
la nullité de {@2,P1} 7. On a

{@2, Q1}r 7= 5 Z (P2(7, 1), @1(a))v
aEV

= 3 2 @halr)) - B}, By

aEV

Z*Zq”{} —1),®1(a))v

aEV

= 3 Y@ {rh), alata Py =0

acy

comme dans la justification de la définition 2.2.

Montrons maintenant la nullité de {®, <I>2}F’ 7. La démonstration s’ins-
pire de 'article de Shimura [15]. Si a = (P, Q) n’est pas un chemin elliptique
d’ordre 3 et si a* = (R, S), on a par définition @ = vy, R et P = 7,S5. La
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contribution de a a {®1, o} - est

<‘I’1( D, e5({Q} — {Ph)v

= @10 ), B(RDy — 5 @135, B PR
= @10 b PR — 2 (B, B((PE)w
1 ~ ~

(@1(7a ), 22({PY)v

N

= — (D1 (7)), PH({R}))v —

(®, est nul sur lidentité). Si v, est d’ordre 3, la contribution du chemin
a=(P,y;'P) est

1 -~

@)+ B30, @ P — (@105 + B3, %), BAPY))
= L@+ b - B ) - Ba ), BPY)
= L1557~ b1 )~ Br ) — @) - B ), (P

= —(®1(7, 1), PL({PY)v
Autrement dit,
(2.5) (@1, P2p r = — D (Pr(3a ), Bo({Pu}))v
acV

ou P, est l'origine du chemin a. Si P est une extrémité d’un élément de V,
on étudie ensuite son orbite au sens suivant : le successeur de P est v~ P si
v est la donnée de recollement associée a 1’élément de V d’origine P. Notons
« une orbite nécessairement finie de longueur l(a) : a = (FPo,. .., Pja)-1)
avec a; = (P}, Qj), Pjy1 = q/a_ijj, Py = 7;(1@_1}’[(@)_1. En posant 9 = Id,
Tjt+1 = q/aj 7j, on a donc P; = 7;F et la contribution de l'orbite a a
—{®1, ®2}1 7 est la somme pour j =0 al(a)—1 des @31(7;],1), Q5({P;}))v-
On a

(P1(7,,1), Po{P )y = (@1(7,,), P({m5Po}))v

= (D1(75) 7, Po({Po}))v

= (®1(75,' 75) = @1(7y), L({ P D))

= <@1(Tj+1)—‘1>1(7j)7‘PE({Po}»v-
La somme des contributions des points de ’orbite o est égale a

(2.6) (®1(Ti(a)) — P1(0), PH({Po}))v = (D1(Ty(e)), PH({Po}))v
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Olu Ty(q) appartient au stabilisateur de Py. Comme la restriction du 1-cocycle

®; au stabilisateur de Py est un cobord (voir proposition 1.10), il existe
u €V tel que

(@1(Ty)); Pa({Po}))v = (ul(myay — 1), P2({Po}))v
= (u, ®5({ (1) — 1) Po}))v = 0.

On en déduit que {®1, P2} » = 0. O

Avec les notations de la preuve précédente, 7y, est le générateur du
stabilisateur de la pointe Py conjugué a ((1) w(f())) ou w(FPy) > 0 est la
largeur de la pointe Py, générateur dit positif, et il y a une orbite par
pointe. Dans le cas ou le polygone fondamental est sous forme canonique,
il y a une orbite de longueur 1 pour chaque pointe sauf une et une orbite
de longueur > 1 pour la pointe restante.

Un corollaire de la démonstration et en particulier des formules (2.5)
et (2.6) est le suivant.

Proposition 2.5. Soit C(T') un systéme de représentants de T'\P'(Q). Si
®y € HYT,V) et si 3 € Homp (Ao, V) est limage d’un élément @} de
Homp(A,V), on a
{182}z = 3 (®)7(r), 2h({s))v
seC(I)

)

ou Ts est le générateur positif du stabilisateur I's de s et ou CI’gS est un

1-cocycle de T's représentant la restriction de ®; a T's.

Proposition 2.6. Si (-, )y est symétrique (resp. antisymétrique), la forme
bilinéaire { -, }1 5 est antisymétrique (resp. symétrique) sur Homr (Ao, V).

Démonstration. Notons E3 ’ensemble des points elliptiques d’ordre 3 de
[. Sit € Es, il existe (rq,24) € V et v € I tels que vz, = t et on pose
D((s,1)) = ®((s,77a)) + ®((y7r4, 1)) pour tout s € P(Q). Fixons r € P1(Q).
Si ® appartient & Homp (A, V), on introduit la fonction @, sur P*(Q) U Es
définie par R

O, (t) = @((r,1)).
C’est un moyen d’étendre ® en une fonction de P!(Q) U E3 dans V, comme

on le fait dans le cas complexe. Elle n’est pas invariante par I' : on a pour
tout t € PL(Q) U E3

(/I\)r(t) - EI\)TW(t) = (I)r(')/)'
En effet,

~

@, (yt) = ((r,yr)) + @(v(r,t)) = &, (y1) + &((r, )|y
=0, (v )+ (1) = =0 () + B ()
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car (v 1) = —®,(y)]7~L. Do

~ ~ ~

(1) — (V) |y = ©r (7).

Calculons a l’aide des fonctions (T)Lr et <f>2,r la contribution d’un arc a =
(O1a,002a) de V a 2{®y, P2}y  Pour t € P1(Q) U E3 quelconque, on a

<EIV)1,T (7(1_1)7 ) a))

—
3

ol ;@0 ) 1)
3
~

o~ o~~~

En prenant t = 0sa, on obtient

(@1,(751), @2(a))v
= (01,4(020), P2 (D20))v — (@1, (2a), P2 (D10))y
<<1>1r(31a*) ‘52r(32a*)>v <‘i’1,r(3la*),‘f’2,r(81a*)>v
= (D1, (Ba), Do (D2a))v — (D1, (D1a”), Do, (Dr1a™))y
1. (

—(® r(02a), B, r(01a))y + <<I>1 r(01a"), (52,7«(32&*))&/

En faisant la somme sur tous les a et en utilisant le fait que a — a* est une
bijection, le terme

Z<(/I\)1,r<a2a)a By, (ha))y — (B1,(81a*), B, (B1a*))y
a€y

est nul. On a alors

(2.7) {®1, P}y £
*Z ( 81a <I>2,T(82a*)>v — <(/I\)1’T(82a), (f)gm(é?la))v) .

aEV

Cette expression est antisymétrique (resp. symétrique) si (-, )y est symé-
trique (resp. antisymétrique). O

Remarque 2.7. L’équation (2.7) donne une autre définition de I’accouple-
ment {-, -} restreint a Homp (A, V).



834 Dominique BERNARDI, Bernadette PERRIN-RIOU

2.2. Lien avec le produit de Petersson complexe. On prend main-
tenant pour V' le Q-espace vectoriel Vi, = Qlz, y|x—_o.
La forme bilinéaire (-,-)y, définie sur Vj par

<Zazzk212bxzk2z>: kZZ @zbk2z
Vk (1,)

est symétrique ou antisymétrique selon que k est pair ou impair et vérifie
((rz +9)* 2 (Fe+y)" 2y, = (r - )2

et
(P, Qv = (P, QI")v,
pour v € GL2(Q) et v* = det(y)y~!. Elle est en particulier invariante par
I'action de SL2(Q). On I'étend & Vi (C) par linéarité.
Si D est un domaine fondamental de I dans H* = HUPY(Q) et si F et G
sont deux formes pour I' dont 'une est parabolique, le produit de Petersson
de F et G est défini par

(F,QG) 1"—/ F(r)G(T)y /DF(T)mIm(ﬂk_ngE.

Théoreme 2.8. Soit F un symbole de Farey pour I'. Soient F' et G deux
formes modulaires pour I' de poids k. On suppose que G est parabolique.
Pour laccouplement {-,-}F?]_- associée a Vi, et a (-,-)v, et prolongée a C
par C-linéarité, on a

{Per(F), Per(@)},, . = —(20)F 1(F,G)r

)

k dacdy 1
2

et
{Per(F),Per(G)}F’f =0.

Rappelons que
{Per(F), Per(G)}r 7 = {C(F), Per(G)}r 7

par définition. On trouve une formule de ce type dans les articles de Ei-
chler [4] et Shimura [15] de la fin des années cinquante lorsque F' et G
sont paraboliques. Nous donnons une esquisse de la démonstration (voir
aussi [2, 5, 13| pour I' = SLy(Z)).

Commencgons par des lemmes qui sont classiques dans le cas parabolique
et qui sont des variantes de l'intégrale de Eichler (voir paragraphe 1.4). Soit
F une forme modulaire de poids k pour un sous-groupe de congruence. On
pose pour T € H

/ F(t 7)F2At + a(F) /OT(t—%)det

ou les chemins utilisés sont formés d’un nombre fini d’arcs géodésiques.
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Lemme 2.9.
(1) On a
P ) = Py -T2

(2) Supposons F et G invariantes par T'. Si a est un arc géodésique
entre deur éléments de P1(Q), pour v € T,

/aW(F)( dT—/ W(F)(r)G(r)dr

ne dépend pas de T :

/W dT — W(F)(T)G(T)dr = (C(F), 771)7W>Vk’

7 la

Démonstration. En utilisant 1’'identité
(re+y)F 2 (e +y)F 2y = (1 —7)F?

et en faisant le changement de variable 7 — ~7, on trouve® que pour tout
v dans GL3 (Q),

| WOREEE = [ W), (e i) 2Gh Ty
= [WEG D e+ 2R (D,
/ 7), (73 + )P 2Gy L(7)dr)y,
Si de plus v appartient a I' et que F' et GG sont invariants par ', on a
/ W) - [ WG
v~ la

= [ = WE @), o+ ) E Ny,
= (C(F,y7h), /a (tz 4+ y)*—2G(7)dr)y,

= (C(F.y71), Per(G)(a))v,. O

Démonstration du théoréme 2.8. Soit D le domaine fongamental associé a
F. Son bord 0D est exactement formé des chemins de V. On a

pdady

(PG = [ PG5 - (Qi)lk_l | F@G e - 2ardr.
0(W(F)(7’)G(T)> o
7 :F(T)(T—T)k ZG(T).

Sutiliser par exemple les formules du type de celles de (1.5).
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En appliquant la formule de Stokes

/D (g? B ?)i) drd7 = /aD(PdT + Qd7)

avec P =0 et Q(1) = W(F)(7)G(7), on obtient

| FOEE —7)ardr = [ W(E) ()G,
D oD

Le contour 0D est formé des arcs géodésiques a € V. Comme a* = v, ta
avec 7, € I, la contribution de a et a* pour a € V est par le lemme 2.9

/W dT+/ W(F)(r)G(r)dr
= [wEmemar - [ winaei

= (C(F,7g 1), Per(G)(a))v,.

On a finalement

| [
o VIENT)G(r)dr = 5 %}@(Fa Ya '), Per(G)(a))v,

= {c(F),Per(@],

D’oti la premiere partie du théoreme. Démontrons que {C(F), Per(G)} ~
est nul. Introduisons pour cela la fonction holomorphe Wi (F') sur H donnée

par
/ F(t)(t — 7)F2dt + ao(F) / (t — r)F2dt,
0

Le méme argument que précédemment donne que

(C(F), Per(G)(a))y, = /awl(F)(T)G(T)dT — Wi (F)(T)G(7)dT

-1
Yo @

pour a € V et, en utilisant ((tz + y)*~2, (rz + )" )y, = (t — 1) 2, que
(C(F). Per(@hrr = [ Wi(F)m)G(r)ar =0

car Wi (F)(7)G(T) est holomorphe sur H. O

Le produit de Petersson sur Si(I') induit une forme bilinéaire hermitienne
positive sur H,, (I, Vi(R)). Nous allons voir que la forme bilinéaire alternée
associée est a un scalaire pres la forme {-,-}p ~.

Corollaire 2.10. Soient F; € My(T") et Fy € Si(I"). Alors,

Im(Fy, Fo)p st k est pair

Perg(Fy), Perg(F = (2i)2
{Perr(F1), Pere( 2)}F’]: (20) {—z’Re(Fl,F2>p si k est impair.
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Démonstration. On déduit du théoréme 2.8 que

{Perr(F1), Perr(F2)}r.F
= {Cr(F1), Perr(F2)}r £

- i ({C(Fl),PeT(FQ)}F’}- + {C(Fl)’m}r,f

+ {m, Per(Fy) }F’]__)
1

=3 ({C(Fl),Pe?"(FQ)}F + {C<F1)’Per(F2)}r)

— (20)F2 (F1, B)r — (=1)F(Fy, Fy)p
21

Corollaire 2.11. La forme bilinéaire {-,-}p = {-, }p z définie sur
HY(T, V) x Homp(Ag, Vi)

est indépendante du symbole de Farey utilisé pour la définir.

+ {m, Per(Fg)}F’]__

Démonstration. On le démontre en tensorisant par R.

Comme Homp(Ag, Vi(R)) est engendré par les images de Perg(Sk(I"))
et de Homp (A, Vix(R)) (théoreme 1.16 et suite exacte (1.21)), il suffit de
montrer I'indépendance de la forme bilinéaire restreinte & H* (T, Vi (R)) x
Perr(Si(T)) et & HYT, Vi(R)) x Homr(A, Vi (R)), ce qui est vrai par le
corollaire 2.10 et par la proposition 2.5. O

2.3. Construction d’un symbole de Farey d’un sous-groupe. Soit
F = (V, *, u) un symbole de Farey pour I'. Des algorithmes pour construire
un symbole de Farey F’ pour un sous-groupe I de T sont bien connus de-
puis longtemps [9]. Cependant, ils sont en général écrits pour I' = PSLy(7Z)
([10]). En cherchant & démontrer le comportement de la forme bilinéaire
sous les opérateurs de Hecke, nous avons été amenés a reprendre ces algo-
rithmes pour I" sous-groupe de PSLy(Z)et a observer un phénomene parti-
culier lorsque la courbe modulaire associée a I' a plusieurs points elliptiques
d’ordre 3. Il ne se produit donc pas pour I' = PSLy(Z). Ce paragraphe re-
prend donc cette construction.

Avant de passer a l’algorithme de construction de F’, donnons quelques
notations. Soit C un systéme de représentants de I"\I'. Soit W = C x
V. Notons 7 le représentant dans C de la classe IVy. On a f:y? = W .
L’application qui & (&, a) € W associe I'arc géodésique £a est injective car
un arc de V ne peut étre le transformé par un élément de I' d’'un autre arc
de V et le stabilisateur d’un arc est réduit a +Id. Nous identifions dans la
suite (£,a) & £a pour £ € C et a € V. Pour {a € W, posons

—1
Vea = EValva €T
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appelée donnée de recollement de W associée a {a et 7,, la permutation de
C donnée par 7, (§) = &yq. On a donc

Y = YeaTvq (f)

L’ensemble W est muni d’une bijection Ast induite par I'involution * de F
de la maniere suivante :

Ast(§a) = 7y, (§)a’.

Lorsque a n’est pas un arc elliptique, Ast o Ast(€a) = £a car

—_~—

ASt(g’\)’;a*) = {VaVara = ga =&a
puisque vy« =7, L et £ € C. On a de plus
§a = f’)’aa*_ = YéaTva (é)a*_ = Y¢a ASt(fa)i.

Lorsque a est un arc elliptique d’ordre 2, on a a = a* et Asto Ast(éa) =

e

E’E’yaa = ¢a. Lorsque a est un arc elliptique d’ordre 3, 42 est +1d et on a

Ast3(§a) = Ast(7,,(£)vaa) = Ast(% (&a) = T3 (&a = &a.
Ainsi, les orbites des éléments de W par Ast sont d’ordre 1, 2 ou 3. Remar-

— 1
quons que lorsque Ast(§a) = {a, ona a = a*, 7, (§) =&, 1, = V0%l =
£v,671 appartient a IV et est de méme ordre juei(a) que 7q.

Proposition 2.12. On garde les notations précédentes. Il existe un systéme
de représentants C de T'\T tel que F' = (V', Ast/, i/') décrit comme suit soit
un symbole de Farey : les arcs de V' sont

(1) les éléments Ea € C x (V — Ve 3) avec g, # 1; on a alors pi'(§a) =
w(a) et Ast'(€a) = Ast(€a);
(2) les points fizes Ea dans C x Ve 3 pour Ast, on a alors 7,,(§) = &,

Vea = €7aE71, W (€a) = pla) = 3 et Ast'(€a) = Ast(€a) = €a;
(3) pour chaque orbite {{1a,&2a,&3a} d’ordre 3 par Ast, les chemins
&d, &1d", &a,&3a ou E1d et 1d” sont définis par

§ra" =g 60"
" —1 —
§1a"  =7¢q8307
on a alors
/ _ —1 / _ —1 / _ —1
Yera = €17%€2 s Vesa = €273 5 Vega = §37%a€1
Ty, (&1) = &2, 7, (&2) =&, 79,(&3) = &1,
721(1/ = Y¢1as 7é1a” = 753;7 ’Yéga = 75_11117 723(; = Y¢sas
Ast'(&1d") = &oa, Ast/(&1ad”) = &a, Ast'(§2a) = &1d!, Ast'(&3a) = &aod,
p(&d') = p/(&ad") = p/ (§2a) = p' (€30) = 1.
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Démonstration. Soit un symbole de Farey F = (V, *, tiey)- A chaque étape
de Valgorithme, les éléments de L et L3 sont par construction dans W et
les éléments de C ont des classes distinctes dans TV\T'.
On note I''C la réunion des classes I pour € € C et + 'addition d’un
élément a la fin d’une liste.
Entrée: Un symbole de Farey de groupe I' : (V, *, u1¢7) et un critére d’ap-
partenance a I".
Sortie: Un symbole de Farey (V', Ast/, u.,,) de I” et un systéme de repré-
sentants C de IV\T'.
1: Calculer les données de recollement ~, pour a € V.
2: C—{Id}; L {Id}x(V—-Veu 3); Lz {1d }xVey 5 W {Id}xV; V'« {Id }xV,
3: tant que LU L3 # () faire
4 si Lg # () alors

5: Enlever le premier élément £a de L3 (on a donc a* = a).

6: si &y, ¢ T'C alors

7: C CU{Evg, V2, W C x V.

8: pour b € Ve 3 faire L3 <— L3 + {v4b.

9: pour b € Vg 3 faire L3 < L3 + £v2b.

10: pour b € V — V3 faire L < L 4 &v,b.

11: beV — Va3 faire L« L + &42b.

12: Insérer dans V' a la place de £a la suite des £v,v pour v parcou-

rant V — {a} & partir du successeur de a de maniére circulaire
puis la suite des £y2v pour v parcourant V — {a} & partir du
successeur de a de maniére circulaire.

13:  sinon

14: Prendre le premier élément £a de L et I'enlever de L.

15: si £y, ¢ I'C alors

16: C+ CU{&%}; W<+ CxV.

17: pour b € Vg 3 faire L3 < L3 + {v,0b.

18: pour b € V — V3 faire L < L + £v,b.

19: Insérer dans V' a la place de £a la suite des £v,v pour v parcou-

rant V — {a*} a partir du successeur de a* de maniére circulaire.

20: pour (a € V' avec £ €Ceta €V faire

21 Ast'(§a) < £720%; Yy = €7aa '

22:  si Ast'(€a) = &a, ply(€a) < pen(a) sinon il (¢a) «+ 1.

23: pour chaque orbite d’ordre 3 pour Ast’ faire

24:  Choisir un élément A = £a de l'orbite; B < Ast/(A), C + Ast/(B).
25:  Dans V', remplacer A par A’ = v,A~ suivi de A” =~2A".

26 Ast/(A') «+ B; Ast'(A”) - C; Ast/(B) + A'; Ast/(C) + A”.

o7 ply(AY) 1, pl, (A7) « 1.

28: renvoyer (V',Ast’,ul,).
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L’algorithme termine si et seulement si IV est d’indice fini dans I". En
effet, une fois que C est de cardinal 'indice de I dans I, C est un systeme
de représentants de I'\T" et on va directement a la ligne 23.

A la ligne 12, € est dans C et v, et ¢+2 viennent d’étre rajoutés a C. On
enléve I’élément £a de V' et on met dans V' tous les éléments de la forme
£v4b et de la forme £72b pour b différent de a. Ainsi, lorbite d’ordre 3 sous
Ast formée des trois éléments Ea, £yqa et £y2a du W réactualisé n’est pas
dans V'. Tous les autres éléments de £,V et €72V que I'on vient de rajouter
a W sont dans V'.

A la ligne 19, ¢ est dans C et &7, vient d’étre rajouté & C. On enléve £a
de V' et on met dans V' tous les éléments de la forme £v,b pour b différent
de a*. Ainsi, Uorbite (£a,£v4a) sous Ast qui est d’ordre 2 n’est pas dans V'
et 'yéa = Id puisque & et &7, sont tous deux dans C. Tous les autres éléments
de £,V que l'on vient de rajouter & W sont dans V'.

A la ligne 23, 7, est égal & l'identité pour b € W—)V'. La maniére dont les
arcs géodésiques ont été insérés dans V' assure que la suite des extrémités
des éléments de V' est dans l'ordre circulaire et définit bien un polygone
hyperbolique convexe.

Si V' ne contient pas d’orbite d’ordre 3 pour Ast’, (V', Ast’, /) définit
bien un symbole de Farey a la ligne 23. Sinon, on transforme chaque orbite
d’ordre 3 en quatre chemins deux & deux échangés par Ast’. La bijection Ast’
devient alors une involution. Remarquons que les données de recollement
Y4, Vs Ve ont été remplacées par vy et 44 qui engendrent le méme sous-
groupe puisque Y4y = Id.

Le symbole (V', Ast’, i//) définit bien alors un symbole de Farey. Montrons
qu’il est associé au groupe I". Pour cela, nous devons montrer d’apres [9]
que le groupe engendré par les données de recollement véa pour £a € V' est
I' & la ligne 23. Tout élément ~ de T est de la forme 74, « -+ Yq, * * * Va,, avec
a; € V. Définissons une suite d’éléments de C par 1 = 1, dpy1 = 5;?7; et
posons by = dray. Par définition, v, = dxva, 5,;_&1 appartient a I'V. De plus,
si by, n’appartient pas a V', 'y,’)k est égal a 1 et peut étre supprimé. On voit
facilement que dy41 est un représentant de g, - - - 7Yq,,. Comme 74, - - Va,
appartient & I, on a §,,1 = 1. On a donc

¥ = 517&162_15270,1 53_1 . 6]?704195];—&1 Ce 5n'}’an5;.|1_1 = 71/71 e f}/l;k e ’yl;n

Donc, les v, engendrent IV, 7’ est un symbole de Farey de groupe I'. [

Remarque 2.13. Lorsqu’il existe un test effectif d’appartenance a IV pour
un élément de I', on peut ainsi construire effectivement un symbole de
Farey et un polygone fondamental associé a un sous-groupe I' d’indice fini
de PSLy(Z) a partir d’un symbole de Farey associé a PSLa(Z).
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Remarque 2.14. Si D est le domaine fondamental associé a F, la réunion
des €D pour £ € C est un domaine fondamental associé¢ a I". Malheureu-
sement, l’application Ast’ n’est pas toujours une involution sur V' et a la
ligne 23, on n’a pas toujours obtenu un symbole de Farey. Il faut donc faire
une “rectification” pour obtenir un symbole de Farey. Ce cas ne peut pas
se produire si F n’a qu’un seul chemin elliptique d’ordre 3, par exemple si
F est un symbole de Farey associé a PSLy(Z).

A = Ast(C)

Exemple 2.15. Le symbole de Farey pour I'g(7) obtenu a partir de la
commande Pari/GP

FO=mspolygon(7);
est donné par V = ((00,0), (0, 3), (3,1), (1,00)), d’involution [4,2, 3,1] et de
chemins elliptiques Vey = Va3 = {(0,3), (3,1)}. Calculons a partir de 1a
un symbole de Farey pour I'; (7). Avant rectification, on obtient le symbole

(0 (03) (£7) (73) (55) (5:7)- (2) G0r0-9)

de permutation [9,8,4,3,2,7,6,5,1] ayant un 3-cycle (2,8,5). La fin de
I’algorithme donne le symbole de Farey

((OO>O>7 (Oai)7<i7%)a (%7%)7(%7%)7(%7%)7(%7%)7(%7%)7(%51)7(1700))
d’involution [10,9,4,3,8,7,6,5,2,1] sans point fixe qu’on peut obtenir &
l'aide de la commande Pari/GP

Fl=msfarey(F0,g->g[1,1]1"2%7==1);
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2.4. Conjugaison et opérateurs de Hecke. Nous supposerons désor-
mais que {-,-}p r ne dépend pas de F, ce qui est vrai lorsque V est Vj

muni de la forme bilinéaire (-,-)y,. Soit e=( ' ?).
Proposition 2.16. Pour ®; € H'(el'e 1, V) et ® € Homr (Ao, Vi),
{1]e, D}y = (=1)F 1 {@1, B! |
En particulier, pour f € Fn(Q)},
{0k (fle), @Y = {Ur(f), @lee '}

Démonstration. Si F = (V,*, 1) est un symbole de Farey de groupe I, on
obtient un symbole de Farey eF = (V', *, i//) pour el'e~! défini par V' = €V,
(€a)* = ea*, Vg = evac ' et p(ea) = pu(a). On a

ele—1

ele1

{(I’l‘6 O}y
- (P ) _ (_1)k ) -1 -1 o -1
Z 1evg e Dle (@) = 5= D (Palerg e 1), Dlre (ea)ws
aGV Y%
—1)k1 _ _ _ _
- (2) > (@107, B By, = (< @ o)
bev!
La deuxieme égalité se déduit alors de (1.19). O

Regardons le comportement des formes bilinéaires {-,- } par rapport a
un opérateur de Hecke [I'jal's] ou I'1 et I'y sont deux sous-groupes d’indice
fini de SLy(Z) et ou « est un élément de My(Z)" = GLo(Q)T N My(Z).

Pour C systéme de représentants de (I'y N o 1T ) \I'g, écrivons T'yal'y =
UeecT'1af. Les définitions bien connues qui suivent ne dépendent pas du
choix de C. Nous utiliserons ensuite un systéme de représentants obtenu
par ’algorithme de la proposition 2.12.

On définit l'application [I'1al's] : Homr, (Ao, V) — Homr, (Ag, V') don-
née par @|[['1als] = > ¢ P|al. Si ® est un 1-cocycle de 'y & valeurs dans
V, on définit le 1-cocycle &J|[F1aI‘g] de 'y par

(®[[C1al2])(7) = D @(ve)|ary (€)
gec
si ay = yeaty(§) avec ¢ € T'y et 7, une permutation de C. Ona 7,1 = 7‘7_1

et (7—1)7%5) = (75)_1. On en déduit que

(®|[T1aTa])( Z‘P (e Dl

Si v € My(Z)t et & € Z'(I', V), on note d|a le cocycle de Zi(a_lfa, V)
déduit par transport de structure : pour v € a~Ta, ®|a(y) = ®(aya™!)|a.
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Proposition 2.17. Soient ®; € Z'(I'1,V) et & € Homr,(Ag, V). Si
a € My(Z)*, on a

{(51|[F]_O[F2], (I)Z}Fz = {&)1, ‘I>2|[F2Q*F1]}Fl

La proposition 2.17 se déduira des lemmes 2.18, 2.20 et du corollaire 2.11.
On utilise le fait que 'accouplement (-,-)y vérifie (yv1,va)y = (v1, v ve)y
olt v* = det(y)y ! pour v € GL2(Q).

Lemme 2.18. Soient ®; € Z'(al'a™1,V) et &, € Homp (A, V). Alors,

{ti)l|a,<l>2}r = {517<I)Q|a*}ara_1 .

Démonstration. Soit F = (V, Ast, u) un symbole de Farey pour I'. Alors,
(aV, Ast’, /') est un symbole de Farey pour al'a™! avec la définition natu-
relle de Ast’ et de y/. On a alors

{(i)ﬂa,‘l)z}r *Z (I)1|04 'Ya ())

aGV

_ - Z (@1 (ay; o™, Bala))y

aGV

— Z (@ (o ta™h), (®a]a*) (ca))y

aEV

LY @), (@l )y = {1, Bofa”}

bEON

ala—1

car aV = aV. O

Donnons quelques notations valables pour les lemmes suivants. Choisis-
sons un symbole de Farey F = (V,*, ) de I's et soit le symbole de Farey
F' = (V1) de Ty N a1 construit & partlr de F dans la proposi-
tion 2.12 dont on reprend les notations. On pose W=CxV.0Ona pour
aeV

Oga = orygaofl el Nalya!
et aty, ()7, = 5@1045 que aéyg = 0gqtTy, (§). On a
(2.8) C x ]N/ =C x (V — Vell,:s) (] ,]7'6”’3 L Wsg

ou Wj est la réunion des E‘E = {&uq, v, } pour £a dans une orbite d’ordre
3 dans C x W.

Lemme 2.19. Pour une orbite {A, B,C} d’ordre 3 pour Ast’ dans W, on
a pour ® = &1|a

ST @O, Py = > (B(vph), BA(P))y

PE{ABC) Pe{A’,A"” B,C}
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—_~—

Démonstration. La contribution de {A, B, C'} d’ordre 3 sous Ast est

LS <<T>< 1, y(P))y

2P€{ A,B.C
— (@ < D, < >>v+<¢><w;;>,<1><uc>>v+<<I><v;;>,<1><vc>>v
= 5 ({2021, 2(4) + () + (2(31), B(C) + 2(C)y
+(@(13"761), B(C) + B(C))v ).
On a

(@(v3'ch), 2(C) + @(C")v
= (2(74"), 2(7'C) + (5 C"))v + (B(vch), R(C) + B(C))y
= (®(v3"), —@(A") + 2(A))y + (2(v5"), 2(C) + &(C"))v.

Donc

S (B0, Ba(P)y = 5 ((@(31), 304Ny + (@151, 38O )

2 =

Pe{A,B,C}
= (®(v1), ®(A))v + (@(1c 1), ®(C)v

1 ~ _
=3 > (@1(7p"), @2(P))v,
Pe{A’, A" B,C}

ce qui termine la démonstration du lemme. Il

Lemme 2.20. Soient ®; € Z'(I'y,V) et ®; € Homr, (Ao, V). Alors,
{?151|[Flozr2],61>2}F2 = {®1]a, @5}

{(151, (I)QHFQOéFl]}Fl = {&)1, <I>2|Oé}

IoNa~ 1IN«

MNa1Tya '
Démonstration. Montrons la premiere égalité.

{®1][11aTy), @2} ,ZZ ®1(6;,)|ag, Paa))y

acy §€C

Yo (@S, Pa(a))y

£acCxV

> (@ila)(vg), ®2(a)l€ v

£aeCxXV

> (@) (g, ®2(a))v-

£aeCxV

Il
N =

N[

DN | =



Symboles modulaires et produit de Petersson 845

Pour a ¢ Ve et €a ¢ V! , la contribution de {a est 0 car ¢, = 1. En utilisant
la, décomposition (2.8) de C x V et le lemme 2.19, on obtient I’expression

© {(I)1|Oé’ (I)Z}FQﬂa*lFla
la premiere égalité du lemme 2.20

calculée & I’aide du symbole de Farey F’ et donc

{§1|[F1afg], CI)Q}F2 = {5)1\04, (I)Q}

T'oNa— 1T a

par l'indépendance relative au symbole de Farey.

Montrons la seconde égalité. Pour ne pas introduire de nouvelles nota-
tions, démontrons-la en échangeant I'; et I's. Autrement dit, montrons que
si &)2 € Zl(rz, V) et ®; € Homp, (A, V),

{EI;Q, (I)1|[F1(XF2]}F2 = {&)2, q>1|a}l"zﬂa*11"1a .

On a
(s, @1[[i0my]}, = . Zf, (@2(7, ), 21l(a)(@)v
_ % Z > (D27, D€L, (@1]a)(Ea))v
% %V (@7, 1E71) = Ba(€71), (@1]a) (€a))v-

La somme sur a des (®;|a)(€a) est nulle car on somme alors sur un
chemin fermé. Donc,

{‘I’z,qh![rl(ﬂb } 5 Z (Pa(v, €71, (@1]a)(Sa))v

£a€C><V
LY @ (© Mg @€y
.ﬁaGCXV

- = Z (P27, () Nrgg + 2(ve,), (Ra]@)(€a))v
faECXV

S S Balr (O (@10

aEVfGC

Y (P09 (i) (Ea)y

£aeCxV
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= IS {Ba(6), (Bi]a)(Ea )y
acv§'eC
+ Y (Ra(e), (Bala)(Ca))v

£aeCxV

> (Da(v))s (B1]e)(a))v.

£aeCxV

1
2

En utilisant la décomposition (2.8) de C x V comme précédemment et le
lemme 2.19, on en déduit par I'indépendance relative au symbole de Farey
que

{ég,cbﬂ[rlarz]}m — {52,<1>1|a} : 0

T'oNa— 1T«

2.5. Comportement du module d’Eisenstein et du module para-
bolique. Si s € P!(Q), notons w(s) la largeur de la pointe I's. Le résultat
suivant est dans 'esprit de [13].

Proposition 2.21. Si ® € Homr(Ag, V}) est limage d’un élément ®° de
Homp (A, Vi),

Y = Z cs(®°) Bis,
s€r\PH(Q)

et si f € Fr(Q)}, on a
(DB = X ws) ([ flrndbieds ) e (@),
seC(T)
Démonstration. D’apres la proposition 2.5, on a

(T(f), @)p = — 3 (TO(r,), 2°({s})).

seC(I)

On choisit le 1-cocycle W (f)(8) défini par Ui () (v) = Ui (f)([Zs, 71 Zs))
avec Zs = m5(750)) = 75Too(0) et ys00 = s. Alors,

(U(£)([Zss 75 Zs), 2°({sh)w,
= (Uk(f) (7[00 (0), 75 7 75700 (0)]), @0 ({s)) v

= (U (f175) ([0 (0), Too (75 75 150D 7 @0 ({5} s
= (Wr(flys)([ 0)77(00(73_17;1780)])7QO({S})"YQVIC'

On a ®%(s)|ys = cs(®°)2*~2. D’autre part, 7 est le générateur positif du
stabilisateur de la pointe s et v; 174750 est égal & la largeur w(s) de la

Too
Too(
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pointe s. Comme

Ui (£176) ([0 (0), oo (7575 950)]) = k(1) ([0 (0), — 7o (w(s))])

_ k=1 _ k-1
:kil(/f’%dﬁkéédﬁo)( LU

on en déduit I'égalité

(U277 20,85} = —w(o) ([ £ o) (o)
et la proposition. O

Corollaire 2.22. La restriction de {-,-}p a E;r x Homp(A, V) (resp. a
Ek,r x Homr (A, V;)/Q pour k = 2) est non dégénérée.

Démonstration. Prenons F' = Eis,r(f) € &, r orthogonal & Homp (A, Vy).
Alors [ flvsdfr ® dfp est nul pour tout s € C'(I'). On en déduit que F = 0
(proposition 1.42).

Les deux espaces &, r et Homp(A, Vi) (resp. lorsque k = 2, &1 et
Homr (A, Vi)/ Homr(Q,Q)) ayant méme dimension, le corollaire s’en dé-
duit. O

Proposition 2.23. L’espace vectoriel S des éléments ® € Homp(Ay, Vi)
tels que {V1(f), ®}p = 0 pour tout f € Fr(Q)), est un sous-espace vectoriel
stable par les opérateurs de Hecke et d’intersection nulle avec limage de
Homr (A, Vi). Son image dans H'(T,V;) est H;M(F, V). De plus, R®@ S

est égal a l'image de Si(I') dans Homr (Ao, Vi(R)) par Perg.

Démonstration. L’espace S est stable par les opérateurs de Hecke d’apres la
proposition 2.17. Son intersection avec I'image de Homp(Ag, Vi) est nulle
par le corollaire 2.22. Son image dans H(T,V}) est H;M(F,Vk) par la
proposition 1.10. Enfin, son tensorisé avec R contient I'image de Sk(T")
par Perg par la proposition 1.42 et la compatibilité avec le produit de

Petersson. 0

Corollaire 2.24. L’espace vectoriel des éléments ® € Homr(n)(Ao, Vi)
tels que {Vi(f), ®}p = 0 pour tout f € Vryny) (resp. f € Vryvy — {1(0,0)}
lorsque k = 2) est un sous-espace vectoriel stable par les opérateurs de
Hecke et d’intersection nulle avec l’image de Homp (A, V). Son image dans
HYT, V) est HY (T, V).

par

Démonstration. Le corollaire est une réécriture de la proposition 2.23

pour le systeme de générateurs donné dans la proposition 1.27 pour
['=Ty(N). O



848 Dominique BERNARDI, Bernadette PERRIN-RIOU

2.6. Le cas de SL2(Z). Appliquons ce qui précede au groupe I' = SLa(Z).
Comme —1Id € I', on peut supposer k pair. Prenons le symbole de Farey
V formé de a; = a} = (00,0) et aa = ad = (0,00) avec les données de
recollement respectives o = ((1) Bl) et T = ((1) :} ) Nous aurons aussi besoin
de T =710 =(}1). La formule (2.4) s’écrit

{®1, Pator, )

= @10, Bal{o0, 0Dy + 5 (B1(7) + B1(r2), Ba({0,00) v

- <;<T>1(0_1) - %51(7_1) - ;&)1(7_2)7‘1)2({0070})>V

ou EIv‘l est un l-cocycle sur I' = SLy(Z) représentant un élément ®; de
HY(T,V) et ott @3 € Homp(Z, V) provient d'un élément de Homp(Ag, V).
Si ®; € Homp(Zg, V), on peut donc encore écrire

{®1, P2}y, z)

= %@1(3[%0(0)70%40)] = 2[10(0), 700 (0)] = 2[00 (0), T*7ss (0)]), P2({00,0}))v

_ %@1 (14 27%) {00, 0} +2(r — 1)[0, 1] ) , Ba({o0, 0})}v

en utilisant les relation 72(mp(00)) = Teo(l) et o(mo0(0)) = mo(c0) =
(o (1)).
On a dans Ag les relations

(1+0)(00,0) = (1 +7 4 72)(00,0) = 0
d’ou 'on déduit pour tout § € =g
(@1()|(1+ 7 +7%), @2({o0, 0}))v — (@1(6), P2({00, 0})|(1 + 7 + 7))y = 0
(D1(0)|(1 + o), P2({o0,0}))v = (P1(0), P2({o0, 0})[(1 + 0))v = 0.

On peut donc réécrire
(2:9) {01, Po}siy(z) = é@l({oo’0}>\<T—T-1>+2@1<[0, oo) (77! =1),
(I)Q({OO,O}»V

ou encore, comme 7! =To et 7 = o1~ ', en termes de T,

(210) {®1,®2)g1,2) = ¢ ({@1({o0, 0T T =210, 1) [(147),
©3({o0,0}))v)

pour ®; € Homgy,(z)(Z0, Vi) et @2 € Homgy,(z)(Ao, Vi). Dans le cas ou
®; € Homg,,(z) (Ao, Vi), on obtient la formule de Haberland ([5, Folgerung,
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p. 278]) :
1 _
(211) (@1, ®2)gy, ) = o (®1({00, 0DI(T ~ T, Ba({o0,01)v
1
= g (@1({00,0})[T; @2({c0, 0}))v — (®1({c0, 0}), ®2({00, 0})[T)v)
Ecrivons pour ® € Homg, ) (Ao, Vi)

k—2 . A A
({50, 0}) = 3 (k j 2) (@)t
=0

Alors,
®1({o0,0H)[(T = T™1) = @1({o0, 0}) (2, y — x) — 1 ({00, 0})(z,y + )

9 k§_2: E : (k — 2)' (@ ) m, k—2—m
= — T'n .
=l 052, nlm—n)i(k—2—m) o

n#m mod 2

On a, en utilisant la premiere équation de (2.11),

1 (—)™(k —2)!
{01, P2}, =2 D, Tn(P1)7Tk—2-m(P2).
2(2) 3 o<ncmck—2 nl(m —n)!l(k—2—m)!
nZm mod 2

Si &1 = Per(Fy) et Py = Per(F,) proviennent de formes paraboliques F}
et Fy, on a

k—2
Per(F)({o0,01) = [ Filt)te + )2t = Y (’f ] 2) (B2
100 o

avec
0 .
ri(F) :/ Fi(r)ridr = r;(®)).
On retrouve la formule classique ([5, Folgerung 1, p. 280])

{Fl? F2}SL2(Z)

1 (k —2)! S
- —1ym o (F) 72— (F
3(2i)k1 0<n<%:<k_2( ) =it =2 =y 2o (F)
nZm mod 2

1 k—2 _—
= T (_1)m T (Fl)T‘k_Q_ (FQ)
3(24)k logn;:ng nm-—nk—-2-m/ " "
n#Zm mod 2
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Corollaire 2.25. Pour m pair et compris entre 0 et k — 2, posons
k—1\ B k—2 Bi1n Bni1
Aem = 2 .
m ( m >k(k—1) * Z (n,m,k—2—m—n> k—1-nn+1

0<n<k—2-m
n impair

Soit ® € Homgy,, (z)(Ao, V). Alors

{‘I’k(ﬂ)a‘P}SLQ(Z):é Z )‘k,mrm(q))-

0<j<k—2
m pair

Si I est une forme parabolique pour SLa(7Z), on a

> (k_2>rm(F):0 et S Aemrm(F) =0.

o<m<k—2 \ " 0<m<k—2
m impair m pair
Des formules de ce type sont dans [22] (& des relations entre les nombres
de Bernoulli pres).

Démonstration. Prenons pour ®; I'élément d’Eisenstein Wy (1) avec 1 la
fonction sur (Z/1Z)* valant 1 (il appartient & Homgy, z)(Z0, Vi)) et @ =
Per(F). On a par la proposition 2.23 {W(1), Per(F)}gp, z) = 0. Il s’agit
donc de calculer {¥y (1), Per(F)}gy, z) en utilisant la formule (2.10). Rap-
pelons que l'on a

k—2\ Br-1-j Bjt1 ; p_o_;
B(D)(fo0,0) =~ 3 ( ) piyh2d
0<j<h_2 J k—1—757+1

7 impair
L, k=2 k-2
M2 —k _
F (@ R - )

_Bk‘ ($ + y)k?—l _ yk:—].

Wi (1)([0,1]o0) = k(k—1) x

D’apres le théoreme 2.2 et la proposition 1.37, la contribution du terme

L@kt g

—IiT
est nulle. En posant S = zF"2 —yF2 et Q = Z?;g lngCJ'y/Lt—?—j7 on a
-1 k=2 i ko j
(ST =T71, Qv = =2 > )ty Q) =2 > b
\%:

o<j<k—2\ J . 0<j<h—2
J impair J impair
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On en déduit que la somme des coefficients de degré impair de ®2({c0,0})
est nulle. En posant

o O L a
0<n<h-2 n —1—nn+
T 1mpailr

on calcule
R|(T—T71):R(:c,y—x)—R(a:,y—l—:c)
k—2\ Br_1-n Bnt1 k—=2—-mn\ o
:2 m, m
Z <n )k—l—nn—i—l Z ( )x Y

0<n<k—2 ntm<k—2 m
n impair m#n mod 2

_ Z Z k—2 Bi_1-n Bni1 ph2mmym.
0<m<k—2 | 0<ntm<k—2\" k=2-=m-n/)k-1-nn+l
“m pair " n impair

)k—l k—1

Calculons enfin Wy,(1)([0,1]oo)|(T + 1). Pour P = @™ =¥ " 5

T

Al Rt Mt ol e ) el A

P(T+1) = .
=2 Z (k B 1) gh=2=mym
m
Ogmg&—z
m pair

Pour m pair, le coefficient de zF~2~™y™ dans R|(T—T 1) =225 P|(14+T)

R(E—1)
est donc
4 By k-1 49 Z k—2 Bi_1-n Bn—i—l,
E(k—1)\ m 0<nimcrg MMk =2 —m—n)k—1-nn+1
" impair
d’oti la formule pour Ay ;. O

Annexe A. Calculs classiques sur les séries d’Eisenstein
A.1. Rappels sur les fonctions ¢. Si g est une fonction sur N, on pose
g(n)

L(s,g) = :
n>0 n?

Cette définition s’étend a une fonction sur Z/NZ par relevement de maniére
naturelle.

Proposition A.1 ([11, Chap. XIV, Thm. 2.1] ou [7, App. A]). Si g est
une fonction sur Z/NZ, L(s,g) converge pour Re(s) > 1 et se prolonge
en une fonction méromorphe sur le plan complere ayant au plus un pdle
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(

simple en s = 1 de résidu 2 ). Les fonctions L de g et g vérifient I’équation

fonctionnelle
(Al) L(l - S,g) = (27T)_SNS_1F(S) (L(s g) mis/2 + L( ) 7rzs/2)

—omi)h
On pose Cnj, = ﬁ ((hQ_ﬂlz;! pour h entier > 1.

Corollaire A.2. Soit g une fonction sur Z/NZ.
(1) Pour h entier > 1,

NL(1 —h,g) = CyL L(h, G+ (—1)"g7)

(A.2) R 2 B \
L(1—h,g) = C’NﬁL(h,g +(=1)"9).
En particulier, L(1 — h,g) = (—1)"L(1 — h,g7).
(2) Si
_ 190 | ..
L(s,g)—N 1+L(1 g)+0(s—1)
est le développement de L(s, g) au voisinage de s = 1 avec L*(1,g) €
C, ona
~ 1/\ — * — *
(4.3) L(0,9+g7) = —g(0)

L(O)g - gi) = 2L(07g) +g(0)

Démonstration. Pour h > 1, la premiere égalité est une conséquence de
I’équation fonctionnelle (A.1); la deuxieme égalité se déduit de la premiere

en échangeant les roles de g et de g et en utilisant le fait que § = Ng~.
Pour h = 1, I’équation fonctionnelle (A.1) implique que

L*(1,5) — L*(1,§7) = —mig(0) — 2miL(0, g).

En remplacant g par g, on obtient

L5(1,97) ~ I*(1,9) = y- (~mig(0) — 2miL(0,5)),

ce qui donne la premiere identité. La deuxieme égalité se déduit de la pre-
miere en 'appliquant & g et & ¢g~. Pour la troisiéme, on écrit simplement
que g — g~ =2g— (g+ g~ ) et on utilise la deuxieme égalité. O

Pour h # 2, posons L*(h — 1,g9) = L(h — 1, ¢g) pour simplifier I’écriture
du corollaire suivant.
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Corollaire A.3. Pour h > 1,

C&}h_lL*(h - 1,9)

_ 1 ~ hoy , L - ha
(A.4) = _QM.L(2—hjg +(=1) g)+1L(2—h,g - (=1)"g)
1 1
= LQ2-ha + (=D +=L12-h7).
o ( g+ ( )g)+2 ( )

Démonstration. Rappelons que

T
sinm(2—h+s)

s

I2—h+s)I'(h—1-s)= = (—1)"

sin(rs)’
En appliquant I’équation fonctionnelle (A.1) en 2 —h + s, on a

(27r)27h+sNhflst(h —1— s,g)

= _ =y mii=ht2 _ o\ —mis=ht2
= Th o1 sjem(rs) (L(2 h+s,G)e™ 2 +L(2—h+s,§ )e ™ ¢ )
b2

= L(2—h+5,9)e™5 +(~1)"L(2 = h + 5,5 )e ™2
P(h—l—s)sin(ﬂ's)( ( —i—s,g)e 2+( ) ( + 5,9 )6 2)7

d’ou

Nhfl
W(2T(‘)SN_SF(]’L -1 S)L(h —1- S,g)
L(2—h+s5,§)e"2 + (=1)"L(2 — h+ 5§ )e ™2

sin(ms)

=T

et au voisinage de s = 0,

N'=1(h —2)!
— ' (h-1-
_ L@-h+ts, 9)e™2 + (=D)"L(2 — h 4 s,§ )e ™2
B sin(7s) '
On a
L2 —h+s5,9)e™  =L2-hg)+ (L' 2~ h,g) + L2~ h,g))s+O(s?)

L2~ h+s§)e ™ = L2-hg )+ (L'(2=hg )~ FL2~h.g ))s+O0(s)
sin(ms) =7s+ O(s?).

Pour h > 2 (resp. h = 2), L(2—h,§) + (=1)"L(2 — h,§~) est nul (resp. est
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égal & —g(0) et les coefficients de % se simplifient). Donc,
(2mi) O3y L (h1.9)
(1 (0 1 5 (1 ha— i oA (1 \ha—
= (1) (L (2-hg+ 1)) + 2L(2 h,g—=(1)"g ))

= L' (2=h,g” + (1)"g) —%L (2=, —(1)"9)

et
CJ:T,Ih—IL*(h - 179)
1 o ) 1 o R
= =L (2-hg +(-1"g) + ;L (2-hg - (-1)"g)
_ L / . ~— o h~ 1 . o~
- ——L (2= hg +(-1) g)+2L(2 hg). 0

A.2. Développement de Fourier et transformée de Mellin des sé-
ries d’Eisenstein.

Lemme A.4. Soit f une fonction sur (Z/NZ)?. La valeur de Gy s =
C’R,lkEk.’f en la pointe oo est

Ie(f) = L(1 = k, P(f)(0,-)7)
ot Py(f)(0,-) est la fonction x — Ps(f)(0,x). Son q-développement est
Gr,p(1) = L(1 = k, P2(f)(0,-)7)
+ Y (PUDm—m) + (D P )y —m) ) mb gy
n>1m>1

2T

ot qn = exp(=5"). Lorsque [ est décomposée (f(x1,22) = fi(x1)f2(x2)), la
transformée de Mellin M¢(s) de Gy ¢ — I(f), prolongement analytique de

[ st iy L

T

est égale a

N
—m

) ) (LG AL~ b+ 1)
+ (—DFL(s, fT)E(s =k + 1, f2) ).
Ainsi, le g-développement de Eisk (14 4) mod n) €5t

_ 2mi mn
L=k lgmean)+ Y. mF 1y exp(—an)q

m>1 n>1
m=—a mod N

2mi
-1 k k—1 mn.
+(—1) > m* 1y exp(an>q
m>1 n>1
m=a mod N

M(s) = (
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Démonstration. Le terme constant Iy(f) vérifie

Cnali(f) =D f0,d)d™" =" f(0,d)d™" + (=1)F Y £(0,—d)d™*
d#£0 d>0 d>0

= L(k, £(0,-)) + (=1)*L(k, f~(0,-)).

La formule (A.2) implique que
I(f) = L(1 = k, P2(£)(0,-)).

Le g-développement est une conséquence de la formule classique
Yoo

lim Z e tar71T7Tz = (—im) <1 +2 Z exp(2i7rmz)>

N=oo , T2y m=1

pour z dans le demi-plan de Poincaré et, par dérivations successives,

-2
Z(z +d)7F = i) I Z m* L exp(2immz).

deZ
On a en effet
Yo fndnz+d)F= Y f(n, do)(nz 4 do + dN)=F
n#0, n#0,deZ

d=dp mod N

~ +d -k
_N k( 3 f(n,do)<”ZN 0+d>
n>1,deZ

m=1
D’ou
G,y =1k (f)
= Z ( Z (f(n,—d0)+(—1)kf(_n,do))exp< errrjl\cflo»mqu%n
m>1,n>1\dg mod N
= 2 (Pz(f)(n, —m) + (=) Py (f7)(n, _m)) k=1 gum.
n>1,m>1

Faisons le calcul de la transformée de Mellin. Si g7 et go sont des fonctions
sur Z/NZ et si h = 32,512 m>1 g1(n)ga(m)mF=—1gm la transformée de
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Mellin de h est le prolongement analytique de

my d
/ h(r T——z ZZ/ g1(n)ga(m)mk= 1ysexp< 27rNy>yy

n>1m>1
N <—]2V’L'7r> I'(s) Z Z 91(n)92(m)mk—1—sn—s
n>1m>1
— (_J;W>SF(S)L(S,91)L(3 k+1,g0).

Quand f est de la forme f; ® f2, on a

Py(f)(n,—m) = fi(n)fa (m), Pa(f7)(n,—m) = fr (n)fa(m)
et on applique la formule précédente au g-développement de G, £(7)—Ij(f).
Cela termine la démonstration du lemme. O

Proposition A.5. Soient k> 2 et f € Fonc((Z/NZ)?,C),. Alors,
N = [ s dd
et
Mg+ 1) = (17 [ 17819 B

I f]id50®dﬁ,;,1 pour j =0
—[fdB,_ ®dBy  pourj=k—2 etk #2.

Démonstration. Il suffit de démontrer les formules pour f = fi ® f5. On a

F=N"Hof et P(H)0,2) = F(0)fi(x), don
L(N7UF) = NTUR(0) L — k, f) = / Fr(—1) fa( —22)dBi(21)dBo(a2)
= [ Faseds.
Montrons les formules sur M f(j +1). On a

Mils) = (_Zﬂ)SF(s)(L(s,};)L(S —k+1,f7)

(1" L(s o )Lls —k+1.f1))
en appliquant le lemme précédent. D’ou
NON My a7 +1) = LG+ 1, ) L2 — k +j, [)
+ (=1 LG+ 1 f2 VL2~ k45, fo).
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Pour 0 <j<k—2,0na
L2~ k+j,fi) = (-1 L@~k +j, fo).
Do,
NCON 1My 175 +1)
= L(j+1, o) L2 = k44, 1)+ (1P LG +1, fo ) L@—k+4, /1)

=L(j+1, fa+ (1) R )L —k+j, f])
= NCON 1 L(—=7, f2)L(2—-k+j, f),

et

= ([ () fa=a2)dfe o (e)dB ()
(Z/NT)?

= (—1)* /(Z/NZ)2 frdBr—j—1 ®dBj41.

Passons aux cas particuliers. Si j = 0, le résidu de L(s+1, N *1}';) ens =20
est f2(0). On a alors au voisinage de s = 0

NCN,lMN_lj{l)

S

_ (fZ(O) FLIL ) +0G)) (L2 = b 1)+ L2~ K )5+ 0(%)
(P 20 B4 00) (e £+ k. f1)s+0(2)
LR =k Ji +(=D4A)

= f2(0) <

+ L1, f) L2 =k, f) + (—D*L*(1, f2 L2 — k, f1) + O(s).

+L(2-k fi + (—1)kf1)>

Comme L(2 —k, f{ + (=1)*f1) =0,
NCNJMN—I}‘\(I)
= BOL @~k fi + (D) + (L0, R) — L (1L, B ) L2 =k, f7),

= FaO)L/ (2= b i+ (1)) + NCiva (L0, 2)+ 5 £20)) ) L2 = b 7).
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En utilisant le corollaire A.3 et le fait que NCy, = —2m,

1

—um

My 7(1) =

ROL'2 =k f7 +(-1"f)
+ (20,02 + 5£0) L@~k 7).

En introduisant les distributions de Bernoulli,

My A1) :/

(Z/NZ)?

= [ (a2 A (1) d8 (o)
(Z/NZ)?

N~ o (1) fi(—22)dBo(21)dBh_; (22)

- / Fago ® B} — / FdBe1 @ .
(Z/Nz)? (zZ/NzZ)?

D’ou la formule pour j = 0. Si j =k — 2 et k > 2, on applique la formule
du corollaire A.4 :

My aj(k = 1)
= Oy (B0 =1L, R)L(O, ) + (“)FL(k = 1, F27)L(0, f1))
_21m. (L’(2—k,f2+(—1)’“f5)L(07ff) +(=1DFL (2 -k, f;+(_1)kf2)L(0,fl))

L2~k )L, f — )

= L@k fot (CDMDLO, fut )+ L@ — kL, F ~ fi)
— -l @k fat (DA + L2~ b ) (LO.£) + 54(0))
D’ou

Myaglb) == N7 o) T (-a2)a8 () ()

+ (—1)k_1/ J1(=2z1) fo(—22)dB1(x1)dBr—1(22)
(Z/N1Z)?
— [ g st s @ de. O
(z/N2)?

(Z/NZ)?
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