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R-équivalence sur les familles de variétés
rationnelles et méthode de la descente

par ALENA PIRUTKA

RESUME. La méthode de la descente a été introduite et dévelop-
pée par Colliot-Thélene et Sansuc. Elle permet d’étudier I'arith-
métique de certaines variétés rationnelles. Dans ce texte on montre
comment il en résulte que pour certaines familles f : X — Y de
variétés rationnelles sur un corps local k£ de caractéristique nulle
le nombre des classes de R-équivalence de la fibre X, (k) est loca-
lement constant quand y varie dans Y (k).

ABSTRACT. R-equivalence on families of rational varieties and the
descent method.

Using the descent method of Colliot-Thélene and Sansuc, we prove
that for some families f : X — Y of rational varieties defined over
a local field k of characteristic zero, the number of R-equivalence
classes of the fibre X, (k) is a locally constant function on Y (k).

1. Introduction

Soit X une variété propre géométriquement integre sur un corps k de ca-
ractéristique zéro. La question de décrire les propriétés de I’ensemble de ses
points rationnels fait ’objet de ’étude des propriétés arithmétiques de X.
Dans le cas ou X possede beaucoup de courbes rationnelles, en particulier,
si X est rationnellement connexe, on peut demander de décrire I’ensemble
X (k)/R des classes de R-équivalence. Si k est un corps local et si X est une
k-variété projective lisse rationnellement connexe, Kollar [13] montre que
I'ensemble X (k)/R est fini. Il est ainsi naturel de se demander comment le
nombre | X (k)/R| des classes de R-équivalence varie dans des familles plates
de telles variétés. Soit f : X — Y un k-morphisme projectif et lisse dont
les fibres sont des variétés rationnellement connexes. D’apres le résultat de
Kollar [14], 'application p(f) : Y (k) = N, y — | Xy (k)/R)| est semi-continue
supérieurement pour la topologie induite par celle de k. On s’intéresse alors
a savoir si cette application est de fait continue ([14],[1] 10.10). Pour k =R
c’est une conséquence du théoréme d’Ehresmann ([22], 9.3). Dans ce texte
on montre que Papplication p(f) est continue pour certaines familles de
variétés rationnelles (et a fortiori rationnellement connexes) sur un corps
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p-adique en utilisant la méthode de la descente de Colliot-Thélene et San-
suc ([4],[5]). Pour ce faire, on étudie la continuité en famille d’une relation
d’équivalence associée a un torseur. Plus précisément, soit & un corps local
et soit X une k-variété projective et lisse. Soit S un k-tore que l'on voit
comme un X-tore par changement de base. On associe a un torseur 1" sur
X sous S une relation d’équivalence ~p sur X (k) (cf. section 2.1). Pour
k un corps local, 'ensemble X (k)/ ~7 est fini. Lorsqu’on a une famille
projective et lisse f : X — Y de k-variétés, un Y-tore S et un torseur 71" sur
X sous S, on montre que I'application Y'(k) — N, y — |X,(k)/ ~1, | est
localement constante. On en déduit I’énoncé pour la R-équivalence en uti-
lisant que, pour certaines familles de variétés rationnelles, la R-équivalence
coincide avec la relation d’équivalence associée a un torseur particulier, dit
universel.

Dans la section 2 on rappelle les étapes principales de la méthode de la
descente pour les variétés rationnelles sur un corps. Pour appliquer cette
méthode a des familles de variétés rationnelles X — Y on aura besoin
de mettre les torseurs universels en familles. Pour ce faire, il est nécessaire
d’étudier les propriétés du schéma de Picard Picy/y pour de telles familles.
Cela est fait dans la section 3. Dans la section 4 on étudie la continuité en
famille de la relation d’équivalence associée a un torseur (théoréme 4.1).
Ensuite, on applique la méthode de la descente pour montrer que p(f)
est localement constante pour certaines familles f : X — Y de variétés
rationnelles sur un corps local (théoréme 4.2).

Notations et rappels. Dans tout ce texte sauf dans la section 4 on note
k un corps de caractéristique nulle. On note k£ une cloture algébrique de k
et on pose g = Gal(k/k).

Soit X une k-variété projective intégre. On dit que X est k-rationnelle
si X est birationnelle a ]P’g. On dit que X est rationnellement conneze si

pour tout corps algébriquement clos Q O k, par deux points quelconques
de X (Q) il passe une courbe rationnelle : pour tous z1, e € X(Q) il existe
un morphisme f : P, — X tel que 1,72 € f(P,).

Si X est une k-variété projective géométriquement integre, on dit que
X est rationnelle si X = X xj k est k-rationnelle et on dit que X est
rationnellement conneze si X 1'est. Deux points rationnels zq,zs € X (k)
sont dits directement R-liés s’il existe un k-morphisme p : IP}C — X tel
que p(0 : 1) = x1 et p(1 : 0) = x2. On appelle R-équivalence la relation
d’équivalence engendrée (cf. [15]) et on note X (k)/R l’ensemble des classes
de R-équivalence.

Pour X un schéma on note G, x = G, xz X le groupe multiplicatif
sur X. On appelle X-tore un X-schéma en groupes localement isomorphe
a Gy, y pour la topologie fpge ([SGA3], VIII et IX). On appelle X -groupe
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constant tordu un X-schéma en groupes localement constant pour la to-
pologie fpge ([SGA3], X). Lorsque 'on consideére des groupes de type fini
(resp. a engendrement fini), ce qui sera toujours le cas ici, on peut rempla-
cer fpgc par ét. Lorsque X est localement noethérien connexe et normal, un
X-tore est toujours isotrivial ([SGA3], X 5.16), c’est-a-dire, qu’il est diago-
nalisable aprés un revétement fini étale (morphisme étale fini surjectif). On
a une anti-équivalence de catégories entre les X-tores S et les X-groupes
constants tordus sans torsion M ([SGA3], X), via :

S+ 8 = Homx (S, G x), M+ D(M) = Homx.g(M, G x).

On appelle torseur sur X sous un X-tore S un espace principal homogene
T — X sur X sous S ([16], III). Les classes d’isomorphisme de X-torseurs

sous S sont paramétrées par le groupe de cohomologie étale H'(X, S) ([16],
III). On note [T] la classe de T dans H'(X,S).

2. Méthode de la descente

Soit X une k-variété rationnelle. La méthode de la descente de Colliot-
Théléne et Sansuc consiste a attacher a la variété X un certain nombre
de variétés auxiliaires (Y; "X )icr dont l'arithmétique est a priori plus
simple, méme si leur dimension est plus grande. En particulier, dans les cas
que l'on considére, on aura que chaque classe de R-équivalence de X est
précisement 'image p;(Y;(k)) pour un i € I. Donnons la description plus
explicite des étapes principales de la méthode, nécessaires pour la suite.

2.1. Idée de la méthode. Soit X une k-variété projective telle que
X (k) # (. Soit S un k-tore que l'on voit comme un X-tore par change-

ment de base. Un torseur 7 2 X sur X sous S définit une application

(2.1) X(k) % HY(K,S)
Notons que la classe [T;] est triviale si et seulement si T,(k) # 0, c’est-a-
dire, si € p(T (k)).

Si a € H'(k,S) on note 7* 23 X un torseur sur X de classe [T] — a.

On dit que 7 est un tordu de T par a. Notons que 'image po(7*(k)) ne
dépend que de la classe de o dans H'(k, S). On a les propriétés suivantes :

(1) on a une partition (cf. [4])
(2.2) X(k)y= || pa(T*(K)),
a€imf

ce qui définit la relation d’équivalence ~7 sur X (k) associée a 'ap-
plication 8 ;
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(2) lapplication @ passe au quotient par la R-équivalence ([3], prop. 12)
et induit ainsi une application

(2.3) X(k)/R % H'(K, S);

On voit ainsi que la partition (2.2) est moins fine que la partition en
classes de R-équivalence. La méthode de la descente permet d’établir que
sur certaines variétés rationnelles ces partitions coincident lorsque 7 — X
est un torseur dit universel.

2.2. Torseurs universels. Soit X une k-variété projective lisse rationnel-
le admettant un point rationnel. Le g-module Pic X est un groupe abélien
libre de type fini (cf. [5], 2.A.2 ou [23] p.47). On pose S =
Homygr(Pic X, Gy, ) le tore dual. On dispose d’une suite exacte (cf. [5],
2.2.8) :

(2.4) 0— H'(k,S) — HY(X,S) % Homy_g, (S, Pic X) — 0,

ou 'application x associe a un torseur 7 sur X sous S et & un caractere
A\: S = G, le torseur sur X sous G,,, déduit de T par A. Cela donne un
élément de Pic X = H'(X,G,,). On dit quun torseur 7 sur X sous S est
universel si x([T]) est Papplication identité sur Pic X.

Définition. On dit que les classes de R-équivalence sur X (k) sont paramé-
trées par des torseurs universels, si la partition (2.2), obtenue a 'aide d’un
torseur universel 7, coincide avec la partition en classes de R-équivalence.

Notons que cette définition ne dépend pas de choix du torseur universel
car les classes de deux tels torseurs dans H'!(X,S) difféerent par un unique
élément de H'(k,S). On peut montrer (cf. [5] 2.8.5, ceci utilise ’hypothese
car.k = 0) que les classes de R-équivalence sur X (k) sont paramétrées par
des torseurs universels si les torseurs universels 7 sur X qui possedent un
point rationnel sont des variétés k-rationnelles, c’est-a-dire, si leurs corps
de fonctions sont transcendants purs sur k.

2.3. Cas auxquels la méthode s’applique. On sait que les classes de
R-équivalence sur X (k) sont paramétrées par des torseurs universels dans
les cas suivants :

(1) X est une surface de Chételet : une surface projective, lisse, bira-
tionnelle a la surface affine d’équation

y? —az? = P(x)

avec a € k* et P € k[x] séparable de degré 3 ou 4 ([5]). Plus géné-
ralement, on peut prendre X une surface projective lisse admettant
un morphisme dominant 7 : X — IP’,IC avec au plus quatre fibres
géométriques singulieres et la fibre générique lisse de genre zéro (cf.

[6])-
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(2) X une compactification lisse d'un k-tore (cf. [3] théoreme 2 ou [4]).

(3) Sous des hypotheses supplémentaires sur k, en particulier pour k
un corps local, ceci vaut plus généralement si X est une compacti-
fication lisse d'un k-groupe réductif connexe (cf. [2] 8.4. et 5.4). Ce
dernier cas est plus délicat. Les torseurs universels avec un point
rationnel ne sont pas ici en général des variétés k-rationnelles, alors
que c’est le cas pour les exemples précédents.

En général, si X est une surface rationnelle, la question de savoir si
les classes de R-équivalence sur X (k) sont paramétrées par des torseurs
universels reste ouverte.

3. Torseurs universels en famille

On commence par rappeler quelques résultats de Grothendieck sur le
schéma de Picard. Soit Y un schéma noethérien connexe et soit f: X — Y
un morphisme projectif et lisse, a fibres géométriquement integres. Suppo-
sons que f admet une section. Alors le foncteur de Picard relatif Picx/y :

Picx/y (T') = Pic(X xy T)/Pic(T)

est un faisceau pour la topologie étale (cf.[11], 9.2.5) qui est représentable
par un Y-schéma Picx/y ([11] 9.4.8). La formation de ce schéma est com-
patible avec le changement de base (cf. [11] 9.4.4). De plus, les composantes
connexes de Picy/y sont des Y-schémas projectifs, qui sont ouverts et fer-
més dans Picx/y (cf. [11] 9.6.25 et 9.5.7 pour la projectivité).

Proposition 3.1. Soit Y un schéma noethérien connexe. Soit f: X —Y
un morphisme projectif et lisse, d fibres géométriquement intégres, tel que f
admet une section. Supposons que Hi(Xy, Ox,) = 0,1 = 1,2 pour tout point
géomélrique y de Y. Alors Picy,y est un Y-schéma en groupes constant
tordu.

Démonstration. Soit yo un point fermé de Y de corps résiduel x. Soit £ une
cloture algébrique de & et soit X,) = Xy X4 k.

La fibre de Picx/y en yo est le schéma Pic Xyo /" Soit Picg{y Jn la com-

0

posante connexe de identité (i.e. de Ox,,)- Les k-points de ce schéma
correspondent aux classes de faisceaux inversibles sur X, algébriquement
;o N . > . _ . 0 _
équivalents a OXyO ([11], 5.10). Soit NS(Xy,) = PICXyO/H(K,)/PICXyO/K(K,)
le groupe de Néron-Severi. Ce dernier groupe est un groupe de type fini
([SGA6], XIIL5.1).

Puisque H*(Xy, Ox,) = 0,i = 1,2 pour tout point géométrique y de Y, le
schéma Picy/y est lisse sur Y et ses composantes connexes sont finies étales
sur Y ([11], 5.13 et 5.19). En particulier, Picg(y /s €st un r-schéma fini (et

0
étale). Comme il est connexe et contient un k-point correspondant a O Xy
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alors Picg(y0 /i st réduit & un point. Ainsi Picy, /k(K) = NS (Xy,) est de
type fini. Quitte & remplacer Y par Y/ — Y étale, on peut alors supposer
que les éléments I ...l qui engendrent le groupe M :PichO /i (K) sont
tous définis sur k. Autrement dit, on peut supposer que la fibre Pic Xyo /5

de Picy/y en yo est formée de r-points. On I'identifie alors avec | | Spec .
M
Montrons qu’il existe un morphisme étale Y’ — Y dont I'image contient

le point yo, tel que Picyx/y xy Y’ =Picy//y/, ot X' = X xy Y, est
isomorphe a My+. Comme Picy/y est lisse, il existe un morphisme étale
Y’ — Y avec un k-point au-dessus de yo, tel qu’on a des sections s, :
Y' — Picxs/ys, i = 1,...m passant par I; (cf. le lemme ci-dessous). On
peut supposer que Y’ est connexe. Comme Pic y/ /vy Teprésente le foncteur
Picy:/yr, chaque section s, correspond a un faisceau inversible £; sur X !
défini & un isomorphisme et a un élément de PicY’ pres. Inversement, pour
tout m = >, a;l;, le faisceau ®i£1®ai correspond a une section s,, telle que
Sm(yo) = m. On a ainsi un morphisme de schémas en groupes

¢ : MY/ — :PiCX'//Y/7
¢|m><Y/ = Sm-

Le noyau de ¢ est un sous-groupe fermé de My~ car Picx//y est séparé.
Comme Picy//y: et My: sont des Y’-schémas en groupes étales, le mor-
phisme ¢ est étale et son noyau est aussi un sous-groupe ouvert de My~
(cf. [SGA1] 4.3, 5.3). Puisque My est constant, le noyau de ¢ est donc
'union disjointe de copies de Y. C’est donc la section unité de My, car sa
fibre en yg est nulle. Comme ¢ est étale, c’est donc une immersion ouverte.
Puisque chaque composante connexe de Picy:/y est surjective sur Y’ elle
rencontre la fibre en yy. On en déduit que ¢ est un isomorphisme. g

Lemme 3.1. Soit Y un schéma. Soit X — Y un morphisme lisse. Soit x
un point de X de corps résiduel k et soit y son image dans Y. Supposons
que K est une extension finie séparable du corps résiduel de y. Il existe
alors un morphisme étale Y' —'Y, un k-point y € Y’/ au-dessus de y et un
Y -morphisme g : Y’ — X tels que g(y') = x.

Démonstration. D’apres la description locale des morphismes lisses on peut
supposer que X est étale sur AY,. Prenons une section ¥ — A}, qui envoie
y € Y sur I'image de point z. Alors Y/ =Y x ap X convient : il est étale sur
Y, le morphisme g : Y/ — X est donné par projection et le point y' = (y, x)
s’envoie sur x. O

Remarque. Dans la proposition 3.1 il suffit de demander que les groupes
Hi(Xy7 Ox,), i = 1,2 s’annulent pour un point géométrique y de Y. En
effet, dans ce cas les fonctions h'(X,, Ox,) sont constantes sur Y (cf. [19]
section 5, p. 50).
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La proposition 3.1 s’applique en particulier aux familles de variétés ra-
tionnellement connexes :

Corollaire 3.1. Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f: X —Y
un morphisme projectif et lisse de k-variétés, dont les fibres sont des va-
riétés rationnellement connexes. Supposons que f admet une section. Alors
Picy,y est un Y-schéma en groupes constant tordu sans torsion.

Démonstration. Si Z est une k-variété projective lisse rationnellement con-
nexe, les groupes de cohomologie H*(Z, Oz) s’annulent pour tout 4 positif.
En effet, comme £ est un corps de caractéristique nulle, il suffit de le mon-
trer sur C. D’apres la décomposition de Hodge, H'(Z,Oz) est isomorphe
a H°(Z,Q%) (cf.[22], 6.12). Or H(Z,Q%) = 0 pour une variété rationnel-
lement connexe ([12], IV.3.8), on voit que H*(Z,0z) = 0 pour tout i > 0.
En particulier, Hi(Xy,(’)Xy) = 0,7 = 1,2 pour tout y € Y. D’apres la
proposition 3.1, Picx/y est alors un Y-groupe constant tordu. Il est sans
torsion car les groupes Picx, /i, le sont (cf. [8], 4.18). O

On introduit ensuite les torseurs universels en famille exactement de la
méme maniére que sur un corps. On montre d’abord

Lemme 3.2. Soit f : X — Y un morphisme projectif et lisse de k-variétés
qui admet une section s :' Y — X. Soit S un Y -tore qu’on voit comme un
X-tore par changement de base. On a une suite exacte, fonctorielle en S
etenY

(3.1) 0— HYY,S) = H'(X,S) % Homy (S, R' f.Gpn.x) — 0.

Démonstration. D’apres [5], 1.5.1, on a une suite exacte :

0 = Bxty (S, f.Gpmx) — Ext%(S,G,, x) — Homy (S, R f.Gp x) —
— Exty (S, £:Gpn x) — Extk (S, G x).
En effet, il s’agit de la suite des termes de bas degré de la suite spectrale
Ext} (F,RI1.G) = Ext} I(f*F,G),

appliquée a F = Set G = G, x. Comme f est un morphisme projectif
a fibres géométriques inteégres, on a f,G,, x = Gy,y. On applique ensuite
5], 1.4.3 qui donne des isomorphismes H(X,S) = Ext’ (S, G,, x) et de
méme pour Y. On obtient ainsi une suite
0— HY(Y,S) — H'(X,S) — Homy (S, R' .G, x)
4 H2(Y,S) - HX(X, S).

Comme le morphisme f : X — Y admet une section, cette suite est scindée
et donc @ = 0. On obtient ainsi la suite de I’énoncé du lemme. O
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Remarque. D’apres [11] 2.11, on peut identifier le faisceau étale R! f. Gy, x
avec Picy/y. Si1Y est le spectre d'un corps, ce dernier correspond au module

galoisien Pic X et on a donc la méme construction que dans la partie 2.2.

Soit k un corps de caractéristique nulle. Soit f : X — Y un morphisme
projectif et lisse de k-variétés dont les fibres sont des variétés rationnelles.
Supposons que f admet une section. D’aprés le corollaire 3.1, Picx/y est
représentable par un Y-schéma en groupes constant tordu. On note S le
Y -tore dual.

Définition. On dit qu’un torseur 7 sur X sous S est universel si applica-
tion x([T]) € Homy (S, Picy/y) déduite de la suite (3.1), est application
identité.

Notons que par fonctorialité en Y de la suite exacte (3.1), le torseur T,
est aussi un torseur universel sur X, sous .S, pour tout y € Y (k).

4. Relation d’équivalence associée a un torseur en famille

Soit k un corps. Soit f : X — Y un morphisme projectif et lisse de k-
variétés. Soit S un Y-tore, que 'on voit comme un X-tore par changement
de base. Soit p : T — X un torseur sur X sous S. De la méme maniére
que dans la section 2.1 on associe a T une relation d’équivalence sur X (k)
compatible avec f. Plus précisément, pour y € Y (k) et 1,22 € Xy(k) on a

T1 ~T T
si 1,9 appartiennent & po(7,%(k)) pour un élément o € H'(k, Sy).
L’objectif de cette partie est de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Soit k un corps local'. Soit f : X — Y un morphisme
projectif et lisse de k-variétés. Soit S un Y -tore et soit T un torseur sur
X sous S. Alors chaque classe d’équivalence de la relation ~g définie ci-
dessus est un ouvert de X, (k) pour y € Y (k), et Uapplication induite fr :
X(k)/~y — Y (k) est une fibration d fibres finies, localement triviale pour
la topologie du corps k.

On obtient comme conséquence :

Théoreme 4.2. Soit k un corps local de caractéristique nulle. Soit f :
X — Y un morphisme projectif et lisse de k-variétés dont les fibres sont
des variétés rationnelles. Supposons que pour tout y € Y (k) les classes de
R-équivalence sur X, (k) sont paramétrées par des torseurs universels. Alors
la fonction

p(F) : Y (k) = N, y = X, (k) /R

est localement constante.

1. i.e. une extension finie de @, ou de Fy((¢))
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Démonstration. Soit yo € Y (k). Pour montrer que I'application p(f) est
continue en gy on peut remplacer Y par Y/ — Y étale avec un k-point
au-dessus de yg et X par X' = X xy Y. Cela provient du fait que les
applications étales induisent des applications ouvertes sur les points ra-
tionnels. D’apres le lemme 3.1, on peut donc supposer que f admet une
section.

D’apres le lemme 3.1, sous I’hypothese que k est un corps de caractéris-
tique nulle, Picx/y est un Y-schéma en groupes constant tordu. Soit .S un
Y-tore dual. Soit T un torseur universel sur X sous S. Par fonctorialité de
la suite exacte (3.1), pour tout point y € Y (k), le torseur 7, est un torseur
universel sur X, sous S,. Ainsi la R-équivalence sur X, (k) coincide avec
la relation d’équivalence associée a 7T,. On obtient alors I’énoncé comme
conséquence du théoreme 4.1. O

Remarque. Sous les hypotheses du théoréme, soit Ry la relation d’équiva-
lence sur X (k) engendrée par la R-équivalence dans les fibres de f. D’apres
la preuve du théoréme, on obtient que la fibration X (k)/Ry — Y (k) est
une fibration localement triviale a fibres finies.

Remarque. Plus généralement, dans le théoréme 4.2 il suffit de demander
que les fibres de f soient des variétés rationnellement connexes. Dans les
cas oti I’on sait que les classes de R-équivalence sur X, (k) sont parametrées
par des torseurs universels, il s’agit des variétés rationnelles (cf. section
2.3). En particulier, le résultat s’applique pour les familles de surfaces de
Chatelet, pour les compactifications lisses de familles de tores algébriques
ou de groupes réductifs connexes (cf. 2.3). Notons que pour ces familles on
démontre la continuité de R-équivalence uniquement a partir de propriétés
de torseurs, sans utiliser le résultat de Kollar que p(f) est semi-continue.

Pour montrer le théoréme 4.1 on montre d’abord deux lemmes prélimi-
naires.

Lemme 4.1. Soit k un corps valué hensélien. Soient X une k-variété, S
un X -tore et p: T — X un torseur sur X sous S. Alors p(T (k)) est ouvert
et fermé dans X (k) pour la topologie définie par la valuation.

Démonstration. Posons W = p(T (k)). Notons que T est lisse sur X comme
torseur sous un X-schéma en groupes lisse (cf. [16], III 4.2). Puisque k est
hensélien, W est ouvert (cf. [17], 2.2.1(i) et 2.2.2). Pour montrer que W est
fermé, on va remplacer p : 7 — X par un morphisme propre dont 'image
dans X (k) est encore W.

Supposons d’abord que S est un tore isotrivial. On dispose alors d’une
compactification lisse équivariante S de S (cf. par exemple [7]). Soit T¢ =
T x° S¢ le produit contracté (cf. [21], 2.2.3), ce qui compactifie dans les
fibres T — X. Clest-a-dire, p° : 7¢ — X est un morphisme propre et lisse,
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et T est dense dans chaque fibre. On a de plus :
W = p(T (k) = p“(T*(k)).

En effet, pour tout € X (k) les k-points de la fibre T,¢ sont Zariski denses,
car TS est lisse et k est un corps fertile?. En particulier, si 7,¢(k) est non
vide, alors il en est de méme pour 7, (k). Puisque p° est propre, W est fermé
dans X (k) (cf. [18], 1.4).

Dans le cas général, pour montrer que p(7 (k)) est un fermé de X (k), il
suffit de le faire localement ®. Soit 2 € X (k). D’aprés [SGA3] X 4.5, il existe
un morphisme étale 7 : X’ — X avec un k-point 2’ au-dessus de z, tel que
le tore Sy soit isotrivial. Soit p’ : Txr — X'. Soit 7 : X'(k) — X (k)

I’application induite par 7. Comme 7 est un morphisme étale, on a que

U (X' (k)) est un ouvert de X (k) ; de plus, F C U est un fermé de U

si et seulement si 7, '(F) est un fermé de X'(k) (cf. [17] 2.2.1(i)).

Comme Sy est un tore isotrivial, p'(7x/(k)) est un fermé de X'(k). Or
. (p(T(k))) = p'(Tx:(k)), on déduit que p(7 (k)) N U est un fermé de U.
Ainsi p(T (k)) est un fermé de X (k) car on vient de I’établir localement. [J

Fin de la preuve du théoréme 4.1. Fixons un point yg € Y (k). Soit r le
nombre des classes de 1'équivalence ~7 de X, (k). Ce nombre est fini
d’apres le lemme 4.1 puisque X,,(k) est compact. Prenons un point xg ;
dans chacune des classes, j =1,...,r.

Pour montrer le théoréme, on peut remplacer Y par Y/ — Y étale avec
un k-point au-dessus de g et X par X’ = X xy Y’. D’apres le lemme 3.1,

on peut donc supposer qu’il existe r sections s; : Y — X, j =1,... 7 telles
que s;(yo) = Zo,j-
Soient A; = sjT, j = 1,...,r; on note encore A; leurs images réci-

proques sur X. Soient p; : 7; — X les tordus de 7 parles A;, j=1,...,7,
et soient Q; = p;(7;(k)). D’apres cette construction, pour tout k-point y
de Y, la fibre Q;, est la classe de I’équivalence ~7 sur X, (k) contenant
le point s;(y). Ainsi, pour y € Y (k) et pour i # j, soit €;, et ;, sont
disjoints, soit ils coincident.

D’apres la construction, les €2 4., 7 = 1,...,7 forment les r classes de
I'équivalence ~7 sur X, (k). D’apres le lemme 4.1, les Q; sont ouverts
dans X (k). Comme f est propre et k est un corps local, I'image par f du
fermé complémentaire de (J; 2; est un fermé de Y (k) qui ne contient pas
le point yo. Ainsi, les €2, recouvrent les fibres voisines X, (k). Pour y dans

2. C’est-a-dire, si V est une k-variété lisse connexe telle que V (k) est non vide, alors I’ensemble
V (k) est dense dans V' pour la topologie de Zariski.

T
3. Si X(k)= |J Ui ot les U;, i = 1,...,7, sont des ouverts de X (k) et si W; = p(T(k)) N U
i=1
T
est un fermé de U;, alors p(7 (k)) = ﬂ (W3 U(X (k)\U;)) est un fermé de X (k). En effet, U; \ W;
i=1

est un ouvert de X (k), son complémentaire W; U (X (k) \ U;) est donc fermé.
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un voisinage assez petit de yp, on a aussi que les €;, et €2;,, i # j sont
disjoints. En effet, il suffit de montrer que s;(y) ¢ €, ce qui résulte du fait
que le complémentaire de ; dans X (k) est un ouvert (cf. 4.1) qui contient
le point s;(yo).

Ainsi, pour y assez proche de 1, on obtient que les classes de I’équivalence
~7 de X, (k) sont précisément les Q; ,(k), j = 1,...,7. On termine ainsi
la preuve du théoreme. O

Remarque. Dans la preuve du théoreme 4.1, on peut méme se ramener
au cas d’un tore constant sur Y. Cette astuce est due a L. Moret-Bailly.
Avec les notations du théoreme, soit yg € Y (k) et soit Sop = Sy, x; ¥ un
tore constant sur Y. D’apres [SGA3] X 5.10,

1= Isomy 4, (S0, S)
est un Y-schéma constant tordu. Ce schéma a un point rationnel 3’ au-
dessus de yg. Soit Y/ un voisinage de ¢’ dans I qui est de type fini sur Y.
L’immersion Y’ < I correspond & un isomorphisme Sy, XY’ 5 SxyY'de
Y'-tores, ainsi le tore S devient constant sur Y. Comme Y’ admet un point
rationnel 3’ au-dessus de Y et est étale sur Y, dans la preuve du théoréme
4.1 on peut remplacer Y par Y et X par X' = X xy Y.

Quant aux applications pour la R-équivalence, cet argument et le corol-
laire 3.1 impliquent immédiatement le cas des compactifications lisses de
familles de tores algébriques ou de groupes réductifs connexes (cf. section
2.3). En effet, si k est un corps de caractéristique nulle et si X est une
compactification lisse d'un k-tore, alors X (k)/R = H'(k,S) ou S est le
tore dual de PicX (cf. [3] théoréme 2 et proposition 13). Sous des hypo-
théses supplémentaires sur k, en particulier pour k£ un corps local, si X
est une compactification lisse d’'un k-groupe réductif connexe, on a encore
X(k)/R = H'(k,S) ot S est le tore dual de PicX (cf. [2] 8.4. et 5.4).
Néanmoins, si X est une surface de Chételet, on dispose d’une application
injective X (k)/R — H'(k,S) mais elle n’est pas nécessairement surjective
().
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