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Résumé. Nous traduisons l’article de Thue [Thue1908], acces-
sible aussi dans [Thue1977] pages 219–231, du norvégien vers le
français. (Le texte original est écrit en norvégien riksmål, littéra-
lement la « langue du royaume », qui deviendra à partir de 1929
le bokmål, la « langue des livres ».) Nous avons choisi de rester au
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Abstract. On a general equation with no solution in large inte-
gers.
We give a translation of Axel Thue’s article [Thue1908], also avail-
able in [Thue1977] pages 219–231, from Norwegian to French.
(The original article is written in riksmål, literally the “language
of the realm”, which in 1929 was renamed bokmål, the “language
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Théorème. Si F (x) est un polynôme 1 en x irréductible 2 quelconque à
coefficients entiers et de degré r > 2, alors l’équation 3

(0.1) qrF
(p
q

)
= c,

où c est un nombre entier arbitraire donné, a seulement un nombre fini de
solutions en nombres entiers p et q.

Si c est différent de zéro, alors l’équation n’a qu’un nombre fini de solu-
tions entières, si F (x) n’est pas une puissance d’un polynôme du premier
ou du second degré à coefficients entiers. 4

1.
Si l’on pose 5

(x− ρ)m = Am1 (x)ρr−1 +Am2 (x)ρr−2 + · · ·+Amr−1(x)ρ+Amr (x)
où m est un nombre entier positif arbitraire 6, tandis que F (ρ) = 0, alors on
peut trouver une quantité positive t dépendant seulement des coefficients
de F (x) — et donc indépendante de m — telle que chaque coefficient dans
chacun des polynômes 7 Ami , où i ∈ {1, ..., r}, est en valeur absolue inférieur
à tm.

En effet si on écrit
(1.1) ρr = a1ρ

r−1 + a2ρ
r−2 + · · ·+ ar−1ρ+ ar

1. Dans tout le texte, Thue emploie le terme hel funktion pour désigner un polynôme.
2. Irréductible sur Q.
3. Le nombre q est non nul dans cette notation, mais les dénominateurs sont en fait tous

chassés par qr. L’équation étudiée ici est alors équivalente à f(p, q) = c où f dépend de deux
variables.

4. Le polynôme F étant supposé irréductible sur Q et de degré r > 2, le cas c = 0 ne fournit
aucune solution avec q 6= 0. L’unique solution est alors (p, q) = (0, 0).

5. Il n’y a pas de titre de paragraphe dans la version originale. Un titre possible pour ce
premier paragraphe est « Fonctions auxiliaires et paramètres ».

6. L’entier m est un paramètre qui sera fixé en toute fin de preuve.
7. Thue ne met pas d’indice en bas ici mais parle des « polynômes Am ».
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alors on obtient :

(x−ρ)m+1 = (xAm1 − a1A
m
1 −Am2 )ρr−1+ (xAm2 − a2A

m
1 −Am3 )ρr−2+

· · ·+ (xAmr−1 − a1A
m
1 −Amr )ρ+ (xAmr − arAm1 ).

Si l’on pose de manière analogue 8

(1.2)

(x− ρ)n = B0
1(x)ρr−1 +B0

2(x)ρr−2 + · · ·+B0
r−1(x)ρ+B0

r (x)

ρ(x− ρ)n = B1
1(x)ρr−1 +B1

2(x)ρr−2 + · · ·+B1
r−1(x)ρ+B1

r (x)

ρ2(x− ρ)n = B2
1(x)ρr−1 +B2

2(x)ρr−2 + · · ·+B2
r−1(x)ρ+B2

r (x)

· · ·

ρr−1(x− ρ)n = Br−1
1 (x)ρr−1 +Br−1

2 (x)ρr−2 + · · ·+Br−1
r−1(x)ρ
+Br−1

r (x)

alors on peut de la même façon trouver une quantité positive T indépen-
dante de n telle que chaque coefficient de chacun des polynômes 9 Bi

j , où
i ∈ {0, ..., r − 1} et j ∈ {1, ..., r}, est plus petit que Tn.

Nous remarquons que les coefficients de tous les polynômes Bi
j sont des

nombres entiers et que le degré de chaque polynôme Bi
j n’excède pas n. Si

nous posons maintenant 10

(1.3) U(x) = D1(x)ρr−1 +D2(x)ρr−2 + · · ·+Dr−1(x)ρ+Dr(x),

où chaque 11 Dj , où j ∈ {1, ..., r}, est un polynôme en x, alors il y a en tout
(2k+ 1)(m+1)r = M polynômes U différents — associés aux coefficients des
polynômes Dj — lorsque le degré de chaque polynôme Dj n’excède pas
m, tandis que chaque coefficient de celui-ci est un nombre entier positif ou
négatif qui, en valeur absolue, n’est pas plus grand que l’entier positif k
choisi arbitrairement. De (1.2) et (1.3) on tire :

8. Pour un entier n, paramètre qui sera fixé en toute fin de preuve.
9. Thue ne met pas d’indice ici mais parle des « polynômes B ». Notons de plus qu’on a gardé

les doubles indices Bij comme dans le système d’équations précédent, nulle quantité autre que ρ
n’étant élevée à une quelconque puissance.
10. Voici une première fonction auxiliaire.
11. Thue ne met pas d’indice ici mais parle des « polynômes D ».
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(1.4)
(x− ρ)nU(x) = [B0

1Dr +B1
1Dr−1 + · · ·+Br−1

1 D1]ρr−1

+ [B0
2Dr +B1

2Dr−1 + · · ·+Br−1
2 D1]ρr−2

+ · · ·

+ [B0
r−1Dr +B1

r−1Dr−1 + · · ·+Br−1
r−1D1]ρ

+ [B0
rDr +B1

rDr−1 + · · ·+Br−1
r D1]

= G1(x)ρr−1 +G2(x)ρr−2 + · · ·+Gr−1(x)ρ+Gr(x)

où 12 pour tout v ∈ {1, ..., r} on a posé Gv = B0
vDr+B1

vDr−1+· · ·+Br−1
v D1.

Chaque Gv(x), où v ∈ {1, ..., r}, est un polynôme dont le degré n’excède
pas n+m. De plus aucun coefficient des polynômes Gv n’excède en valeur
absolue le plus petit des nombres r(m+1)kTn ou r(n+1)kTn. Prenons par
exemple comme borne le nombre r(n+1)kTn = N . Pour des raisons de com-
modité nous pouvons volontiers supposer que Tn est irrationnel pour tout
n. À chacun desM polynômes U correspondent maintenant des polynômes
G bien définis. Si µ est un nombre entier positif qui n’excède pas n + m
alors correspondent ainsi aux M polynômes U un même nombre de valeurs
égales ou différentes pour le coefficient devant xµ dans l’un quelconque des
polynômes G1, G2, ..., Gr−2, disons Gα.

Tous ces M coefficients se trouvent maintenant entre −N et N . Lorsque
h est un entier choisi arbitrairement, nous nous représentons l’intervalle
entre −N et N comme coupé en h parties égales, dont la grandeur est
donc égale à 2N

h . Dans l’un de ces intervalles doivent se trouver au moins
M
h desdits coefficients 13. Parmi les M polynômes U , on peut par suite en
sélectionner u, où u ≥ M

h , de sorte que si E(x) est la différence entre deux
quelconques de ces u polynômes U , alors dans l’équation

(x− ρ)nE(x) = H1(x)ρr−1 + · · ·+Hr(x)
le coefficient devant xµ dans Hα est en valeur absolue plus petit que 2N

h .
Si ensuite xν est un monôme différent du susdit xµ dans l’un quelconque

des polynômes G1, ..., Gr−2, disons Gβ, où β n’est pas nécessairement diffé-
rent de α, alors correspondent aux u polynômes U choisis autant de valeurs
égales ou différentes du coefficient devant ledit monôme xν . Dans l’un des

12. Cette précision est rajoutée. On introduit de plus dans la suite l’indice v pour les polynômes
G.
13. Par le principe des tiroirs.
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susdits h intervalles doivent par suite 14 se trouver au moins u
h soit au moins

M
h2 de ces coefficients.
Parmi les u polynômes 15 U choisis, on peut donc en sélectionner à nou-

veau M
h2 , de sorte que si K(x) est la différence entre deux quelconques de

ces choix, alors dans l’équation
(x− ρ)nK(x) = L1(x)ρr−1 + · · ·+ Lr(x)

le coefficient devant xν dans Lβ(x) est en valeur absolue plus petit que 2N
h .

En appliquant successivement le même procédé à tous les (m+n+1)(r−2)
monômes dans les fonctions G1, G2, ..., Gr−2 on arrive au résultat suivant :
lorsque M > h(m+n+1)(r−2) on peut, parmi les U choisis, en sélectionner au
moins

M

h(m+n+1)(r−2)

de sorte que, si U1(x) et U2(x) sont deux de ces choix avec

(x−ρ)nU1(x) = G1
1(x)ρr−1+G1

2(x)ρr−2+· · ·+G1
r−2(x)ρ2+G1

r−1(x)ρ+G1
r(x)

(x−ρ)nU2(x) = G2
1(x)ρr−1+G2

2(x)ρr−2+· · ·+G2
r−2(x)ρ2+G2

r−1(x)ρ+G2
r(x),

alors dans l’équation
(x− ρ)n[U1(x)− U2(x)] = (x− ρ)nR(x) =

[G1
1 −G2

1]ρr−1 + [G1
2 −G2

2]ρr−2 + · · ·+ [G1
r−2 −G2

r−2]ρ2 + [G1
r−1 −G2

r−1]ρ
+[G1

r−G2
r ] = C1(x)ρr−1 +C2(x)ρr−2 + · · ·+Cr−2(x)ρ2 +Cr−1(x)ρ+Cr(x)

chaque coefficient dans chacun des polynômes C1, ..., Cr−2 sera en valeur
absolue plus petit que 2N

h .
Si ici h > 2N , tous les coefficients doivent par suite être nuls s’ils ne sont

pas des fractions 16. On a alors (x − ρ)nR(x) = Cr−1(x)ρ + Cr(x). Si, par
suite, pour n donné les nombres m, k et h sont choisis tels que

2r(n+ 1)kTn < h < (2k + 1)
(m+1)r

(m+n+1)(r−2)

avec k suffisamment grand pour que

(1.5) (2k + 1)
(m+1)r

(m+n+1)(r−2) > (2r)(n+ 1)kTn + 1
et donc pour qu’il existe un h de l’espèce susdite, alors on obtient de la
manière précédente une équation

(1.6) ρQ(x)− P (x) = (x− ρ)nRm(x)

14. Par le principe des tiroirs.
15. Ce mot est rajouté ici.
16. Les coefficients sont nuls ou non entiers.



344 Axel Thue, traduit et commenté par Fabien PAZUKI

= (x− ρ)n[f1(x)ρr−1 + f2(x)ρr−2 + · · ·+ fr−1(x)ρ+ fr(x)]
où P (x) et Q(x) sont des polynômes à coefficients entiers, tous de valeur
absolue < 2r(n + 1)kTn, dont le degré n’excède pas n + m, tandis que les
(fi)i∈{1,...,r} sont des polynômes 17 dont le degré n’est pas plus grand que
m et dont chaque coefficient en valeur absolue n’est pas plus grand que 2k.

L’équation 18 (1.5) peut se résoudre, si l’on peut satisfaire la condition

k

(m+ 1)r
(n+m+ 1)(r − 2) > kWn,

c’est-à-dire

(1.7) k > W

n
1 + n

m+1
2
r−2 −

n
m+1

où W est une quantité positive 19 fixée > T indépendante de n, tandis que

m >
r − 2

2 n− 1.

2.
Les polynômes 20 P (x) etQ(x) ne peuvent être tous deux nuls pour toutes

les valeurs de x. En effet, les deux polynômes U1 et U2 nommés ci-dessus
seraient alors identiques. De (1.6) on tire

ρQ(x)− P (x) = (x− ρ)nRm(x)
ρQ′(x)− P ′(x) = (x− ρ)n−1[(x− ρ)R′m(x) + nRm(x)]

ou encore
P (x)Q′(x)−P ′(x)Q(x) = (x−ρ)n−1[−Q′(x−ρ)Rm+Q((x−ρ)R′m+nRm)]

= (x− ρ)n−1[nQRm + (x− ρ)(QR′m −Q′Rm)].
Comme F (x) est irréductible, on a donc

(2.1) P (x)Q′(x)− P ′(x)Q(x) = F (x)n−1S(x)
où S(x) est un polynôme, dont le degré n’excède pas

2(n+m− 1)− r(n− 1) = 2m− (r − 2)(n− 1).

17. On a rajouté les indices ici.
18. Ce mot est rajouté ici.
19. Concrètement, on pourra par exemple poser W = 5rT .
20. Il n’y a pas de titre dans la version originale, on peut penser à « Lemme de zéros et fin de la

preuve ». On ne trouvera pas de « lemme de zéros » clairement délimité dans cette section, mais
la stratégie est bien celle-ci : on mène une étude sur les polynômes auxiliaires, dont on estime
le nombre de zéros pour trouver des conditions sur les paramètres du problème, conditions qui
permettront de conclure la preuve du théorème par un raisonnement par l’absurde.
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Si
(2.2) m < (r − 1)n
alors S(x) ne peut pas être nul pour toute valeur de x. En effet, dans ce
cas on aurait, lorsque PQ n’est pas identiquement nul

P ′

P
= Q′

Q

donc P (x) = d0Q(x) où d0 est une constante rationnelle 21. D’après (1.6)
on trouverait alors

(ρ− d0)Q(x) = (x− ρ)nRm(x)
et Q(x) serait aussi divisible par F (x)n donc n + m ≥ rn ce qui contredit
la condition posée sur m.

Lorsque m < (r − 1)n, aucun des polynômes P (x) et Q(x) ne peut être
nul pour toutes les valeurs de x car, dans le cas contraire, l’autre polynôme
serait d’après (1.6) divisible par F (x)n. Désignons le degré de S(x) par γ.
Nous avons alors
(2.3) γ ≤ 2m− (r − 2)(n− 1).

Si p et q désignent maintenant deux nombres entiers arbitraires, alors on
ne peut pas toujours avoir

da

dxa
P
(p
q

) db
dxb

Q
(p
q

)
− db

dxb
P
(p
q

) da
dxa

Q
(p
q

)
= 0

lorsque a est l’une quelconque des valeurs 0, 1, 2, 3, ..., γ, γ + 1 et de même
pour b. En effet on aurait dans ce cas

dδ

dxδ

[
P (x)Q′(x)− P ′(x)Q(x)

]
x= p

q

= dδ

dxδ

[
Fn−1(x)S(x)

]
x= p

q

= 0

lorsque δ est égal à une quelconque des valeurs 0, 1, 2, 3, ...,γet F (x)n−1S(x),
donc par là même S(x), aurait ainsi γ + 1 racines égales p

q .
Il existe donc dans chaque cas deux nombres entiers a et b plus petits 22

que γ + 2 et donc plus petits que (2m + 1) − (r − 2)(n − 1), de sorte que
dans les équations

ρ
da

dxa
Q(x)− da

dxa
P (x) = da

dxa
[(x− ρ)nRm(x)],

ρ
db

dxb
Q(x)− db

dxb
P (x) = db

dxb
[(x− ρ)nRm(x)],

21. La notation d de la version originale a évolué en d0 pour différencier ce nombre du symbole
de dérivation utilisé peu après.
22. Thue sera plus précis sur ces inégalités tour à tour strictes ou larges dans la suite de

l’argument.
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on ait 23

P a
(p
q

)
Qb
(p
q

)
− P b

(p
q

)
Qb
(p
q

)
6= 0.

Nous allons examiner de plus près les deux valeurs d’approximations
différentes que l’on obtient pour ρ lorsque l’on pose ici x = p

q où p
q est

une valeur d’approximation pour ρ choisie indépendamment du n choisi.
Nous voyons tout d’abord que tous les coefficients dans Qa(x) et P a(x)
sont divisibles par 1 · 2 · 3 · 4 · ... · a et que tous les coefficients dans Qb(x),
P b(x) sont divisibles par 1 · 2 · 3 · 4 · ... · b. Lorsque nous posons

1
1 · 2 · 3 · 4 · ... · a

da

dxa
[(x− ρ)nRm(x)] = (x− ρ)n−aA(x)

et
1

1 · 2 · 3 · 4 · ... · b
db

dxb
[(x− ρ)nRm(x)] = (x− ρ)n−bB(x),

où le degré de A(x) et B(x) n’excède pas m, il s’agit maintenant de trouver
les bornes pour les valeurs absolues de A(x) et B(x).

Lorsque δ est l’un quelconque des nombres a et b, nous obtenons

(2.4) 1
1 · 2 · 3 · 4 · ... · δ

[
ρ
dδ

dxδ
Q(x)− dδ

dxδ
P (x)

]
=

(x− ρ)n−δ

1 · 2 · 3 · ... · δ
[
n(n− 1)...(n− δ + 1)Rm(x) + · · ·

δ(δ − 1)...(δ − h+ 1)
1 · 2 · ... · h n(n− 1)...(n− [δ − n] + 1)(x− ρ)hRhm(x) + · · ·

+(x− ρ)δRδm(x)
]

= (x− ρ)n−δ
[n(n− 1)...(n− δ + 1)

1 · 2 · ... · δ Rm(x) + · · ·

+n(n− 1)...(n− [δ − n] + 1)
1 · 2 · ... · (δ − h)

Rhm(x)
1 · 2 · 3 · ... · h(x− ρ)h + · · ·

+ Rδm(x)
1 · 2 · 3 · ... · δ (x− ρ)δ

]
= ρXδ(x)− Yδ(x)

où Xδ(x) et Yδ(x) désignent deux polynômes de degré (n+m− δ) en x et
à coefficients entiers, dont chacun en valeur absolue est plus petit que
m+ n

1 ·m+ n− 1
2 · ... ·m+ n− δ + 1

δ
·2r(n+1)kTn < 2m+n+1r(n+1)kTn.

23. À cet endroit l’auteur opère un changement de notation, on lira donc Pa(x) = da

dxa P (x)
et P b(x) = db

dxb P (x).
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Si (0.1) a une infinité de solutions en nombres entiers p et q, alors F (x) a
une racine réelle ρ. Nous pouvons volontiers supposer, sans que la généralité
en soit diminuée, que ρ > 1. En effet si F (x) n’avait aucune telle racine alors
ce serait le cas avec le polynôme xrF (±1

x ) = F1(x) ou avec F (−x) = F2(x)
où F1 et F2 sont aussi des polynômes de même degré que F (x). Soient alors
p
q et p1

q1
deux fractions satisfaisant (0.1), i.e. :

(2.5) qrF
(p
q

)
= c, qr1F

(p1
q1

)
= c.

Nous posons maintenant x = p
q dans (2.4) et obtenons alors

(2.6) ρXδ − Yδ = (p− qρ)n−δ
[n(n− 1)...(n− δ + 1)

1 · 2 · ... · δ qmRm
(p
q

)
+ · · ·

+n(n− 1)...(n− [δ − h] + 1)
1 · 2 · ... · (δ − h)

Rhm(pq )qm−h

1 · 2 · 3 · ... · h(p− qρ)h+

· · ·+
Rδ(pq )qm−δ

1 · 2 · 3 · ... · δ (p− qρ)δ
]

où Xδ = qn+m−δXδ(pq ) et Yδ = qn+m−δYδ(pq ). Les quantités 24 Xδ et Yδ sont
donc deux nombres entiers. Puisque F (x) n’a pas de racines multiples, on
tire de (2.5)

(2.7) p− qρ = ε0
qr−1 ,

(2.8) p1 − q1ρ = ε1

qr−1
1

où ε0 et ε1 sont deux quantités qui en valeur absolue sont majorées par une
borne fixée, déterminée par c et les coefficients de F (x), qui ne varie donc
pas avec le choix des nombres p, q, p1 et q1. Lorsque q dépasse une certaine
petite valeur, il vient

|(p− qρ)h| < 1.
Il vient ensuite ∣∣∣ Rhm(pq )qm−h1 · 2 · 3 · ... · h

∣∣∣
<
m(m− 1)...(m− h+ 1)

1 · 2 · ... · h · 2kρr−1 · r
[
pm−h + pm−h−1q + · · ·+ qm−h

]
.

Ici on a
m(m+ 1)...(m− h+ 1)

1 · 2 · 3 · ... · h < (1 + 1)m = 2m.

24. Ce mot est rajouté ici.
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En outre lorsque p et q sont suffisamment grands pour que p
q < ρ+ 1, on a

pm−h + pm−h−1q + · · ·+ qm−h

= qm−h
[
1 +

(p
q

)
+
(p
q

)2
+ · · ·+

(p
q

)m−h]
< qm−h(ρ+ 2)m−h

d’où ∣∣∣ Rhm(pq )qm−h1 · 2 · 3 · ... · h

∣∣∣ < k[2rρr−12m(ρ+ 2)m]qm < kζmqm,

où ζ est une quantité fixe indépendante de m et h. Nous obtenons donc
n(n− 1)(n− 2)...(n− δ + 1)

1 · 2 · ... · δ qmRm
(p
q

)
+ · · ·+

n(n− 1)...(n− [δ − h] + 1)
1 · 2 · ... · (δ − h)

Rhm
(p
q

)
qm−h

1 · 2 · ... · h (p−qρ)h+· · ·+
Rδ
(p
q

)
qm−δ

1 · 2 · ... · δ (p−qρ)δ

< kζmqm
[
1 + · · ·+ n(n− 1)...(n− [δ − h] + 1)

1 · 2 · ... · (δ − h) + · · ·

· · ·+ n(n− 1)...(n− δ + 1)
1 · 2 · ... · δ

]
< kζmqm2n.

Si, comme nous l’avons supposé, m < (r − 1)n tandis que p et q satisfont
(0.1) et la condition |p− qρ| < 1 alors nous obtenons l’équation

(2.9) ρXδ − Yδ = (p− qρ)n−δCnkqm,
où C est une quantité qui en valeur absolue est majorée par une borne fixe,
indépendante de n et δ.

De la même manière, nous voyons que chacun des nombres entiers positifs
ou négatifs Xδ et Yδ est en valeur absolue plus petit que

2m+n+1r(n+ 1)Tnk(ρ+ 2)n+m−δqn+m−δ,

donc plus petit que
Dn

0 kq
n+m−δ,

où D0 est une quantité positive 25, qui ne varie pas avec n, m et δ.
De (2.9), (2.7) et (2.8) on tire[p1

q1
− ε1
qr1

]
Xδ − Yδ = εn−δ0 Cn0 kq

m

q(r−1)(n−δ) ,

donc
p1Xδ − q1Yδ = Dn

1 kq
n+m−δ

qr−1
1

+ Cn1 kq1
q(r−1)(n−δ)−m ,

où D1 et C1 sont en valeur absolue plus petits que respectivement deux
quantités positives fixées D et C.

25. On a changé la notation D′′ en D0, et plus tard C′′ en C0 ainsi que D′ en D1 et C′ en C1.
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Il s’agit maintenant de décider si n et m peuvent être choisis tels que
l’on ait simultanément

(2.10) Dnkqn+m−δ

qr−1
1

<
1
2 ,

Cnkq1
q(r−1)(n−δ) <

1
2

pour toutes les valeurs entières non négatives de δ < γ + 2. Dans ce cas on
aurait en effet

|p1Xδ − q1Yδ| < 1
donc, puisque Xδ et Yδ sont des nombres entiers, on obtient 26

Xδ

Yδ
= p1
q1

c’est-à-dire XaYb − XbYa = 0, ce qui est impossible 27. Nous remarquons
que, comme

δ ≤ γ + 1 ≤ 2m+ 1− (r − 2)(n− 1),
les inégalités (2.10) sont satisfaites, si l’on peut satisfaire les nouvelles in-
égalités

(2.11) Dnkqn+m

qr−1
1

<
1
2 ,

Cnkq1
q(r−1)(n+(r−2)(n−1)−2m−1)−m <

1
2

pourvu que (r−1)[(n−1)(r−1)−2m] > m. Si les inégalités (2.11) peuvent
être satisfaites lorsque l’on écrit partout dans (2.11) à la place de m la
quantité

(r − 2)n− 1
2 + n− 1

θ
où θ est un nombre arbitraire > 4 − 2

r alors elles seront aussi satisfaites
lorsque l’on pose pour m dans (2.11) la partie entière de 28

(r − 2)n− 1
2 + n− 1

θ
.

Si nous remplaçons m par la valeur ci-dessus dans (2.11), nous obtenons
les inégalités

26. On a raccourci la phrase.
27. C’est ici la conclusion de la preuve du théorème. Le reste du texte présente des calculs

permettant de faire ces bons choix de paramètres n et m.
28. Thue utilise la formulation « le plus grand nombre entier qui est contenu dans » pour

désigner la partie entière.
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(2.12) Dnkq[(n−1)( r2 + 1
θ

)+1]

qr−1
1

<
1
2 ,

Cnkq1

q(n−1)( r2−
2r−1
θ

)
<

1
2 .

Pour θ donné, on tire de (1.7) une borne pour k. La condition que m <
(r − 1)n est remplie lorsque

1 < n
(r

2 −
1
θ

)
+
(r

2 + 1
θ

)
.

Nous avons maintenant

m+ 1 > (r − 2)n− 1
2 + n− 1

θ
= (n− 1)

[r − 2
2 + 1

θ

]
.

C’est pourquoi, si nous choisissons

k > W

n
1 + n

(r−2)n−1
2 +n−1

θ

2
r−2 −

n
(r−2)n−1

2 +n−1
θ

c’est-à-dire

k > W

n
1 + θ

2r + θ
n−1

2
r−2 −

θ
n−1 ,

alors (1.7) sera également satisfaite lorsque l’on choisit pour m la partie
entière 29 de (n− 1)[ r−2

2 + 1
θ ]. Si maintenant θ est une quantité quelconque

donnée aussi grande soit-elle, alors nous devons nous restreindre aux n tels
que θ

n−1 soit strictement inférieur 30 à 2
r−2 . Nous pouvons alors satisfaire

(1.7) en choisissant k = Znθ où Z est une quantité fixée, qui ne varie pas
avec n, lorsque n dépasse une certaine valeur minimale déterminée par θ.

Il s’agit maintenant seulement de trouver un n tel que l’on ait simulta-
nément

qr−1
1 > 2DnZnθq[(n−1)( r2 + 1

θ
)+1],

q(n−1)( r2−
2r−1
θ

) > 2CnZnθq1.

Ici on doit avoir

29. Là encore, Thue écrit « le plus grand nombre entier qui est contenu dans » pour désigner
la partie entière.
30. Thue écrit « une fraction de » pour signifier « strictement inférieur à ».
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(2.13) log q1 + log 2C + θ logZ
[ r2 −

2r−1
θ ] log q − logC − θ logZ

< n− 1 < (r − 1) log q1 − log 2D − θ logZ − log q
[ r2 + 1

θ ] log q + θ logZ + logD
.

Si maintenant r > 2, on peut choisir un θ positif assez grand pour que
r
2 + 1

θ
r
2 −

2r−1
θ

< r − 1.

Mais, si (0.1) avait une infinité de solutions en nombres entiers, alors on
pourrait en déterminer deux couples 31 (p, q) et (p1, q1) de sorte que la
différence

(r − 1) log q1 − log q − log 2D − θ logZ
[ r2 + 1

θ ] log q + θ logZ + logD
− log q1 + log 2C + θ logZ

[ r2 −
2r−1
θ ] log q − logC − θ logZ

soit plus grande que 1 et que simultanément le second terme soit plus
grand qu’une quantité positive arbitraire. Mais il y a un nombre entier
n− 1, plus grand qu’une quantité donnée, entre les deux bornes de (2.13).
Puisque les conditions de (2.10) sont ainsi satisfaites, notre théorème est
donc démontré 32.

Nordstrand 33, le 2 janvier 1908

Axel Thue

Note complémentaire
Ci-dessus 34 nous avons donc démontré le théorème suivant :
Si θ est une quantité positive arbitrairement choisie, disons > 4, tandis

que r > 2, alors on peut pour tout n au-delà d’une certaine borne déterminer
des polynômes Pn(x), Qn(x) et Rn(x) de telle sorte que ρQn(x)−Pn(x) =
(x− ρ)2n+1Rn(x) où les coefficients de Pn et Qn sont des nombres entiers,

31. On a rajouté ce mot.
32. L’argumentation générale repose donc sur le fait très classique qu’il n’existe pas d’entier

non nul de valeur absolue strictement inférieure à 1.
33. Nom propre signifiant, littéralement, la plage du nord.
34. Cette note figure sous forme de post-scriptum dans l’article original.
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le degré de Rn est égal à la partie entière de 35

n
[
r − 2 + 2

θ

]
et chaque coefficient dans les trois polynômes est en valeur absolue plus
petit que Hn, où H est une quantité positive, qui est déterminée seulement
par θ et les coefficients de F (x).

Nous montrerons dans un nouveau mémoire 36 comment nous pouvons
généraliser significativement notre énoncé principal grâce à ce théorème
avec le raisonnement ci-dessus et en déduire une borne pour les numérateurs
dans le développement en fractions continues de ρ.

A. T.

Imprimé le 12 décembre 1908.
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