CALCUL EXPLICITE DE CERTAINES CELLULES DE
KAZHDAN-LUSZTIG POUR LE TYPE A4,

par

Nicolas Jacon

Résumé. — The aim of this paper is to give an explicit characterization of the Kazhdan-Lusztig
cells which contains the elements with maximal length in parabolic subgroups of &y, .
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Introduction

Soit W un groupe de Coxeter. Dans [KL], Kazhdan et Lusztig ont donné un moyen de partition-
ner W en “cellules a gauche”. Ces cellules jouent un role fondamental par exemple dans la théorie
des représentations des algebres de Hecke et des groupes de Lie (voir par exemple [Lu2]). Dans
le cas du groupe symétrique, groupe qui nous intéresse ici (c’est a dire lorsque W = A,,_; avec
n € N), la correspondance de Robinson-Schensted fournit un algorithme relativement simple pour
la détermination de ces cellules. Cependant, il pourrait étre intéressant de déterminer explicitement
I’ensemble des éléments appartenant a une cellule donnée.

Le but de cette note est de résoudre ce probleme pour une certaine classe de cellules : les cellules
contenant un élément de longueur maximal dans un sous-groupe parabolique de la forme &) ou A
est une partition de n. Dans la premiére partie, nous rappelons la définition de ces cellules (pour le
type A,_1) et de la correspondance de Robinson-Schensted. Puis, nous déterminons explicitement
la forme des cellules ci-dessus, la preuve du théoréme principal (Théoréme 2.3) étant élémentaire
et purement combinatoire.

1. Cellules de Kazhdan-Lusztig pour le groupe symétrique, correspondance de
Robinson-Schensted

Nous introduisons dans cette partie la relation d’équivalence ~, permettant de définir les cellules
de Kazhdan-Lusztig dans le cadre du groupe symétrique. Dans le cadre général des groupes de
Coxeter, cette relation fait appel a la théorie de Kazhdan-Lusztig et en particulier a la base de
Kazhdan-Lusztig associée & l'algébre de Hecke du groupe de Coxeter (voir [KL]). Cependant,
dans le cadre qui nous intéresse ici, Kazhdan et Lusztig ont montré que cette relation se définit
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complétement élémentairement & laide de la correspondance de Robinson-Schensted (voir par
exemple [Ar]).

Soit n € N et soit &,, le groupe symétrique en n éléments. Pour i € {1,...,n — 1}, nous désignons
par s; la transposition (i i + 1). Alors &,, a une présentation par :
— générateurs : S = {s1,82,...,80-1};
— relations :
812:1 pourt=1,...,n—1
SiSi+15i = 8iSi+18; pouri=1...,n—2
$j8;i = 8;S; pour |i — j| > 1.

Nous allons maintenant introduire la relation d’équivalence ~j. Soit [ : &,, — N la fonction
longueur usuelle définie sur &,,. Soit w € &, alors 'ensemble de descente (& gauche) de w est
I’ensemble suivant :

Lw)={se S| Il(sw) <l(w)}.

Soit maintenant = et y deux éléments de &,, et soit s € .S, on écrit & ~r s w si et seulement si :
-z =sw, l(sw) =l(w) + 1 et L(w) ¢ L(z),
—ouw = sz, I(sz) =1l(x) +1et L(x) & L(w).
La relation d’équivalence ~; est alors la cloture transitive de la relation ~j, s c’est a dire que
Pon a © ~p y si et seulement si il existe des éléments xo = x, =1, ..., Tr—1, T = y de &, et
Sjos Sjrs ---s Sj._, des éléments de S tels que z; ~p s, Tiy1 pour i = 0,...,7 — 1. Les classes
d’équivalence de ~j, sont appelées les cellules (& gauche) de Kazhdan-Lusztig. Elles permettent
entre autres de construire les représentations irréductibles de 1’algebre de Hecke de type A,,_1.
Un critere agréable permet de vérifier si deux éléments de &,, sont dans la méme cellule : c’est la
correspondance de Robinson-Schensted (voir [Fu] pour un exposé détaillé de cette correspondance
et de ses applications). Pour donner cette correspondance, introduisons quelques notations. Soit
A= (M1,...,A) une partition de rang n (tel que A\; > A2 > ... > \;.). Le diagramme de Young de
A est ’ensemble

D(A) ={(i,5) € Nsg x Nyg [ 1 < j < N}

Les éléments du diagramme de X sont appelés les boites de .

On associe maintenant a chaque élément w € &, une paire de tableaux de Young standard
(P(w),Q(w)) de méme forme A\ = (A1,...,\.), une partition de n (c’est & dire que les tableaux
P(w) et Q(w) de forme A sont remplies par les entiers {1,...,n} de telle sorte que les coefficients
sont disposés en ordre croissant dans chaque ligne de gauche a droite et dans chaque colonne de
haut en bas).

Exzemple 1.1. — Ci-dessous un tableau standard de forme A = (4,2,2,1,1)

1 3 7 10
2 4
5 6
8
9
Au départ, P(w) et Q(w) sont vides. Pour tout ¢ = 1,...,n, on inseére récursivement sur les

lignes de P(w) lentier w(i) de fagon & obtenir un tableau standard. Si tous les entiers situés sur
la premiére ligne de P(w) sont inférieurs & w(4), on insére w(i) sur la premiére ligne. Sinon, on
remplace le plus petit entier j supérieur & w(i) par w(i) et on insére j sur la ligne suivante. Le
processus débute sur la premiere ligne et s’arréte lorsque U'entier inséré ne prend la place d’aucun
autre. Parallelement, on note dans Q(w) ordre d’apparition des boites. On obtient une application
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qui est en fait une bijection :

Gn — U T,\ X T)\
Aell,

w = (P(w),Qw))

ou T désigne I'ensemble des tableaux standard de forme X\ et II,, I’ensemble des partitions de n.

Exemple 1.2. — Ci-dessous la correspondance de Robinson-Schensted pour Gs.

<P<1>,Q<1>>=(|1|2|3|,|1|z|3|><P<s2s1>,cz<szsl>>= L[2] [1]3]

(Ps1), Qs )= (L3 1L [3 ) (P(sise), Qsasa))= (1113 [ 1]2]
|2 ] |2 ] |2 ] 3]
12 | 12 | 1 1

(P(s2),Q(s2))= 3 ' (P(s15251), Q(s18281))= 20,2
— — 3 3

Finalement, deux éléments w; et ws sont dans la méme cellule a gauche si et seulement si
Q(w1) = Q(ws). Ceci fournit donc un algorithme tres efficace pour tester si deux éléments sont
dans la méme cellule.

2. Calcul explicite
Nous gardons les notations adoptées dans les sections précédentes auxquelles nous ajoutons les
suivantes. Pour 7 < j < n, nous notons

7"8)) = S5585-1---54

et

) N (i .

wéf)) = 8iSi418i .. SjSjo1 .8 = rgz;réz;r ). rgf))
Considérons une partition A = (A1, Ag,..., Ap) de n (ol on suppose que A1 > Ao > ... > X,). Soit
G, le sous groupe parabolique de &,, correspondant. Il est engendré par la partie {s;,, Siy, .-, S,
de S ol l'ensemble {ij,1is,...,ix} est obtenu en enlevant les entiers Ay, \; + )\2,...,2?;} Aj de
{1,2,...,n}. Soit maintenant wy I’élément de longueur maximale dans & . Il est bien connu que :
(A1—1)  (A1+Xa—1) SRt (n—1)
_ 1— 1+A2— i=1 n—
wx =Wy W w oW .

(! lxi+1>' )

i= i=

Notons I'y la cellule (& gauche) contenant 1’élément wy. Le but de cette note est de déterminer
explicitement cet ensemble T'y. Par [Lu, 5.26.1] (résultat de Barbasch et Vogan, généralisé par
Geck dans [Ge]), il existe une partie X de &,, vérifiant :

'y = {LI}’LUA | €T € XA},

et tel que pour tout = € Xy, on a l(zwy) = l(z) + l(wy).

Lemme 2.1. — Soit A = (A1, A2, ..., Ap) une partition de n. Soit j € [1,p — 1] tel que A\j # \j11.
Alors :

7“(7;:1) € X,.
()

i=1
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Preuve. — On construit pour wy et T(T:_:;l) wy les tableaux de Young Q(w)) et Q(r(?;l) wy)

() ()
=1

=1 i=
donnés par la correspondance de Robinson-Schensted. On obtient dans les deux cas le méme ta-
bleau. Ceci prouve que ces deux éléments sont dans la méme cellule a gauche. O

Nous avons maintenant le résultat suivant :

Lemme 2.2. — Soit A\ = (A1, A2,...,\y) une partition de n, on suppose que A\j # Aji1 pour
j€l,p—1], alors :

(n—1) o (n—1)
r P wy = w()\l,...,)\j_l,)\j*l,)\j.{.l,...,)\p)r fi=1 .
) ( A+1)
i=1 i=1
Preuve. — On a :
==
GaeD), (atemt) L MY
_ 1— - i= -
wx =wiy W ) ow cows o .
(7 X1 (" Xi+1)
=1 =1
On obtient donc :
=1
i— i
ey ey MY ey T
P A%y e P Pl = :
) ( Xi+1l) (0 X)) ( Ai+1) ( Ai+1)
=1 =1 =1 i=1 =1

En utilisant les relations de &,,, on obtient :

p

() w(idxi—n 7w(1_ Ai—z)r(n_l)
P Pl O Pl :
( 1Ai) C 1)\i+1) ¢ 1Ai+1) (‘71>\i+1)

i= i= i=

De plus, on a :

ot =t g =3
(A1) ( Ai-2) ( xi-1)

T(n—l) w =1 w(n—l) — o =! T(n—l) w = w(n—l)
. > Wy = . = Wy
(X1 (0 N+1) ( Aitl) () (A1) (0 A+1) (A1)
i=1 1 =1 = i=1 i=1 1

i= i=

On en déduit, par récurrence :
(n—1) _ (n—1)
"> WA= WA, 01,0 =L 4 1,-50) T o )
(X)) (" X+
) -

i=1 i=

ce qui conclut la preuve. O
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme principal :

Théoreme 2.3. — Soit A = (A1, Ae, ..., \p) une partition de n. En utilisant les notations intro-
duites ci-dessus, on a :

p

— (n_l)
X=UXurn 1)
et (.71)\1’)

en prenant comme convention : 7'8)) =1sij<iet Xy usp,) =10} 80 (p1, 2 - - ., pp) n'est pas
une partition.

Preuve. — On commence par montrer que si (Ar,...,A; —1,...,),) est une partition de n—1, on

a
—1
XL C Xy g

i=1

Soit donc z € Xz, .. x;-1,..,z,), d’apres le lemme 2.2, on a :

(n—1) o (n—1)
"' WA= WA, 01,01 41.-50) T i :
()

i=1

i=
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Il suit donc :
(n—1) o (n—1)
LT > WA= TW(Ay, 01,0 =LA 41,..0,0) T o .
C Xx) ( Ait1)
i=1 i=1

Par définition, il existe une suite (s;,);=1

=1,..,m d’éléments de {s1, ..., Sp_2} (le systeme de généra-
teurs de 6,,_1) telle que :

yeen

WAL, A1, M =LA 15 Ap) Y Lyssy + s Y Lsi, TWOG 21,0 =1, 1 1,0,)p)

(n—1)

f=1

( Ait+l)
=1

On peut composer par r a droite car les éléments s;, intervenant dans les équivalences

sont dans &,,_1, on obtient donc :
(n—1)

L /ONTRND VIR VES 1D VEETG W L= ~Lisi
( Aitl)
i=1
~ Tw pnb
L,si,, ALy A= 1, =12 41500, 0p) (jpl)\ o
i=1 ‘
En utilisant le lemme 2.2, il suit :
P ~ 2™
[ 224 ()\17 >\p) LaSil L,si,, [ 4 (A1, 7>\p)
(X))  x)
=1 i=
Or, d’apres le lemme 2.1, on a :
-1
T(n ) S X)\,
)
i=1
il suit donc :
(
W(Ay,....0p) LT W(Ay,.... Ap)>
(‘ (2
d’ou :
(n—1)
W(Ay,..0p) YL AT 5 7 WAy, 0)
Ai)
i=1

On a donc montré :

i

P
-1
U X(Al,A2,...,,\j—1,...,A,,)7"(7:;> ) ¢ X (A1 AzseAp)-
j:1 (i:1 )
(n=1)
sAG P
Jj=1 )
=1
la preuve par cardinalité : le cardinal des cellules I'y correspond aux dimensions des représentations
irréductibles de &,,. On a :

P
Notons également que les éléments de |J X(x, x,,...\ 1T sont tous distincts. On conclut

Pl = [ XAl
D’apres [Fu, 4.3.8], on a :

p
XAl =D X dar Ay —LoeAn) s
j=1

avec [ X(x, xaroh;—1,.0,) | = 081 (A1, Ag, .o ; Ay — 1,00, A,) n'est pas une partition. Il suit donc :

p
(n—1) _
U X(Al>)\27---7)‘]‘_17---1)‘p){r =) - X(A1»A27~~'7>‘p)
=1 i

i=

ce qu’il fallait montrer. O

Le corollaire suivant va maintenant nous donner la forme explicite des éléments composant la cel-
lule I'y. Notons que la donnée de ce type de cellules suffit pour construire toutes les représentations
irréductibles de &,,. Introduisons quelques notations supplémentaires. Soit A une partition de n
avec np(A\) parts égales a 1, no(\) parts égale & 2,...n,.(A\) égales & r. On notera alors A =
AN (= D)) ) e )) De plus, si ng(\) # 0, on notera A la partition
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(AN (5= 1)t OFL (=1 ene(N) de n — 1. Le résultat suivant est une conséquence
direct du Théoreme 2.3.

Corollaire 2.4. — Soit A = (1™ (i — 1)1 jniN) 0 pneNY yne partition de n. Soit
X comme dans le Théoréme 2.5. Alors, x € X si et seulement si, il existe une suite d’entiers
ij € [1,r] avec j =2,...,n vérifiant nij(/\(ij“"”’i")) #0 et :

_ (
v T<B;;:i2 g (Ao fn»)?a;:ig Frg (AGasisoeein))) *
(B2 (1)
I, k) Ol k()
y € 'y si et seulement si il existe une suite d’entiers i; € [1,7] avec j = 2,...,n vérifiant :
_ (
y= T(B;:iQ kg (A3, in)),i2+1)7°(a;:i3 g (A5 in)) 1)
e (= 1

) [
C o k)i +1)TC R, ke (V) —in+1)”
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