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Pour tout c o r p s de nombres global ou local F , nous notons 
O p son anneau d ' e n t i e r s ou de valuation. 

S o î t N / F une extens ion g a l o i s i e n n e de corps de nombres, 
de groupe de Galo î s G . P o u r d é c r i r e le g e n r e de O^ c o n s i d é r é 

comme module sur l ' a lgèbre O p [ G ] , nous cherchons à déf in ir 

canoniquement un idéal f r a c t i o n n a i r e I de O p [ G ] représentant 

ce genre , c ' e s t - à - d i r e localement isomorphe à O ^ . La c o n s i d é -

ration du c a s des e x t e n s i o n s modérément rami f i ée s (cf. [ 6 ] ) et 

du c a s des e x t e n s i o n s absolument a b é l î e n n e s (cf. [ 5 ] ) a or i enté 

Ies r e c h e r c h e s v e r s l ' o r d r e * a s s o c i é à O^ dans l ' a lgèbre F [ G ] , 

seul o r d r e s u s c e p t i b l e d'appartenir au g e n r e de O^ . Nous s a v o n s 

ma intenant que cet invar iant ne convient pas (cf. [ l ] ) . Nous nous 
proposons ici d 'ana lyser l e s obs truc t ions que l'on rencontre à 
d i v e r s e s é t a p e s de réduct ion, en l e s re l îant à un mauvais compor-
tement fonctor ie l de l ' o r d r e a s s o c i é , comportement que nous é t u -
dions d'abord dans un contexte pl us généra l . 

§ 1 - Ordre a s s o c i é et changement de groupe ou de c o r p s de b a s e 

So î t A l ' a l g è b r e d'un groupe fini s u r un corps local , et 
soit M un module s u r un o r d r e de A , de rang déterminé. Nous notons 

* idéal f r a c t i o n n a i r e contenant 1 et multipl icativement s t a b l e . 



A (M, A) l ' o r d r e a s s o c i é à M dans A , c ' e s t - à - d i r e l ' ensemble 
des é l éments de A qui opèrent dans M. C 'est le comportement 
de cet o r d r e l or s de changements s t a n d a r d s de A que nous é t u -
dions maintenant. 

Tout au long de c e paragraphe , K d é s i g n e un c o r p s local 
dont nous notons s implement O = O., l 'anneau de valuation, et K 
G e s t un groupe f ini . 

1. Extens ion d e s s c a l a i r e s 

S o i e n t K une ex tens ion f in i e de K , O - O-pr son anneau 

de valuat ion, et so i t M un o [ G ] - m o d u l e de rang déterminé . 
L e produit t ensor i e l O ® M e s t muni, de façon nature l l e , 

O 
d'une s t r u c t u r e de module sur l ' a l g è b r e O [ G ] ( i d e n t i f i é e à 
O <8> O [ G ] ) . L e O-module O étant I i b r e et de type f ini , on o b -

O 
tient immédiatement : 

( 1 ) A ( Ô ® M , K [ G ] ) « Ô ® A ( M , K [ G ] ) . 
O O 

Il en r é s u l t e un t ransport de s t r u c t u r e : 

P r o p o s i t i o n 1. P o u r que O ® M so i t p r o j e c t i f sur s o n o r d r e dans 
O 

K [ G ] , il faut et il s u f f î t que M s o i t p r o j e c t i f sur s o n o r d r e dans 
K [ G ] . 

Notons qu'une tel le ex tens ion d e s s c a l a i r e s , appl iquée à un 
c o r p s , détruit en généra l sa s t r u c t u r e de c o r p s (comme d ' a i l l e u r s 
ce la s e produit pour l e s complét ions s e m i - l o c a l e s ) , et nous c h e r -

^ chons à r e v e n i r au c a s d'un c o r p s . P o u r c e l a , nous é tudions main-
tenant la trans i t ion à un facteur d i r e c t et l e p a s s a g e i n v e r s e : 

2 . P a s s a g e à un s o u s - g r o u p e et induction 

Rappe lons les c o n s i d é r a t i o n s é l é m e n t a i r e s que nous a v o n s 
appl iquées dans [2 ] à l 'étude des complé t ions s e m i - l o c a l e s : 

S o i t H un s o u s - g r o u p e de G , et s o i t M un o [ H ] - m o d u l e 
de rang déterminé . L e module induit O [ G ] ® M (ou p l u s s i m -

O [ H ] 



plement G ® Mj est muni d'une s truc ture n a t u r e l l e de module sur 
H 

O [ G ] . Comme le r e t o u r au facteur direct M c o n s e r v e notre inva-
riant - à savo ir la projec t iv i t é sur l 'ordre a s s o c i é - (cf. [ 2 ] ) , 
nous nous Iimitons à 11 induction proprement dite. 

Clairement, el le " c o n s e r v e l e s i somorphîsmes". En p a r t i -
c u l i e r , s i M es t i somorphe à un idéal f rac t ionna ire I de o [ h ] , 
a l o r s Ie o [ G ] - m o d u l e G <8> M est isomorphe à l ' idéal f rac t ionna ire 

H 
G ® I d e o [ G ] . 

H 

Mais la propr î é t é pour I d 'ê tre un o r d r e peut, lorsque G 
n 'est pas abél ien, ê t r e détrui te par l ' induction. Introduisons, pour 
toute la su i te , les notat ions su ivantes : 
Pour g G G , X =• E a g s Ç K [ G ] , et U c K [ G ] , on p o s e : 

s 

9X - S a s g s g " 1 , g U - i9X,X<E u } , G U - H 9 U . 
s g€ G 

La formule général e donnant l 'ordre a s s o c i é au module induit s ' é c r i t 
a l o r s : 

(2) A (G ® M, K [ G ] ) ~ G (G ® A (M, « [ H ] ) ) . 
H H 

Nous nous bornons d é s o r m a i s au c a s où H es t un s o u s - g r o u p e d i s t î n -
gué de G . L e groupe G o p è r e a l o r s dans I 'a lgèbre K [ H ] 

(par X -» g x ) , et la formule (2) devient : 

(2*) A (G © M , K [ G ] ) - G ® GA ( M , K [ H ] ) . 
H H 

D'où , immédiatement la 

Propos i t i on 2 . Pour que le G-module O [ G ] ® M so i t project i f sur 
0 [ H ] 

son o r d r e dans K [ G ] , il faut et iI suff i t que M so i t project i f sur l ' o r d r e 

G A ( m , K [ H ] ) de K [ H ] . 

Dans le c a s où G es t abél ien, ou bien dans le c a s où 
A (m , K [ H ] ) = O [ H ] , et d'une façon g é n é r a l e dans le c a s où l 'ordre 



A (M , K [ H ] j e s t s t a b l e s o u s L'action X 9X d e G , L'induction con-
s e r v e no tre invariant . Cela peut a u s s i s e p r o d u i r e dans d 'au tre s 

c i r c o n s t a n c e s (par e x e m p l e l o r s q u e ®A (M , K [ H ] ) e s t un o r d r e 
h é r é d i t a i r e ) . Cependant, l o r s q u e le s o u s - g r o u p e H e s t abé l i en , 
on obt ient une contra in te s u r l ' o r d r e A ( M , K [ H ] ) : 

( 2 ' ) V g € G , 9 A ( M , K [ H ] ) = A ( M , K [ H ] ) . 

( c o n s é q u e n c e immédiate de la propos i t i on 2 , pu i sque ® a ( m , K [ h ] ) 
e s t un o r d r e " p r o p r e " ) . 

3. P a s s a g e aux g r o u p e s quotient 

Ici e n c o r e , H d é s i g n e un s o u s - g r o u p e d i s t ingué de G . 
!_ ' idempotent 

1 E h H - c a r d H h Ç H 

appart ient a l o r s au c e n t r e d e l ' a l g è b r e K [ G ] , et no us ident i f ions 
l e s a l g è b r e s K [ G / H ] et e , . K [ G ] . 

M 
S o i t M un O [ G ] - m o d u l e de rang déterminé . On peut d é f i n i r , 

de façon naturel le, un module e ^ M s u r e H O [ G ] - O [ G / H ] . On a 
t r iv ia lement l ' i n c l u s i o n 

(3) e|_j A (M , K [ G l ) c A ( e H M , K [ G / H ] ) , 

et la 

P r o p o s i t i o n 3 . S i M e s t p r o j e c t i f ( r e s p . I ibre) sur son o r d r e dans 
K [ G ] , a l o r s e ^ M e s t p r o j e c t i f ( r e s p . I ibre) s u r l ' o r d r e 

e H A (M, K [ G ] j d e K [ G / H ] . 

Ici e n c o r e , nous v o y o n s a p p a r a î t r e une o b s t r u c t i o n l i é e à 
l ' é c a r t e n t r e I e s deux membres d e ( 3 ) . P l u s p r é c i s é m e n t , s i nous 
s u p p o s o n s le quotient G / H abél ien, nous obtenons une contra in te 
s u r l ' o r d r e a s s o c i é : 

( 3 ' ) E H A ( M , K [ G ] ) = A M , K [ G / H ] ) . 



R e m a r q u e : So i t G = H^ (X H0 Ie p rodu i t s emi -d i rec t du s o u s - g r o u p e 

H.| par le s o u s - g r o u p e distingué H^ , Nous pouvons déduire de (3 ') 

une condition d ' induction de Hj à G (même lorsque H-j n 'est pas d i s -

t ingué dans G ) , En effet, le o [ H ^ ] - m o d u l e M est isomorphe à 

G ® M ) . ~Hr H, 

Appl ication à l 'arithmétique 

On sait que l'on peut ramener l'étude d'une extension ga lo i s i enne 
de corps de nombres à c e l l e d 'extens ions ga lo i s i ennes de corps locaux, 
quitte à é l arg i r la notion de représentant "canonique" à cer ta ins idéaux 
frac t ionnaires induits (pour cer ta ines p laces sauvages) par des o r d r e s 
(cf. [ 2 ] ) . 

S o i t donc L / K une extension ga lo i s i enne de corps locaux, de 
groupe de Galois G . Nous étudions la réduction à des extens ions in ter -
médiaires . 

f—1 , 1. So i t d'abord F = L I e s o u s - c o r p s f ixé par un s o u s - g r o u p e dist ingué 
de G . C 'est une extension ga lo i s ienne de K , de groupe de Galois G/H . 

L a condition d'inflation (3 ') , appl iquée au module M = O^ , fournit une 

contrainte sur I 'ordre a s s o c i é à O^ , et par là sur la ramification, à 

l 'or igine de nombreux contre -exemples . 

Exemple. So ient p > 2 et p' deux nombres premiers dist incts , et q = p 

/ q q \ une pu i s sance de p . L e corps N = Q \[ï , Yp7) est une extension g a l o î -
H / q \ 

s i enne de 0 , de groupe de Galois G = H1 (X H^ , où F = N = Q \ V"T J , 

et dans laquel I e seul p est sauvagement ramifié . S o î t ^ un idéal premier 
de N a u - d e s s u s de p , et p sa trace sur F . 

H, 

H, 

N 

D 
H, 



- S i l ' i d é a l p n 'est pas complètement déco mposé dans N , 
et s i l'on a q / p , l ' e x t e n s i o n ne v é r i f i e p a s la condit ion 

(3 ') re la t ivement à la s o u s - e x t e n s i o n cycl ique F /Q . 
P P 

- S i au c o n t r a i r e p e s t complètement dé composé dans N , 
c ' e s t - à - d i r e s i N « = F L , a l o r s L'anneau de valuat ion O k , • e s t •P P N , ^ 
I ibre sur l ' o r d r e maximal S de Q f H , l , et le G-module OK ! 

p L 1J ' N , p 
es t i somorphe à l ' idéal G ® 1ÏÏ , qui n 'est projec t i f s u r son o r d r e 

H1 

a s s o c i é dans Q [ G ] que sî q = p (nous util i sons la remarque de 

§ 1 , 3 . ) . P r e n o n s par exempi e q = 3 S , et p 1 = 53 ( d o n c p ' = - 1 

mod . Il n ' e x i s t e un o r d r e dans le g e n r e de O ^ que pour 

s = 1. Pour s = 2, on peut c h o i s i r comme r e p r é s e n t a n t l ' i d é a l 

f r a c t i o n n a i r e 1 de Q [ G ] déf ini par = Z ^ [ G ] pour et 

1. = G ® W pour 8 = 3 . Pour s > 3 , le prob lème r e s t e ouver t . . . 
H1 

Dans I 'exempie c i - d e s s u s , Ies e x t e n s i o n s N^/Q^ sont t o t a -

Iement r a m i f i é e s . N o u s c o n s a c r o n s Ie r e s t e du p a r a g r a p h e à la 
réduct ion du c a s g é n é r a l à c e c a s - l à . 

2 . S o i e n t T le s o u s - g r o u p e d ' i n e r t i e de G , et K_j- le c o r p s d ' i n e r -
tie. P o s o n s O = O ^ et 0 - r ~ O^ . 

La propr iété de non-rami fi cat ion de l ' ex tens ion K-p/K i n t e r -
vient sous la forme s u i v a n t e ; 

Lemme, S o i t (^g(a ) j^ , ç j / T u n e b a s e normale d ' e n t i e r s de O-p sur O . 

A l o r s det [g g ' (a)] e s t i n v e r s i b l e dans O ^ , 

D é m o n s t r a t i o n : é v i d e n t e dans l ' e x t e n s i o n r é s idue l I e. 

rsj 

Nous notons p r o v i s o i r e m e n t L Ie c o r p s L c o n s i d é r é comme 

e x t e n s i o n de K , P o u r é tudier Ie p a s s a g e de L / K à L / K ^ et i n v e r -



sement , nous i n t r o d u i s o n s la K T ~ a l g è b r e g a l o i s i e n n e L = K T <S> L 
K 

r "1 ,,„. rsj 
(cf. [3 J ) . L ' i s o m o r p h i s m e canonique de L sur G ® L qui e n v o i e 

T 

1 ® x sur E g ® g 1(x) induit, d ' a p r è s le lemme, un i s o m o r -
g€ G / T 

phisme 

(4) O t ® O. —> 0-p[g1 ® o~ 
T 0 L T O T [ T ] L 

de O - j - [G]-modules . 

En combinant a l o r s l e s r é s u l t a t s des p a r t i e s 1 et 2 du p a r a -
graphe 1 (et e f fec t ivement T es t d is t ingué dans G) , on obtient une 
nouvel I e p r e u v e d'un résu l tat de Jacobinsk i 

( 5 ) A ( O , K [ G ] ) = 0 [ G ] ® A ( O , K [ T ] ) 
O [ T ] 

(cf. [ 4 ] ) , et le cr i t ère su ivant : 

T h é o r è m e : Pour que, dans l ' ex tens ion L / K , O ^ so i t projec t i f sur 

son o r d r e dans K [ G ] , il faut et il suf f i t que, pour I ' extens ion t o t a -
Iement r a m i f i é e L/K-j. , O ^ soi t projec t i f sur l ' o r d r e 

GA (O K t [ T ] ) . 

Remarquons que cet o r d r e peut ê t r e obtenu autrement : 

P r o p o s i t i o n 4 . On a GA ( O , K [ T ] ) = O— ® A (O , K [ T ] ) . 
O 

Démonstrat ion : Dans le " t w i s t e d group ring" K^_[G] , qui o p è r e dans L , 

I 'ordre A = A ( O ^ , K-J - [T]) est invariant par conjuga i son . L ' o r d r e GA 

est donc égal à G . A , p lus grand s o u s - a n n e a u de A s t a b l e s o u s l'act ion 
su ivante de G s u r K _ [ T ] : Pour g € G et X = E a t Ç K t [ T ] , on p o s e 

t € T 

g , X = S gf a ) t , On conclut g r â c e au lemme. 



La condition d ' induc t ion (2 ') peut donc s'écrire, ici : 

(21 O T ® A ( O , K [ T ] ) = A ( O , K [ T ] ) , 
1 o 

c e qui général i se un résultat de [ l ] à l ' o r i g i n e des premiers exemples 
d'extens ions de Q dépourvus d'une "bonne" s tructure g a f o l s î e n n e loca le 

Exemp!e. Considérons le composé N N' du corps N - Q ( V , V ) p r é -

cédent par le s o u s - c o r p s N ' de Q ( V~ï~) , où q' = p ' 2 , qui es t de degré 

p' sur Q ( lorsque p' = 2, il convient de prendre q' «= P' y • On étudie 

le complété (N N j , de N N 1 pour la valuation p ' -ad ique . 

NN 1 

T = H 2 G 

D , 

( N N « ) 

G u P 

L e s extensions totalement ramif iées (N N , / F^ t a u x q u e l l e s on est 

ramené ont une bonne s t r u c t u r e ga lo i s i enne ( ii en irait autrement si 
2 

nous remplacions p ' p a r p' , l e s c r i t è r e s d'inflation (3 ) pouvant 
ê t r e en défaut pour q a s s e z grand, cf. [ l ] ) „ Mais nous rencontrons 
une obstruction pour le retour aux extens ions ( N N 1 L , / Q , , les T ' " P 

conditions (2 ") n ' é t an t pas v é r i f i é e s lorsque q > p et dans ce c a s 
encore , Ie problème de la r e c h e r c h e d'un bon représentant local 
r e s t e entier . . . 
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