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RESUME. Nous étudions la g - s t r u c t u r e ga lo i s i enne des idéaux ambiges de l'anneau des 
en t i er s A ^ d'une extens ion métacycl ique de degré n£ sur le c o r p s des rat ionnels . Et 
nous montrons en part icu l ier que l'anneau A ^ est localement l ibre sur l 'ordre qui lui 
e s t a s s o c i é dans l 'a lgèbre du groupe de Galo is , indépendamment de la ramification. 

INTRODUCTION 

Etant donné une extens ion normale N du c o r p s des rat ionnels , le groupe de 
Galois G = Gal (N/Q) opère sur l'anneau de s e s e n t i e r s A ^ , qui es t , de ce fait , un 
Z [ G ] - m o d u l e de rang 1 . Et il e s t bien connu, depuis E. Noether [ 1 1 ] , que A ^ est 
localement l ibre sur Z [ G ] s i et seulement s i la ramification est modérée . 

Une façon d'él iminer l 'hypothèse de modération c o n s i s t e à introduire l 'ordre 
®N = {X € 0 [ G ] | \ A ^ c A N ) des é léments de Q [ G ] qui opèrent sur A N . C'est ainsi que 
lorsque G es t abélien, on sait par un résultat de Léopoldt [ 9 ] que A ^ es t l ibre sur 
®N' e t C'Ue c e c ' e r n i e r e s t engendré sur l 'a lgèbre Z [ G ] par l es idempotents c o r r e s p o n -
dant aux s o u s - g r o u p e s s u p é r i e u r s de ramif icat ion des idéaux premiers de N . 

Dans le c a s général , la s ituation es t , bien entendu, moins s imple. P a r exemple, 
s i G est un groupe métacycl ique d 'ordre n g > produit s e m i - d i r e c t de centre trivial d'un 
groupe cyc l ique S d 'ordre premier impair Z par un groupe cyc l ique T, l'anneau A ^ est 
bien l ibre sur Z [ G ] lorsque la ramif icat ion es t modérée, d 'après un théorème de 
Frôhl i ch [ 6]; mais il e x i s t e des ex tens ions g a l o i s i e n n e s de degré 2 3 x 4 7 , sauvagement 
ramif i ées sur 0, et t e l l e s que le produit w . A ^ de l'anneau A ^ par un ordre maximal 
TTC de l 'a lgèbre 0 [ G] ne so i t pas TR-stablement l ibre (cf [ 2 ] ) . 

Nous nous proposons , dans ce travail , de p r é c i s e r quelque peu la 2 - s t ruc ture 
ga lo i s i enne de l'anneau A ^ et, plus généralement, c e l l e de s e s idéaux ambiges, en par-
t icul ier lorsque l 'extens ion N/Q est sauvagement ramif iée en Z . Nous nous appuyons 
pour c e l a sur une c l a s s i f i c a t i o n des Z . [ G ] - m o d u l e s noethériens sans Z - t o r s i o n , que 

V 

nous exposons dans une première part ie , et qui ramène l'étude de la s tructure d'un 
module M à des ca l cu l s de c a r a c t è r e s de groupes de cohomologie, c ' e s t - à - d i r e , dans 
le c a s que nous cons idérons i c i , à des c a l c u l s de trace dans une extens ion cycl ique. 
Et nous déterminons explicitement ceux des idéaux ambiges de A ^ qui sont localement 
l ibres sur leur ordre a s s o c i é dans l 'a lgèbre 0 [ G ] . 



1. DESCRIPTION DE L'ALGEBRE DU GROUPE SUR L'ANNEAU Z 

Dans tout ce qui suit , nous nous donnons € un nombre premier impair, et n 
un entier non nul. P a r groupe métacycl ique d'ordre n€ nous entendons tout pro-
duit s e m i - d i r e c t G de centre trivial d'un groupe cyc l ique S d'ordre € , par un 
groupe T, cyc l ique d 'ordre n. 

S i G es t un tel groupe, l 'ent ier n d iv i se (£-1) et l 'application de T dans le 
groupe Aut S des automorphismes de S , qui définit le produit s e m i - d i r e c t , s e 
f a c t o r i s e par un c a r a c t è r e £-adique primitif du groupe T, conformément à l ' iden-
tité : 

- 1 VF T) T T| T = R\M ' , pour tous T de T et Tl de S . 

i èmes P l u s généralement , puisque l'anneau Z^ contient l e s r a c i n e s n de l 'uni-
té, l e s r eprésen ta t ions de T sont r é a l i s a b l e s sur 0 Cela étant, à tout c a r a c t è r e 

adique V irréduct i 
C T ] , défini par : 

8-adique V i rréduct ib le du groupe T correspond un idempotent e^ de l 'a lgèbre 

e = i E «P 1 (T) T , 
* T € T 

et c a r a c t é r i s é par l ' identité : 

T e^ = «P (T) e^ , pour tout T de T . 

Il es t bien connu que l e s (e ) * constituent un sys tème complet d'idempo-

* 

tents orthogonaux de l 'a lgèbre s e m i - l o c a l e Z^ L T ] , indexé sur le groupe T des 
c a r a c t è r e s 2 -ad iques i r r é d u c t i b l e s de T. 

ftr op ositi on i . L e s homothéties à droite a s s o c i é e s aux idempotents i r réduc t ib l e s e^ 
de Z g ^ T ] sont des p r o j e c t e u r s orthogonaux pour la s tructure de Z g [ G ] - m o d u l e 
de l 'a lgèbre Zg C G] ; c e qui s ' é c r i t : 

V G ] = ® 
cp € T 

F a i s o n s choix maintenant d'un générateur 0 du groupe S ; posons 6 = 0 - 1 , et 
1 _ 1 Y FT) 

cons idérons l 'élément -&= - S X 
T € T 



Nous obtenons : 

ftrop ogition 2 . La r é s o l v a n t e es t le générateur de l'idéal d'augmentation de l 'a lgèbre 

Zn [ s ] qui sa t i s fa i t à I a congruence = 6 [ mod ô 2 Zn C S ] ] , 
<• e * 

ainsi qu'aux re la t ions de déca lage e $ = -&e , pour tout «P de T . 

Z - ] 

Démonstration : Notons v = i + 0 + . . . + a l 'opérateur trace , et remarquons que 
nous pouvons é c r i r e : 

= v - Z ( 1 + 6 X ) puis = - i 6 (i + ÔX) , 

pour un X convenable de Z ^ C s ] ; c e l a nous prouve que l'élément 6 es t un nilpotent 
topologique de l 'a lgèbre Zp 

[ S ] , donc que la quantité (1 + ôX) es t i n v e r s i b l e dans 
Z g C s ] , e t ,par suite , que Z 6 appartient à la p u i s s a n c e £ i e m e de l'idéal d'augmenta-
tion. 

Introduisons a lors une sec t ion X du c a r a c t è r e X , à v a l e u r s dans { 1, 2, . . . , 

De l 'égal i té : 
S X - ' c D a * ^ I X - V ) e a * ( T , - 1 ] = l S x~\T)Z 1 . • a * ^ " 1 ] , 

n T € T n t € T n T € T 

nous déduisons la congruence : 
= - E x W)x (t) = 6 [ mod 6 1 [ S ] ] , qui nous prouve que 

n T € T e 

$ engendre l'idéal d'augmentation Ô Z 0 [ S ] . Et l ' identité e A = <&e résu l te 
1 v «PX~ 

immédiatement de la re lat ion de commutation : t = X ( t ) T . 

-or ollai re . L e centre de l 'a lgèbre Z^Cg] es t la s o u s a lgèbre C = Zg[-9-n] + v Z g [ T ] . 

Démonstration : Remarquons d'abord qu'en vertu de la congruence : 

== ô 8 " 1 = v _ Z [ mod Z i Z j C s ] ] , 

Z - 2 i 

l 'a lgèbre Z^ C S ] s ' écr i t , comme somme d irec te de Z g - m o c l u l e s : ® Zg ^ ® Zg v . 
i=0 

Z - 2 n -1 n-1 
E c r i v o n s donc x = Z E x. . e . + S y . V e . un él ément de Zp C G] , 

i=0 j=0 1J XJ j=0 J XJ 

et supposons le central . 



D'après I a proposi t ion précédente , l ' identité Tx = x T , pour tout T de T , 
s ' é c r i t X1(T)x^j = , c e qui nous prouve que l e s x^. sont nuls pour i ^ 0 (mod n) ; 
tandis que l ' éga l i té £ x = x-9- nous montre que x. . e s t indépendant de j. 

L e c o r o l l a i r e en ré su l t e , l 'élément étant clairement dans le centre de Z^CG]. 

2 . E T U D E D E S Z p [ G ] - M O D U L E S I N D E C O M P O S A B L E S 

La c l a s s i f i c a t i o n des r e p r é s e n t a t i o n s e n t i è r e s d'un groupe métacycl ique d'ordre 
n { a fait l'objet d'un travail de Lena Chang Pu, dans le cas où n es t premier [ 8 ] . 
Nous p r é c i s o n s ce point lorsque l'anneau d 'ent i er s es t celui des nombres €-adiques . 

Cons idérons pour ce la un 2 p [ G ] - m o d u l e noethérien, sans Z p ~ t o r s i o n , et e f f ec tu -
i-1 

ons son d é v i s s a g e à l 'aide de l 'application trace V = 1 + a + . . . + a . Dans la su i -
te exacte : p _ Q , 0 f 

l ' image Q e s t un Z. [ T ] - m o d u l e sur lequel S o p è r e trivialement, donc somme d irec -
v 

te de modules indécomposables Z. e ; tandis que le noyau p e s t de façon naturel le 
V • 

un module sur l'anneau quotient Z [ G ] / v Z . [ T ] , lequel e s t i somorphe à l 'a lgèbre 
£ v 

à produit c r o i s é A = Z . [ j o T ] engendrée sur l'anneau cyclotomique Z [ ç ] par le 
i i 

s o u s - g r o u p e d'ordre n de son groupe de Galois , pour l 'action de T sur l e s rac ines 
{ l 6 m e s de l'unité déf inie par le c a r a c t è r e x • 

De plus, l ' image Q étant Zg[ T ] - p r o j e c t i v e , M s ' ident i f i e en tant que Zç [ T ] -
module, à la somme d irec te .? L'act ion de Z^LG] sur M peut a lors ê t re décr i te 
par l es re la t ions : 8(x, y) = (6 x + f g y , 9 y), pour tout 9 d e z ^ C G l » où f dés igne 
une application de Hom^ j* y-j Cz^C G] , Hom^ (Q,P)~\ sa t i s fa i sant aux conditions : 

f a p = <*fp + f a p , pour tous a , P de Z^CG] . 

Et I a ZpC G ] - s t r u c t u r e de M e s t donc c a r a c t é r i s é e , à i somorphisme p r è s , par la 
1 

c l a s s e du c o c y c l e f dans le groupe Ext r 

Cela étant, nous obtenons : 

%t)eoreme i . S i G est un groupe métacycl ique d 'ordre n £ , tout ZgCGl-module de type 
f ini et s a n s Zg- tors ion s ' é c r i t comme somme d i r e c t e e s sent i e l l ement unique d'exem-
p l a i r e s des 3 n modules indécomposables non i somorphes suivants : 

rcp = ^ e < p % = Z ^ C ] e ç p
 S c p = ^ s ] e

9 ! 

v * -où l ' indice îp parcourt le groupe T des c a r a c t è r e s g -ad iques i r réduc t ib l e s de T . 



Avant d 'é tabl ir le théorème, remarquons que l e s modules sont p r é c i s é m e n t 
ceux i n d é c o m p o s a b l e s sur l e s q u e l s le groupe S o p è r e tr iv ia lement ; tandis que 
l e s modules A , qui sont annulés par l ' opérateur t race , c o r r e s p o n d e n t aux idéaux 
£x de l 'anneau cyc lo tomique Zpl Q 3 : en e f fe t , s i u> = - E X - 1 ( T ) £ X ( T * dés igne l ' i -

* n T€ T 
mage de la r é s o l v a n t e # dans Z«[ Ç], l 'appl icat ion uu1 P(£) P(Ç) e . e s t un i s o m o r -

x1 

phisme de C1 sur A . . 
x1 

Comme, d ' a p r è s l e s travaux de R o s e n [ 1 3 ] , tout A-module P e s t somme d i r e c t e 
de t e l s idéaux, il suit que dans le d é v i s s a g e : 

v 
0 » P > M * Q * 0 , 

d'un ZgC G ] - m o d u l e M > le noyau P e s t somme d i r e c t e d ' e x e m p l a i r e s de modules A , 
et l ' image de modules r . L e foncteur Ext étant additif , il suff i t donc pour détermi-
ner E x t ' (Q,p ) , d ' e x p l i c i t e r c e l u i - c i l or sque P et Q sont i n d é c o m p o s a b l e s . Con-

Z € C G ] 

venons , pour s i m p l i f i e r , d ' é c r i r e Hom pour Hom^ j-^-j et Ext pour Ext^ [ q ] -
€ £ 

C e l a étant, nous avons : 

£emme i . D é s i g n o n s par l 'unique idéal maximal du s o u s - a n n e a u d ' indice n dans 
l 'anneau cyc lotomique S = ZgCCl > par cp et ty deux c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s de T. 
Nous obtenons : 

(i) Hom (Ty, A ^ = Hom (A^, F^) = 0 ; 

(ii) H o m ( E ^ ) = Hom ( A ^ ) = ; 

( i i i) H o m ( S ç , r ) = Hom = <cp, î 

où P (cp, /) e s t donné par P(«P, \|f) = [ ( t + n - l ) / n ] , s i t e s t l ' ent ier de {o, 1 , . . . , n - 1 } 
qui v é r i f i e =X t-

Démonstrat ion : (i) S o i t , en e f fe t , un Z^C G ] - m o r p h i s m e f d e T ^ d a n s A^ . p a r action 
de l 'opérateur t r a c e V, il v ient : 0 = v f = f v = f £ ; so i t €f = 0 , pu i s f = 0. Un 
résu l ta t analogue vaut pour Hom (A^, ^^ 

(ii) S u p p o s o n s maintenant f € Hom (S , A ). De l ' éga l i t é fV = v f = 0, 

nous c o n c l u o n s que f s e f a c t o r i s e par le quotient H^/ VH^ i s o m o r p h e à A^ ; et un 
ZgC G ] - m o r p h i s m e de A^ dans A^ n 'es t autre qu'une homothét ie de rapport dans 

(i i i) Enfin, s i f appartient à Hom l ' ident i té f-& = -&f = 0 
montre que f s e f a c t o r i s e par le quotient H /-ftS^ i s o m o r p h e à ; c e qui achève 
la démonstrat ion. 



£emmc 2 . S o u s les mêmes hypothèses , il suit : 

Ext (r^A^) = <1K,«PX> F £ , et Ext (A^, i y = <q>, 1|| > Fg . 

Démonstration : Dans le d é v i s s a g e canonique du module H^ = Z^ [ s] e^ , l'image 
ImV, égale à V^^ e^ , est isomorphe à ; e t le noyau Ker V, égal à ^Z^l S ] e^ 
s ' ident i f ie à A^^ = z^C S3 e^^, en vertu de la relat ion de décalage donnée à la 
proposit ion 2. 

Ainsi , de la sui te exacte de ZgC G]-modules : 

0 — » A » H » r » 0 , 
<P <P ' 

nous déduisons la sui te exacte de groupe : 

0 — • HomO^A^)—» Hom(Sçp, A^) > H o m ^ , A^)—> Ext A^) * 0 , 

qui nous donne immédiatement : 

E x ^ V ^ V = H O m ( A < p X ' % ) / H O m (A^A^) = <<PX, 0 F^ . 

De façon semblable, de la suite exacte courte : 

0 » vT^ » » A^ > 0 , 

nous déduisons la suite exacte de groupes : 

0 - > Hom(A r 1 ^ ) - * Hom(S f f I ^ i H o m ^ , A ^ E x t ( A r 1 ^ ) - » 0 , 

qui nous donne l ' isomorphisme : 

E x t ( % > V = HomO^, T ^ / g Hom(r^, r^) = <\u, ep> F^. 

Démonstration du théorème : Considérons un Z^CGl-module indécomposable^ et 
dév i s sons le par action de la trace V. P o s o n s P = Ker v et Q = Im v ; puis notons 
f l'élément du groupe Ext(0,P) qui définit la s tructure deM. 

Supposons d'abord P et Q indécomposables , ce que nous pouvons é c r i r e P = A ^ 
et Q L e module M étant lui-même indécomposable, nous avons d'après 
le lemme 2 ; et f es t uniquement déterminé par la c l a s s e f ( l ) dans le quotient 
A^/œA^. Or, c e l l e - c i pouvant ê tre p r i s e arbitrairement par ZgC G]-automorphisme 
d e P , il ex i s t e donc à isomorphisme près , et sous la condition n é c e s s a i r e ty=tpX> 
une et une seu le extension indécomposable de A^ par : c 'es t 3^. 



Dans l 'hypothèse où P et Q ne s e r a i e n t pas indécomposab les , é c r i v o n s l e s 
comme sommes de modules i s o t y p i q u e s P = ®cp̂ >

çp et Q = P a r addit ivité du 
foncteur Ext, nous obtenons : Ext (0 ,P) = © E x t l ^ P ^ ) = ©^ E x t l ^ ) et 

ÇP, ty 
M est décomposé d è s que l'un ou l 'autre de P ou de Q n 'e s t pas i sotypique . E c r i -
vons donc : P = © A et Q = © T comme sommes d i r e c t e s d ' indécomposables 

i € I j € J ¥ 

du même type. Nous pouvons r e p r é s e n t e r f matric ie l lement s o u s la forme f = Ef^.] 
avec f . € Ext ( I ^ A ^ ^ ) , et il suf f i t de d iagona l i s er f par automorphismes de P et 
Q pour cons ta ter q u e # e s t décomposé a v e c l'un ou l 'autre de-P ou Q . 

A ins i , l e s s e u l s G ] - m o d u l e s i n d é c o m p o s a b l e s sont bien l e s 3 n modules 
p r o p o s é s ; c e c i achève la démonstrat ion, puisque l 'unic i té de la décomposit ion 
r é s u l t e du théorème de Kru l l -Schmidt . 

igcolie . Etant donné un module M sur l ' a lgèbre Z [ G ] , l e s groupes de cohomologie 
1 v O 

H° [ S , M) = Ker $ , puis H ( S , = Ker v / l m £ et H ( S , # ) = K e r ^ / l m v sont, de f a -
çon nature l le , d e s Z. [ G ] - m o d u l e s sur l e s q u e l s S o p è r e tr iv ia lement . En particu-v 

l ier : 

U) H 0 ( S > a e p ) - r , , , H 1 ( S , a s p ) = 0 

(ii) H ° ( s , r î p ) = r ^ , H 1 i s . r ^ - o 

(iii) H ° ( S , A ç p ) = 0 , H 1 ( S , A c p ) = F s e c p 

H 2 ( S , HJP) = 0 ; 

H 2 ( S f r , p ) - F e e ç p ; 

H 2 ( S , A ^ ) = 0 . 

Il suit que la G - s t r u c t u r e d'un module M> n œ t h é r i e n et s a n s Z . - t o r s i o n , e s t 
v 

uniquement déterminée par l 'act ion de T sur l e s groupes de cohomologie a s s o -

c i é s à S . 

3. O R D R E S D A N S Q ^ G I 

Nous appliquons l e s r é s u l t a t s qui précèdent à la descr ip t ion d e s o r d r e s de 
QgC G] qui contiennent Z^CG]. 

P r é c i s o n s en premier l ieu la décomposi t ion s e m i - s i m p l e de l ' a lgèbre G] . 

. . v proposition 3 . L e s idempotents ^ e^ a t tachés aux c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s du groupe 

T et l 'é lément —— const i tuent un s y s t è m e complet d' idempotents centraux de l 'a l -
g è b r e s e m i - s i m p l e C G] . En par t i cu l i e r , dans l ' i somorphisme : 

Q^CG] = ( © # | e j © Û , [ G ] i l * , 
=P€ T 

le fac teur Q„ [ G ] e s t i somorphe à l ' a lgèbre s imple O 0 C Ç o T ] engendrée sur le 



j corps cyclotomique Qg[Ç] par le s o u s - g r o u p e d'ordre n de son groupe de Galois. 

(Sor oil air e . La s o u s - algèbre ÎR de [ G] , engendrée sur Z^ [ G ] par les idempotents 

centraux - e^ attachés aux c a r a c t è r e s i rréduct ib les de T, est un ordre hérédi -
\t 

taire qui admet la décomposition d irecte : 

ÎR = ( © ZN - ea) © Z 0 [ G 3 — , dans laquelle le facteur 
v * 2, e Z 
<P€ T 

Z v est isomorphe à l ' a l g è b r e hérédi ta ire A = Z g C G o t 3 . 

De plus, tout ffl module nœthér ien et sans Zg-tors ion s ' écr i t de façon e s s e n -
tiellement unique comme somme directe d'exemplaires des 2 n modules : 

et A^ , où «P parcourt le groupe des c a r a c t è r e s i rréduct ib les de T. 

Démonstration : La décomposition semi- s imple de l 'a lgèbre QgEG3 est immédiate. 
Cela étant, le sous anneau W de Q^[G3 engendré sur Z^[G3 par les idempotents 
centraux, est évidemment un ordre d e O ^ [ G 3 . Il es t hérédi ta ire comme composé 
direct d 'a lgèbres hérédi ta ires ; et les s e u l s ^ -modules noethériens sans Z ^ - t o r s i o n , 
qui sont indécomposables , sont bien les modules et A^, conformément aux dé-
composit ions : 

« r ^ - r , ; ÎHAcp=Aqj ; e t « S , - ^ © A , . 

Nous pouvons dès lors décr i re l es o r d r e s maximaux de l 'a lgèbre O^CG] qui 
contiennent Z^[G3. En effet , si 0 est un tel ordre, il contient les idempotents 
centraux d e û ^ [ G 3 et, par suite , l ' o r d r e ^ . Par la décomposition directe : 

o - O ? ) " 9 ( * 
T 

nous sommes ainsi ramenés à déterminer les o r d r e s maximaux de l ' a l g è b r e 
Q g [ Ç o t 3 qui contiennent Z g E G o t 3 . 

Cela étant, O j [ £ o ï ] es t une algèbre simple centrale sur le sous corps Qq 

d'indice n dans le corps cyclotomique 0gCC3, de sor te que, conformément aux 
résu l ta t s de Reiner ([ 12 3, th. 39 .14) , l 'a lgèbre hérédi ta ire A = ZG E Q o T ] ad-
met (avec les notations du lemme l) une descript ion matr ic ie l le dans (0Q), 
de la forme : 



n-1 
A = © £x = 

i=0 

CK O- • 

v O 

Dans cet i somorph i sme , le radica l A s ' é c r i t 

n 
K = © C1 = 

i= 1 

fZ 

>8 o*-

J8 

C 
i© 

Tandis que l e s o r d r e s maximaux 0 . de O L C G O T ] s 'obt iennent re spec t ivement , 
** n-1 j 

à part ir de l 'anneau cyc lotomique $ = Z p [ £ ] = ® ® ^ > commes o r d r e s a s s o -
i r j = ° ° 

c i é s aux n modules 9* ® , pour i = 0 , . . . , n - 1 (L 12 ] , th. 3 9 . 2 3 ) . 

Autrement dit, nous avons 0 . = {x € Q. [ ç o T ] | x 3*1$B c K 1»} . y 1 
K n -1 

Ains i , de la décompos i t ion d i r e c t e S = © 8 a)1 J , nous dédu i sons immédia-
j=0 ° 

tement la d e s c r i p t i o n m a t r i c i e l l e : 

© . = © £ 
x 1 j=0 

i - 1 . n -1 1 _ n © © 21 = 
J=i 

o o o 

En p a r t i c u l i e r le û - m o d u l e K1S3 = £1 e s t , à i somorph i sme p r è s , le seul 
x 1 

qui so i t indécomposable . 

Récapitulant c e s r é s u l t a t s , nous obtenons 



£l)eorcmc 2. Etant donné un groupe métacyc l ique G, d 'ordre n £ , il e x i s t e exactement 
n o r d r e s maximaux ^ dans l ' a l g è b r e G ] , qui contiennent Z^[G] . P l u s p r é c i -
sément, pour tout c a r a c t è r e £ -ad ique i r r é d u c t i b l e «P du groupe T , l 'ordre ffljp, 

qui e s t a s s o c i é au module A^, e s t engendré sur par le nilpotent e ^ ^ 

S a décomposi t ion indécomposable sur l ' a lgèbre Z ^ [ G ] e s t ainsi : 

® # 

J ° T 

Démonstrat ion : Il suff i t de v é r i f i e r que l e s é l éments e . — * — qui opèrent sur 
çpXJ « 

A sont ceux pour l e s q u e l s i e s t s u p é r i e u r à £ -n , l orsque j décr i t 0, . . . , n-1 ; et 

qu' i l s s 'obt iennent tous a part ir de e,. * par mult ipl icat ion par une p u i s s a n c e 

de En par t i cu l i er , Tïï̂  contient l e s é l éments e^ ^ et donc l e s idempotents 

1 e r 

Corollaire. Pour tout c a r a c t è r e €-adique i r r é d u c t i b l e SP du groupe T , l ' ordre 3L,, a s -

s o c i é au module Hjp, e s t engendré sur par le nilpotent ^ e ^ ^ • H contient 
•Sîtl^, ainsi que l e s idempotents centraux ^ e ^ , pour f V ; s a décomposit ion 
s ' é c r i t : , n-1 

< J I ~ E © ( © a 1 © f © r ) 
> 1 

Ce la étant, l ' ordre a s s o c i é à un Z^[G] -module de rang 1, s 'obt ient immédia-
tement comme i n t e r s e c t i o n d e s o r d r e s a s s o c i é s à s e s composantes . C 'e s t a insi 
que l 'ordre W es t l ' i n t e r s e c t i o n desfflçp, et Z^[G] c e l l e des 31^. 

4 . APPLICATION AUX E N T I E R S D'UN C O R P S LOCAL 

Dans c e paragraphe N d é s i g n e une ex tens ion métacyc l ique de d e g r é n € , s a u -
vagement rami f i ée sur le c o r p s Qg d e s nombres 8 - a d i q u e s , 2 l 'anneau de s e s e n -
t i e r s et son idéal maximal. Nous notons G le groupe de Galo i s , S le s o u s -
groupe dér ivé , T un re lèvement de G / S en un s o u s - g r o u p e de G, et X le c a r a c t è -
r e de l 'act ion de T sur S . 

L e s o u s - c o r p s K des invar iant s de S e s t une ex tens ion cyc l ique , modérément 
ramif iée , de d e g r é n sur Qg, et dont le groupe de Ga lo i s e s t i somorphe à T . L'anneau 
de s e s e n t i e r s « e s t donc l ibre sur l ' a lgèbre Z^CT] : 

a * Z 4 C T ] = © # ^ ; 
<P€ T 

tandis que s i / d é s i g n e l ' indice d ' iner t i e de 8 dans K, le quotient de a par son 



idéal maximal p , qui s ' i d e n t i f i e au c o r p s F j> , e s t i somorphe , comme Z ^ [ T ] -
£ 

module, à l ' a l g è b r e F ^ [ T / I ] du quotient de T par le s o u s - g r o u p e d ' iner t i e 
de Z dans K : 

a / p - F ç C T / I ] = © Fçp, où nous avons é c r i t F ^ pour r ^ / j T . 
( T / I ) * 

Introduisons l ' ind ice de ramif icat ion e de£ dans K, pu i s t le saut de rami-
i è m e s f i ca t ion s a u v a g e ; et, puisque le c o r p s Q^ contient l e s r a c i n e s n de l 'uni-

ièniG té, f a i s o n s choix dans 21 d'une uni formisante TT dont la p u i s s a n c e n so i t in -
v 

var iante par T. Notons P = TT s a norme sur K et F le c a r a c t è r e de T défini par 
l ' ident i té : 

rr T - 1 = pour tout T de T. 

£emme 3. L e saut de ramif icat ion t e s t l ié à l ' ind ice e par la re la t ion : ; 

et l ' éga l i t é t = Z n'a l ieu que pour e = n = £ - 1 . 

Démonstrat ion : Voir lemme III. 1 . 

_t 

£cmme 4. L e c a r a c t è r e X f e s t tr ivial sur le s o u s - g r o u p e d ' iner t i e I. 

Démonstrat ion : D ' a p r è s c e qui p r é c è d e , nous pouvons é c r i r e 
$TT = aTT^+' [ m o d , pour un a de a \ p f i x é par I. 

De l ' ident i té T-& = X(T)'&'r donnée par la propos i t ion 2, nous dédu i sons immédiate -
ment : 

aTTT t + 1 = X ( T ) ^ ( T ) a n t + 1 [ m o d ? t + 2 ] , so i t aT = X (T) a [ m o d ? ] ; 

c e qui nous prouve que X ty ^ C") vaut 1 , pour tout T de I. 

En p a r t i c u l i e r , l 'é lément TT-'-^-&TT e s t invar iant par le groupe d ' iner t i e I , 
de s o r t e que nous avons en fait l ' é g a l i t é : 

$ TT = pour un choix convenable de a dans le s o u s - c o r p s 

d ' iner t i e ; et, bien sûr : •O-rr̂  = h aTT [ mod ] } pour tout h de Z . 

C e l a étant : 



S 

*ftr o position 4 . Pour tout ent ier re lat i f s , l ' idéal fr ac t ionnaire ? s ' é c r i t comme som-
me d i r e c t e de Zg C T ] - m o d u l e s s o u s la forme : 

. J n t + « w e m s - t } f a v e c u m } + C8-*-1 3 

Démonstrat ion (d 'après J. Cougnard [ 3 ] ) : Il suf f i t d ' é c r i r e : 

s + U - 1 ) s + ( £ - i ) s - t + ( € - l ) . 
« & s = © o 1 T

h - a n t + i u + s arr caTT +-&( S an 7 5 

7Î=S h=s-t 

en vertu d e s c o n g r u e n c e s qui précèdent ; puis de v é r i f i e r que la somme es t 
d i rec te , par exemple en appliquant l 'opérateur t race v . 

ôr oi 1 a i r e 1. Pour tout s de Z , le noyau, dans l ' idéal f r a c t i o n n a i r e , de l 'opérateur 

s * S — ̂  
t r a c e V es t le s o u s - m o d u l e : ? = ~ ) ; 
tandis que l ' image de V es t l ' idéal f r a c t i o n n a i r e : 

V(<PS) = P
U , a v e c v = [ î l i * j 2 2 l i z l ) ] . 

v 

Démonstrat ion : la p r e m i è r e part i e r é s u l t e de la propos i t ion ; la s e c o n d e de [ 14 ] 
(Ch. V , § 3 , lemme 4). 

: or ol i Q ire 2. Pour tout s de Z, l e s g r o u p e s de cohomologie a t tachés à l'idéal f r a c t i o n -
S R I naire ? sont donnés par l e s F^L T J - i s o m o r p h i s m e s : 

h ' ( s , *ps) - W 3 / V s + t ) / { v ° / v w + t ) ; 

H 2 ( S , ^ P"VPU ; avec u = t + 1 + [ — j — 3 et w = 1 + [ S z l ] . 

I l s ont même o r d r e Z et s 'annulent simultanément 
pour tous l e s s , en ramif icat ion modérée ; et pour tous l e s s e u l s s = 1 (mod£) , 
lorsque t vaut 1. 

Démonstrat ion : P u i s q u e le c o r p s N e s t un K [ s ] - m o d u l e l ibre , il e x i s t e dans 

un s o u s - m o d u l e ouvert , qui e s t l ibre sur a [ s ] . L e quotient de Herbrand 

de e s t donc tr iv ia l , et l e s g r o u p e s H 1 ( s , ) ont a insi le même o r d r e . 



Maintenant, d'après le coro l la i re 1, Ie premier groupe de cohomologie est 
1 S S "Ù S 

donné par la formule : H (S, $ ) = ~ ) / ) ; et ce dernier quotient est l'ima-

ge par l 'opérateur -&TT du g r o u p e ? /CP + (Kfi? " )TT ), que nous pouvons en-q CiM-f" "h f q | q \ core é c r i r e CB )/rr ^(KH? ~ ) / ( K n ? )j. S o u s cette forme, le dénominateur 
. r „ - , . -i , , v, w+t s ' écr i t TT [. p /p J ; et il es t donc isomorphe a p /p 

Cela étant, convenons, pour tout c a r a c t è r e irréduct ib le CP de T , de noter $ le 
carac tère de degré f défini par la formule $ = S 8 cp. L e lemme 4 nous prou-

_ t e e ( T / i * 
ve que l'image biject ive par l 'opérateur -&TT d'un F g [ T ] - m o d u l e de carac tère $ 

est un FgC"T]-module de même caractère . Comme les quotients et 

sont sommes de te l s modules, la première partie du coro l la i re s e trouve 
ainsi établie. 

Quant au second groupe de cohomologie, il s ' écr i t immédiatement : 

2 s XO H (S, ? ) = p /p ; ce qui achève la démonstration. 

D'après le s c o l i e au théorème 1, le coro l la i re 2 c i - d e s s u s détermine complè-
tement la s tructure ga lo i s ienne de l'idéal ? . En effet , si nous convenons d 'écr i -
re pour $ lorsque !P est égal à ty , le carac tère du Fg[ T]-module H^ (S, 
est exactement : 

$ = + + Y
s + * - 1 _ ( [ 2 z i ] _ [ £ z * z l ] ) ; 

£ 2, 

2 s tandis que le carac tère de i - n s , m s ' écr i t : 

Q 

La ZgCG]-structure de l'idéal ? est donc donnée par la formule : 

- C © A ] © c © r ] © [ © H ] ; conformément à l ' i so -

morphisme : 

C © r ] ©C © r ] = Z E T ] . 

Q 
Tandis que son ordre a s s o c i é 0 n'est autre que l ' intersect ion 

nS 
O • n Ï L n n st r 



S s 
%t)eoreme 3. Pour tout ent ier relat i f s , le quotient ? / T r ^ ^ ( D est l ibre sur l 'a lgè -

bre A s i et seulement s i l e s groupes de cohomologie de l'idéal relat ivement au 
groupe S ont même c a r a c t è r e $ ; ce qui a l ieu exactement dans l e s c a s suivants : 

en ramif icat ion modérée, pour toute valeur de s ; 

en ramif icat ion sauvage , pour tous l es s de r + { Z , s i r es t un entier de [ 1, 8 ] 
qui v é r i f i e la congruence r = 1 (mod e). 

s s Lorsque c ' e s t le c a s , l'idéal e s t l ibre sur son ordre a s s o c i é 0 , qui es t 
engendré sur Z p [ G ] par l e s idempotents e - , pour les ep divisant § . 

G H' p 8 

Démonstration : D ' a p r è s ce qui précède , la Zp[ G ] - s t r u c t u r e du quotient 

N/K ( 
s s ? / T r . . / ^ ! ? ) es t donnée par l ' i somorphisme : 

L 'éga l i t é = c a r a c t é r i s e donc ceux de c e s quotients qui sont l ibres sur 
A = Z T [ C O T ] . 

Q 
L o r s q u ' e l l e a lieu, le module ffl? s ' é c r i t comme somme d irec te : 

- { © A J © ( © A J © Z - [ T ] ^ % ; 
«P| $ «P-N 

s s 
de sor te que l 'ordre 0 a s s o c i é à ? es t contenu dans Un calcul immédiat mon-
tre qu'il es t engendré sur G ] par l e s idempotents centraux attachés aux «P 
divisant $ . 

(S or 0 U a i r*. L'anneau 21 et l'idéal ? sont l ibres sur l eurs o r d r e s r e s p e c t i f s dans 
l 'a lgèbre 0 [ G] . L'ordreûOB) es t engendré sur Z . £ G ] par l e s idempotents 
^ e i*- j pour 0 6 (T / l ) et h - 1 , . . . , £-1 ; et l 'ordre ©(21) contient en outre l e s 
8 e r 
idempotents correspondant à h = 0. 

En tant que G]-module , l'anneau des e n t i e r s 21 s ' é c r i t comme somme 
directe : 

E € ( T / D * K = T 

Et, dans cet i somorphisme, l' idéal maximal ? es t r e p r é s e n t é par le sous-module : 
~t — 1 6—1 

© [ « H ©( © ( r V©A 7 ) ) ® ( © H k ) ] , 
e e c r / i ) e * h = t 

lorsque le saut de ramif icat ion es t s tr ictement in fér ieur à i ; 
6 - 2 

© © A ) © ( © ( r 7 ,©A k)^) ~ 21, 
8 6 ( T / i ) * ' e r V e** 

sinon. 



5. EXTENSION AUX ENTIERS D'UN CORPS GLOBAL 

Etudions maintenant le cas d'une extension globale N, métacyclique de degré 
ni sur le corps des rat ionnels , sauvagement ramifiée a u - d e s s u s de i. 

Comme plus haut, notons G le groupe de Galois Gal(N /o) , puis S le s o u s -
groupe dérivé, T un relèvement du quotient G / S en un sous -groupe de G, et 
X le carac tère déf inissant l'action de T sur S . 

Introduisons le s o u s - c o r p s K des invariants de S , qui est une extension cyc l i -
que de degré n sur Q et dont le groupe de Galois est isomorphe à T ; puis désignons 
par D le sous -groupe de décomposition de 6 dans K, par I le sous -groupe d' iner-
tie, et par H le sous -groupe métacycl ique de G, produit semi-d irec t de S et de 
D. Notons enfin : 

A n l'anneau des ent i ers de N ; et P̂ l'idéal ^mbige maximal au des sus de 
i > 

21 le complété de A ^ en î* , et ? son idéal maximal ; 

G le t e n s o r i s é ® z A N , et P = ®z 9 ; 

puis, de façon semblable : 

A ^ l'anneau des ent i ers de K ; et p la trace de S3 sur A^ ; 

a le complété de A., en p , et p son idéal maximal ; r\. 
Oh le t e n s o r i s é Z^ A K , et p = Z^ ®z p . 

A l'anneau 21 qui est métacycl ique de degré m i (divisant n£) sur Z> et dont 
le groupe de Galois s ' ident i f ie à H, nous pouvons appliquer les résu l ta t s de 
l'étude précédente . C'est ainsi que nous avons les i somorphismes de Z^CD]-
modules : 

o/p ^ F ^ C D / I ] et a - Fg [ D] ; 

puis par passage à la représentat ion induite : 

a/p - F ^ C T / I ] et a ^ F £ [ T ] . 

Il est bien connu en effet que l'anneau G = Zg s Obt ient par induction 
à partir de 21 ; autrement dit que l'on a : 



En part icul ier nous obtenons immédiatement à partir du théorème 3 : 

%l)eoreme 4. Etant donnée une extension métacyclique de degré n€ sur le corps des 
rationnels , le t e n s o r i s é G= ^ A ^ de l'anneau de s e s ent i ers s ' é cr i t comme 
somme directe de Z^CG] modules : 

G - © t( ®t ] (r jt © A J ) © ( © e 1 H J ] 
0 € (D/ l )* ^ 

h 
lorsque le saut de ramification es t strictement infér ieur à Z ; l ' écr i ture r e -

fc présentant l'induit dans T du carac tère du sous-jgroupe de décomposition D : 

G - © ( r 0 © A 0 ) Sinon. 
8€ T* 

En part icul ier G est toujours l ibre sur son ordre a s s o c i é dans Z^Cg]. 

Démonstration : L e cas sauvage s'obtient par induction ; tandis que le cas modé-
ré résu l t e de la surject iv i té de l'application trace v = " T r ^ ^ qui entraine 
G - Z^CG]. 

Tout comme dans le cas local, nous obtenons ainsi : 

Corollaire i . L e quotient G/a est isomorphe à l 'a lgèbre hérédi ta ire A = Zg C Ç o T ] . 

Ce qui est une vers ion affaiblie d'un résultat plus général , puisqu'on peut 
montrer que le quotient A . . / A , , es t en fait l ibre sur Z [ £ o T ] (cf [ 4 ] ) . 

I N R\ 

Corollaire 2. L 'ordre £>(G) est engendré sur Z 0C G] par les idempotents - e.0 a s s o c i é s 
c z ™ 

aux fac teurs i rréduct ib les Cp des c a r a c t è r e s induits ® ^ p a r les lorsque 8 
* 

décrit le groupe (T / l ) et h le segment 0, 1, . . . , [V - 1 ). 

Corollaire 3. L'anneau des ent i ers d'une extension métacyclique de degré n€ sur le corps des rat ionnels est localement l ibre sur son ordre a s s o c i é dans l 'algèbre 
du groupe de Galois . 

Démonstration : Compte tenu du théorème, il suffit de regarder = A ^ , 
pour les q di f férents de Z. Or, pour un tel premier q, le t e n s o r i s é G^ s e scinde 
en deux termes : 

G = C ± Î ) G © - G . 
m z 'q 

Le premier terme s ' ident i f ie au produit tensoriel Z q ® | Z [ j o T ] ; et le 



second, Z A,, e s t bien l ibre sur son ordre a s s o c i é dans Z [ T l , d 'après q Z K q u J 

le résul tat de Leopoldt . 

Rappelons que pour n = 2 ce dernier c o r o l l a i r e entraine que l'anneau A ^ 

est en fait l ibre sur son ordre a s s o c i é dans Q [ G ] (cf. [ 1]) . 

Pour i l l u s t r e r l e s r é s u l t a t s qui précèdent , cons idérons le c a s des ex tens ions 
kummeriennes de degré z sur le c o r p s cyclotomique Q[Ç] , qui sont non ramif iées 
en dehors de Z . 

Supposons , pour s impl i f ier , Z régu l i er et notons K le c o r p s cyclotomique Q [ £ ] , 
T = Gai (K/Q) son groupe de Galois , T / T o ce lui de son s o u s - c o r p s réel maximal 

i èmes et u) le c a r a c t è r e de l 'action de T sur le groupe des r a c i n e s Z de l'unité. 
O v. 

Cela étant, pour tout c a r a c t è r e pair «p = uu de T , f a i s o n s choix d'une sect ion «P 
modulo Z, à va l eurs dans Z, et te l le que la somme £ ^(T) soit nulle. 

i - T ë T 
D é f i n i s s o n s a lors N par K [ v e ] en prenant pour e 

™ cp ëp 

- l 'ent ier g s i cp es t le c a r a c t è r e unité, 

- l 'unité cyclotomique ff ( e ^ " Ç ^ f ( t ~ ' ) s inon. 
T € T 

P - 1 ^ Il e s t bien connu que l e s c o r p s N ainsi déf in i s engendrent, avec le corps Z tp 
cyclotomique Q[£ _ ] , la ^ -extens ion abél ienne maximale g - rami f i ée de Q[Ç] . 

r 
Cela étant, la congruence : 

e T = e_ [mod E ^ ] dans le groupe des unités E ^ , nous prouve 
cp cp 

que le corps K ^ es t une extens ion normale de degré Z (£-1) sur 0 , qui es t méta-
cycl ique, de c a r a c t è r e : 

- .«-1 6-2 h X = u) «P = u) 

Or, puisque N es t totalement et sauvagement ramif iée sur Û, son complété 
£-adique est une extens ion métacycl ique de degré g ( g - î ) sur Q . D'après le C 
lemme 4, la relat ion précédente nous a s s u r e que le saut de ramification t es t 
égal à £ -2 h -



L a s tructure de l'anneau des e n t i e r s es t donc donnée par l ' isomorphisme 

A ^ r © A ) © r © A ) © . . . © r © A J © H © . . . © H » „ : 

tandis que c e l l e de l'idéal maximal s ' é c r i t : 

(A) cp çp ' ut) cp uu 
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