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SUR LA THEORIE DES GENRES
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RESUME : Soit N une g-extension cyclique de degré impair sur un corps
de nombres K. Nous supposons que N est métabélienne sur un sous-corps

H, d'indice n dans K, pour un n étranger a ¢,
Etant donné un diviseur entier $ dans H, nous étudions la structure

galoisienne du £-groupe 525 des classes d'idéaux de N en dehors de $§,
que nous regardons comme quotient du £€-groupe des classes au sens ordi-
naire, Pour tout caractére f-adique irréductible ® du groupe de Galois
Gal (K/H), nous déterminons le hombre de P-classes ambiges, ainsi que la
¢-partie du nombre de genres dans |'extension cyclique N/K, Les expres-
sions que nous obtenons, se conjuguent en une formule des classes, qui met
en rapport les diverses composantes du groupe 9% , et fait intervenir la

g-structure galoisienne du groupe des $-unités de N,



1 -« INTRODUCTION

Ce travail est le prolongement nature! de notre étude de [6:\

consacrée aux classes d'idéaux dans les extensions métabéliennes de

degré n2° sur un corps de nombres algébriques : Ici comme la, ce
sont des techniques bien particuligdres d'algébres de groupe, que nous
mettons en oeuvre pour étudier, via la théorie du corps de classes
global, certains sous-groupes ou quotients privilégiés du £€-groupe

des classes d'une 2-extension cyclique d'un corps de nombres,

Plus précisément, nous considérons une extension cyclique N

de degré ¢™ sur un corps de hombres K, métabélienne sur un sous-
corps H, conformément & la convention suivante (moins restrictive

que celle de [6]) :

Definttion, Etant donnés un nombre premier impair £, un entier naturel non

nul m, et un naturel n étranger & £, nous entendons par groupe méta-
bélien d'ordre ne"‘, tout produit semi-direct G d'un groupe cyclique S,

d'ordre em, par un groupe abélien A, d'ordre n,

Si G est un tel groupe, I'action de A sur S, qui définit le produit
semi-direct, se factorise par un caractére g-adique X du groupe A, défini
par l'identité :

1o pX(n)

AT pour tous T de A et M de S,

’

Le groupe G est abélien lorsque X est trivial ; métacyclique lorsque X est

le caractére d'une représentation fidéle de A,

Faisant choix ensuite d'un idéal entier 8 du corps H, nous hous pro-

. . s 8
posons de préciser la structure galoisienne du groupe £ des £-classes

d'idéaux du corps N, en dehors de $ :



Pefinition, Soit © le £-groupe des classes d'idéaux du corps N, Pour tout

idéal entier 8 dans H, nous nhotons 523 le sous—-groupe de $ engendré
par les classes des idéaux entiers de N qui divisent 8, et nous disons

que le quotient 9% = b/&)g est le £-groupe des classes de N en dehors
de 8,

L'idéal 8 étant invariant par G, le groupe s est, en effet, un

Ze[G]-module fini, Pour I'étudier, nous portons plus particulierement
notre attention sur deux groupes remarquabies construits a partir

de 528 : le sous—-groupe ambige 98 - H°<S ,©5> d'abord, et le quotient
des genres e% - HO(S ,X)Q> ensuite, qui présentent un double intérét ;

d'une part parce que leur nullité caractérise celle de N , d'autre part

parce que leur confrontation apporte des informations précieuses sur

la structure de ©°,

Précisons ce dernier point :
A tout caractére £-adique irréductible ¥ du groupe A, correspond un
idempotent ep de I'algébre semi-locale ZZ[A]’ défini par la formule
€ = -:-1- TEA R0<'r_]> T, et caractérisé par I'identité : Te

pour tout T de A, Par ailleurs, si ¢ désigne un générateur arbitraire

=‘P('r)ecp,

®

du groupe cyclique S, un calcul facile (cf, [6], prop. 2) montre que

la résolvante associée 8 = -:; % X.(T-]><O'X(T)— l) engendre |'idéal
TEA

dlaugmentation de |'algébre Ze[S] et satisfait aux relations de commu-
tation :

ey 4 = 'Secpr pour tout caractére f£-adique ¥ de A,
En particulier, comme € est un nilpotent topologique de ZB[S]’ donc

substituable dans toute série formelle, nous obtenons :

Proposition 0, L'algébre du groupe de Galois Ze[G:I s'identifie, comme Ze—

algebre compacte, a l'algébre & produit croisé @ = ze[[e]] ola] du
_groupe abélien A sur Ze[[%]] , avec les relations :
ol =1, et -rve-r"l =X(r)8, pour tout t de A,

| es homothéties & droite associées aux idempotents irréductibles

ecp de |'algébre Ze [A], forment un systédme complet de projecteurs ortho-



gohaux de I'algeébre 8, qui s'écrit ainsi :

o= o Z,[[8]lo[a]e,,
e a*

S

comme somme directe de ®-modules a gauche, indexés par le groupe A*

des caractéres f-adiques irréductibles de A,

A la lumigre de cette description, ol l'opérateur 8 tient un réle
primordial, on ne s'étonnera pas que le sous-groupe ambige 21g et le
quotient des genres @g’ qui s'interprétent respectivement comme noyau
et conoyau dans l'action de & sur le ¢-groupe de classes 925 , aient

une importance essentielle dans |'étude de bg .



2 - CONVENTIONS ET NOTATIONS

Conformément a |'usage, nous notons multiplicativement les groupes
de classes et d'unités, en faisant opérer exponentiellement les groupes de

Galois, avec la convention :
<GT>'ﬂ = G'T“'I

Nous désignons par ¢ un générateur du groupe cyclique S ; par
8§ = (g -1) le générateur correspondant de |'idéal d'augmentation de I'alge-
bre Z,[S] ; et par & = 1 z X(T_l><cx('r)- l) la résolvante associée,
¢ Nrea

Nous écrivons v = £ TN ['élément de Ze[S] qui correspond & ['opéra-
nes

teur norme NN/K' Et, pour tout caractére £-adique irréductible ¢ du

pX CP(T-I> T I'idempotent de
TEA

'algébre semi-locale ZG[A] , qui lui est attaché,

groupe abélien A, nous notons € = :—1

Pour plus de clarté, nous adoptons dans ce qui suit les conventions
suivantes :

-~ I'indice o repére une quantité attachée au corps K, I'indice 1
une quantité ambige (i, e, invariante par S), et I'indice ¥ une quantité
annulée par v ;

- I'indice 8 en position inférieure repgre la $-partie d'une quantité,
et, en position supérieure, la partie en dehors de $ d'une quantité ;

- enfin, |'extension des scalaires a {'anneau Ze des entiers £-adiques

est symbolisée par le passage d'un caractére rond au caractére gothique

majuscule correspondant,

Clest ainsi que nous notons :



D le tensorisé du groupe des idéaux de N, puis is)g le sous-module

engendré par les idéaux divisant 8§, et 9% le sous-module engendré par

les idéaux étrangers & 8, qui s'identifie canoniquement au quotient i‘D/i)Q ;

S)o le tensorisé du groupe des idéaux étendus de K, puis @g le
sous-module engendré par les idéaux étendus de K divisant ¢, et @i
le sous-module engendré par les idéaux étendus de K étrangers & §,
qui s'identifie canoniquement au quotient @o/ﬁg ;

581 le sous-module de D fixé par S, puis i‘D; =®g ﬂ@l et Ef = 9% ﬂ@l ;

B letensorisé du groupe des idéaux principaux de N, puis ‘}36 = SDQ ney
et 5 =93 NPpo, ;

‘Bo le tensorisé du groupe des idéaux étendus des principaux de K,
puis PO =2 NP_ et B2 =05 NP I ;

€ =$)o NP le tensorisé du groupe des idéaux principaux étendus de K
(l1a capitulation), puis € =15)o n '.Y.Sg et 6% =5®o n ?33 ;

‘]3] le sous-module de P fixé par S, puis ‘D; =iDl ﬂﬂ35 et 1313 =5D] N 13g H

% =9/P le £-groupe des classes d'idéaux de N, puis 2 =15)6/5].‘>g le

sous-groupe engendré par les classes des idéaux divisant g, et %% NSSQ’/‘JSg

le quotient @/@Q H

G = 52/52'9 le ¢~groupe des genres, puis ¢° = QQ/SQQ'S le £-groupe des
genres en dehors de g ;

A= @1 le {~groupe des classes ambiges dans N/K, puis g® = 92’]3 le

£-groupe des classes ambiges en dehors de 8§ ;

iémes

u le groupe des racines ¢ de I'unité contenues dans N, puis by

. *
le sous-groupe engendré par celles qui sont dans K, et N le noyau de v
dans o 3
. . *
¢ le tensorisé du groupe des unités de N, puis ¢ le sous-module

engendré par les unités de norme 1 sur K, et ¢° celui des unités de K H

% le tensorisé du groupe des 8-unités de N (i, e, des unités en

¢
dehors de §), puis G_i le sous-module engendré par celles de norme 1 sur

K, et @g celui des g-unités de K ;



N=12,8

*
¢ &7 NN/K (N ) le tensorisé du groupe des normes,

Enfin, pour mesurer les {~valuations des quotients que nous con-
sidérons, nous utilisons des caractéres droits pour les groupes de classes
dlidéaux, italiques pour ceux d'unités ; et nous repérons la ¥P-partie d'une
quantité en |'affectant d'un indice grec en position inférieure, En particu-

lier, nous notons :
h la &-valuation du groupe des classes d'idéaux de N (i. e,

IS e“@)

, puis h® celle de @g, et s celle de 525 ;
k la &-valuation du groupe des classes 920 de K, et k3 celle de 32:

3 celle de #° ;

a la g-valuation du g-~groupe ambige 2, et a
g la g-valuation du g-groupe des genres &, et gg celle de @g H

c la g-valuation du quotient (S/’Do, et ¢ celle de 65/132 H

d” la £-valuation du quotient @;/@; H

r la g-valuation du quotient SD]/EO, et r? celle de Sf/@j ;

m la g-valuation du quotient G/Qo G'e, et m° celle de Q’,Q/Gi @66 H

n la g-valuation du quotient eo/ao NN, et n® celle de Gi/@i nm s

p la ¢-valuation du groupe HZ(S ,8) = eo/e\’ , et pg celle de
H(s,e%) =ed/e®V ;

. 1 ¥* 00 8

g la g-valuation du groupe H (S,¢) =¢" /¢¥, et ¢~ celle de

H'(s,e%) =ef/e®? ;

r le rang essentiel du groupe &, et 7"g celui du groupe Qg ;

u la g-valuation du groupe ko ﬂ@a, et ug celle de ko ne”.



3 -SUITE EXACTE DES CLASSES AMBIGES EN DEHORS DE $8

Nous nous proposons d'évaluer, pour chaque caractére £-adique

irréductible ¥ du groupe T, llordre de la $~composante du g-groupe
%% des classes ambiges en dehors de 8, dans |'extension cyclique N/K .,
Nous reprenons, pour cela, la méthode inaugurée par C, Chevalley

([1] p. 402-408) qui consiste A atteindre le groupe y® par une succession
de suites exactes mettant en oeuvre groupes de classes et d'unités, Diver~
ses généralisations en ont déja été données, notamment par R, Gillard

[2] et par G. Gras [3] dans le cas abélien, par nous-mémes [6] dans

le cas métabélien, sous I'hypothése 8 = (1) cependant pour ces deux der-
niers articles,

Notre résultat le plus général est le suivant :

Iheoreme 1 (Suite exacte des classes ambiges). Soient N une g-extension cyclique
de degré impair sur un corps de nombres K, métabélienne sur un sous-
corps H, et 8 un idéal entier de H, Pour tout caractére g-adique irréduc-

tible ® du groupe de Galois A = Gal (K/H), la ®-composante du ¢-groupe

2% des classes ambiges en dehors de ¢ dans |'extension N/K, est donnée

par la suite exacte de Z_ -modules :

2
8 /m8\ TP (8 /m8\T® (8, 8\® s, sN\C® (.8, 80\ /(8,8 \ X
15 €4/3%) % (3/08) ¥ Y0f) T (0%i05)) P el/etY) Tolelsednm) PXor
Dans celle-ci, I'application j est induite par I'extension des idéaux,

e e
et le quotient (13?/’52) ® s'lidentifie au groupe de cohomologie (Qi/@g 6) ®X .

Gorollaire 1 (Formule des classes ambiges), Sous les hypotheses du théor&me,

I'ordre de la ¢~-composante du £-groupe des classes ambiges en dehors de g,

est donné par I'identité :



(395)°9 |2 (s,e%) %)

| (e2/¢% n m)e“’xl IH' (s ,e’3>e°pxl

g e g8 e
o 9 =1s, 9

.
H

. .. S -] -] 8 -] 8
et sa f-valuation est ainsi:t a,_.=k_+r_ -~n + - .
o~ "o T T Tex T Pox T ox
Démonstration du théoréme : La premigdre étape consiste & comparer le

£-groupe 8 au sous-groupe Ef/‘B]g des classes des idéaux ambiges en

dehors de g,
Pour cela, remarquons que si G est un idéal appartenant & une

classe de 2[g , son image par la résolvante 4 s'écrit, en tant qu'élément

de ‘bg , comme produit d'un idéal principal par un idéal de @Q. De la rela-
tion G® = a8, nous déduisons, en prenant la norme, It'identité (1) = o¥8",
qui nous prouve que € = g’ est une §-unité, Comme |'élément o est défini
modulo une §-unité, il est clair que nous sommes ainsi en mesure de cons-

truire une application f de 21’s dans le quotient @i N SR/&E"'3 V. Maintenant :

. v . . . .
si € = o estune g$-unité qui est norme, nous pouvons toujours écrire

(o) = b ¢ comme produit d'un idéal de ‘é)g par un idéal étranger & 8, qui est

alors nécessairement de norme unité, L_a surjectivité de f résulte donc du

théoréme 90 de Hilbert pour les idéaux qui nous assure Il'existence d'un
idéal a dans ® vérifiant (x19 = ¢, Enfin, si ¢ est norme d'une g-unité B,
et si a représente un antécédent de €, nous avons simultanément a'9 =af
pour un b de ‘é)g et o° =p" , clest-a~dire, toujours en vertu du théoréme
90 de Hilbert, o = By'e pour un ¥y de ZZ ®Z N* ; et la classe de a dans oS
est ainsi représentée par |'idéal av-l dont I'image par 4 tombe dans @Q.

Autrement dit, nous obtenons une suite exacte courte :

J
1 — 9P — u® — (&2 nm)/es\’——> 1,

Cela étant, la premigre partie du théoréme s'obtient immédiatement
en formant la suite exacte du serpent associée au diagramme commutatif

exact :
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] — ’}33——-) @i——) Sgi——-» 1

b

8 ] ] 8 /08 V S /08
1— P — 9] — ¥ > e /e°V — e>/ed nm— 1

et en tenant compte du décalage des idempotents par I'application f, qui

Pl '. - e =
résulte de I'identité ecpxﬁ -Secp.

Quant & I'isomorphisme ‘IB?/‘Bz ~ Qi/@ge, il s'obtient de la facon

suivante : Pour tout idéal ¢ = ab de ‘B? =®]g NPD la relation (1)=c1'e=c>fe b'e

6 H
nous montre que |'élément o¥ est un s-unité, Et réciproquement, le théo-
réme 90 de Hilbert nous assure que toute §-unité ¢ de norme 1 s'écrit

e=a pour un idéal (o) de B que nous pouvons toujours décomposer comme

quotient a/b d'un idéal étranger & $¢ par un idéal de 583 ; Itidentité a's =€ b'S
entraihant immédiatement 0'9 = (1), D'ol il suit que le groupe ‘13;3 s'envoie
L . 8 /089 S gy o
surjectivement sur le quotient @*/Q . Enfin, si ¢ s'écrit B~ pour une
g-unité B et si @ =aob désigne un antécédent de ¢, I'identité oz‘g = B‘q nous
permet d'écrire o =8v pour un y de ZB ®Z K*, et a =v(Bb) est bien étendu

d'un idéal de K, L.'isomorphisme annoncé en résulte, avec, comme plus haut,
un décalage des idempotents,

La formule du corollaire se déduit alors sans peine de la suite exacte
proposée, le noyau dans le groupe @i de I'application j étant précisément

le sous-groupe @g/‘bi .

Corollaire 2, Sous les hypothéses du théoréme, et lorsque § est le diviseur unité,

la suite exacte des classes ambiges prend la forme :
12 63,)0 0,/3,) = y3,) % (116,)) = 76) O 600 0) P,

En particulier, ['ordre de la @-composante du ¢-groupe des classes

e

ambiges est donné par |'identité :

e e
2 ,
29 oSy | @8) T I(s.e)
= 1% e e i
| (€%e° nm) ®X| W' (s,¢) ®¥]
et sa g-~valuation estainsi: a,.=k,_+r.. ~n

= Kt oo~ Teox F Ppx " depx -
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C'est 13 essentiellement notre résultat de [6] (§2, th, 2),

Corollaire 3, Sous les mémes hypothéses, mais lorsque les places divisant g

sont exactement les places ramifiées dans |'extension N/K, nous obte-

nons, en notant { le conducteur de N/K :
e e e e e
ffwff)tp Frilat ) ®Polel /et vY X (of /o! PpX
1> (el P Bl/8l) P12 Gli6L) - elyev) PXoelyel nm) o,
En particulier, |'ordre de la g-composante du ¢-groupe des classes
ambiges en dehors de {, est donné par I'identité :

I@Le“’l (s ,e!) o]

P
| (e/e! nm>e°°X| \H'(s,ef)e“pxl ’

avec |H1<S,Gf>eq3xl = |(@r/'pg)e¢‘ H

!
X

i insi : al = (k! = ¢! ) S f_
et sa g¢-valuation est ainsi : acp— (kcp - ccp) +<pcp>< ncpx> ; avec ccp =q

Démonstration : Il suffit de remarquer que le groupe E] des idéaux ambiges
du corps N est engendré par le sous—groupe SDO des idéaux étendus de K,

et par les produits T‘I P, lorsque p parcourt I'ensemble des idéaux pre-
Pip

miers de K qui se ramifient dans N/K ; de sorte que le groupe ‘Df se
réduit & @i dés que 8 est divisible par le produit des ramifiés,

Plus précisément, nous avons (cf, [6], §2, prop. 6; et aussi

(3], u, §3):

Broposition 1, Soient I le conducteur de I'extension N/K, puis, pour chaque

idéal premier P de H qui se ramifie, €p la g-valuation de son indice de
ramification dans N/K, et XP I'induit du caractére de la représentation
unité de son sous=groupe de décomposition AP dans K/H. Pour tout divi~-
seur 8 de K, stable par A, le quotient @f/@i s'écrit, comme ZZ\:A]_

module :

€
$ /8 P
9./9 ~ @& e (Z,/0 Z,)[2];
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et la g=-valuation de sonh ordre est donnée par Ilidentité :

S
re= £ (9,X.)eq.
® P/‘/B PP

Et, de fagon semblable :

Proposition 2, Sous les mémes hypotheses, pour tout idéal premier P de H,

notons fp la valuation de son degré d'inertie dans |'extension N/K, Le
quotient 3)2/58; s'écrit alors, comme Z, [a]-module :
ept
@g/s); ~ @ e (ze/e P PZQ>[A] ;
Pls ‘P
et la g¢-valuation de son ordre est donnée par I'identité :

d¥ = ¢ (9, X0)en froe
8 Pl s PITRYP

Démonstrations : Pour chacun des idéaux premiers P de H, le quotient

de A par le sous—groupe de décomposition A_ agit fidélement sur les places

&4
de K au-dessus de P ; et l'algébre Ze[A/AP] s'identifie a |'image de Ze[A]

par ['idempotent e ,
Xp

Portant notre attention sur la formule des classes ambiges, nous
voyons ainsi qu'elle fait intervenir des termes de nature essentiellement
différente : un terme de classes du corps K, supposé connu en pratique ;
un terme de ramification dans I'extension N/K, parfaitement explicite ;
un terme normique ensuite, qui reléve de calculs locaux, et que nous pré-
cisons plus loin (cf, prop, 3) ; un pseudo-quotient de Herbrand enfin, qui
est plus difficile & maftriser, et sur lequel nous revenons a propos de la
formule des classes (cf., prop. 4). C'est d'ailleurs la présence de ce ter-
me profondément arithmétique, qui interdit, dans le cas général, tout es-
8
®
position évidente de az

poir d'écrire a, comme somme de ki et d'indices locaux ; la seule décom-

, comme somme d'entiers naturels, étant :

Broposition 3. Sous les hypothéses du théorgme, la g-valuation afp de la -

composante du groupe 215 est donnée comme somme d'entiers par la rela-

tion :
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g=<k5_s>+ $ 3_5) $ _ 8
2 = (kg = o) *+ (g + rg = ady) * (o4 o)
En particulier, lorsque N/K est une extension cyclique de degré

premier impair, totalement ramifiée, le rang de la ®-composante du groupe

215 vérifie I'inégalité :

o (1 )2 (ch oo -ad) + (Bl - 5.

Démonstration : Dans la décomposition annoncée, la quantité <k§> - cf’p>

mesure la ¢-partie du sous—-groupe Eg/@g engendré par les classes des

® ®
tp—-partie du sous-groupe SD?/‘I&]Q engendré par les classes des idéaux ambiges

idéaux étendus de K ; et la quantité (ki - °€> + (e + "Z -qix>’ la

dans N/K ; enfin, I'application norme NN/K envoyant 9% sur @g en rami-

fication totale, la quantité (c:j3 + r‘é - qux> + <pcpx - ncpx> mesure dans ce

cas la ®-partie du quotient 2{5/33g v ;s dloli la minoration du rang, lorsque m
vaut 1, L'hypotheése N/K totalement ramifiée peut d'ailleurs &tre sensible-

ment affaiblie, pour tenir compte de 8 (cf, prop. 5).

Bien entendu, la capitulation en dehors de 8 demeure, dans la pra-
tique, un terme difficile & mesurer, Signalons cependant un cas particulier

8

dans lequel la nullité de ccp accompagne celle de c_ :

®

Scolle. Conservons les notations du théoréme, et faisons les deux hypothéses sui-

vantes :
(i) tes places divisant 8 ne se décomposent pas dans N/K ;

e
(ii) le premier groupe de cohomologie HI<S ,@> ®X est nul.

-] g8 e

e
Alors la capitulation € ® se réduit a ‘Do ® ; et nous avons en outre

e
H](S,Qg> PX - 1, si toutes les places ramifiées dans N/K apparaissent

dans g.

Démonstration : D'aprés le théoréme, la condition (ii) exprime que, pour le

caractére ¢, les idéaux principaux ambiges dans N/K proviennent, par ex-
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tension des scalaires, des idéaux principaux de K ; ce qui s'écrit

e
(‘b]/‘po> ®=1, En particulier, il n'y a donc pas de capitulation en @,
i. e, o 0. Maintenant, par la condition (i) les idéaux de @6 sont des

idéaux ambiges, ce qui nous donne : c® =9, N ‘D@Q =9 N ‘b]SDg ; puis :

e e e e
8\ ®_ ®_ o\ o_ s) 0, : _
((S > = (@o ﬂ’boiDg) = (@o n ‘]3095) (!]30 ; ce qui est notre pre
migre assertion, La seconde résulte alors de |'égalité 6° = 'Dlg, donnée

par le corollaire 3,
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4 - SUITE EXACTE DES GENRES EN DEHORS DE 8

Portons maintenant notre attention sur le g-groupe des genres @g.
Introduisons le g-~corps de classes de Hilbert K de K, puis celui N de

N : Par I'isomorphisme de réciprocité, le g¢-groupe des classes $ s'iden-
tifie au groupe de Galois Gal (IQI/N) ; son quotient 92 au groupe de Galois
Gal (RJQ/N> de la sous-extension maximale de N , ol les places au-dessus
de 8 se décomposent complétement ; et le groupe @’s = E)Q/bg'e au groupe

de Galois Gal (NQ/N> de la sous-extension maximale de N3 , qui est abé-

lienne sur K,

En particulier, dlaprés la suite exacte courte canonique de Ze[G]—

modules :

1— 6% — Gal <NQ/K>-——> S — 1,

la détermination de gg se raméne ainsi a celle de I'ordre du groupe

Gal (NQ/K) .

Theoreme 2 (Suite exacte des genres), Soient N une g-extension cyclique de degré

- . m P -
impair £ sur un corps de nombres K, métabélienne sur un sous-corps H ;

puis f le conducteur de N/K, et 8 un idéal entier de H, Désignhons par N3

la g-extension abélienne maximale de K, qui est non ramifiée sur N, et ou

les places au~dessus de ¢ se décomposent complétement ; puis, pour chaque
~s

idéal premier p de K, notons Dp son groupe de décomposition dans N’S/K

et 1 son sous-groupe dlinertie, Les symboles de Hasse attachés aux places

divisant 8 donnent lieu alors & une suite exacte canonique de Ze[A]—modules :

— ei/eg nR—b (p?g Dp> @ (pj‘;g Ip>—p-:> Gal NQ/K>—"—e-i°s;§__> 1,
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Corollaire 1 (Formule des genres), Sous les hypothéses du théoréme, pour tout

caractere g-adique irréductible © de A, I'ordre de la g-composante du

g—-groupe @g des genres en dehors de §, est donnée par |'identité :

<co,x><p> <co,><><.p>
e se TT |Dp| ||p
o 9 =lo, © pls A8 pmm <@ %)

[(e2/el nm) x|

ol xp désigne I'induit du caractére de la représentation unité du sous-

groupe de décomposition de |'idéal premier p dans I'extension K/H,

i=k§o+r‘5 _+d® _4—n§)-m<€9,x>.
®X ©x

Autrement dit, il vient : g

Démonstration : L 'application  est obtenue en associant & toute g-unité e,

g
les symboles de Hasse <€—'NTA§->p relatifs aux diviseurs premiers de g et

8
de | : lorsque ¢ est une p-unité, le symbole (L';LZL‘.) est dans le groupe
dlinertie | , de sorte que b prend bien ses valeurs dans la somme directe
finie: & = (o D Jo( & 1).
pls P7 “pks

Compte tenu des propriétés normiques du symbole de Hasse, le noyau

de b est constitué par les s8-unités qui sont normes locales dans |'extension

~J ~t

Ng/K , c'est-a-dire, puisque NQ/N est non ramifiée et que les places divisant
¢ se décomposent complétement, des g-unités qui sont normes locales (et
donc normes globales) dans I'extension cyclique N/K, 1l est d'ailleurs possi-

ble de retrouver ce résultat par le corps de classes local, en introduisant

v
les complétés respectifs de K et de NE , ainsi que leurs groupes d'unités

principales, en remarquant que l|'application h est composée de l'injection

)1,

canonique :

8/08 NVINE
e/e" N| — [pe‘BQg Kp/N(Np )] ® [pj?g qu/N<uN§

et des symboles locaux de reste normique,

Bien entendu, pour que |'application h soit un A~morphisme, il est

nécessaire de mettre sur 8% Ia Z{a [A]-structure induite par p, cl'est-a-dire

de poser :
(O‘p); = <CX::_).‘)p , pour tout v de A ;
p
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ce qui explique, en particulier, le décalage des idempotents dans la for-
mule des genres,

Cela étant, la projection canonique pr | (op)p = ﬂcp est ainsi un
p

A-morphisme de 66 dans Gal (NQ/K> qui a pour noyau le groupe de Galois
Gal (RQ/K> du pg-corps de classes de Hilbert en dehors de g de K : en

effet, puisque I'image pr (65> est engendrée par les groupes d'inertie

des places ramifiées et les groupes de décomposition des places divisant
g, son corps des invariants est bien la sous-extension maximale KS de

NG , qui est non ramifi€ée sur K, et ol les places divisant § se décompo-
sent complétement,

Pour établir I'exactitude de la suite, le probléme est alors de montrer

que les éléments (°p>p de 6% qui vérifient la formule du produit Mo =1
p

sont précisément ceux qui proviennent par les symboles de Hasse des g-unités
de K, Or cela résulte ici d'un argument de valuation, puisque le calcul du

]
a 4 Pl
nombre de genres g , effectué plus haut, nous montre que la somme alternée

des valuations des groupes intervenant dans la suite, est identiquement nulle :

ng - (r~g +dg> +(gg +m> - kS =0,
Nous retrouvons ainsi le fait bien connu que la formule du prodult est essen-
tiellement la seule relation entre les symboles de Hasse dans une extension

donnée,
Quant a la formule du corollaire, elle résulte immédiatement de la suite

exacte proposée, compte tenu des isomorphismes (non canoniques) :
|~ 9 /9° et D_ =~ o /o
p PP P PP

Gorollaire 2, Sous les hypothéses du théoréme, et lorsque g est le diviseur unité,

la suite exacte des genres prend la forme :

I 6%° n o —s GF I — Gal N/K)— o —> 1.
pif

En particulier, l'ordre de la ¢-composante du g-groupe des genres

est donné par |['identité :
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(@, xX_7
. e T 1L P
6 9 =8 CO|P|T -m{o,x ) .,
o 5 o e ¢ ’
(€% nm) ¥
et sa p-valuation est ainsi: g =k +r -n_ = 0,XYe
~1
S )

C'est le résultat que nous donnons dans [6] (§3, th, 3),

Corollaire 3, Sous les mémes hypotheses, mais lorsque les places divisant § sont

exactement les places ramifiées dans ['extension N/K, introduisant le con-

ducteur f de N/K, nous obtenons la suite exacte :

— QL/QL NN —— pG(Bf Dp—-> Gal <Nf/K>———> S}L——-» 1,

En particulier, l'ordre de la g-composante du g-groupe des genres

est donnée par |'identité :

(O, xX_D
D, | P

Nl
e e

o' ¥ = 1o, oLt

e

(ef/ef nm)™®

et sa g-valuation est ainsi : ggo = kcfp + df

R,
- n m<Cp7X>.
ox P

Démonstration : Clest clair,

Revenons maintenant a la formule des genres sous sa forme générale,
telle qu'elle est donnée dans le corollaire 1, Contrairement 3 ce qui se passe

pour acp, il est ici facile d'interpréter la p-valuation gcp comme somme de

deux entiers :

Broepogition 4, Désignons par ggi le nhoyau de la norme arithmétique NN/K de ¢%

g A
dans g;g, et par et I'indice {N : N n Kg] dans N de la sous-extension

maximale non ramifiée sur K, ol les places divisant § se décomposent

complétement, Alors, pour tout caractére g-adique irréductible ¢ de ,,

X ] .
la quantité r*g -4 + d - nfp - tg’(cp,x} est exactement la f-valuation

X ®Xx
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e
du quotient (@i/@g 6) CP.
En particulier, nous avons la majoration :

nfps rS 4 + a8 iy —t§<cp,><>.
©oX ob g

Démonstration : Par I'isomorphisme de réciprocité du corps de classes,
le sous—-groupe g@i /9 b slidentifie, en effet, au groupe de Galois

"~ ~
Gal <NQ/N Kg> , dont I'tordre est connu, conformément au schéma de corps :

©S
N NKE NS R
8,58 $ .89 89
D%y D, /% )
s N N KS s
8
Et g;g
(e}
H K

Naturellement, lorsque le diviseur g est assez grand, le groupe s;i est

nul et e groupe @g aussi, de sorte que la majoration de la proposition 4

se résout alors en une égalité,
. $ Ly s
Notons, par ailleurs, que le noyau @5* de la horme algébrique v
dans @5 slidentifie & I'image réciproque par la horme arithmétique NN/K

du sous-groupe de g;i qui capitule dans @g. En particulier :

Broposition 5. Si N est une extension cyclique de degré premier impair g sur K,

disjointe de Rg , et métabélienne sur le sous-corps H, alors, pour tout
caractére p-adique irréductible ® de A = Gal (K/H), le rang de la ¢~

composante du £-groupe des genres en dehors de $ est donné, comme somme
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d'entiers, par Il'identité :

rg <@5 etp> > 3+ (r‘g’ -4 +d8

-n ‘<¢P,X>> ’
? N ex ®x ®

-1

ol la quantité chp mesure la ¢@-partie de la capitulation en dehors de g dans

"extension N/K.,

Démonstration : Le groupe @i est, dans ce cas, le noyau dans @Q de I'opé-

rateur £, En tant que [Fe [A]-module, il stécrit ainsi comme somme directe
8 /.88 : 447 : ( Q>

du noyau g@* /% de la norme arithmetique, et de son image NN/K G,)s

qui contient la capitulation (s;g/‘bg.

Remarquons enfin, que la suite exacte des genres telle que nous

I'lexposons au théor&me 2 vaut, en fait, sous des hypothéses plus larges :

Scolie, La suite des genres, donnée par le théoréme 2, demeure une suite exacte

de Ze[A]-modules lorsque N est une pg-extension abélienne de K, métabé~

lienne sur le sous~corps H, pourvu que Tt représente dans ce cas le ten—-

sorisé par Ze du groupe des normes locales dans ['extension N/K,



-21 =

5 - FORMULE DU NOMBRE DE CLASSES

Notre point de départ est la suite exacte des classes, que nous

pouvons écrire de la fagon suivante :

Iheoreme 3 (Suite exacte des classes), Soient N une fg-extension cyclique de
degré impair sur un corps de nombres K, métabélienne sur un sous-corps

H ; puis 8 un idéal entier de K stable par le groupe de Galois A = Gal (K/H),
Pour tout caractére fg-adique irréductible ¢ de A, la résolvante

8=7 & X—‘I () (c‘x(T)— 1) associée & un générateur ¢ de Gal (N/K) donne

TE A
lieu & une suite exacte de Ze—modules :
g e g e 9 g e g e
T—5 o cP——aEg Cp——»gg X__ e X1,

Corollaire 1 (Formule du nombre de classes), Avec les notations des théor&mes pré-~

cédents, les ¢~composantes du g-groupe des classes en dehors de § sont

liées par I'identité :

ge
g e QOX 1 e
B ‘<cp,><p> IH'(s,6%) ®X| —mxe,1)
= e
g e g€ P e
X 8 2 8
s | 1s, X1 ! IH%(s,e%) ®¥|
ou 1, désignhe le caractére de la représentation unité du groupe A,

A
Autrement dit, nous avons l'identité entre les g¢-valuations :

®x ® ®x

8 _ 18 _ (18 _ .8 8 .8 . 1
" o (x kw>+p%é<m’xv>epfn+(qcpx pwx> mxe, 1,0

Démonstration : La suite exacte des classes résulte tout simplement du
décalage des idempotents par la résolvante §, Quant & la formule du nombre

de classes, elle s'obtient a partir des évaluations du nombre de classes am-
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biges et du nombre de genres données plus haut, compte tenu de I'isomor-
phisme de groupe Ip o @;/:m(: , pour chaque diviseur premier p de g,
Bien entendu, si € est un idempotent central de l'algébre ZB[G] ,

la g-composante du g-groupe g;g est stable par g, et la formule du nom-
bre de classes nous donne immédiatement la valeur du quotient de Herbrand

correspondant des g-unités :

Gerollaire 2, Sous les hypothéses précédentes, pour tout idempotent central e@

du groupe A, la g-partie du quotient de Herbrand des $-unités est donnée
par la relation :
e
1
H' (s,6%) %1 mds,1,) (B,%x O
— = ¢ / T }Dpl P
2 8 38
IH(s,e®) ? 0|
ce qui s'écrit encore, en termes de valuations :
SepemCe, )= T (aux def
QQ p§ § ? A pl'g ? p p p.

Il est d'ailleurs facile d'isoler, dans la formule obtenue, la part des
unités et la part de la décomposition : Par multiplicativité du quotient de

Herbrand, nous avons en effet :

lH](s,eg\eN _ |H'(s,e)e¢l |H'<s,qsg)e¢‘ .

lHZ(S,esS)e@‘ |H2<S’@>e§‘ 'HZ(S,'Bg>e§‘ ’

c'est-3-dire, puisque le groupe f;}g est d'indice fini dans :ng

H(s,e9)F1 _ H(s,e) P (509 "
= ’
‘H2<S,Qg>e§‘ ‘HZ(S’@>e§| lH2<S,f§jg>e§‘
mda, 1,0 . . 1
et nous reconnaissons dans le premier quotient,

e

(o] v ]
dans le second, l<95/57§> 1
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m{e,1,)

Corollaire 3. Avec les notations précédentes, la quantité ¢ représente

la g-partie du quotient de Herbrand du groupe des unités ¢ ; ce qui s'écrit :

g§ _p§ =m<§,]A>'

l_orsque l'idempotent eQ n'est pas central, ces deux derniers corol-
laires sont évidemment en défaut, et {e probiéme se pose de préciser la quan-
tité f_]g - pg .
. ' . . 8/,8 S48 .
Il est utile pour cela d'introduire le quotient ¢ /ao ¢ . Il vient

en effet :

S

Broposition 6, L 'opérateur norme v donne lieu & une suite exacte canonique de

ZB[A]-modutes:
* $ 95 8 /.80 8708 089 Y 8,80 $ /a8 V
To Wg/ug NE7% 5 e /e 5 e €% 5 e /ed” > el/eV 51

et, pour tout caractére f-adique irréductible ¢ de A, la quantité qu - pf;

est donnée par |lidentité :

Démonstration : L 'exactitude de la suite proposée est immédiate : le noyau v
est engendré par les classes des $-unités de norme 1, et les classes de ¢%
*
qui sont dans @g e3P sont représentées modulo ¢35 par les s-unités de K
-iéme

- m - - 3 Pl
dont la puissance 2 vaut 1, c'est-a-dire par les racines de ['unité

contenues dans Q; .

m
Cela étant, le quotient @i/@i ¢ s'écrit comme somme directe de son

m
sous-groupe p,o/u.g engendré par les racines de ['unité, isomorphe a Lﬁ;,

m
et du quotient @i/uo e$ ¢ correspondant & la partie projective de @i. D'ol

I'évaluation annoncée,

La détermination de I'indice ré ne fait aucune difficulté dés que la

ramification & 1'infini est connue :
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Bropesition 7. Pour chaque place & ['infini Pe du corps H, notons XP I'induit
[ o}

du caractére de la représentation unité de son sous-groupe de décomposi=-

tion A dans I'extension K/H ; et notons de méme XP et AP pour chaque
o0

diviseur premier p de g dans H, Pour tout caractére f-adique irréduc-
tible ¢ de A, la g-partie du rang essentiel du groupe des g-unités de K

est donnée par la formule :

i,y =5% (o,x_ Y+ % {(®,x.).
® A P |5 PIQ P

[« ]

Démonstration : Dans la suite exacte canonique scindée de ":8 [ao]-modules :

g™ o,.00™
—_ (ﬂg/@g bo— P /‘]3 —_ 1,

o oem
11— ¢ /¢ B s/ Ps

(o]

m
le terme de droite ‘pg/'p:e s'identifie (non canoniquement) au quotient

m
go/goe , isomorphe & la somme directe @ 'FQ[A/Ap] ; tandis que celui
s’ Vs - ol s
de droite Go/eoe W, est donné par le théoréme de représentation de Herbrand,

Quant au calcul de llindice uf;), c'est un simple exercice de théorie de

Kummer :

Proposgition 8, Lorsque le corps K contient les racines elémes de l'unité, notons

w |e caractére de l'action de A sur le groupe uo, puis x* = wx-] le reflet

de x dans Il'involution du miroir, Nous avons ufp = 0, pour tout caractére @

autre que x* ; et ug n'est non nul que si N contient une sous—-extension
x* u
kummerienne non triviale K [{n] de K, engendrée par une $-unité n,

l_orsque c'est le cas, ug, = u est l'lexposant maximal d'une telle sous-
X
extension ; et nous disons que y est le g-exposant de Hasse de N/K.

Démonstration : C'est clair,

Rassemblant ces résultats, nous obtenons ainsi :
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Corollaire 4. Avec les notations précédentes, la formule des classes prend la

forme :
(OX XD
‘ g’e‘:PXl |gpgeCPX| T 'DD| P
® ' ) : ] e _
—— - P | (e¥el e3%) 1 ¢ udox, X"
15 1 e, P 1(ed/e8% u ) ®X

ol u est le 8-exposant de Hasse de |'extension N/K, et x* le reflet de ¥ .
Autrement dit, il vient :

he -hg=(kg -kg>+mg -m T (OX,X, » - I {®x%x,X m-ef
X ® ox © X o P’ |8 Pw< )

-]

- U<CDX ’Xp>°

Et I'indice mc% dépend étroitement de la f£-structure galoisienne du

groupe des 8-unités (cf, par exemple [7] , ou est abordé le probldme de

la Ze [G]-structure du groupe ¢).
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