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Introduction. 

Le but de cet article est de généraliser des résultats obtenus par E. Bayer-Fluckiger et 
H. W. Lenstra ([BL], [BAY]) sur les formes quadratiques sur des extensions de corps de 
degré impair et sur les bases normales autoduales, à la situation des formes hermitiennes 
sur des anneaux locaux complets. 

Pour un corps K, Springer a démontré (voir [SCH]) qu'une forme quadratique anisotrope 
sur K, est également anisotrope sur toute extension de K de degré impair. Un corollaire de 
ce théorème dit que si deux formes sur K deviennent isomorphes sur une extension de degré 
impair de A", alors elles sont isomorphes sur K. C'est ce corollaire que l'on généralise aux 
formes hermitiennes sur des algèbres sur les anneaux d'entiers des corps locaux complets. 
Le résultat s'applique en particulier pour montrer que deux systèmes de formes bilinéaires 
sur l'anneau d'entiers d'un corps local complet qui deviennent isomorphes sur une extension 
de degré impair, sont isomorphes, et que l'anneau d'entiers d'une extension de degré impair 
non-ramifiée de corps locaux complets a une base normale autoduale. 
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1. Définitions, Groupe de Witt d'un anneau. 

Soit A un anneau dans lequel 2 est inversible, et soit - : A —> A une involution; soit M 
un A-module à gauche, projectif, de type fini. Une forme sesquilinéaire h : M x M —> A 
est une application bi-additive, telle que, pour tous a,b G A et tous m,n G M, on ait 
h(am, bn) = a • h(m, n) • b. Une forme h est dite hermit ienne si elle est sesquilinéaire, 
et si de plus h(m, n) = h(n, m) pour tous m, n G M. On dit alors que (M, h) est un 
module hermitien. On pose M* = Hom^(M, A), muni de la structure de A-module 
à gauche donnée par (a • f)(m) = f(m) • a pour tous a G A, m G M, f G M*. Etant 
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donné un module hermitien (M, h), on considère l'application adjointe H : M M*, 
m i—> Hm, où Hm est l'application linéaire n H-• h(n,m). On dit que le module (M, h) est 
unimodulaire si l'application adjointe H est bijective. 

E x e m p l e : On considère les formes hermitiennes de rang 1, de la forme (A, (a) ) pour 
a G A tel que a = a : ( a ) (x, y) = xay pour tous x,y G A. Une telle forme est unimodulaire 
si et seulement si l'élément a est inversible dans A. 

Un morphisme de modules hermitiens de (M, h) dans (M', h,') est un morphisme de 
A-modules / : M —> M' tel que h'(fm,fn) = h(m,n) pour tous les m, n G M. La 
somme directe de deux modules hermitiens (M, h) © (N, g) est un module hermitien 
(M 0 N, h © g), où h © g(m + n, m' + n') = h(m, m') + g(n, n'), pour tous m, m' 6 M, 
n, n' Ç N. 

Soit N un A-module projectif. On appelle module hyperbolique sur N le module 
hermitien (N © N*, WN ), où WN ((m, f),(n,g)) = g (m) + / ( n ) . 

Remarques : 
• Si le module N est libre et de dimension n sur A, H/v est donné par la matrice 

où e est la matrice de l'isomorphisme canonique N —y N**. 
• Dans le module hyperbolique (NQ)N*, H/v ), le sous-module N est son propre orthogonal, 

car N = N © {0} C N © N* est tel que 

N ± = {(n, / ) G TV © N*/MN((m, 0), (n, / ) ) = 0, Vm G N} 
= N . 

• La forme H/v est unimodulaire; en effet, l'application adjointe 

N®N* ^ (iV © N*)* Qi N* © N** sé N* © N 

(m, f ) y-* (p: (n, g) ^ g(m) + f(n) 

est bijective, d'inverse t—• (Y(0, IN), 0)). 

On note G(A) le groupe de Grothendieck de l'ensemble des classes d'isomorphisme 
de modules hermitiens unimodulaires, muni de la somme directe. On définit le groupe 
de Witt W(A) comme le quotient de G(A) par le sous-groupe engendré par les formes 
hyperboliques. Deux modules hermitiens (M, h) et (M1, h') sont donc équivalents dans 
W(A) si et seulement s'il existe des modules hyperboliques ( N , g ) et (N',g ' ) tels que 
(M, h) © (N,g) = (M', h') © (N',g^). 

Lorsque A est commutatif, et ~ est l'involution triviale, on retrouve la notion usuelle 
de groupe de Witt [SCH]. Dans ce cas, les formes hermitiennes sur A sont les formes 
bilinéaires, et on a une structure d'anneau sur W(A), avec le produit tensoriel 

(M, (a1,...,an))®(N, (bi,... ,bm)) = (M ® N, ( a i ®bu...,a2®bu...,an®bm)) • 

Si O est un anneau commutatif, et si A est une algèbre de type fini sur O munie d'une 
involution 0-linéaire, on a également une structure de VF(0)-module sur W(À) donnée 
par ( O n , ( a i , . . . ,an) ) ®(M,h) = (Mn, axh © a2h © • • • @ anh). 
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Cas particulier : l'anneau de Witt d'un anneau local. 
Soit O un anneau commutatif local dans lequel 2 est inversible. On a les propriétés 

suivantes : ([SCH] 1,6) 
• Tout module projectif de type fini sur O est libre, et toute forme bilinéaire sur O est 

diagonalisable. 
• Si (M, h) est un module bilinéaire unimodulaire de dimension paire 2n sur O, les con-

ditions suivantes sont équivalentes : 
(i) (M, h) = H(iV) pour un module projectif N de dimension n sur O. 

(ii) M contient un sous-module N totalement isotrope de dimension n. 

(iii) (M, h) est donné par une matrice de la forme B = ^ ^ ^, où 0, C, et D sont 

des matrices carrées d'ordre n, et C est inversible dans M„(0). 
/ Q 

(iv) (M, h) est donné par une matrice de la forme B = f ^ j , où £7 = Id„. 

(v) (M, h) est donné par une matrice de la forme B = ( ^ ^. J, où A est inversible 
dans M n ( 0 ) . ^ ' 

(vi) ( M , A ) = < 1 , . . . , 1 , - 1 , . . . , - 1 ) = ( 1 , - 1 , . . . , 1 , - 1 ) . 

2. Injectivité de l'homomorphisme de restriction sur le groupe de Witt. 

Soient K un corps local non-dyadique, Ok l'anneau des entiers de K, L une extension 
finie de K telle que l'extensions des corps résiduels soit séparable, Ol l'anneau d'entiers 
de L. Soit AK une (^--algèbre de type fini, munie d'une involution O ̂ --linéaire : 

On pose Ai = An ®oK et on munit Al de l'involution Ol-linéaire qui prolonge 
l'involution de Ak• Pour tout module hermitien (M, h) sur Ax-, on pose Ml = M®oK 

et hi : ML X ML —» AL est le prolongement de h à ML- On a ainsi défini l'homomorphisme 
canonique de "restriction" 

r* : W{AK) -> W(AL) 

(M, h) i-» (Ml, Hl) • 

Proposition 2.1 : Si L/K est une extension de degré impair, alors l'homomorphisme 
r* : W(AK) -> W(AL) est injectif. 

Démonstration : Soit s : OL —* OK un homomorphisme (^-l inéaire non-trivial. On 
prolonge s en un homomorphisme A^ -linéaire s A : AL —> AK, a & x >—> a • s(x) pour tout 
a G AK et tout x 6 Ol, et on obtient des homomorphismes de groupes 

a . : W ( 0 L ) -> W ( 0 K ) e t s . : W ( A L ) W ( A K ) 

(N,g)~(N,sAg) 

Lemme : Pour tous les modules hermitiens (P, b) € W(OL) et { M , h) € W ( A K ) , on a 
s*(6) ®h = s*(b® r*(h)) dans W ( A K ) -



Démonstration du lemme : L'isométrie de A/^-modules / : p ® (A (g) m) (->• Ap 0 ra, 
Vp € P , A Ç. Ol, m G M, associe (6) ® h h s*(b (g> r*(h)). En effet, on a (réciprocité de 
Frobenius) 

s*(6 (g) r*(») [p ® (A ® m),p' (g) (A <g> m')] = s(b(p,p') • \\'h(m,m')) 

= s(\\'b(p,p'))h(m,m') 

= sb(Xp, A 'p ' )h(m, m') 

= s*b ® /i(Ap (g) m, A'p' (g) m') 

= s*b <g) à ( / ( p (g) (A <g) m)), / (p ' (g) (A' ® m'))) 

• 
Pour prouver que r* est injectif, il suffit de trouver un homomorphisme s : OL —• OK 

tel que 3*(1) = 1 € En effet, en utilisant le lemme, on aura alors s*(r*h) = h 
pour tout h G VT(AA-), d'où l'injectivité de r*. 

Comme CL et CV sont des anneaux locaux et que l'extension résiduelle est séparable, 
on peut écrire O L = OK[<A, avec an + a ^ " - 1 + • • • + an = 0 (voir [LNG], Cht.III,l, 
p59). On considère l'homomorphisme Ok-linéaire s : Ol Ok, -s(l) = 1, -«(o;1) = 0 pour 
i = 1 , . . . , n — 1. La matrice de la forme s*(( l)) pour la base 1, a,..., a n _ 1 est 

0 \ 
a n 
* 

* / 

La forme 5*((1)) représente 1, et a un sous-module totalement isotrope engendré par 
a, a 2 , . . . , Donc s„(( l)) Së (1) © ~ (1) dans W ( O K ) . • 

Corollaire 2 .2 : Supposons de plus que K est complet. Si L/K est une extension 
de degré impair et si (M, h) et (M', h') sont deux modules hermitiens unimodulaires sur 
AK-, tels que (ML, /IL) et (M'L ,h'L) sont isomorphes sur AL, alors (M, h) et (M', h) sont 
isomorphes sur Ak-

Démonstration : On sait par la proposition que les classes de Witt de (M, h) et de (M', h) 
dans W(Ak) sont égales. Donc il existe deux modules hyperboliques ( N , g ) et (N',g') sur 
A K , tels que (M, h) © ( N , G ) ^ (M', h') © ( N ' , G ' ) . Or ML S M'L implique que M M', 
et alors, par le théorème de Krull-Schmidt-Azumaya (voir [CR], Introduction, 6B), on a 
N = N1. Deux formes hyperboliques sur des modules isomorphes, sont isomorphes, et on 
peut appliquer le théorème de simplification [QSS], qui donne (M, h) = (M', h'). • 

3. Systèmes de formes. 

Soient A un anneau dans lequel 2 est inversible, M et N deux A-module projectif de 
type fini, I un ensemble fini, n le nombre d'éléments de I. 

M = (s^a')) = 

/ I 
0 

0 
0 
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On appelle système de formes S — (M, {hi}t^j) un module muni de formes bilinéaires, 
hi : MxM A. Un morphismede systèmes f : S S' — (M', {/l'jjtçj) est un morphisme 
de M dans M' tel que /i^(/(m), f(n)) = /i,(m,n) pour tous m,n dans M et i G I. 

On appelle carquois de n flèches de M dans N un triplet M = (M,N,{(si)}içj), 
où les Si sont des homomorphismes de M dans N. Un homomorphisme de carquois 
(.M,N,{si}) —> (M',N', {VJ) est une paire d'homomorphismes (h\,h2), h\ : M —• M' 
et h,2 : N N' tels que s[ o h\ = h2o s, pour tout i G I. Pour un anneau B D A, on définit 
de façon naturelle l'extension des scalaires M. (g)A B = (M ®A B,N <S>A B, {(ii)}ig/), où 
les ti sont les prolongements 5-linéaires des st. 

Lemme 3.1 : Soient K un corps complet, L/K une extension galoisienne finie, et soient 
M. = (M,N, {(^i)}«€/) e t -M' = ( M ' { ( - s ' i ) } i e / ) deux carquois sur l'anneau des entiers 
Ok• Alors Ml — M ®oK est isomorphe à M'L = M' 0oK Ol sur Ol si et seulement 
si M. est isomorphe à M' sur OK 

Démonstration : Soit un isomorphisme de «ML sur M'L; alors ip et ip sont Ci-
linéaires et commutent avec les prolongements Ci-linéaires su et s'lL des st et s^. On peut 
également considérer Ml et M'l comme des carquois sur OK '• Ml, Nl, M'l, N'l sont 
des C?A--modules libres isomorphes à Mn, Nn, M'n, N'n respectivement, où n = [L : K], 
et les SiL et s'iL sont Cft--linéaires. L'isomorphisme Ci-linéaire (<p, ip) est a fortiori un 
isomorphisme C^'-lméaire de Ml sur M'L vus comme carquois sur OK, et isomorphes à 
Mn et M'n respectivement. On voit donc, grâce au théorème de Krull-Schmidt-Azumaya 
[CR], que les composantes M et M' sont isomorphes sur OK- D 

Il y a une notion de dualité pour la catégorie des carquois sur un anneau, avec 

(M,N,{st})* = (N*,M*,{s*}), 

où Si : N* —> M*, et on a une catégorie hermitienne au sens de [QSS], [QSSS]. On peut 
ainsi définir des formes hermitiennes (unimodulaires) sur un carquois dont les flèches sont 
des isomorphismes : on prend 7 : M —» M* de la forme 7 = (h, h*), pour un isomorphisme 
h : M N*. 

Lemme 3.2 : Les classes d'isomorphisme de systèmes de formes unimodulaires sur un 
A-module M sont en bijection avec les classes d'isomorphisme de formes hermitiennes sur 
des carquois de flèches de M dans M* (voir [QSSS], [BKW]). 

Démonstration : A un système de formes (M, {/ii}), on associe le carquois (M, M*, hi) 
muni de la forme 7 = (Idjv/, là m- )• La bijection réciproque est donnée par 

((M,M* ,{si}),(h,h*)) (M, {h*Si}). 

• 



Théorème 3.3 : Soient K un corps local complet non-dyadique, L une extension de 
K de degré impair d'extension résiduelle séparable, et soient OK et OL leurs anneaux 
d'entiers. Si S et S' sont deux systèmes de formes tels que les systèmes SL et S'L obtenus 
par extensions des scalaires, sont isomorphes sur Ol, alors S et S' sont isomorphes sur 
0K. 

Démonstration : On considère les formes hermitiennes sur des carquois correspondant 
aux systèmes S, S', SL et S'L. On sait grâce au lemme 3.1 que l'on peut prendre le même 
carquois M. pour 5 et S'. 

D'autre part, pour un anneau E muni d'une involution l'ensemble des formes hermi-
tiennes de rang 1 sur E à isomorphisme près, est donné par 

E(~,E*) = { f € E * :/ = / } / « 

où / ~ g s'il existe un h £ Ex tel que / = hgh. 
On prend ici E = End(A4), l'anneau des endomorphismes de carquois de Al; on choisit 

une forme hermitienne RJ sur M., et on munit E de l'involution / = RJ-1 f*R/. L'ensemble 
H(~, EX) des formes hermitiennes de rang 1 sur End(A4) est alors en bijection avec 
l'ensemble des formes hermitiennes sur M : à une forme h : M. —> Ai*, on associe 
7]~1h G End(A4)x. Deux formes isomorphes correspondent à deux éléments équivalents 
dans H ( ~ , E X ) . 

On peut alors appliquer le corollaire 2.2 aux formes hermitiennes de rang 1 sur l'algèbre 
E : si des formes s et s' correspondant aux systèmes S et S' sont telles que leurs extensions 
SL et s'L sont isomorphes sur EL, elles sont isomorphes sur E, et S" et S' sont donc 
isomorphes sur OK- CH 

4. Formes équivariantes. 

Soit A un anneau dans lequel 2 est inversible, et soit G un groupe fini; on note A\G\ 
l'anneau de groupe. Soit M un ^4-module muni d'une opération à gauche par G qui est 
un module projectif de type fini en tant que ,4[G]-module. On appelle G-forme, ou forme 
G-équi variante, une forme hermitienne h : M x M A telle que, pour tout g 6 G et tous 
m,n G M, on ait h(gm,gn) = h(m,n). Un morphisme de G-formes / de h : M x M —• A 
dans h' : M'x M' —>• A est un morphisme de formes hermitiennes qui commute à l'opération 
de G, i.e. un morphisme de modules / : M —> M'tel que, pour tout g G G et tous m, n G M, 
h'(f(m),f(n)) = h(m,n) et f(gm) = g • / (m) . 

Théorème 4.1 : Soient K un corps local complet non-dyadique, L une extension de 
K de degré impair et d'extension résiduelle séparable, et soient OK et OL leurs anneaux 
d'entiers. Si deux G-formes unimodulaires sur OK deviennent isomorphes sur OL, alors 
elles sont isomorphes sur OK-

Démonstration : Il y a une équivalence de catégories entre la catégorie des G-formes 
sur un anneau A et la catégorie des formes hermitiennes sur l'algèbre A[G] munie de 



l'involution A-linéaire induite par g — g~1 pour g G G. En effet, l'application de transfert 
Tf : A[G] —> A : 1 i—1, r̂ i—> 0 induit une correspondance qui à la forme hermitienne 
X>g€G hg(m, n)g sur A[G] associe la G-forme /ii(m, n) sur A. La réciproque de cette corre-
spondance est donnée par b(m,n) t—> Ylgec K9m, n)9~1 • La correspondance est bijective, 
transforme les morphisme de formes hermitiennes en morphisme de G-formes, et les formes 
unimodulaires en formes unimodulaires. 

On applique alors le corollaire 2.2 aux formes hermitiennes sur l'algèbre OK[G] : deux 
formes hermitiennes unimodulaires sur OK[G\ qui deviennent isomorphes sur OL[G], sont 
isomorphes sur OK[G\; les G-formes correspondantes sont donc isomorphes sur OK- d 

5. Bases normales autoduales. 

Soient K un corps local complet non-dyadique, L une extension galoisienne de K de 
degré impair et d'extension résiduelle séparable, et soit G le groupe de Galois de l'extension. 

La forme trace Tr : Ol x Ol • Ok '• {fn, n) \—> Tr/,//(-(mn) est une G-forme unimodu-
laire sur le C^-module OL-

Définition : Une base de OL sur OK est dite normale si elle est de la forme {ga}gço 
pour un élément a Ç. OL, autrement dit si {a} forme une base de OL sur OK[G]. Une 
base { « i , . . . , a n } de OL sur OK est dite autoduale si, pour 1 < i,j < n, Tr(a,-, aj) = 6ij, 
autrement dit si la forme trace est isomorphe à la forme unité sur le C^-module OL-

On remarque que a G OL engendre une base normale autoduale sur OK si et seulement 
si {a} est une base orthonormale de C L sur OK[G}. 

Théorème 5.1 : Si L et K sont des extensions finies de Qp , et si l'extension L/K est 
non-ramifiée, alors OL a une base normale autoduale sur OK-

Démonstration : Par le théorème de Noether (applicable même si L/K est modérément 
ramifiée) (voir [NOE]), OL a une base normale sur OK, engendrée par un élément a G OL-
On a donc des isomorphismes de O/(--modules OL — ® Ç(CI)OK — OK[G], dont on déduit 

g€G 
un isomorphisme de OL-modules OL ® OL — OL ® OK[G] ~ OL[G], où les produits 
tensoriels sont pris sur OK, et où G agit sur le second facteur : g(y ® x) = y ® g(x) et 
g(J2y£G x i l ) = X ^ g G xi91 pour g £ G, x, y e t x 7 G OL- On va donner un isomorphisme 
qui associe la G-forme trace à la G-forme unité. 

On considère 

<P : OL -» OL[G] 

x i • ^ g f â g ' 1 . 
g€G 

L'application (p est 0/<--linéaire et G-équivariante (voir [CP] p. 229). Pour x,x' G OL, la 
Ci-composante de ip(x)<p(x') (autrement dit l'image de (x, x') par la G-forme sur Ol cor-
respondant à la forme ( 1 ) snr OL[G]) est g (x)g(x') g g-1 = J29£G 9(xx>) = Tr(xx'). 



Lorsque l'on prend <j> = Id ®IP : OL ® OL —> OL[G], on obtient un homomorphisme G-

équivariant de O^-modules, qui associe à la G-forme unité la G-forme prolongeant la forme 
trace après extension des scalaires. Or, si l'extension L/K est non-ramifiée, (j) est un iso-
morphisme; en effet, étant donnée une base {a;,} de OL <8> OL sur OL, les images des 
éléments de base dans le 0/,-module OL[G\ sont les g(xi)g~1, et la matrice de 4> est 
la matrice des {g(xi)}gç.G, dont le déterminant est le discriminant de l'extension de corps, 
inversible si et seulement si L est non-ramifiée sur K. 

Ainsi, l'algèbre galoisienne OL[G] sur OL possède une base normale autoduale. La G-
forme unité et la G-forme trace sur le Ci-module OL[G], sont donc isomorphes, et on peut 
appliquer the théorème 4.1 pour conclure que la G-forme unité et la G-forme trace sur le 
C^-module OL, sont isomorphes, et que OL a une base normale autoduale sur OK- D 
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