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T - S c a p i t u l a t i o n 

C h r i s t i a n M a i r e 

I n t r o d u c t i o n 

Soient k un corps de nombres et deux ensembles finis disjoints T et S" de places 
de k, non archimédiennes pour T et quelconques pour S ( S = So U SCj0) ; k f T 

désignera l 'extension abél ienne max ima le de k, T-ramif iée modérée et S'-décomposée. 
E n p renan t T vide et S égal à l ' ensemble des places réelles de k, que l 'on 
peu t no te r k^ r d , correspond au corps de Hilbert de k [Kol , th . 2.2]; on sait que 
dans ce cas le groupe de Galois de k ^ r d / k s ' identifie au groupe des classes au sens 
ordinaire de k, no té cl°£d, et que cl°^d capi tu le dans cl°" l

d [Kol , chapi t re 2, §2, th . 

2.18]. E n r e m a r q u a n t que G a l ( k f T / k ) s ' identifie au groupe c / f m des ^-classes de 
rayon m — J l v (cf .§1), il est na tu re l de s ' intéresser à la capi tu la t ion de c l f m 

veT 
dans c / j ^ j j q que l 'on no te ra par abus c/j^TO, où K = k f T , m ( K ) = w, 

weT(K) 
S ( K ) = {u; G pin-, w\v, v Ç 5 } , et où T ( K ) = {w G p i n , w \ v , v Ç. S } (cf. §3) et , 
de man iè re plus générale, au noyau de l ' appl icat ion 

•S . iS I s 
JK/k,m • k,m ^ clK,m 

définie à pa r t i r d ' u n e extension K / k galoisienne finie, T- ramif iée modérée de groupe 
de Galois G (cf. §2). On peu t se référer à un travail de Jau len t [ Ja l , §3 , corollaire 
14] qui donne une version du théo rème 94 de Hilbert pour les corps de rayons ; [Jal] 
cont ient de plus une bonne bibl iographie concernant le p rob lème de la capi tula t ion. 
Iwasawa [Iw], pour T vide et S égal à l ' ensemble des places réelles de k, puis 
M a t s u m u r a [Mat], pour T quelconque et S égal aussi à l ' ensemble des places réelles 
de k, se sont intéressés de plus à l ' image de jx/k,m > e n r eprenan t leur mé thode , on va 

m o n t r e r que le quot ient (cZ^TO)G/jK/k,m(c^k,m) s ' in jec te dans le groupe cohomologique 
H 2 ( G , E ^ m ), où est le groupe des 5 -un i t é s congrues à 1 modu lo m , ceci lorsque 
K / k est galoisienne finie, T- ramif iée modérée , et de plus, on au ra une ma jo ra t i on 
d e \ H 2 ( G , E l J \ ^ t h é o r è m e 4 

I ( d K , J / j K / k , m { c l U \ 
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Dans une c inquième pa r t i e nous é tudierons le cas par t icul ier où K / k est cyclique, T -
ramif iée modérée ; nous verrons alors que la m a j o r a t i o n du théo rème 4.1 est opt imale , 
i.e on m o n t r e r a que 

n / 
m) I v£SqUp/fc|00 

\(<*K,mf / j K / k , m ( c l l J \ f 

/ „ é t an t le degré résiduel de v dans K / k , et / = p p c m { f v , v E So U plk,<x>}-
Mais avant de développer ces points , on peu t fa ire quelques r emarques sur les 
no ta t ions que l 'on est a m e n é à util iser puis sur l 'extension abél ienne max ima le T -
ramif iée modérée et ^ -décomposée d ' u n corps de nombres k. 

1 N o t a t i o n s - R e m a r q u e s 

Pour u n corps de nombres k, on no te ra plk l ' ensemble des places de ce corps ; plk 

est la réunion de l ' ensemble des places finies, plk,o, et de celui des places infinies, 
ph,oo ; dans ce dernier , on peu t dis t inguer le sous-ensemble des places réelles, pl^oo, 
de celui des places complexes 
Si v désigne u n é lément de pl k , on no te ra également pa r v la valuat ion associée à la 
place v ; pou r x G k x , v (x) peu t avoir trois s ignif icat ions: 
• v G ph,o '• v (x) est la u-valuat ion normal isée de x, 
• v G p/fcoo • s i a v ( x ) > 0 (on di ra que x est positif en v) , alors v(x) = 0 sinon 

= 1, où a v est le p longement associé à la place v, 
P l î , oo : v ( x ) = 0. 

Pour v G ph f i i on confondra v avec l ' idéal p remier qui lui cor respond; pour un 
é lément v de p l k , kv désignera le complé té de k mun i de la no rme | |„ ; en ce qui 
concerne les uni tés locales elles sont définies na tu re l l ement , à savoir pa r Ukv = {x G 
k * , v ( x ) = 0} ; en par t icul ier pour v G plr

k
e
t00, on t rouve kv — R et Ukv = R x + ; on 

désignera pa r Uk le groupe des uni tés locales principales. 
Pour K , extension galoisienne finie de fc, et pour v, place de fc, nous noterons par w 
une place de K au-dessus de v, w\v ; alors si K w désigne le complé té de K en w, on 
sait que est une extension galoisienne finie de groupe de Galois le groupe de 
décomposi t ion de w dans K / k , g roupe que l 'on no te ra D w ( K / k ) ou encore D v ( K / k ) ; 
I w ( K / k ) , no té aussi I v ( K / k ) , désignera le groupe d ' iner t ie de w dans K / k . Dans le 
cas archimédien, pa r définit ion I w est tou jours tr ivial ; une place infinie se décompose 
ou bien res te iner te et dans ce cas on par le de complexif icat ion, not ion in t rodui te 
pa r J au len t [Ja2]. 

a) G r o u p e s d e n o m b r e s . 
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On p rend pour T et 5 deux ensembles disjoints de places de k, T C plk,o, S = SoUS< 
avec So C plk,o et Soo C plk,oo ; à T on associe le modu le m de fc suivant : 

m = J J u. 
vÇT 

On no t e r a alors : 

k T = { x € k x , ( x , T ) = 1} 

= {x G k T , v (x) = 0 Vu G plk,oo} 

k + S ° ° = { x e k * / x = 1 (m) et u (x ) = 0 Vu G plk,oo\Soo}, 
km = i x € k * / X = 1 ( m ) e t V ( X ) = 0 Vu G plk,oo}, 

ESk,m = V(x) = 0 Vu G 
= {x G F / u(x) = 0 Vu G p/fc,o}, 

E k = {x £ k x / u (x) = 0 Vu G p/fe}, 

<S>> = { & * } , 

(5o> est le sous-groupe de Ik construi t à pa r t i r des idéaux de So-

b) G r o u p e s d ' i d é a u x . 

Ik désignera le groupe des idéaux non nuls de k ; on rappel le alors que les idéaux 
premiers de k correspondent à plk0. On no te ra a lors : 

Pk = {(x) , x G k + } , 

P£ r d = {(x) , x e k * } , 

Pk,m = { (z ) , x G *;+}, 

P f c = {(*)> ® e k+ 5 ~ } , 
Pk,T = {(x) , ( x , T ) = 1}, 

ik,T = { Q e l k , ( Q , T ) = i } . 

c) G r o u p e s d ' i d è l e s . 
J k désigne le groupe des idèles de k, J k m le sous-groupe des idèles de k dont la 
u -composante appar t i en t à Ulv pour tou t u de T Up/fc)00. 
U f m désignera le p rodu i t suivant : 

n ^ t i i * ; n c j k . 
veT ves v<£SUT 

d) O r d r e d e c/ f , 
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Notons pa r R k m le rayon P k ^ ( S o ) et définissons alors c/f m c o m m e é t an t le quot ient 
h , T / R f , m ï o n P e u t r emarque r que clf m s ' identifie aussi à c l k i T n / c l k t m (S) , où clktm = 
h,T/Pk,m et clktm{Soo) = (clk ,m(av

m)) avec av
m G v . 

On a la fo rmule classique suivante : 

P r o p o s i t i o n 1 . 1 : 

U { N v - l ) 

l < J = l c i t i 
Si veT 

(E s
k : E U ' 

où N v correspond à l 'o rdre du corps résiduel en v, i.e. à I j ^ r l -
kv 

De man iè re plus générale : 

P r o p o s i t i o n 1 . 2 : Si m = FLeT^™") n v > 1, 

J J ( N v - ^ . ( N v ) 7 1 » - 1 

I 4 J = \ d * \ . 

R e m a r q u e 1 . 1 : 
Soit p u n n o m b r e premier ; si l 'on s ' intéresse à la p-par t ie de clf m (m = H w), pour 

ver 

q u ' u n e place joue un rôle il f au t que N v soit congru à 1 modu lo p. 

e ) p - r a n g d e d s
k m . 

On se fixe k, on omet k dans les nota t ions , on suppose que S 0 0 C plr
koQ et de plus 

que N v = 1 (p) pour v E T . 
i) On pa r t de la sui te exacte 

P ï r d ( S 0 ) I T
p h IT 

P * r ( S o ) l T p R s
m h v P ï r d ( S 0 ) I T

p ' 

I t , . , , cls
m I T . , c l s ire 

o ù W l 7 e s t i s o m o r p h e à ( j i y > p o r d ( S o ) i T r i s o m o r P h e à s = S o u p r ^ , 
et où c l S correspond à l 'extension abél ienne m a x i m a l e de k non ramifiée, non 
complexifiée et So-décomposée. 
C e t t e sui te exac te devient : 

i . P T d . d l , d § 

P Z ° ° ( S o ) i T
p n P r (cism)p ( c i s y 

ii) Ident i f icat ion de P$ r d / ( S 0 ) I T
P n P f d : 
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Notons pa r cl s \p] l ' ensemble des é léments de c l s annulé par p ; ceci fo rme un IFP-
espace vectoriel de dimension d égal au p-rang de c l s . Soit . . ,hd une 2Fp-base de 
cet e space ; pour hi, il existe un idéal Qi tel que c l s ( Q î ) = hi, i.e. il existe G k x 

tel que Qi p = (cti)Qs0,i avec QSo , i G (S 0 ) . 
En p renan t ( Q i , T ) = 1, on s 'assure que (a ,- ,T) = 1 ; notons a lors : 

As0 = E s { a 1 , . . . , a d ) F p , 

et ^ l ' homomorph i sme na tu re l suivant : 

v s
m : k ï / k x P k i s ° ° — • P ï r d / P i ° ° ( S o ) I T

p n P°T
r i. 

vp^ est bien défini et est na tu re l l ement surject if ; évaluons ke r ^ ^ : 
pour x G k T (i.e ( x , T ) = 1), supposons que ^ ( x ) = 1 ; alors (x) = Q p Q s 0 ( a ) avec 
a G k+ s°°, Q G I t et G {S0) ; pa r conséquent c l s ( Q ) p = 1, i.e. c l s ( Q ) G cl s \p\ , 
plus précisément : 

d s ( Q ) = T [ h ï ; 
t 

ainsi Q p = n,- (Qi) P " ' - m . Q ' s 0 avec b G k T et Q'So G (S 0 ) , d 'où 

i 

l ' idéal Q"S(j est pr incipal et est engendré pa r une 5o-uni té au sens ordinaire, alors 
x G A S o . k f . k + s ~ , i.e. 

A a k x Pk+ s< 
ke r * s

m = A % Z k T 

On obt ient alors la sui te exac te : 

k ï p k ± s ~ 

1 . A S o k ï P k + s ° ° k x ** P f 
k x P k + s ~ k x P k + r p $ ~ ( S 0 ) i T

p n P f r d 

de plus ce t te sui te exac te est une sui te de _ZFp-espaces vectoriels, ainsi il vient : 

dpcls
m = d v c l s + dp ( y ô r j — } ~ dP ( k * r k + s l ° n A s o ) • 

iii) Cons t ruc t ion de : 

k x F x ( 1R* \ 
• > TT — TT ^ m ' 7,XPi.+oo I I pxP 1 1 " LXP7.+00 1 1 FxP 1 1 \ T?XP / ' KT m veT 1 v vepll*^ \ / 

• In j ec t iv i t é : prenons x dans k e r Q ^ ; pour u G T , il existe a v dans Ukv et bv dans 
Ukv tels que x = a v .b v

p , i.e x = bv
p (v) ; pa r le l emme chinois [La, chapi t re 1, §4, 

page 11], il exis te b dans k x tel q u e : 
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x = bip (m) , i.e x = aW avec a = 1 (m) . 

Pour u G ph,oo\Soo et p ^ 2, pa r le t héo rème d ' approx ima t ion [Kol , chapi t re 1, §4, 
t héo rème 1.68, page 48], on peu t tou jours t rouver bo dans k r , bQ = 1 (m) et tel que 
v(abQ) = 0 pour v G ph,oo\Soo ; on aura alors 

x = (abop) ( I V , i.e x G k+°°k* p . 

Si p = 2, alors de x = a&2 et de = 1, on a x G 
• Sur jec t iv i té : elle provient du l e m m e chinois. 

A i n s i i r ( w h r ) = S * ( • $ ) + d > { ! & ) • r k,oo 

iv) In te rp ré ta t ion de A S J A S 0 n k ^ k + f 0 0 : 
on uti l ise de nouveau l ' homomorph i sme €>fn défini p récédemment : 

e * . â * ^ n C ^ ) t t • A_ n i-XPr,+5_ 1 1 l rpxp I 1 1 Ao n k x p k+ s ° ° 1 1 \ F x P / 1 1 \ 1RXP / ' 

SiSo 1 I k T Km veT \ r v J vepll^ V^"- / 

© ^ est inject ive, ainsi on a l ' i somorphisme de 2Fp-espaces vectoriels suivant : 
~ 0 5 M < ? ) 

A S o n k y k + s ~ -

T h é o r è m e 1 . 1 : F o r m u l e d u p - r a n g d e clf m . 

Soit c l l m le quot ien t I k t T / R k j m , où R f t m désigne le rayon ; alors 

dpclS
kim = d p cl f + \T\ + S2

p. |{W G ^ \ 5 c o } | - dp ( e s
m ( A S o ) ) , 

où Sp = 1 si p = 2, 0 sinon, et où © ^ ( A ^ ) est l ' image diagonale de As0 = 

E Î ( a 1 , . . . , a d ) F p d a n s l [ ( ^ b ) I I f ^ V 
ver \ r v ) vePirke

}00 / 

C o r o l l a i r e 1 . 1 : 
P a r une démarche analogue, on p e u t évaluer | c / f m | en fonct ion de |c/f j, où S = 
So U plk,oo ; on a : 

I 4 J = { E § k : E L ) . 
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f ) L ' e x t e n s i o n a b é l i e n n e m a x i m a l e d e k , T - r a m i f i é e m o d é r é e , S ' - d é c o m p o s é e . 

On rappel le q u ' u n e extension K / k est d i te T-ramif iée modérée si : 
i) K / k est non ramif iée en tou t w\v, v Ç p 4 i 0 \ T ; 
ii) l ' indice de ramif ica t ion de w\v dans K / k , v Ç. T , est é t ranger à la caractér is t ique 

du corps résiduel F v (on peu t se référer à [Sel] ou [Fr]). 

E n p renan t T vide et S vide, on t rouve clk, le groupe des classes au sens res t re int , 
g roupe qui correspond à l 'extension abél ienne max ima le de k non ramifiée aux places 
finies ; pour T vide et S égal à l ' ensemble des places réelles de k, on obt ient cl°k

rd le 
g roupe des classes au sens ordinaire qui correspond à l 'extension abél ienne maximale 
de k non ramif iée aux places finies et décomposée à tou tes les places infinies. De 
man iè re générale, dés que T est vide, on peu t r emarque r que c / f m s ' identifie à 
l ' extension abél ienne max ima le de k 5 -décomposée ; on supposera alors pour les 
l emmes 1.1, 1.2, et 1.3 que T est non vide. 

L e m m e 1 . 1 : Soit k f T le corps de rayon R f m = Pk™{So), m = J J v ; alors k f T / k 
v£T 

est T - rami f i ée modérée , S-décomposée . 

Démons t r a t i on : 

Il est clair que k f T / k est T-ramif iée et ^ -décomposée . Notons par k ( m ) le corps de 
rayon m et pa r k ( m 0 ) celui de rayon m 0 = J J v, pour v0 G T quelconque ; kf T v€T\V O 
est la sous-extension m a x i m a l e de k ( m ) , ^ -décomposée . 

Le groupe de Galois de k ( m ) / k ( m o ) est engendré pa r le groupe d ' iner t ie de Vo dans 

k ( m ) / k ; ainsi eVo ( k ( m ) / k ) = | G a l { k ( m ) / k { m 0 ) ) \ = — y , evo (k{ m ) / k ) 
("E'fc.mo : ^fc.mj 

désignant l ' indice de ramif icat ion de Vq dans k ( m ) / k . 
Ainsi, e„0 (k f T / k ) est é t ranger à N v 0 . • 

Soit F une extension abél ienne T-ramif iée modérée , ^ -décomposée de k contenant 
s t r i c tement k f T ; alors il existe un modu le M = J J va", a v > 1, tel que k C F C 

vÇT 
k ( M ) . 
On a alors le schéma (1) suivant : 
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k ( M ) 

où kf T = F fl k ( m ) 

k 

Scindons T en sous-ensembles Tq , où Tq = {v € T, ca r F v = q }, q parcouran t les 
nombres premiers ] T — [ j T q , M = J J J J v a". 

ï ? 
Il vient alors le schéma suivant pour qQ fixé : 

fc(Mo) 

k ( m ) fc(Mo) 

où Mo = n ^ n 
veTî0 fCTlToo 

et M 0 = J J v - I I 
v€Tqo veT\TV0 

L e m m e 1 .2 : 
Le g roupe G a i ( k ( M ) / k ( M 0 ) ) est engendré p a r un sous-groupe de (/„ ( k ( M ) / k ) ) v e x q o ; 
il est d 'o rd re une puissance de qo. 

Démons t r a t i on : 
on considère le schéma suivant : 

fc(M„) k ( M ) 

L ' 
où L est le corps fixe par les groupes d ' iner t ies 

l v ( k ( M ) / k ) , v e Tqo e t L' = L 0 k ( M 0 ) ; 

ainsi le conduc teur de L divise J J v a", 
v€T\Tqo 

i.e L = L ' . U 
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L e m m e 1 . 3 : 
Le g r o u p e G a i ( k ( M ) / k ( m ) ) est engendré p a r un sous-groupe de (/„ ( k ( m ) / k ) ) v e T q , 
q G IN, d ' o rd re une puissance de q ; p lus p réc i sémment , il existe q G IN, v G Tq tels 
que ev ( k ( M ) / k ( m ) ) soit d 'o rdre une puissance de q. 

Ceci est imméd ia t pa r le l emme 1.2. 

P r o p o s i t i o n 1 . 3 : 
k f T est l ' extension abél ienne m a x i m a l e de k, T- ramif iée modérée , S-décomposée . 

Démons t r a t ion : 
On suppose T non vide. 
Reprenons le schéma (1) avec F contenant s t r ic tement A;f T ; pa r le l emme 1.3, il 
existe q, v G Tq et I ' v ( k ( M ) / k ) sous-groupe de I v ( k ( M ) / k ) d 'o rd re une puissance 
de q tel que 

K ( H M ) / k ) + l o h H = G a l { k { M ) / N ) , 
I ' v ( k ( M ) / k ) n H 

ce quot ient s ' identif ie à un sous-groupe de I v ( N / k ) d 'o rdre une puissance de q. Pa r 
t r ans i t iv i t é de l ' indice de ramif ica t ion puis pa r le l emme 1.1, on obt ient la proposit ion 
1.2. • 

R e m a r q u e 1 .2 : 
Si l 'on no te pa r induct ion k f + 1 T l 'extension abél ienne max ima le de k f T , T,-ramifiée 
modérée , ^ - d é c o m p o s é e (i > 1), où Ti = {w G p l î i T i w\v, u G T } et Si = {w G 
pif , w\v, v G 5"}, on définit une sui te de corps k f T et ainsi la T - S tour de k, 
notée k f , vue c o m m e réunion des k f T ; pour p premier k%(p) désigne la p-extension 
m a x i m a l e de k contenue dans fcf ; on peu t également no te r que k ^ ( p ) / k est la p-
extension max ima le de k, T-ramif iée modérée et .S'-décomposée. 
L ' inégal i té 

dpclk,m > 2 + 2 j d p E l m + 1 , où S = S 0 U pl r
k%, 

impl ique que k a une p - T - S tour infinie, i.e que l 'extension k ^ ( p ) / k est infinie [Mai]. 

R e m a r q u e 1 . 3 : S u r le d é p l o i e m e n t d e k f T / k . 
On prend un ensemble fini T ' de places finies de k, T ' C T, T ' fl S = 0. 
Il est clair que le groupe de Galois de k f T / k f T , est engendré pa r les groupes d ' iner t ie 

des places v de T \ T ' dans k f T / k ] pour v G T \ T ' , | /„ = x , 

ceci pa r la proposi t ion 1.1. 
Ainsi l ' extension k f T / k f T , est déployée, i.e 

Ga i t ! T') ~~ ( J ) Iy / k j 
veT\T' 
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si et seulement si 

(Ek,m> '• Ek,m) = I I { E k , f '• E t r n ) -
veT\T' 

Pour k = (Q, S = 0, T ' — 0, on re t rouve la décomposi t ion d e Q ( m ) , m = J J v. 
vÇ.T 

g ) U n e s u i t e e x a c t e l i a n t c l f m à d e s q u o t i e n t s d ' i d è l e s . 

P r o p o s i t i o n 1 . 4 : 
Nous avons ia su i te exac te : 

Î J S J.S k,m r fi, .5 i 
j^S * C k ^ Clk,m > Jk,m 

x P J k 
° U C k = h * ' 

On p e u t rapprocher ce t te sui te exac te de celle appara issant dans [Mat]. 

Démons t r a t ion : 
• Définit ion de : 

pour x G J k et pa r le t héo rème d ' approx ima t ion , il existe a £ k x tel que j = x a G 
J k m > o n P o s e alors 

4 > l ( x ) = J I modulo R?ktm . 
vepik, o 

L ' indépendance du choix de j provient du fait que <t>^(kx) = 1 modulo R k m . 
• Recherche de ker<f>^ : 

<f>i(X) = 1 m ° d Rk,m 

« J J v * M = (Z)QS o 

avec z dans et Qs0 dans (S 0 ) ; par conséquent - G Uk<m et x Ç. Uk r nk+ l
S c ak> 

Z 
De plus, en r e m a r q u a n t que ( ^ m A ; + 5 o ° = 1 m o d R f m , on en dédui t : 

TjS b.Soch.y. ; / 5 
, ,S ^ k,m m ^ f̂c,™ i-, 
k e r ( f ) m = ~kx = F " " K k,m 
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2 É t u d e d e k e r j 

Dorénavant , on considère K / k une extension galoisienne finie T-ramif iée modérée, 
de g roupe de galois G ) S et T désignant des ensembles de places de k, on peut 
é t endre ces ensembles à K en S ( K ) = {w G p l u , w\v, v G 5"} et T ( K ) = {w É 
plKi w\v, v G T } ; on peu t alors définir m ( K ) = J J c o m m e modu le de K et 

weT(K) 
ainsi \ K ) . 

P a r abus on no te ra S ( K ) pa r S , T ( K ) pa r T , m ( K ) pa r m et c / ^ ^ j j ^ par c / f - m . 
L 'appl ica t ion j^/km. définie c o m m e suit : 

r j s j. r lS 

< m ( Q ) ^ c l l m ( Q O K ) , 

Q O k é t an t l ' idéal Q é t endu à l ' anneau des ent iers de K . 

L e m m e 2 . 1 : T h é o r è m e 9 0 d e H i l b e r t a v e c m o d u l e . 
Sous les hypothèses précédentes , p o u r tou t cocycle f de Z l ( G , E f < m ) , il existe b 
é lément de I Ï + s°° tel que 

V<r G G, f ( a ) = b . 

Pour T vide, on re t rouve le théorème 90 de Hi lber t , ainsi pour la démons t ra t ion on 
peu t supposer que T est non vide. 

Démons t r a t ion : 
Pa r le t héo rème 90 de Hi lber t , H 1 (G, K x ) = 1 [Gru, §2.7, proposi t ion 3, page 124] ; 
ainsi pour tou t cocycle de G dans K x , il existe 6 de K x tel que 

V<7 G G, f (cr) = b . 

L 'é lément b est défini pa r la résolvante de Hilbert c o m m e suit : 

b = f ( a ) - c < T i a v e c c £ K * tel que b soit non nul [Gru, §2.7, page 124]. 
<?eG 

L'extension é t an t T-ramif iée modérée , on peu t t rouver un é lément c appa r t enan t 
à K x tel que t r x / k c = 1 ( m ) [Fr, §5, t héo rème 2, page 21], t r ^ / k désignant la 
t race dans l 'extension K / k ] par le théorème d ' approx ima t ion , on peu t choisir c 
dans K + s°° et pa r conséquent , t r n j k c £ Km So° • D 
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L e m m e 2 . 2 : 
C f c x n ; on a l ' égal i té si K / k ne complexifie aucune p lace en dehors de 

Soo-

Démons t r a t ion : 
Il est clair que est inclus dans k x H K+ s °° . Pour x G k x fl K+ s °° et pour 
w G pIk,oo\S<x>, alors w(x) = 0 ; ainsi si w est réelle, alors pour t ou t e place v 
de plk,oo, w\v, nous avons crw(x) = a v ( x ) > 0, i.e v(x) = 0 ; pa r contre si w est 
complexe, l ' in format ion w(x) = 0 est vide. 
Ainsi si K / k ne complexifîe aucune place en dehors de S0 Q , l 'égal i té est immédia te . 
• 

On peu t alors énoncer le p remier résul ta t de ce t te par t ie . 

P r o p o s i t i o n 2 . 1 : 
Soit K / k une extension galoisienne finie, T - rami f i éemodérée , plk,oo\Soo-décomposée ; 
soit G = G a l ( K / k ) , alors on a l ' i somorphisme su ivan t : 

ker jS
K / k > m ~ H \ G , E s

K > m ) . 

En par t i cu l ie r si l ' extension K / k est cyclique, alors k e r j x / k m s ' identif ie à E ^ * m / (^E^ ^ 

où G = (cr) et Es
K*m = {* G E U N K / k x = 1}. 

Démons t r a t i on : 
• Cons t ruc t ion de l ' homomorph i sme : 

Soit l ' appl ica t ion <3>fyfc m : kerj^/k,™. —> H 1 (G, défini comme suit : 
pour Q G h , T tel que c / f - m ( Q ) = 1, on peu t écrire 

Q O k = ( a )V 5 o , 

où a G KmS°° e t ^So e s t u n <So-idéal de A ' ; en par t icul ier , est un é lément de 
E f C m , quelque soit a a p p a r t e n a n t à G. 
Si Q O k s 'écrit également (ol'VSq), alors on en dédui t l 'exis tence de £ G E ^ m tel que 
a v ~ a = e x ~ a o{ x ~ a , Ver G G ; en r e m a r q u a n t que l 'appl icat ion qui à a associe e1-<T est 
un cobord dans H 1 (G, -E^m), o n P e u t définir $K/k,m '• 

*Kik,m : c l l J Q ) G k e r £ / k t n —> / G Z \ G , E s
K ,m) m o d B \ G , 

( Q O k ) = (a )V 5 o / : a e G ^ a 1 ' * . 

• In jec t iv i té de § s
K / k , m : 

Soit c i l J Q ) G ker j s
K / k < m tel que ( c / g J Q ) ) = 1 dans H l ( G , E s

K < J - alors il 

existe £ G tel que (c/£m(<2)) = ( / : <r e 1 " ' ) , i.e a 1 ' * = e 1 ' " , Va G 

G. Ainsi e / a G k x n K+ S o ° , i.e d ' après le l emme 2.2 , e / a G k+S o°. 
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En écrivant Q O k { s / o ) = Vs0(e), on en dédui t que Vs0(£) est un So-idéal de K , 
s tab le pa r G ; l 'extension é t an t non ramifiée en So, alors Vs0(e) est un S'o-idéal de 
k, i.e c / f m ( Q ) = l . 

• Sur jec t iv i té : 
Soit / G Z l ( G , E f C m ) alors pa r le l emme 2.1, il existe b G K+S o° tel que /(cr) = 
b 1 - " , M a e G. 
L' idéal (b) peu t sécrire VVs0 avec V é t ranger à S 0 et Vs0 un S'o-idéal de K ; (&)1-<T 

é tan t un So-idéal de K , alors V1-<7 = (1) Ver G G ; finalement il suffit de remarquer 
que V est u n idéal é t ranger à T , ainsi l 'extension é t an t T-ramif iée , alors V est 
l ' é t endu d ' u n idéal Q de Ik,r• 
On a alors <D*/fc|m « m ( f i ) ) = / m o d B l ( G , E ^ ) . • 

En p renan t T vide et S égal à tous les p longements réels, on re t rouve le résul ta t 
d ' Iwasawa [Iw] à savoir : 
Si K / k est une extension galoisienne finie non ramifiée pour les idéaux alors 

k e r j % î k ~ H \ G , E % d ) . 

On p e u t élargir la s i tua t ion de la proposi t ion 2.1 en p renan t une extension K / k , 
T- ramif iée modérée mais pas forcément plk,oo\Soo~décomposée. Avant de développer 
ce po in t , pour une extension galoisienne finie K / k , nous noterons pa r 7 l 'ensemble 
des places réelles de k qui se complexifient dans K / k et pa r 7 = 7 fl plk,oo\Soo- On 
peu t r ésumer la s i tua t ion : 

plk,oo = Sqo U 7 U A , réunion disjointe . 

On peu t r emarque r que les places de A se décomposent to t a l ement dans K / k , puis 
que S U 7 = S U 7. 

On a alors le résu l ta t pr incipal suivant : 

T h é o r è m e 2 . 1 : 
Soit K / k une extension galoisienne finie, T- ramiRée modé rée de g roupe de Galois 
G et soit 7 l ' ensemble des p laces réelles de k qui n e sont p a s dans S , et qui se 
complexif ient dans K / k . 
On a alors la su i te exacte : 

1 — • T — • k e r j s
K / k m % H \ G , E s

K > m ) 1, 

r<\î\ u 2 , c f T?SUÎ\ _ 
g e t S 9 U ( E k , m ) ~ n s " -
S g n ( E k ^ ) 

où r ~ 

R e m a r q u e s 2 . 1 : 

i) S g n ( - E f ^ ) correspond à l ' image de E ' ^ dans J J 
vÇ-y \ 
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ii) Sous les hypothèses de la proposi t ion 2.1, 7 = 0, ainsi T = 1 et on re t rouve la 
proposi t ion 2.1. 

Démons t r a t ion : 
La définit ion de est celle de la proposi t ion 2.1 ; la sur jec t iv i té est immédia te . En 
ce qui concerne l ' in ject ivi té , le p rob lème rencont ré est le m ê m e que celui apparaissant 
dans le l e m m e 2.1. 

Calcul de k e r : 
On rappel le que ( c / f > m (Q) ) = 1 Q O K = {a / e) .V S o{e), avec ( a / e ) e P f l 

KmS o o i Vso So-idéal de K , a G K+ s °° et £ G ; de ceci on en dédui t que ( e / a ) G 

ainsi k e r $ ^ C c l k m ( P ^ Z ^ (Sof) ; l ' inclusion réciproque é t an t évidente, on a 
alors : 

ker* s
m = cls

k>m ( P f c U H S o ) ) • 

nSooU-7 L+ SooU-7 

Or r / 5 ( r s ° ° u î ( k ' m ~ —2 

Il suffit ensu i te de r emarque r que : 

k± s ^ f R * \ USoc 1 1 l ff?X + m „6-7 \ U t 

ceci pa r l ' homomorph i sme de s ignatures part iel les. 

3 C a p i t u l a t i o n d e c l k m d a n s p o u r K = k f T . 

Pour T vide, S égal à l ' ensemble des p longements réels, on sait que le noyau de j ° 0 k 

est cl°k
rd pou r K = k l r d ; ceci est une conséquence imméd ia t e du théorème de l ' idéal 

pr incipal [AT, chapi t re 13, §4, théorème 7, page 194] : 
Soit G un g roupe fini et H son g roupe des c o m m u t a t e u r s ; alors l ' homomorph i sme 
de t ransfe r t V g ^ h • G a b — • H a b est nul. 

On peu t ainsi démont re r à l 'a ide de ce résu l ta t , la proposi t ion su ivan te : 

P r o p o s i t i o n 3 . 1 : 

Soit K = kf T ; alors clk m capi tu le en t iè rement dans c l i . e ke r j ^^ k > m = clk m . 

Démons t r a t i on : On appl ique le t héo rème de l ' idéal pr incipal en p renan t H = clf^ m et — = ; 

ainsi V g ^ h c l k m — y c / f - m est nul. Pa r [Sel, chapi t re 7, §8, appl icat ion, page 
130], on conclut faci lement . • 
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R e m a r q u e 3 . 1 : 
Pour p premier , si l 'on no te k f T ( p ) pa r K , alors c l k m ( p ) capi tu le ent iè rement dans 
dSK,m(p). 

R e m a r q u e 3 . 2 : 
Soit F / k une sous-extension galoisienne de k f T / k ; on a alors une évaluat ion part iel le 
de \ k e r j p i k m \ en ut i l isant un résu l ta t de Suzuki [Su] ; considérons le schéma suivant : 

k s F s k s 
1,T _1,X ™2,T 

F 

k 

Le résu l ta t de Suzuki indique que [ F : k] divise l 'ordre du noyau de l ' homomorph i sme 
de t rans fe r t V H ^ N : H a b —>• N a b , où H = Ga i (fcf i T /fc) et N = Ga i ( f c f ^ / F ) ; 
ainsi [ F : k] divise \ k e r j ^ / k m \ . 
Les t r avaux de Suzuki complè ten t l 'ar t ic le de Jau len t sur le p rob lème de la capi tula t ion 
[Jal] n o t a m m e n t le corollaire 11 du théorème 10 et confi rment la conjec ture 4. 

R e m a r q u e 3 . 3 : 
Jau len t [ J a l , §3, corollaire 14, page 25] a établ i un analogue du théorème 94 de 
Hilber t avec rayon (Sq = 0) ; en par t icul ier dans le cas modéré , le corollaire indique 
que capi tu le dans c l ^ M , où K = kf<T et M. = J J J J u^1", e w é t an t l ' indice de 

v£T w\v 

ramif ica t ion de w dans K / k . 

R e m a r q u e 3 . 4 : 
Soit K / k cyclique T- ramif iée modérée , S'-décomposée de groupe de Galois G ; supposons 
que S contient l ' ensemble des p longements réels de k, alors on sait que le quot ient 
de H e r b r a n d de E j ( m est égal à [K : A;]-1 [La, corollaire 2, page 192]. 
P a r le t héo rème 2.1, il vient : 

ke r j s
K / k , m \ = \ H ° ( G , E l m ) \ . [ I < : k] . \ r \ . 

En par t icul ier , si K est égal à i.e c / f m est cyclique, alors 

Ek,m - NK /kES
K ,m . 

On peu t rapprocher ce résul ta t à cer tains t r avaux de Lemmermeyer [Le, 1.7] et de 
Schmi tha ls [Se]. 
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4 É t u d e d u c o m p o r t e m e n t d e s c l a s s e s d e c / f m 

é t e n d u e s à c l g 

Soit K / k une extension galoisienne finie, T- ramif iée modérée de groupe de Galois G. 
On rappel le que 7 désigne l 'ensemble des places réelles de k se complexifiant dans 
K / k . 

P r o p o s i t i o n 4 . 1 : 
Sous ces hypothèses , on a 

H ° ( G , clfç ) J / W | m \ r r 2 ( r pS x 

où est définie dans la proposi t ion 1.3. 

On rappel le que pa r le l emme de Shapiro, [Ko2, §3.4], [AW, §4, proposi t ion 2, page 
99] H < ( G , U K ) e t H \ G , ] \ U k w ) s ' identif ient respect ivement à H ^ D ^ , I<*0) et 

w\v v/Jv 

H 1 ( D W o , U k W o ) pour une place a rb i t ra i re w0 de K au-dessus de v [Kol , chapi t re 2, 
§4, proposi t ion 2.65, page 126] ; on m o n t r e de man iè re ident ique que H ' ( G , J J U ^ ) 

ui\v 

s ' identif ie à H t (D W o ,U} ( ) pour une place a rb i t ra i re w0 au-dessus de v. 

L e m m e 4 . 1 : 
P o u r tou te p lace v de T, H n ( G , f j Ux

Kw) = 1, Vn G ZL. 
w\v 

Démons t r a t i on : 
P a r un résu l ta t classique de cohomologie ([Sel , chapi t re IX, §5, théorème 8, page 
152]), il suffit de vérifier que H n ( G , J J U ^ J ) s ' annule pour deux valeurs consécutives 

w\v 
de n . 
Fixons-nous iuo|î>, v Ç. T . 
UfrWQ peu t ê t re vu comme l imi te pro jec t ive des quot ien ts Ukwq / ^ k w q > * > 1 j d ' au t r e 
pa r t , Uk / U x ^ pour i > 1 s ' identifie à FWo où FWo est le g roupe addit i f du corps 
résiduel en w0 (voir par exemple [Sel]) ; la place Wç> é t an t ramifiée modérée dans K / k 
alors H n ( I W o , FW o) = 1, Vn [AW, §6, corollaire 1, page 105] ; on peu t ainsi utiliser la 
sui te de Hochschild-Serre [AW, §5, proposi t ion 5, page 101] ; pour tou t n > 1, on a 
alors 

1 fyn 0 k 0 j H n ( D W o , FWo) - 4 1 ; 
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il suffit ensui te de r emarque r que Vu, H n ( (FWo) Iw° J = H n l ^ , F W o ) = 1 
\ •'two / \ Iwo j 

[Gru, §2.6, corollaire, page 124]. 
Ainsi pour t ou t n > 1, H n (D W 0 , F W 0 ) = 1; pa r [Se2, §1, l emme 3, page 132], on 
conclut que H n ( D W o , U ^ w o ) = 1 pour tou t n > 1. 
On peu t r emarque r que dans ce cadre précis IWo est cyclique. • 

L e m m e 4 . 2 : 
i) H n ( G , U ^ m ) = 1 p o u r t ou t ent ier n impai r . 

ii) H n ( G , U f C r n) ~ J J CJfv = Ci7 '- I I C/ v , ceci p o u r tou t ent ier n pair , 
"GSoUp/J^ vçs0 

et où f v est le degré résiduel de v dans K / k . 

Démons t r a t i on du l e m m e 4.2 : 
On a : 

H g m u = u h ^ i i u d . u ^ u k ) - n / m n ^ o 
v£T w\v v£S ui|t; v£SuT w\v 

= n ù n ( D w o , u i
K w o ) . n H n ( D w o , i < x

o ) . n H D w o , U K w o \ , 
ver ves v(SUT 

u'O <?c<? "'0 qcq u;q |v qcq 

• Pour v G So, D w est cyclique, ainsi nous avons 
d ' u n e pa r t 

H 2 q ( D w , K * ) ~ H ° ( D W , K x ) c K c D t ~ C f v , N K w / k v K £ 

où D ^ désigne l 'abél ianisé de D w et C/v le g roupe cyclique d 'o rdre f v , 
puis d ' a u t r e pa r t 

H 2 q + 1 ( D W , K * ) ~ H \ D W , K * ) = 1, ceci pa r le théorème 90 de Hilbert ; 

• pour w dans pIk ,o\TUSo, ces places ne se ramif iant pas dans K / k , alors H n ( D w , Ukw) — 
1 pour tou t ent ier n [Se2, §1.2, proposi t ion 1, page 131] ; 
• pour w\v, v Ç. T , pa r le l emme 4.1 on sait que H n ( D w , U ^ J ) = 1, Vn ; 
• pou r les places infinies trois s i tuat ions peuvent se présenter : 

. v G A ( = ensemble des places décomposées dans K / k et non dans S ^ ) , alors 
H n ( D w , U K w ) = l , V w \ v , Vn ; 

• ^ G SooXSoo n 7 , alors H n ( D w , K x ) = 1, Vw\v, Vn ; 
. t; G 7 , alors H 2 q + 1 ( D W , K X ) = H 2 q + 1 ( D w , U K w ) = H \ D W , € X ) = 1 et 

jRx 

H 2 q ( D w , K x ) = H 2 q ( D w , Uk w ) = j ^ . • 

Démons t r a t i on de la proposi t ion 4.1 : 
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On pa r t de la sui te exac te 

1 — 

pour obteni r 

Z71S 
K,m 

i s a 
^ u s 

K,m 
1ÂS 

K,m 
Es

K,m 

U i 

ESK,m 

7/S 
i.e H \ G , ^ ) ^ H \ G , E s

K t m ) . 
t-Ji<-JK,m 

De la proposi t ion 1.3 appl iquée à K , nous avons 

U s 

H ° ( G , C k ) H ° ( G , c l l m ) — • H \ G , - ^ ) H \ G , C k ) . 
K,m 

Or H \ G , C k ) = 1 [Ta, §9.1, page 180], ainsi il vient : 

H ° { G , J K ) ^ H° (G ,c l s
K t m ) H 1 (G, ^ k ) 1 . • 

Notons pa r l ' hypothèse su ivan te : 

ke r H 2 ( G , J H ( G , U x m ) = H (G, E ^ J ; 

G 
on a alors le second théo rème dans lequel intervient ( c l j , le sous-groupe des 

classes ambiges et le sous-groupe jx/k,m ( c ^f , m ) des é léments de m représentés 
pa r un idéal de k : 

T h é o r è m e 4 . 1 : 
Soit K / k une extension galoisienne finie, T- ramif iée modérée , de g roupe de Galois 
G ; alors : 

i) Sous H% / k 

H {G 1 Eic,m) — 
K J 

ii) sinon, on a l ' in ject ion 

K J G 

J K/k ,m 

JK/k 

^ H 2 ( G , E S
K J , 
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et la double inégal i té 

1 < H 2 ( G , E l J / 
JK/k (clk,m) 

< 
n /» 

veSoupik ,00 

7 : 

où / est égai au p p c m des degrés résiduels f v des places v de So U plk,00 • 

Démons t r a t i on : 
La proposi t ion 4.1 appo r t e le premier point et l ' in ject ion du second point . 

Notons pa r A £ le quot ient [ H 2 ( G , E ^ t T n ) / 

que 
3 K/k (Clk,m) 

; on peu t alors remarquer 

i s
m ( H 2 ( G , E U ) ke r af, 

R e m a r q u o n s ensui te le d i a g r a m m e commuta t i f de G'-modules suivant : 

jpS 'm 7 jS 
K,m UK,m-

u s 0 1 K,m 

K> J K CK 

1 

où est défini dans la proposi t ion 1.3. 
Ce dernier p e r m e t d 'ob ten i r le d i a g r a m m e commuta t i f cohomologique (2) suivant : 
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H ( G i c l K , m ) 

(2) 

H \ G , U l m ) 

b 

H 2 ( G , J K ) H 2 ( G , C K ) 

H 2 ( G , c l s
h - J 

Ainsi, ke r a ^ C ke r (d o 6), i.e ke r < |ker (d o 6)|. 

n / . 
Pa r conséquent , ke r < .O 

d o b ( H * ( G , U l J ) 
, ceci par le l emme 4.2 ; il reste à 

évaluer |d o b ( H 2 ( G 

Observons le nouveau d i a g r a m m e commuta t i f suivant : 

H \ G , H 2 ( G , J k ) H 2 ( G , C K ) 

m v S P 

- 2 Z / Z 
n 

où n = [K : k] ( o n peu t se référer à [Ta, §11]). 

Ainsi pour h (E H 2 { G , J k ) , 
f3 o d(h) = i n v ( h ) ; 

or en ident i f iant H 2 ( G , J K ) à J J H 2 ( D W o , K * o ) , on a h = J J / i „ , et ainsi par 
«épi* y 

«"ol® 1C1 
définit ion 

inv (h) = ^~^inv v (h v ) modu lo ZZ, 
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où inv v est l ' invariant local associé à K W o / k v , à valeurs dans Q / 2 Z [Kol, §5.6, page 
135], 

Alors pou r h de H 2 ( G , U ^ m ) qui s ' identifie à J J H 2 ( D W o , K* q ) , ceci pa r le 
ves0uPikao w0 l«9c<7 

l e m m e 4.2, nous avons : 

(5 o d o b(h) = i n v v ( h v ) mod ZZ. 

On peu t alors se rappeler que H 2 ( D W o , K* q ) est un groupe cyclique d 'o rdre égal au 
degré résiduel f v de w0\v dans K / k , engendré par un élément uv tel que i nv v (u v ) = 

— [Se2, §1, proposi t ion 4, page 136] ; il vient alors 
Jv 

i n v o b ( H 2 ( G , U l m ) ) = C j , 

où Cf désigne le groupe cyclique d 'o rd re / , et f le ppcm des degrés résiduels f v , v 
dans So U plk,oo-
En conclusion, 

\ d o b ( H 2 { G M l m ) ) \ = \ / 3 o d o b ( H 2 ( G , U l J ) \ 

\ i n v o b ( H 2 ( G , U l J ) \ 

f • 

R e m a r q u e 4 . 1 : 

( c l l S 
L ' i somorphisme en t re H 2 ( G , E ^ m ) et ' s est équivalent à l 'hypothèse 

3 K / k,m\ k,m) 
u s K/k,m " 

R e m a r q u e 4 . 2 : 
Soient K / k une extension galoisienne finie et T et S deux ensembles disjoints de 
places de K , non archimédiennes pour T ; supposons l 'extension K / k T- ramif iée 
modérée , <So-décomposée ; cont ra i rement aux points précédent , T et S peuvent ne 
pas ê t re s tables par G = G a l ( K / k ) ; on associe à T le modu le M = J J u;0", a w > 1, 

weT 
et ainsi le rayon H ^ M = K S m { S o ) . 
On no te alors c l l e quot ient I k , t / ^ k , m -
En a d a p t a n t la démarche précédente à ce t te s i tua t ion , n o t a m m a n t les lemmes 4.1 
et 4.2, et en p renan t 7 vide, on arrive au résul ta t suivant : 

G 
H \ G , E s

K M ) ^ ( c i s
K M ) / n , 
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où % est l ' ensemble des classes de c/^- M représentées par un idéal de k et E ^ M = 
{x G K x , x = 1 ( M ) , w(x) = 0 Vto G p//(:\<5}; pour S = pIk,oo, on re t rouve un 
résu l ta t de M a t s u m u r a [Mat]. 

a ) É t u d e d e p o u r K / k , T - r a m i f i é e m o d é r é e : 

i) Soit w o place de K et v £ 7 U 5 o ; notons HWo l ' un des sous-groupes cycliques 
de G contenant DW o , le groupe de décomposi t ion de ivç> dans K / k ; notons également 
pa r MWo le sous-corps fixe par HW o . 
On a alors le d i a g r a m m e commuta t i f suivant : 

H 2 ( G , E S
K > J 

resH , WQ 

H 2 ( H W 0 , E ^ m ) 

* w o K . o ) H \ G , U K ) r e S D w ? H 2 ( D W O , Y I K ) 
w\v 

res D u 'Ul0 

Jwq 

H 2 ( D W Q , K * 0 ) 

ou : 
• aWQ est un p longement de K * dans K* o , 
• jWo est la p ro jec t ion de J K sur I<*o, 
• i w0 est u n p longement de K*o dans J J K* 

w\v 

x e 1Q0 i w o (x ) = J J ( ^ ) e I J K l 
w\v w\v 

où x w = sx avec s G G j ~ tel que su>o = w 

et où s ~ t s t G Dw o 

On connai t pa r le l emme de Shapiro l ' i somorphisme suivant : 

_ iwa(resD ) 
H 2 ( G , I J O H 2 ( D W o , K* 0 ) ; 

w\v 
ainsi l ' é tude de ke r o crWQ) et par conséquent l ' é tude de ke r i fn , équivaut à l ' é tude 
d e k e r [ H 2 ( G , E l m ) ^ H 2 ( D W o , K x

o ) } . 
En par t icul ier si pour t ou t e place v de So U 7 il existe Woju, Wo € p l x , telle que 

ke r H 2 ( H W 0 , E s
k , J H 2 ( D w o , K * o ) 

alors e s t vérifiée. 

= H 2 ( H W 0 , E x m ) , 
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ii) In t e rp ré t a t ion de H \ H W o , E s
K i m ) ^ ^ H \ D W o , K * o ) . 

HWq et DWq é t an t cycliques, l ' é tude init iale se rédui t à l ' é tude suivante : 

{ E K,m) fc* 

N K / M W 0 E l m
 NKWQ/kJ<wa 

a w o é t an t u n p longement de K x dans K* o . 
Nous arr ivons ainsi à la proposi t ion 4.1 qui donne une condit ion suffisante afin que 
HK/k,m s o i t réalisée : 

P r o p o s i t i o n 4 . 2 : 
Soit K / k , T - r a m i û é e m o d é r é e ; p o u r que H ^ k m soit réalisée, il suffit que p o u r 
t ou t e p lace v de So U 7 , et p o u r w0\v quelconque, il existe un sous-groupe cyclique 
G a l ( K / M W o ) de G contenant DW o , tel que 

Vx € MW0 n Es
K m alors x G N K w J k v K x

o . 

Ce t t e condit ion no rmique se t r adu i t p a r : 
Vx G MW0 D E s

K r n , alors 
• p o u r y € 7, crWQ (x) > 0, 
• p o u r v G So, v(x) = 0 ( f v ) , i .e x = 7r0"^.u, où n est une uni formisante de kv et 

u une unité. 

R e m a r q u e 4 . 3 : 

On peu t no te r que ce t te condit ion est i ndépendan te du choix de w0\v . 

R e m a r q u e 4 . 4 : 

Si K / k est T- ramif iée modérée , S'-décomposée, cyclique et telle que E k m — , 
alors ï i x j k m vérifiée. 

b ) É t u d e d ' u n c a s l i m i t e : E x [ G , d s
K < m ) = 1. 

Reprenons le d i a g r a m m e (2) ; nous avons alors 

ke r a ^ = ke r (d o b), 

i.e 

ke r a ^ | = |ker (d 0 b) [, 

et ainsi, en reprenan t la démons t ra t ion du théorème 4.1, on obt ient 

n /« 
,00 

A m " 7 
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On p e u t r emarque r que l 'hypothèse H l ( G , c l ^ ^ = 1 est vérifiée, si |c /^-m | est 
IfS 

é t ranger à |Cr| ; dans ce cas, on a un i somorphisme en t re H n ( G , s ' m ) et H u ( G , C k ) , 

pour tou t n ent ier , et pa r conséquent a ^ (^H 2 (G,Ux t m ) ) = G/-

Notons 
pa r C n j x . . . x C n r , avec . . . \n r et n r — f , la décomposi t ion canonique 

de H 2 { G , U k m ) ; en ut i l isant la sui te exacte 

1 — • H \ G , E l J H \ G , U S
K , m ) ^ H \ G - > H \ G , E s

K t m ) 1, 
E s

K ,m 

on a alors la proposi t ion suivante : 

P r o p o s i t i o n 4 . 3 : 
Soit K / k une extension galoisienne finie, de g roupe de Galois G, T- ramif iée modérée ; 
supposons |dpcmI é t ranger à \G\, alors il v i e n t : 

n 
i ) A i = \ H 2 ( G , E l j \ = » e S ° U p f ~ ; 

p lus préc isément , on a l ' i somorphisme 

H 2 ( G , E s
K t J ~ C n i x . . . x C n r _ 1 , 

où C n i x . . . x C n r est la décomposi t ion canonique de J J C/„ ; 
ves0upik 

i i ) H 3 ( G , E U ^ C f , 
où f = p p c m { f v , v £ So i ) plk, oo}j et n — [K : k}. 

On p e u t no te r que ce résul ta t est donc valable, si K désigne une T - t o u r finie de k, 
une T - S tour finie de k, une p-T- tour finie de k, ou bien une p - T - S tour finie de k. 

C o r o l l a i r e 4 . 1 : 
Soit K / k une extension galoisienne finie, T- ramif iée modérée , So-décomposée tel que 

( \ G \ , \ c l s
K j ) = l ; 

alors si | 7 | < 1, H 2 ( G , E ^ J = 1 ; sinon nous avons H 2 ( G , Es
K^m) ~ C f 1 - 1 . 

Ce corollaire p e u t pa r exemple, s 'appl iquer à la 2-T-,S'-tour de k lorsque celle-ci est 
finie. 

R e m a r q u e 4 . 5 : 
Si c l k m ( p ) est u n groupe cyclique d 'o rdre n , alors on peu t r emarquer que la p-T-
S tour K de k est finie et de plus que fcf (p) = kf T ( p ) [Mai] ; dans ce cas précis 
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E S ' * 
H 3 ( G , E j ç m ) s ' identif ie à A 'm

1_ , où a est un é lément généra teur de G et E ^ ^ 
( E l m ) 

E s * le noyau dans E f C m de la no rme N^/k- Ainsi est i somorphe à C r avec 

/ = 2 si et seulement si au moins une place infinie réelle de k se complexifie dans 
K , sinon / = 1. 

A ce propos, on re t rouve un cas par t icul ier du théo rème 2.1, i.e dans ce cas |T| = / . 

R e m a r q u e 4 . 6 : P renons pour K la 2 - T - S tour de k et supposons K / k finie. 
On peu t alors se poser la quest ion suivante : à quelle condit ion a-t-on un isomorphisme 

en t re H ~ \ G ^ ) et 
K,m 

P a r le l e m m e 4.2, nous avons la sui te exacte 

1 H ° ( G , E f t m ) H ° ( G , U s
K t J K,m 1/S 

— • H ° ( G , t ^ 1 ) —> H 1 ( G , E x i m ) —> 1. 

On re t rouve de nouveau la sui te du théorème 2.1. 
Us-

Mont re r l ' i somorphisme en t re H ' 1 (G, s ' m ) et H ° ( G , E ^ m ) équivaut à E k m = 
&K,m 

E k m i 7 é t an t l 'ensemble des places de k se complexif iant dans K / k ; dans ce cas on 
peu t alors r emarque r que l 'extension kf T ( 2 ) / k est complexifiée en 7, et d ' a u t r e par t 
que : 

Ga i ( k l T ( 2 ) / k ï ¥ ( 2 ) ) = ® (fc? iT(2)/fc) . 
v€-y 

E x e m p l e 4 . 1 . 
P renons K = Q ( y / ^ 3 , ^ 7 ) , k = Q, T = {3 ,7} , 5 = 0 ; K / k est T-ramif iée 
modérée ; 7 = {id}. 
On a la s i tua t ion suivante : 
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I< Qr Q'7 

® ( V 2 Î ) V 7 

En ut i l isant la proposi t ion 1.1, on a 

,1 = 1 2 ; 

ainsi le 2-rang de c/ç m est égal à 2, et Q f T ( 2 ) = K . 

Pa r conséquent , k e r j f C ^ k m = clQ m (2 ) ; ainsi en ut i l isant le t héo rème 2.1, on a 

É t u d e de E 5
K / E l m : 

Afin d 'ob ten i r la s t ruc tu re du quot ient E ^ / E ^ , il suffit d 'observer l ' image diagonale 
de E x dans Fj>3.Fq7.Fq<, ; ici F-p3 est le corps à 32 é léments , dont le sous-groupe 
mult ipl icat i f est engendré pa r u>, racine de X 8 — 1 dans IF3 ; Fq 7 et Fq 7 sont deux 
corps à 7 é léments . Notons pa r e l ' un i t é fondamen ta l e de(Ç(\ /2T), £ = 2 H ' 
P a r PARI , on peu t r emarque r que 

où x est une un i t é de K . 
Ainsi de e = 1 (P3), o n a i = u 2 dans F-p3. 
Ensui te , c o m m e e = —1 (Vt-V-j), alors x 2 = 1 {Vt.V't), et ainsi il vient : 

x = — 1 (Q7) , x = 1 (Q7), par exemple . 

En résumé, matr ice l lement nous avons : 
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Fv3 Fq 7 Fq 7 

Ce ( w4 - 2 - 4 \ 
z \ a;2 - 1 1 J 

Ceci p e r m e t d 'ob ten i r la s t ruc tu re de c l ^ (cf. t héo rème 1.1) : 

Appl ica t ion du théorème 4.1 : 

Pour que soit vérifiée, il suffit que pour t ou t x G E ^ ^ H Q(y /2 Ï ) , x soit 

t o t a l emen t pos i t i f ; ici E f C m D<Ç(\/2T) est un sous-groupe du groupe (e) où e = 1 + \ / 2 1 . . „ c 
2 H , et ainsi n ^ i k m est vermee. 

C o r o l l a i r e 4 . 2 : 
Sous les hypothèses de l ' exemple 4.1, 

JK/k,m\ClQ,m) 

et p a r conséquent 

H 2 ( G , E x m ) est un sous-groupe de C 4 . 

On peu t r emarque r que la 2 - T - S tour de(Q est finie, puis que<Ç^(2) = <ÇfT(2), ceci 
pa r un résu l ta t de [Mai]. 

5 E t u d e d u c a s c y c l i q u e . 

Dans ce t te par t ie , nous supposerons que K / k est une extension cyclique, T-ramif iée 
modérée ; sous ce t te hypothèse , la borne m a j o r a n t A ^ est opt imale , i.e. nous avons 
le t héo rème suivant : 

T h é o r è m e 5 . 1 : 
Soit K / k une extension cyclique de g roupe de Galois G, T- ramif iée m o d é r é e ; alors 
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\ H 2 ( G , E I J \ 

{cifc ) / jK/k (clk,m) 

n 
ves0uPik ,00 

7 ' 

Tout d ' a b o r d un l emme qui résul te d ' u n résul ta t de Gras [Gra] 

L e m m e 5 . 1 : O r d r e d e s T - S c l a s s e s a m b i g e s d e K . 
On a la fo rmule su ivan t e : 

K m Ï 
| Clk,r 

[K : k] . \dk ,m{(vf-)v esoA am)ves0 0 \ (s0 0 ty1)) \ J 

où f v est le degré résiduel de v dans K / k et où av
m G k+ v . 

Démons t r a t ion du l emme : 
Appl iquons à no t re s i tua t ion la formule établ ie pa r Gras [Gra, §2, théorème 2.7] avec 
"H = c l k t m (S 0 , ves^ ) et où G I<+w ; on a alors : 

( < m ) 
G 

| clk I I I e - {Uk,m : N K / k U K M ) 
v£T 

[I< : fc]. \c l k ,m{(vf") v es 0 , ( < ) , e 5 0 0 \ ( s 0 0 n 7 ) ) | . (A : A n K % ) 

ou 
N K /kU K ,M = n I I N K w /k v UK w , avec e w ( = e v ) l ' indice de ramif icat ion de 

veT H» w£pl K 

w dans K / k , et Uefw = {x G Uk w , w(x - 1) > e w } , 

• u k , m = n u i , 

. K+, = {x G K + , x = \ ( M ) , M = I I 
vET w\v 

. A = {x G fc+, (x) G ( N K / k ( S o ) . N K / k ( ( b l ) w l v , „ e S o o ) ) } , où b l G K £ > . 

L 'extension é t an t T-ramif iée modérée , il vient alors imméd ia t emen t : 
i) I I e ^ = 

v£T 
ii) {Uk • N K / k UK,M) = 1 [Sel, chapi t re V, §6, corollaire 3, page 101]. 

D ' a u t r e pa r t , pour x de A, on a pa r définit ion (a) G ( N K / k ( S 0 ) . N K / k •»es,oo))> 
i.e 

v pAr(S0)u5oo\(Soon7) _ 
O U &k,m = {x G Et\ 

„ _ PAr5ouSco\(5ocri7) X t k,m ) 
,SoU5oo\(Soon7) , v (x) = 0( /„ ) , Vv G So}. 
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On voit imméd ia t emen t que tou t é lément de £^ 5 ° ) u 5 o o \ ( ' s ' x , n ' r ) e s t pa r tou t no rme 
locale dans K / k , par conséquent no rme globale; en r é sumé tou t x de A est no rme 
globale dans K / k . 
Il res te à vérifier que si x est é lément de A fl N x / k K x , alors en fai t x appar t i en t 
à Njc/kK^i ; on peu t dé jà s 'assurer que x est n o r m e d 'un élément de K £ [Gra, §2, 
l e m m e 2.5], puis il f au t r emarquer , puisque l 'extension est T- ramif iée modérée , que 
tou t x de A fl N k / i c K t appar t i en t au noyau de l ' appl icat ion sur jec t ive Af suivante : 

v€T 1 Kw/kvU k, u t w 

Enfin, c o m m e le noyau de Af est exac tement N x / k i ^ X i ) , [Gra, 2.6.1 et 2.6.2], on en 
dédui t alors la t r iv ia l i té de (A : A H K j ^ j . • 

Nous pouvons alors démont re r le théorème 5.1 : 

Démons t r a t ion : 

On rappel le que l 'on note pa r A ^ le quot ient —-— ; il vient alors 

A m — 

égali té qui devient : 

K J 

\ H \ G , E l J \ . \ H \ G , E l J \ . \ j s
K / k t m ( c / f , m ) 1 

m G , E l m ) \ . \ ( c l l m ) G \ 

A i = Q ( E s
k J . 

\ k e r ( j s
K / k J \ . ( E S J : ES

K ,m) . \ jS
K / k ,m fc) 

2 W - I K J I 

ceci pa r le t héo rème 2.1, et où Q ( E j ( m ) désigne le quot ient de Herb rand de E ^ ^ . 

On sait que Q ( E f C m ) est égal à ^ [La, chapi t re IX, §5, corollaire 2, page 
[K : k\ 

192]. 
Ainsi, on a en ut i l isant le l emme 5.1, 

A i = 
2h , V H- I l f v \ d s

k t J . : E * t m ) . | d k , m ( { ( v ' - U s o , « U s ^ n , ) ) ) 
v£So 

P a r le corollaire 1.1, on a : 

jS U-y 
k,m 

2 ̂ { E ^ Z - . E ^ Y 1 -, 

pa r conséquent , 
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n U 
I c l tm\ - \ c l k,m (((Vfv)veSo, (OveSoo\(5oon7))) 

v€S0Uplk ,00 

mais encore 

^ = n /«• 
dk,m ({(v f v)ves 0 , (aVm)v€S00\(S00n'y))) 

ves0upiki, 00 clk,m ({{v) v e S o , (a^JvgSoou,)) 

Si l 'on observe le quot ient 

f>r)>) 

dans l ' extension k ( m ) / k , on s 'aperçoi t qu' i l peu t s ' identif ier à un sous-groupe de 
G a l ( K / k ) , plus précisément au sous-groupe de G a l ( K / k ) engendré par les groupes 
de décomposi t ion des places de SoUp4 ) 0o ; ainsi si l 'on no te par / le ppcm des degrés 
résiduels f v des places v de Sq U plk,00, on a alors 

et par conséquent le t héo rème 5.1. • 
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