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Résumé

As in a previous article, we describe the ring of integers and the
group of units of two families of non-Galois quartic extensions, one
is given by the first coordinate of a torsion point of an elliptic curve
and the other is the maximal real field contained in its Galois closure.

Résumé: Comme dans un article précédent, nous décrivons ’anneau
des entiers et le groupe des unités de deux familles d’extensions quartiques
non galoisiennes, une étant donnée par la premiére coordonnée d’un
point de torsion d’une courbe elliptique, et I’autre étant le sous-corps
réel maximal inclus dans sa cléture galoisienne.

1 Construction.

Considérons pour un nombre complexe ¢ # £8, la courbe elliptique
d’équation:
(1) Y?= X(4X* +tX +4).
Cette courbe est parametrée par une fonction de Fueter T" associée a un réseau
1 de C et un point primitif de 4-division ¢ de (1 et sa dérivée normalisée
T: (la fonction de Weierstrass associée a () étant notée p, la fonction T est

définie par T'(z) = M

voir [2] pour plus de détails).
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Soit a@ € Q tel que 2a = ¢, puisque T(¥) = 1, d’aprés la formule de
duplication, le nombre T'(«) est racine du polynéme symétrique:

(2) PX)=X'—4X®—(t+2)X? -4X + 1.

Remarquons que P’arithmétique des courbes elliptiques n’est plus utilisée dans
ce qui suit.

Hypothéses: On suppose ¢t entier relatif, t < —12 et A = t? — 2° sans
facteur carré.

Nous allons étudier I’extension engendrée par une racine de P(X), montrer
qu’elle est quartique et totalement imaginaire (ceci grace a ’hypothése sur
t), préciser la monogénéité de son anneau des entiers et vérifier que cette
racine est une unité fondamentale. Nous en profitons pour étudier de méme
Pextension quartique réelle incluse dans sa cloture galoisienne et résoudre
une équation de Thue correspondant au polynéme P(X).

Je tiens a remercier Vincent Fleckinger, Jean Cougnard de leur aide précieuse
et constante.

Il résulte de la proposition suivante que la famille des extensions étudiées
n’est pas finie.

Proposition 1.1 L’ensemble des entiers naturels t tels que t? — 25 est sans
facteur carré n’est pas fini.

Démonstration: Nous raisonnons par ’absurde, en supposant qu’il
existe un entier sy tel que, pour tout entier s, si s > so alors s ou s + 16
a un facteur carré. Soit s; € N tel que s; > s et tel que s; — s soit un
multiple de 4. Notons F ’ensemble des entiers s, sans facteur carré, tels que
1659 < s < 16s;. Si s appartient a F alors s n’est pas un multiple de 4 et
s+ 16 a un facteur carré. F a donc au plus 6(s; — so) éléments, ce qui s’écrit
encore, p désignant la fonction de Mobitis:

16s;

(3) Y lu(s)] < 6(s1 — so).

s=16s09+1

D’aprés le théoréme 334 de [5], il existe A € R tel que pour tout B € N on
ait:

B
(@ IS lu(s)] - 221 < AVE.



Des deux inégalités précédentes, il résulte:

(5) - A\/ 1631 S 1630 + 6(31 — S())

ou encore 1 1 10 A
S0

6 _———

(6) 72 16 ~ 96s; t 6+/16s;

cette inégalité étant valable quelque soit s;, ce qui est absurde.

6(1631)
w2

Notations: La partie réelle (resp. la partie imaginaire, le module, le conjugué)
d’un nombre complexe z est noté R(z) (resp. T(z), |z|, 2).
Le polynéme aux inverses de P(X) étant

(NP(X)=X?—4X —t—4=(X-2—iv/-t=8)(X —2+ivV/—t—8),

notons

. 16
(8) s=—t—8, y=2+1iy/s, u= 1+—;—+1

9) §= (5 +inve), == 5lu+9),

On vérifie que y? — 4 = 6% et par conséquent d’une part on a y = z + — et

z
d’autre part  est une racine commune des polynémes X? —yX +1 et P(X).
Notons enfin:

(10) k=QWETS), K =Qi=8), K = Q).
On en déduit facilement les encadrements suivants:

(11) VI<u<2, § <R@) <2,

3
(12) 2 e <9() < 2vA, el <2V,
Une meilleure majoration de In(|z|) est la suivante:

Lemme 1.1 On aln(|z|) < 3in(s) + 2



Démonstration: De (8) et (9) on déduit:

20z < ly| + 141,
(13) yl = VA +s,

. A 1 4/ 16
|6| = 4 = \/E 1 + 5
ou encore

(14) |x]§%\/§(\/l+§+</l+-1§).

On a facilement

[~ 4 2 4/ 16 4 3. 3
(15) 1+-<145, {J1+4=<1+4-, W@ +3)< =,
S S S S S S

De (14) et (15), on déduit la majoration cherchée.

2 Etude de K et de sa cloéture galoisienne N.

Proposition 2.1 Le polynome irréductible de x sur Q est P(X). L’extension
K est quartique, totalement imaginaire, contient k et est égale a Q(5). De
plus, K n’est pas galoisienne et a pour cloture galoisienne N = Q(é,6) =

Q(z,+/t — 8) qui contient k'.

Démonstration:
1) Au cours des notations du paragraphe précédent, nous avons vu que z est
une racine de P(X). Le nombre z — 1 est racine de

(16) PX+1)=X*"+sX*+2sX +s

polynéome d’Eisenstein en tout facteur premier de s: 'extension K est donc

quartique et le polynéme irréductible de z sur Q est P(X). Le polynome
1

P(X), étant symétrique, a pour racines z, I L’élément z n’étant pas
réel, K est totalement imaginaire.

2) Puisquey =z + i—, on ay € K et donc k est inclus dans K. D’apres (7),
onadé?=y?—4=4y+tetdoncy € Q(J); d’apres (9), on en déduit que
K = Q($).

3) L’extension K n’est pas le compositum de k et k' car tout facteur premier
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de s se ramifie totalement dans K mais a pour indice de ramification 2 dans
kk'; donc v/t — 8 n’appartient pas & K. Puisque 86 = v/A, il en résulte que

K n’est pas galoisienne et a pour cléture galoisienne

(17) N = Q(z,vt - 8) = Q(4,9).

Proposition 2.2 L’extension réelle quartique K' incluse dans N a pour
éléments primitifs R(z), R(S) et |z|®. Le polynéome irréductible de |z|* est:

(18) RX)=X'+(t+0)X>+20t + 1D)X* + (t +49)X + 1.
Démonstration: D’apres (1.9), R(4) est racine de
(19) Q(X)=X*"+sX?—4s

qui est un polynéme d’Eisenstein en tout facteur premier de s. Le polynéme
Q(X) est donc irréductible dans Z[X] et Q(§+40) est donc quartique. Puisque

les racines de P(X) sont z, —, et — et ont pour somme 4, on a:
x z

(20) 2= R(x) + R(>) = RE)(1+ o).

|z[?

De plus, d’apres (1.8) et (1.9) on a:

L 2z — 2 .

il résulte de (20) et (21) que R(S) = T Le polynéme R(X) est obtenu
-2

a partir de Q(X) en substituant X a X.

Proposition 2.3 Le nombre i|z| est un élément primitif de N, son polynéme
irréductible sur K est X? — (z — 1)X + =.



Démonstration: On obtient 1’égalité suivante
(22) (t — 8)x? = (2% — 6z + 1)(x + 1)?,

en considérant le polynome réduit de P(X) modulo 8. On est naturellement
conduit 3 utiliser le polynome X? — (z — 1)X + z; il a pour racine

(23) z=%(m—1+xilm>.

qui, comme /t — 8, est un élément de N qui n’appartient pas & K, d’apres

1
la proposition 2.1. On a donc z = 22 + et un calcul montre que
z —
X +1
X — (X — 1) A TN,
(24) R(=X%) = (X -1) P(XX_l),

par conséquent 22 est une racine du polynéme R(—X). Le polynéme R(X)
a pour seules racines réelles |z|? et son inverse; un calcul (fastidieux) montre
que z vérifie R(z) = 0 et F(z) > 1. On en déduit I'égalité z = i|z|; le degré
de i|z| sur K étant 2 et celui de |z|? sur Q étant 4, le nombre i|z| est un
élément primitif de N.

Soient 7 la conjugaison complexe et o un automorphisme de N tel que

o(8) = —J; le schéma ci-dessous récapitule les sous-corps L de N et pour
chacun d’entre eux, le groupe de galois de N/L:
N
) B BN N )
Q) = K Q%) Bk QS—3) Q6+ =K
<T0> <T0%> <ol> <rto?> <T>
N I 2N | /
k ¥ N
< 1o,0% > <o> <T7,0%>
N oA
Q



3 Anneau des entiers de K et de N.

Notons dg le discriminant de K et dy le discriminant de N.

Proposition 3.1

1) Sit #£ 1 mod 4 alors 'anneau Ok des entiers de K est monogéne et
engendré par x et dx = 4%(t — 8)(t + 8)3.

2) Sit =1 mod 4 alors Ok a pour base

(25) %:{1,"”;1,35,””(’/2_1)},

dg = (t — 8)(¢t + 8)® et de plus 2 est un diviseur commun inessentiel du
discriminant (d.c.i.d.) de K.

Démonstration: Le discriminant de P(X) est d = 4%(¢ — 8)(¢ + 8)> et
on a vu que tout facteur premier de s est ramifié totalement et modérément
dans K.

1) Sit # 1 mod 4 alors 2 est ramifié dans k qui a pour discriminant 4(¢ + 8)
et on déduit que d est le discriminant de K.
2) Supposons t = 1 mod 4. Le polynéme irréductible de y;—l est
(26) X2 X — t—+—7,
4
le nombre y;—I est donc un entier, la base ‘B est entiere, a pour discriminant
(t — 8)(t + 8)° et elle engendre donc Ok.
Montrons que 2 est un d.c.i.d. de K et pour cela, étudions sa décomposition

dans K. L’entier 2 est décomposé dans k. La décomposition en produit de
facteurs premiers du polynome réduit de P(X) dans Z[X]/2Z[X] est

(27) (X2 4+ X +1)%

par conséquent P(X) n’a pas de racine dans Q, et par suite les idéaux
premiers divisant 2 dans k sont inertes dans K. On utilise alors un critere
de Hasse ([4] ch.25): il y a deux idéaux premiers de K divisant 2, de degré
résiduel 2 et, par ailleurs, p désignant la fonction de Mobius,

(28) "= =1,

df2
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on en déduit que 2 est un d.c.i.d. de K.

Proposition 3.2 L’anneau des entiers de N est Ok -monogéne et engendré

par i|z|; le discriminant de N est dy = d%(t — 8)2.

Démonstration: 1) Soit p un diviseur premier de t—8. La décomposition en
produit de facteurs premiers du polynéme réduit de P(X) dans Z[X]/pZ[X]
est

(29) (X?—6X + )(X +1)%

d’apres la proposition précédente, il existe donc deux idéaux premiers PB; et
B, de K tels que

(30) pOx = P1P3,

de plus PB; a pour degré résiduel 2 sur Z et est ramifié dans N et P, est
inerte dans NV.

2) Le discriminant du polynéme irréductible sur K de i|z| est égal a z% —
6z + 1d’aprés la proposition 2.2; on vérifie par le calcul que 2% — 6z +1 a
pour norme (¢ — 8)? sur Q; on a donc bien Oy = Ok[i|z|], et dy = d%(t —8)?
en utilisant la formule de composition des discriminants.

Remarque: Supposons ¢ = 1 modulo 4. Suivant une suggestion de Jean
Cougnard nous avons cherché, en vain, une base normale de N/k. Signalons

et 2; = i|z| + L= engendrent

toutefois que les éléments r; = = —

respectivement des bases normales de K/k et de N/K; en effet la trace de
z, sur k est 1, celle de 2, sur K est z? et de plus, d’aprés les propositions 3.1
et 3.2,on a Oy = O}([zl] et O = Ok[xl].

4 Groupe des unités de K.

Proposition 4.1 Le groupe des unités de K est engendré par x et —1 .

Démonstration:
1) Le sous-corps quadratique de K est Q(+/t + 8), 'entier ¢t + 8 est sans
facteurs carrés et ¢ + 8 < —3 donc le sous-groupe de torsion de K est {+1}.
2) Puisque K est totalement imaginaire, le rang du groupe des unités est 1
et z étant une unité, le régulateur R de K est majoré par 2in(|z|). D’apres
les résultats de Bergé et Martinet ([1]), puisque |dx| € {392,605}, on a:

ldxl

(31) Rk > lln( 16 );
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> s* et donc:

D’apreés la proposition précédente, on a |dx

1, .ld
(32) Zln(LI—Ig_') > In(s) — In(2).
D’apres le lemme 1.2, (31) et (32), on déduit alors:

2In(|z|)

33 — <2
) 2k
Si z n’est pas une unité fondamentale, soit v celle-ci; il existe n € N, n > 1,
tel que |z| = |v]*, et on a alors 2{n(|z]) = nRk, ce qui contredit (33).

5 Anneau des entiers de K'.

Notons dg+ le discriminant de K’ et

(-3 + ||) stt=1mod 8,
(34) z=1S 142z +20z|* +|2]®)  sit=3mod 4,
s(—=3+4lz|® + 4lz|* + |z|°®) sit =5 mod 8.

Proposition 5.1 L’anneau Ok des entiers de K' a pour base
(35) B = {1, |x|2’ I:L’|4, zt},

et pour discriminant di = A*(t 4+ 8) sit = 1 mod 4 et dgr = 22A%(¢ + 8)
sinon.

Démonstration: Le polynéme Q(X) introduit en (21) est d’Eisenstein en
tous les facteurs premiers de t + 8, donc ceux-ci se ramifient totalement et
modérément dans K’. Le discriminant de R(X) est d’ = 26A?(t +8). De plus
K’ contient Q(\/Z), qui a pour discriminant A. Donc dg+ et d' ont méme
valuation en tout facteur premier de A. On vérifie directement que z; est un
entier de K'.

Pour terminer la démonstration, il suffit de vérifier que 2 est sauvagement
ramifié dans K'/Q(v/A) si t = 3 mod 4. Supposons donc qu’il existe ¢’ € Z
tel que ¢ = 4t' 4+ 3. Puisque A = 1 mod 4, 'entier 2 n’est pas ramifié dans
Q(V/A). Le polygone de Newton du polynéme

(36) QX +1) = X*+4X° — (4¢' +5)X* — 2(4t' + 9)X + 2(17 + 6t')

montre que par contre, 2 est ramifié dans K.



6 Groupe des unités de K'.
Lemme 6.1 {/|z|? n'appartient pas a K'.

Démonstration: Raisonnons par ’absurde; il existe a,b, ¢ € Z tels que si
on note:
(37) r(X)=X*+aX?® +bX* +cX 41,

2in

on ait r(X)r(jX)r(5°X) = R(X3) avecj =¢€5 .
On obtient le systeme:

t+4 = a3 — 3ab + 3c,
(38) 20 +22 = b3+ 3a%+ 3c? — 3b— 3abe,
t+4 = ¢ — 3bc + 3a.

Notons a’ =a— 1,/ =c—1et u=a"— b+, on obtient le systéme:

t=a" +3a” + 3u — 3a'b,
(39) (' — )Na?®+* +3u+dd) =0,
a® — b3 + ¢ + 3a’bc’ = —16.
a) Supposons que: a’> 4+ ¢? + 3u + a'¢ = 0. Du systéme précédent on
déduit:
(2a' + ¢)? 43¢ = —12u,
(40) 2 ! /
u(u —3(a’ + ¢ +3)) = —16.
Par conséquent u est un élément de {—1, -2, —4}.
L’équation o? + 3% = —12u a pour ensemble de solutions dans Z2:
{(0,£1)} stu=—1,
(41) ¢ st u=—2,

{(0, £4), (£6,£2)}  si u=—4.

On en déduit alors d’apres (40) u = —4,a’ = -2, = —2 et t = —8 ce qui
est absurde.
b) Supposons que: ¢’ = a’. Le systeme (39) devient:

_ 3 12 __ .1 1 _
(42) {t_a + 3a 3a’b + 6a’ — 3b,

(b+ a')*(b—2d') = 16,

d’ott on déduit (a’,b) € {(1,3),(-5,6),(—2,0)} et t = —8, ce qui est absurde.
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Proposition 6.1 Le groupe des unités relatives de K'/Q(v/A) est engendré
par —1 et |z|? et le groupe des unités de K' est engendré par —1,¢ et |z|? ou
|z|\/€, le nombre € étant 'unité fondamentale de Q(v/A).

Démonstration: Notons Rk (resp. RQ(\/K)) le régulateur de K’ (resp.

Q(V/A)). D’apres le théoreme 5.9 de Bergé et Martinet ([1]), on a:

(43) By ®

car 'indice de Hasse et la constante C' du théoreme valent 1 et car la norme
du discriminant relatif de K’/Q(+/A) est s. D’aprés le lemme 1.2, on a:

(44) 4in(|z]) < 2(In(s) + g)

Soit v 'unité fondamentale relative de K’/Q(v/A). 1l existe n € N* tel que
|z|? = v™ et il nous reste & montrer que n = 1. Pour ¢ > —114 on le vérifie
au moyen des logiciels Kant. Si t < —114, alors on a:

4in(|z|) 6
Ry 2(In(s) + 3) _
(45) "= Ryrm  Ine) — din(@) <7

Q(va)

n est différent de 2 et 4, car |z| ¢ K’ d’apres la proposition 2.2, et différent
de 3 d’apres le lemme précédent, n est donc égal a 1.

Déterminons maintenant le groupe des unités de K’. Soit ¢ une unité posi-
tive de K'. Il existe m € Z et a € {0,1} tels que N "/Q(\/K)(O — gImta
L’unité £2e72m—2 étant relative, il existe n € Z et b € {0,1} tels que £? =
|z|4nt2e?m+e et par suite £ = |z|>"e™|z|’y/€". Pour terminer, remarquons que
le couple (a,b) est différent de (0,1) car |z| ¢ K, et de (1,0) car ’extension
relative K'/Q(v/A) est ramifiée en dehors de 2.
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