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RESUME. Nous recherchons le groupe de Chow des cycles de codimension 2
en le produit de n variétés de Severi-Brauer (n > 2). Nous analysons plus
en détail

o le produit d’une variété biquaternionique et d’une conique;

o le produit de deux surfaces de Severi-Brauer.
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2 N. A. KARPENKO

0. INTRODUCTION

Dans [9], nous recherchions le groupe de Chow CH? pour une variété de
Severi-Brauer. Ici, en utilisant les mémes méthodes, nous recherchons le méme
groupe pour un produit direct de mémes variétés. La motivation pour ce tra-
vail est donnée par un résultat de Izhboldin ([5]): le corps de fonctions d’une
variété de Severi-Brauer est universellement excellent ssi I'indice de 1’algebre
correspondante n’est pas divisible par 4. Cependant, pour ce résultat, il avait
besoin d’information certaine sur le groupe CH? du produit d’une variété bi-
quaternionique et d’une conique (6.1).

Des premiers résultats sur le groupe CH? d’un produit de variétés de Severi-
Brauer sont obtenus dans [14]. On y établit sa connexion avec le 3-iéme groupe
de cohomologie galoisienne ([14, theorem 4.1]) et on y construit un exemple
d’un produit de trois coniques avec torsion dans CH? ({14, remark 6.1}).

Le résultat principal et général de I’article présent est 5.5 (avec le corollaire
5.6). Nous I’appliquons & des produits de deux variétés de petites dimensions
(6.1), (7.1); on arrive en particulier & des exemples nouveaux de torsion dans
CH

Nous utilisons la terminologie et la notation suivantes. Si on dit que A est
une algébre, on veut toujours dire que A est une algebre centrale simple sur
un corps. Pour une algébre A sur un corps F' on note [A] sa classe dans le
groupe de Brauer Br(F') de F; exp A désigne ’exposant, deg A le degré et
ind A l'indice de A.

La variété de Severi-Brauer d’une algebre A est désignée par SB(A). Une
variété est toujours une variété algébrique projective lisse sur un corps; un
faisceau sur X est un @x-module. L’anneau de Grothendieck d’une variété X
est désigné par K(X);

K(X)=T°K(X) DT'K(X)>... et K(X)=T°K(X)D> T'K(X)>...

sont respectivement la gamma-filtration et la filtration topologique de K (X);
on utilise la notation G*I'K (X)) et G*TK(X) pour les anneaux adjoints gradués
de ces filtrations. Il y a des relations certaines entre G*I'K(X), G*TK(X) et
I’anneau de Chow CH*(X) que nous utilisons mais ne décrivons pas ici; on les
trouve dans [9, §2].

Ce travail est exécuté au Labo de Mathématiques de I’Université de Franche-
Comté. Je le remerci sincerement pour ’atmospheére et les conditions excel-
lentes.

1. DEUX RESULTATS PRELIMINAIRES

Proposition 1.1. Soient Ay,..., A, et By,..., B, des algébres sur un corps
F telles que les sous-groupes de Br(F) engendrés par [Ai],...,[An] et par
[Bi),...,[Bm] coincident. Alors

Tors CH? (SB(AI) X oo X SB(A,.)) ~ Tors CH? (SB(BI) X eor X SB(Bm)) .
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Démonstration. Posons X = SB(4,) x -+ x SB(A,), Y1 = SB(B,). Il suffit de
montrer que
Tors CH?*(X) ~ Tors CH*(X x V) .
Puisque X X ¥} — X est une fibration projective (5.3), on a ([4, §2 of appendix
A
! CH}(X x¥;) ~ CH}(X)®--- @ CH? 4mYi(X)

La derniére observation est: pour tout i < 2, le groupe CH'(X) n’a pas de
torsion (pour ¢ =1 v. [16, lemme 6.3, (i)]). O

Soit p un premier. Pour une algébre ainsi que pour un groupe abélien A, on
va noter A{p} la partie p-primaire de A.

Proposition 1.2. Soient A,,..., A, des algébres sur un (méme) corps. On a
CH? (SB(A;) x - - - xSB(A,)){p} ~ Tors CH? (SB(A1{p}) x---xSB(An{p})) .

Démonstration. Pour n = 1, le résultat est démontré dans [9, proposition 1.3].
La méme preuve marche pour n > 1. O

2. GROUPE DE GROTHENDIECK DE PRODUIT DE VARIETES DE
SEVERI-BRAUER

Soient Ay,..., A, des algebres sur un corps F, Xj,..., X, leurs variétés de
Severi-Brauer et X = X; x --- x X,,. Fixons une cléture séparable F' de F et
posons X; = (X;)p pour chaque i. Les variétés X; sont des espaces projectifs;
notons ¢; la classe dans K (X) du faisceau tautologique de la fibration projective

X - I1 Xj .
I#
L’anneau K(X) est engendré par les éléments ¢, . . ., €, avec les seules relations
(fl _ l)degfh == (fn — l)degA,, =0.

Regardons la restriction K (X) — K(X) qui est un homomorphisme d’anneaux.

Théoréme 2.1. L’homomorphisme K(X) — K(X) est injectif; son image
est additivement engendrée par les éléments
ind(AP" ®--- @ AP") - & - &
avec 0 < jy <degA,, ..., 0< 3, <degA,.
Démonstration. On utilise [15, §8, theorem 4.1] n fois. a

Corollaire 2.2. Pour des algébres A,, ..., A, des degrés fizés, 'anneau K(X)
avec la gamma-filtration (et le groupe Tors G’T K (X) en particulier) dépend
seulement des nombres ind(A%" @ .. ® A%%),

Démonstration. Par le théoréme, les nombres déterminent K (X) entierement
comme un sous-anneau de K(X). Les classes de Chern a valeurs dans K ([9,
definition 2.1]) pour X qui déterminent la gamma-filtration ([9, definition 2.6])
sont les restrictions des classes de Chern pour X. O
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3. VARIETES ET ALGEBRES DISJOINTES

Définition 3.1. Soient Xj,...,X, des variétés quelconques sur un (méme)
corps. Nous disons qu’elles sont disjointes si I’homomorphisme d’anneaux

KX1)® - -® K(X,)— K(X1 x---xX,),
induit par les homomorphismes d’image inverse
pri: K(X;) = K(X; x -+ x Xy)
par rapport aux projections pr;: X; X -+ x X, — X;, est un isomorphisme.

Proposition 3.2. Soient X,,..., X, des variétés disjointes. La gamma-filtra-
tion de K(X; X -+ x X,,) coincide avec la filtration induite par les gamma-
fitrations de K(X,),...,K(X,).

Démonstration. Notons X le produit X; x --- x X,, et I 1a filtration induite.
Alors, pour chaque ! > 0, on définit I'K(X) comme le sous-groupe de K(X)
engendré par tous les produits

priTHK(Xy) - pri T K(X,)

avec I} +---+ 1, > 1. Comme un homomorphisme d’image inverse respecte la
gamma-filtration, on a l'inclusion I K(X) C IVK(X). Démontrons I'inclusion
inverse. Puisque la gamma-filtration I' de K(X) est la plus petite filtration
d’anneau ayant les propriétés °K(X) = K(X) et ¢/(z) € I'K(X) pour tout
z € K(X)etl1>1,ou c estlal-iéme classe de Chern a valeurs dans K ([9,
definition 2.1]), il suffit de montrer que

(%) d(z) e "K(X) .

Comme les variétés Xi, ..., X, sont disjointes, le groupe additif de K(X) est
engendré par les produits

(%) z = pri(z1) - pro(ea)
ou z; € K(X;) est la classe d’un faisceau localement libre. Il suffit donc de
vérifier I'inclusion (*) seulement pour z de la forme (). Puisque ¢/ commute
avec pri,on a

d(pri(e:) e T'K(X),

et le dernier pas de la preuve est

Lemme 3.3. Soient n,m,l > 0. Il existe un polynome f,((a;), (Tj)) sur Z en
les variables o4,...,0, €t 1y,..., T, ayant les deuz propriétés suivantes:
o siz,y € K(X) sont les classes de faisceauz localement libres sur une
variété X, la classe de Chern c!(z - y) est égale é fi(c'(z),c/(y));
® si on pose dego; =i et degt; = j, le degré de chaque monéme de f; est
supérieur ou égal a l.
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Démonstration. Par le principe de décomposition ([13, prop. 5.6]), il suffit de
regarder le cas ou

g=b4+bn y=mt- o Fm

avec les classes de faisceaux inversibles §;,n;. Pour la classe de Chern totale ¢,
([9, definition 2.1]), on a

n

a(@) = (L) = [T 1+E-10) = [[0+at) ot a=6-1;

cly) = c'(,-é n;) = ]_EII (L+(m—1)t) = ﬁl(l + bjt) ol bj =p; — 1

ci(zy) = (3 &m;) = [T (1 + (&ny — 1)t) = [T (1 + (aib; + a; + b;)t) -

] i,j 1]
La classe c'(zy) est (par définition) le coefficient de t' dans ¢,(zy). Ce coefficient
est évidemment un polynéme en ay,...,a, et by,..., b, qui est symétrique par
rapport aux variables (a;) et aussi symétrique par rapport aux variables (b;)
(notons que le degré de chaque monéme est au moins égal & ). Alors, par le
théoréme fondamental sur les polynémes symétriques, ¢(zy) = fi((5:), (75))
pour un polynéme fj, ou (o;)%, sont les polynome symétriques élémentaires
en (a;) (0; est un polynéme homogene de degré i) et (7;)7., les polyndme
symétriques élémentaires en (b;). L’assertion de la lemme concernant le degré

est évidemment satisfaite. Finalement, on note que o; = c'(z) et 7; = ¢/(y).
a
a
Corollaire 3.4. Soient X;,...,X, des variétés telles que leurs groupes de

Grothendieck sont finement engendrés (des variétés de Severi-Brauer par ez-
emple). Si les variétés sont disjointes et les groupes G*T K (X4),...,G*TK(X,)
n’ont pas de torsion, le groupe G*TK(X; % --+ X X,) est aussi sans torsion.

Démonstration. L’homomorphisme naturel

GTK(X1)®: -G TK(X,) - GTK(X; x--- x X;)
est surjectif par la proposition. Par notre condition, le groupe du coté gauche
est finement engendré et sans torsion; alors c’est un groupe libre abélien de

rang fini. Ce rang coincide avec le rang du groupe du c6té droit parce que les
variétés sont disjointes. O

Maintenant, on va comprendre ce que la condition d’étre disjointes veut dire
pour des variétés de Severi-Brauer.

Définition 3.5. Soient A, ..., A, des algébres sur un (méme) corps. On dit
qu’elles sont disjointes si

ind(A®" ® - ® A%") = ind A®* ...ind A®™ pour tous jj,...,J, > 0.
Proposition 3.6. Des algébres Ay, ..., Ap sont disjointes ssi leurs variétés de
Severi-Brauer sont disjointes.
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Démonstration. Comme pour une algebre A arbitraire il y a un isomorphisme
canonique K(A) = ind A Z ol maintenant K note le groupe de Grothendieck
de ’algebre, les algébres sont disjointes ssi les applications

K(AP") ® - @ K(A®") —» K(A?" @ --- @ A%")

sont des isomorphismes pour tous 0 < j; < deg A;,...,0 < j, < degA,. En
prenant la somme directe, on obtient ’application

deg A1 —1 . deg An—1 .
( 1I K(Ai""))@---@( Ji| K(A?’"))—+

J1=0 in=0
deg A1 -1 deg An—-1 ®; .
— I ... 1I K(A®"®--. @ A®n).
J1=0 Jn=0

En identifiant les facteurs du produit du c6té gauche avec K (SB(4,)), ...,
K (SB(A,)) et la somme directe du cbté droit avec K ( SB(A;) x - - - x SB(A,))
par 2.1, on obtient a la place de la fleche ’homomorphisme de 3.1. O

4. VARIETES “GENERIQUES”

Définition 4.1. Disons que une variété X est “générique” sila gamma-filtration
de K(X) coincide avec la filtration topologique.

Lemme 4.2. Si Tors G*TK(X) = 0 (pour une variété arbitraire X ), alors X
est “générique”.

Démonstration. Pour voir que les filtrations coincident, il suffit de montrer que
I’homomorphisme

a: G'TK(X) - G*'TK(X),
induit par P'inclusion des filtrations, est injectif. Comme a® Q est bijectif ([3,
proposition 5.5 of chapter VI]), le noyau de a contient seulement des éléments
d’ordre fini. Donc « est vraiment injectif si le groupe G*T'K(X) est sans
torsion. O

Lemme 4.3. Soit G — X une fibration grassmannienne. Si X est “générique”,
la variété G est pareillement “générique”.

Démonstration. Puisque G est une fibration grassmannienne sur X, la CH*(X)-
algebre (commutative) CH*(G) est engendrée par les classes de Chern (a valeurs
dans CH) (v. [2, proposition 14.6.5] ou [11, (3.2)]). En utilisant ’épimorphisme
naturel CH* — G*TK, on obtient le méme résultat pour G*TK: la G*TK(X)-
algebre (commutative) G*TK(G) est engendrée par les classes de Chern (a
valeurs dans G*TK). Comme X est “générique”, 'anneau G*TK(X) méme
est engendré par les classes de Chern ([9, remark 2.17]). Par conséquent,
G*TK(G) est engendré par les classes de Chern non seulement comme I’algebre
mais aussi comme un anneau. Cela veut dire que G est “générique” ([9, remark

2.17)). 0
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Lemme 4.4. Soit X — Y un morphisme lisse de variétés, X sa fibre générique.
Si X est “générique”, la variété X (c’est une variété sur le corps de fonctions
de Y ) est aussi “générique”.

Démonstration. Le morphisme (de schémas) X — X induit un homomor-
phisme des groupes de Grothendieck K(X) — K(X), respectant les deux

filtrations, et un homomorphisme des groupes de Chow CH*(X) — CH*(X)
qui est surjectif ([10, theorem 3.1]). Par conséquent, ’homomorphisme

G*TK(X) — G*TK(X)
est aussi surjectif, et donc, pour chaque [, le groupe T'K(X) est appliqué~sur-
jectif dans T'K(X). Puisque T'K(X) = IK(X), on en déduit que T'K(X) C

K (X). L'inclusion inverse a lieu tout le temps. a

Corollaire 4.5. Soient X et Y des variétés sur un corps F telles que la pro-
jection X XY — Y est une fibration grassmannienne. Si X est “générique”,
alors Xr(y) est pareillement “générique”.

Démonstration. La variété X xY est “générique” d’apres 4.3; ensuite la variété
Xr(y) est “générique” par 4.4. (]

5. ALGEBRES “GENERIQUES”

Proposition 5.1. Soit A une algébre primaire (i.e. deg A est une puissance
d’un premier). On suppose que
o soitindA =expA
o s0itindA=2" et ind A%?"” =4 (n >2)
une algébre des biquaternions est un exemple de telle A). Alors, le groupe
) P g

G*T(SB(A)) n'a pas de torsion.

Démonstration. Pour des algébres du premier type, v. [9, proposition 3.3, corol-
lary 3.6); pour le deuxiéme type, v. la démonstration de [9, proposition 4.9]. O

Corollaire 5.2. Soient A;,...,A, des algébres disjointes et supposons que
chaque A; satisfait la condition de 5.1. Alors pour le produit X de leurs variétés
de Severi-Brauer, on a: Tors G*TK(X) = 0; en particulier, Tors CH*(X) = 0.

Démonstration. Ceci résulte directement de la proposition avec 3.4 et 3.6. [

Pour une algebre B et un entier r > 0, notons SB(r, B) la variété de Severi-
Brauer généralisée des idéaux & droite de B de rang r ([1, §2]). En particulier,

SB(1, B) = SB(B).

Proposition 5.3. Soient Ai,..., A, et B des algébres sur un (méme) corps,
X =SB(A1) x --- x SB(A,) et Y = SB(r, B) avec certain r > 0.

Si la classe [B] de lalgébre B dans le groupe de Brauer appartient av groupe
engendré par [Ai1],...,[An], la projection X x Y — X est une fibration r-
grassmannienne.
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Démonstration. On peut supposer que
B':Aiejl ®._.®A;?jn

avec j1,...,Jn > 0 certains. Considérons le carré cartésien
XxY —s T'xY

! |

X — T
ou T = SB(B) et le morphisme X — T est donné par le produit ten-
soriel d’idéaux. La fleche du coté droit (c’est la projection T' x Y — T)
est une fibration r-grassmannienne d’apres [9, proposition 6.3]). Donc, la pro-
jection X x Y — Y (c’est la fleche du c6té gauche) est aussi une fibration
r-grassmannienne. a

Définition 5.4. Disons que une collection d’algébres A, ..., A, est “générique”,
si c’est un résultat d’une procédure suivante. On commence avec des algebres
disjointes Aj,...,A, sur un corps F telles que chaque A; satisfait la con-
dition de 5.1. Puis, on prendre des F-algebres B,..., B, telles que leurs
classes dans Br(F') appartiennent au sous-groupe engendré par [A,],...,[Ax].
Enfin, on prendre comme Y un produit direct de variétés de Severi-Brauer
généralisées quelconques des algtbres Bi,..., B, et on pose A; = (A)F)
pour tout : = 1,...,n.

Théoréme 5.5. Si une collection d’algébres Ay,..., A, est “générique”, le
produit X de leurs variétés de Severi-Brauer est une variété “générique” (4.1);
en particulier, ’épimorphisme

Tors G*T' K (X) — Tors CH?(X)
est bijectif dans ce cas.

Démonstration. Soient A,,..., A, les algebres utilisées pour construction de
notre collection “générique” (5.4). Posons X; = SB(A;) pour i =1,...,n et
soit X = X; x --- X X,,. D’aprés 5.2, le groupe G*T K(X) est sans torsion. En
particulier, la variété X est “générique” (4.2).

Maintenant, soit Y le produit direct de variétés de Severi-Brauer généralisées,
utilisé dans la construction de notre collection “générique”. Par 5.3, la projec-
tion X x Y — X est un produit fibré (sur X') de fibrations grassmanniennes.
Donc, en utilisant (4.5) m fois, on démontre que la variété X=X F(y) est
“générique”.

Corollaire 5.6. Soient A;,..., A, des algébres quelconques et X le produit
de leurs variétés de Severi-Brauer. Soit A,,. .., A, une collection “générique”
d’algébres telles que deg A; = deg A; et

ind(A%" @ .- ® A®) = ind(A®" @ - -- @ A®")
pour tout 1 et tous jy,...,Jn- 3
Le groupe Tors CH?(X) est isomorphe d un groupe quotient de Tors CH?(X).
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Démonstration. Par le théoréme, on a un isomorphisme
Tors CH?(X) ~ Tors G'TK (X) ;
par 2.2,0n a
Tors G*T K (X) ~ Tors G'TK(X) ;
enfin, on a toujours une surjection ([9, 2.15])

Tors G*T' K (X) —— Tors CH?*(X) .

6. VARIETE BIQUATERNIONIQUE FOIS CONIQUE

Nous appelons variété biquaternionique une variété de Severi-Brauer d’une
algeébre des biquaternions.

Théoréme 6.1. Soient X une variété biquaternionique, Y une conique (sur
le méme corps) et A, B les algébres correspondantes (B est une algébre des
quaternions).
1. La torsion dans le groupe CH*(X x Y) est sois triviale, sois d’ordre 2.
2. Si la torsion n’est pas triviale, alors

(*) indA=ind(AQ B)=4 e indB=2.

3. Si la collection A, B est “générique” (5.4) et satisfait la condition (x),
alors la torsion n’est pas triviale.

Démonstration. Si ind B # 2, c.-a.-d. si B est décomposée, on sait par 1.1
que Tors CH}(X x Y) ~ CH?(X); le dernier groupe n’a pas de torsion ([8,

corollary]).
Si ind A # 4, alors A est Brauer-équivalente a une algébres des quaternions

A’; désignant par X' sa variété de Severi-Brauer, on obtient (1.1)
Tors CH*(X x Y)) ~ Tors CH*(X' x Y) .
Puisque dim(X' x Y) = 2, le groupe
GTK(X'xY)=TK(X'xY)CK(X'xY)
n’a pas de torsion. On en conclut que Tors CH*(X x Y) = 0 aussi dans ce cas.

Soit C D’algébre a division qui est Brauer-équivalente au produit A ® B;
T = SB(C). En utilisant 1.1 de nouveau, on tire

Tors CH*(X x Y) ~ Tors CH*(T' x Y) .

Si ind(A® B) < 2, alors dimT x Y < 2 et on finit au méme facon comme

si-dessus.
Si ind(A ® B) = 8, les algebres A, B sont disjointes et 5.2 montre que

Tors CH*(X x Y) = 0.

Le reste est desservi par
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Proposition 6.2. Supposons que une algébre des biquaternions A et une algébre
des quaternions B sont des algébres d division et ind(A ® B) = 4. Pour X,Y
comme ci-dessus, on a: Tors G*TK(X xY) ~ Z/2.

Démonstration. Posons K = K(X xY), K = K(X xY). L'anneau K est
engendré par les elements £, avec les seules relations (¢ —1)* =0 = (y — 1)?
(v. §2). En particulier, le groupe additif de K est un groupe abélien librement
engendré par les elements '3, =0,1,2,3, 7 = 0, 1. Nous allons aussi utiliser
un autre system de générateurs: f'g’, ¢ =0,1,2,3,j = 0,1, 00 f = ¢ -1,
g=n-1L

Pour chaque /, le l-iéme term I'' K de la gamma-filtration de K est engendré
par les produits f'g’ avec i+j > I. En particulier, G'T K est un groupe abélien
librement engendré par les classe résidueles des produits f'g’ avec i+ j = I.

Lemme 6.3. Le sous-anneau K C K est addivement engendré par les ele-
ments

1, 4¢, €%, 4€%, 2n, 4€n, 26™n, 4% .
Démonstration. C’est 2.1 a notre situation particulier. a

Lemme 6.4. Les elements suivants sont aussi des générateurs du groupe ad-

ditif de K :

17 2f"'f2’ 291 2f27 4fg7 4f37 2f2.q 3 4f3.q

(Velement relevé va produir la torsion — v. 6.9). O

Lemme 6.5. Il y a les inclusions suivantes:
MK >2f-f3% 29;
I’K > 2f%, 4fg, |2/%g)|;
3K >4f3% 2-|12f%|;
MK >4f%.

Démonstration. L’assertion sur ' K est evidente.

Puisque 2f2, 4fg € K NT?K et ’homomorphisme a! est injectif ([16,
lemme 6.3, (i)]), ’assertion sur I?K a lieu (une vérification direct (v. le rest
de la démonstration) est aussi facile).

Finelment, on a:

a(46) =1+ f)* = P48 =4f° = 4f3eI’K;
2f2€MK et 29 e 'K = 4f%g = (2% - (29) € T°K ;

A =(En -1 =((f+D(g+1)-1) =4f°g e 'K .
0

Corollaire 6.6. Notons a* ’homomorpshime de restriction G*TK — G*TK.
Pour tout ¢ > 0, on a: Imo* C 2G'TK.
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Démonstration. D’apres le lemme, le groupe G!T'K est engendré par les classes
residueles des elements 2f — f2 et 2¢g; leurs images dans G'T'K sont effective-
ment divisibles par 2. Ainsi, I’assertion du corollaire pour 7 = 1 est démontrée.

Puisque les elements de I'?K, ['*K et 'K énumérés dans le lemme engen-
drent I'2K et sont divisibles par 2 dans K, on obtient 1’assertion pour 7 > 2
(on utilise ’absense de torsion dans G*T'K). O

Corollaire 6.7. # Tors G*T'K < 2.

Démonstration. Comme le groupe G*I'K est sans torsion, Tors G*TK C Kera*.
Nous allons montrer que # Kera®* < 2 en utilisant la formule suivante ([7,
proposition]):

Ker o* = # Cokero*/#(K/K) .
Il est facile de calculer que #(K/K) = 2'°. D’aprés le lemme, # Coker a* <
211,

Lemme 6.8. 2f%g ¢ K.

a

Démonstration. 11 suffit de montrer que Ima® C 4G3TK.

Le groupe Ima? est engendré par le sous-groupe Ima! - Ima? est le sous-
ensemble a3(c3K), ou ¢? est la 3-iéme classe de Chern & valeurs dans G*T'K
([9, definition 2.7]). Puisque Ima‘ C 2G'TK pour i > 0 par 6.6, on a: Ima* -
Ima? C 4G3TK. 1l suffit donc de vérifier que o3(c*(S)) C 4GI'K pour un
system de generatuers du groupe additif de K. La vérification est triviale si
on prend a titre de S le system de generateurs de 6.3. O

Corollaire 6.9. Le résidu de 2f?g dans G) T K a l'ordre 2 et engendre le sous-
groupe de torsion.

Démonstration. Le résidu est d’ordre 2 d’apres 6.8 et 6.5. Il engendre tout le
sous-groupe de torsion (non seulment de G*I'K mais aussi d’entier G*T K) par

6.7. a
Nous avons fini les démonstrations du théoreme et de la proposition. a
O

Remarque 6.10. A la condition du théoréme, notons F' le corps de base et
supposons qu’il existe une extension quadratique L/F (ou, plus généralement,
une extension de degré indivisible par 4) telle que I’algebre Ay n’est plus
une algebre & division et 1’algebre By, est décomposée. Dans ce cas, fig €
T3K (XL x YL); en utilisant ’application de norme, nous obtenons: 2f%g €
T3K(X xY), i.e. Tors CH}(X xY) = 0.

Alors, si A, B sont telles que Tors CH*(X x Y) # 0 (par exemple, si A, B
forment une collection “générique” (6.1)), il n’y a pas d’extension comme si-
dessus. Le premier exemple semblable est construit dans [12].
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7. PRODUIT DE DEUX SURFACES DE SEVERI-BRAUER

Un surface de Severi-Brauer est une variété de Severi-Brauer de dimension
2.

Théoréme 7.1. Soient X,Y des surfaces de Severi-Brauer sur un (méme)
corps et A, B les algébres correspondantes.

1. La torsion dans le groupe CH*(X x Y) est sois triviale, sois d’ordre 3.
2. Si la torsion n’est pas triviale, alors

(*) indA=ind B=ind(A® B) =ind(A® B°) =3

ou B° est Ualgébre opposée.
3. Si la collection A,B est “générique” (5.4) et satisfait la condition (),
alors la torsion n’est pas triviale.

Démonstration. Si au moins une des algebres A, B, AQ B, AQ B° est décomposée,
il existe une algébre C du degré 3 telle que sa classe [C] dans le groupe de
Brauer engendre le méme groupe que [A] et [B] (ensemble). D’apres 1.1, le
groupe Tors CH?*(X xY') est isomorphe dans ce cas au groupe Tors CH? ( SB(C'))
qui est trivial par {7, corollary].

Si ind(A® B) = ind(A ® B°) =9, alors les algébres A, B sont disjointes et
on peut utiliser 5.2.

Posons Y° = SB(B°). Comme par (1.1)

Tors CH*(X x Y) ~ Tors CH*(X x Y°),

il suffit de regarder seulment un des deux cas suivants:

e ind(A® B) =3 et ind(A® B°) =9;
e ind(A® B) =9 et ind(A® B°) = 3.

Lemme 7.2. Siind A =ind B =ind(A® B) =3 et ind(A® B°) =9, alors
Tors G TK(X xY) =0.

Démonstration. Posons K = K(X xY), K = K(X x Y). L’anneau K est
engendré par les elements £,7 avec les relations (£ — 1)> = 0 = (n — 1)3 (v.
§2). En particulier, le groupe additif de K est un groupe abélien librement
engendré par les elements £'n’ , i, = 0,1,2. Nous allons aussi utiliser un
autre system de générateurs: fig’,4,7=0,1,2,00 f=¢(—1,g=1n—1.

Pour chaque [, le l-iéme term I K de la gamma-filtration de K est engendré
par les produits fig’ aveci+j > [.

La condition du lemme implique que

ind A%®? = ind B®? = ind(A%®* @ B®*) =3 et
ind(A ® B®?) =ind(A**® B) =9.
Ainsi, d’apres 2.1, le sous-anneau K C K est additivement engendré par

1, 3¢, 3¢%, 39, 3¢n, 9%, 3n%, 9¢n?, 3¢%n*.
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Nous allons aussi utiliser un autre system de générateurs:
1, 3f, 3¢, 3f*, 3fg, 3¢%, 9f%¢, 3f’9 +3f4* +6f°¢*, 9f4* .
Maintenant c’est evident que V'intersection K NT3K est engendrée par
9f%g, 3’9 +3fg" +6f°¢* et 9f%g".
Pour démontrer que le groupe G’I'K est sans torsion, il suffit de vérifier que

les trois elements appartiennent a ' K.
Comme 312, 3¢ € ['’K et 3g € 'K, on a:

9f%g = (3f%)- (3¢9) € I°K, 9f’¢* = (3f%)-(3¢°) e T*K .
L’element resté coincide avec une 3-ieéme classe de Chern:
@) = (tn-1° = ((f+ (g +1)-1)* = (fg+ f+9)° =
3fg(f+9)* +(f+9)°’=6f¢*+3f’g +3fg".
O
Nous finissons la démostration du théoréme avec

Proposition 7.3. Siind A = ind B = ind(A ® B) = ind(A ® B°) = 3, alors
Tors GTK(X xY)~Z/3.

Démonstration. Nous utilisons la notation introduite au commencement de la
démonstration du dernier lemme.

Lemme 7.4. Le sous-anneau K C K est maintenant engendré par 1 et 3K.
En plus,

'K = 3r'K ;
I’K = 3I%°K ;
I°K 53f% ~3fg, 3f’9+3fg" +6f¢*;
MK >9f%%.
Démonstration. L’assertion sur I'' K est triviale. L’assertion sur I'’K découle
d’injectivité de a! ([16, lemme 6.3, (i)]); puis 9f%¢? € I"K car 3f2,3¢% € I'?K.
Pour montrer 1’assertion sur I K, calculons la 3-iéme classe de Chern
) = (En -1 = (F+1)2(g+1) 1)’ = 27f2¢* + 12’9 + 64" .

Puisque 9f2¢g,9f¢%> € K, on en conclude que 3f2g — 3fg% € K.
Enfin, comme nous avons deja calculé dans le preuve de 7.2,

3f9 +3fg" +6f7¢* = *(3¢n) € T°K .
O
Corollaire 7.5. # Tors G*'TK < 3.

Démonstration. Analogiquement 6.7. Maintenant, on a: #(K/K) = 3% et
# Coker a* < 3° (7.4). O
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Lemme 7.6. 3f%¢* ¢ K.

Démonstration. Définissons un homomorphisme ¢9: K — Z /9 a la maniere
suivante: ecrivons un élément £ € K arbitraire comme une combination lin-

eaire
2 ..
=Y ai;f'g aveca;; €Z,
1,j=0
posons ¢(x) = ag; + a1z + az; et définissons ¢o(z) comme le résidu de ¢(z)

modulo 9.
Comme ¢o(3f2g?) # 0, il suffit de montrer que ¢(I*K) = 0.
A priori, le groupe 'K est engendré par [''K - T'2K, ¢3(S) et ¢*(S) ot

S= 17 367 352; 3777 367]1 352777 37727 361727 362772 .

Cependant, ¢*(s) = 0 pour tout s € S; on peut donc rayer c*(S) de la liste des
generateurs.
Puisque
'K -T?’K cI'K-T'K C9K (74),

on a: (I K -TK) = 0.

Il reste c3(S). Pour s = 1, 3¢, 3¢2, 3n et 3p%, ¢(s) est deja 0. Les calculs
suivants montrent que ¢y (c3(s)) = 0 aussi pour les autres quatre elements
s€S:

ABen) =(tn—12=(f+Dg+1)-1) = (fg+(F+9)’ =
=3fg(f+ 9 +(f+9)°=|6f2g"+3f2g+3fq*|;

-

SBE?) = (En*-1)* = ((f+1)*(g+1)*-1) = ((f*+4fg+*)+2(f+9))’ =
=12(f* +4fg + ¢*)(f +9)° +8(f +9)> =|120f2¢* + 24f%g + 24f4*

-

ABEN) = (En—1° = (F+D*g+1) = 1)" = (F(f +29) + (2f +9))° =
=3f(f +29)(2f + 9)* + (2f + 9)° =|27f%¢g* + 12f%g + 6f¢°|;

*(3¢n?) = 21f%¢* + 6f°g + 12f¢’
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