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1 I n t r o d u c t i o n 

Dans t o u t e la suite, F désigne un corps de caractér is t ique différente de 2. 
Le radical de F , no té R ( i ? ) , est l 'ensemble des éléments x G F * tels que 
soit x est u n carré dans F soit F ( y / x ) / F est une extension quadra t ique pour 
laquelle l ' homomorph i sme de norme F ( y / x ) x —• F x est surject if . Il s 'avère 
que R ( F ) est u n sous-groupe de F x . 

C e t t e not ion de radical pour un corps a é té in t rodu i te pa r I. Kap lansky 
lorsqu'il é tudia i t les corps qui a d m e t t e n t une seule algèbre de quatern ions 
à à division [8]. P a r la suite, elle a été é tudiée dans u n cadre général par 
C. M. Cordes, qui la bap t i s a radical de Kaplansky, en l ' honneur de son in-
venteur [3]. Cordes remarque que, d a n s cer ta ins énoncés en théorie des formes 
quadra t iques , on p e u t remplacer le g roupe des carrés F * 2 p a r le radical R ( F ) . 

*Le présent travail fait partie de la thèse de doctorat de l'auteur, effectuée à l'Université 
de Franche-Comté à Besançon sous la direction de Mme Eva Bayer-Fluckiger et M. Detlev 
Hoffmann et soutenue le 25 Septembre 2001. L'auteur tient à remercier ses directeurs 
de thèse pour leur soutien ainsi que M. Jean-Pierre Tignol et M. David Leep pour les 
discussions instructives qu'il a partagé avec eux au sujet de cet article et les suggestions 
précieuses dont ils lui ont fait part. Il est également très reconnaissant envers M. Emmanuel 
Lequeu pour son aide quant à la rédaction. 
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C'est le cas, pa r exemple, pour le lemme de Kneser qui aff irme que sur 
un corps non réel t o u t e forme aniso t rope de dimension n représente au moins 
n classes de carrés ; Cordes mon t re alors que, pou r n > 2, une telle forme 
représente au moins n classes (entières) modulo le radical . E n part iculier , il 
obt ient ainsi une es t imat ion pou r le w-invariant d ' u n corps non réel avec un 
nombre fini de classes de carrés. 

O n no te £ F x 2 le sous-groupe de F x formé pa r les sommes non nulles de 
carrés dans F . Une pa r t i e m a j e u r e des t r avaux ul tér ieurs sur le radical a été 
consacrée à la cons t ruc t ion de corps F de radical n o n trivial, i.e. où les deux 
inclusions F * 2 C R ( F ) c valables en général , sont str ictes. C'est 
encore Cordes qui a donné le premier exemple d ' u n tel corps. M. Ku la [12] et 
L. B e r m a n [1], i ndépendemment l 'un de l 'aut re , ont cons t ru i t des exemples 
de corps de radical non tr ivial avec un nombre fini de classes de carrés. 

Le présent travail a pour b u t de résumer et d ' approfond i r les connais-
sances sur le radical de Kap lansky et de fournir de nouveaux exemples. 

D a n s les sections 3 et 4, nous exposons un cer tain nombre de fa i ts sur le 
radical et nous donnons des exemples simples de la fo rme qu' i l p e u t prendre. 

Les deux sections suivantes s ' inspirent d ' u n travail de D. Ki j ima, M. Nishi 
et T . Iwakami ([9], [10] et [7]). D a n s la section 5, nous é tudions les corps 
di ts quasi-pythagoriciens, dans lesquels t o u t e somme de carrés appar t i en t au 
radical . Le premier résu l ta t sur le radical, é tabl i pa r Kap lansky lui-même, 
s ' inscri t dans ce contexte. Dans la section 6, nous cherchons à m e t t r e en 
relat ion les rad icaux de deux corps dont l 'une est extension de l ' au t re . Le 
cas d ' u n e extension quadra t ique présente u n intérêt par t icul ier : les quot ients 
respectifs, pou r chacun des deux corps, du groupe multiplicatif pa r le radical 
sont reliés pa r u n cer ta in complexe dont l ' exac t i tude a été é tudiée par Kij ima, 
Nishi et Iwakami. 

Le compor t emen t du radical pa r r a p p o r t aux formes quadra t iques , é tudié 
dans la section 4, incite à regarder les liens entre radical et algèbres simples 
centrales, ce qui est fai t dans la section 7. 

Dans [11], Ku la développe la théorie des schémas de formes quadra t iques 
qui lui pe rme t , en part iculier , d 'ob ten i r des corps de radical non tr ivial et 
avec un nombre fini de classes de carrés. Ce t t e approche suggère que, pou r 
u n corps F , la s t ruc tu re des formes quadra t iques modu lo le radical R ( F ) et 
le quot ient R ( F ) / P x 2 pa ramé t r en t la s t ruc ture des formes quadra t iques sur 
F de façon indépendante . Aussi souhai tera i t -on faire varier le radical pa r ex-
tension des scalaires t o u t en préservant la s t ruc tu re des formes quadra t iques 
modulo le radical . La cons t ruc t ion d 'agrandissement du radical, développée 
dans cet esprit en dernière section, donne lieu à des exemples t rès généraux de 
corps de radical non trivial pour lesquels la s t ruc ture des formes quadra t iques 
modulo le radical est imposée. 
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2 N o t a t i o n s e t r a p p e l s 

Nous uti l iserons l ibrement les définit ions et résul ta ts de base en théorie 
algébrique des formes quadra t iques sur u n corps de caractér is t ique différente 
de 2. Les références s t a n d a r d s sont [13] et [18]. Les formes quadra t iques 
dont il est quest ion dans la sui te sont t ou te s supposées non dégénérées et 
l 'on d i ra souvent seulement "forme" pour "forme quadra t ique" . Les formés 
quadra t iques de dimension 2 sont aussi appelées f o r m e s binaires. Pour deux 
formes quadra t iques <p\ et (p2 on no te (fi _L <p2 (resp. <g> (p2) leur somme 
or thogonale (resp. leur p rodu i t tensoriel) et l 'on écrit f i = ip2 p o u r signifier 
que ifii et (p2 sont isométriques. 

Soit <p une forme quadra t ique sur F . Si . . . , o m G F * sont les valeurs 
de ip sur une base or thogonale alors on écrit <p = ( a i , . . . , a m ) . Pour u n 
entier positif n on no te n x iç la somme or thogonale (f ± ••• 1 (p (n fois). 
L 'ensemble des é léments non nuls de F représentés pa r <p est no té Dp(<p)- Si 
Df{<p) — F * alors on di t que <p est universelle. 

2 . 1 L e m m e . Soi t une f o r m e quadrat ique s u r F et a G F x . P o u r que tp 
représente a il f a u t et il suffit qu 'il existe une f o r m e quadrat ique ip' s u r F 
telle que t p ~ t p ' L ( a ) . De plus, dans ce cas on a l 'égalité 

D F ( t p ) = ( J D F ( ( x , a ) ) . 
x£DF(ip') 

Démons t r a t ion : C 'es t clair. • 

O n no te ( ( a i , . . . , an)) la n - f o r m e de Pf i s t e r (1, a i ) <g> • • • <g> (1, a n ) . C'est 
en par t icul ier une forme mult ipl icat ive de dimension 2 n . 

Si les formes quadra t iques <px et <p2 sur F sont W i t t équivalentes alors on 
écrit (pi = (p2. O n désigne par W ( F ) l ' anneau de W i t t de F et pa r I ( F ) son 
idéal fondamenta l . Pour n > 1 on écrit I n F pour sa n- ième puissance, au 
lieu de ( I ( F ) ) n . Le dé t e rminan t de <p = ( a i , . . . , a m ) est la classe d u p rodu i t 

dans F x / F x 2 . Il est no té d ( F ) . O n appelle alors d i sc r iminant 
de y la classe d±(<p) : = ( - l ) m < T 1 > • d(ip) G F x / F x 2 . Il ne dépend que 
de la classe de tp d a n s W ( F ) . Ainsi le discr iminant définit une appl icat ion 
d± : W ( F ) F x / F x 2 . D é p l u s , 

sa restr ic t ion à I ( F ) est u n homomorph i sme 
de groupes. P a r abus de nota t ion , nous regarderons souvent d±(<p) comme 
un élément de F x , dé te rminé à un fac teur carré près. 

Nous no tons B r ( F ) le groupe de Brauer de F . Sa loi de g roupe est notée 
addi t ivement . Soit A une F-a lgèbre simple centrale. Le degré de A est pa r 
définit ion la racine carrée de la dimension de A sur F . On no te [A] la classe 
de A d a n s B r ( F ) et on appelle exposant de A, no té e x p ^ ( A ) , l 'ordre de 
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[A] dans B r ( F ) . L ' indice de A, no té i n d F ( A ) , est le degré de l 'unique F -
algèbre à division D qui représente la même classe que A dans B r ( F ) . A est 
d i te déployée lorsqu'elle représente la classe tr iviale d a n s B r ( F ) , i.e. lorsque 
A êé M n { F ) pour u n n > 1. 

O n rappel le que, pour a, b G F x , la F -a lgèbre de qua te rn ions (a, b ) F a 
pour forme norme la 2-forme de Pfis ter {(—a, —b}). 

2 . 2 L e m m e . P o u r a , b G F x les condit ions suivantes sont équivalentes : 

(i) La F-a lgèbre ( a , b )p est déployée. 

(ii) La 2 - fo rme de Pf i s t e r ((—a, —b)} est hyperbolique. 

(iii) La f o r m e quadratique (1, —a, —b) est isotrope. 

Référence : [13, Chap . III, Theorem. 2.7.]. 

2 . 3 L e m m e . P o u r a , b £ F x on a D F ( ( l , a ) ) fl D F ( ( 1, b)) C D F { ( 1, - a b ) ) . 

Démons t ra t ion : Soit x G D p ( ( l , a ) ) fl D F ( ( l , b ) ) . Il vient —a,—b G 
D F ( ( 1, - x ) ) et ainsi ab G D F { { 1, - a : ) ) , d ' o ù x G D F { { 1, - a b ) ) . • 

Soit K / F une extension de corps. L 'extension de scalaires indui t un ho-
momorph i sme canonique de groupes B r ( F ) —> Br(.fi') ainsi q u ' u n homomor-
phisme canonique d ' a n n e a u x W ( F ) —> W ( K ) . Le noyau de B r ( F ) B r ( K ) 
est no té B r ( K / F ) et appelé groupe de B r a u e r relatif de K / F . P o u r une 
extension finie K / F , on note N k / f l ' homomorphisme de norme K x —• F x . 

2 . 4 P r o p o s i t i o n . Soit K := F ( y f â ) , avec a G F x \ F * 2 . Les homomor-
phismes d ' inclusion F x • K x et de no rme N k / f K x F x donnen t lieu 
à une suite exacte de groupes 

1 { p x 2 , a F x 2 } —> F x / F x 2 —> K x / K x 2 — * F x / F x \ 

Référence : [13, Chap . VII, Theo rem 3.4.]. 

2 . 5 P r o p o s i t i o n ( P r i n c i p e d e l a N o r m e ) . Soient K / F une extension 
quadratique, (p une f o r m e quadratique su r F et x E K x . P o u r qu'il existe 
c e F x tel que ex G Dk{^>k) il f a u t et il suffit que N k / f ( % ) £ D F ( (p) -D F (<p) . 

Référence : [6, N o r m Principle 2.13.]. 

Remarque : O n util isera le Pr inc ipe de la Norme su r tou t d a n s le cas où (p 
est une forme de Pf is ter ; dans ce cas on a Dp( ( f ) • Dp(<p) = Dp(<p), puisque 
<p est mult ipl icative. 
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Une extension K / F qui s ' in jecte dans une clôture quad ra t i que de F est 
appelée 2-extension. L 'énoncé suivant est classique : 

2 . 6 L e m m e . Soit K / F une 2-extension non triviale. Alors K contient une 
extension quadratique de F . 

Démons t ra t ion : Si l 'on choisit u n élément x G K x \ F x , alors F { x ) / F 
est une 2-extension non triviale contenue d a n s K / F . O n p e u t donc sup-
poser que K / F est finie. Soit L / F une clôture galoisienne de K / F . C o m m e 
t o u t e c lôture quadra t ique de F est une extension galoisienne de F , L / F est 
également une 2-extension. O n no te G le g roupe de Galois de L / F et H le 
g roupe de Galois de L / K . Alors G est u n 2-groupe et , c o m m e l 'extension 
K / F est non triviale, on a H ^ G. On choisit u n sous-groupe maximal H ' 
de G qui cont ient H . Alors H ' est d ' indice 2 dans G (cf. [2, Chap . I, §6, 
Propos i t ion 12]) et L H ' , le sous-corps de L fixé pa r H ' , est une extension 
quadra t ique de F contenue dans K . • 

3 S t r u c t u r e d u r a d i c a l e t e x e m p l e s 

Nous appelons radical de F l 'ensemble 

R ( F ) : = f | D F ( ( l , a ) ) . 
aeF* 

Il vient de ce t te définit ion que le radical de F est un sous-groupe de F x 

et que l 'on a les inclusions F x 2 C R ( F ) c Y , F • D a n s ce t t e section, 
nous donnons des exemples qui i l lustrent les diverses posi t ions possibles du 
radical R ( F ) pa r r a p p o r t à F * 2 e t ^ F * 2 . Il convient d ' a b o r d de chercher 
des carac tér i sa t ions équivalentes pou r les éléments d u radical . 

3 . 1 P r o p o s i t i o n . P o u r x € F x les condit ions suivantes sont équivalentes : 

(i) x e R ( F ) . 

(ii) La f o r m e (1, —x) est universelle s u r F . 

(iii) P o u r tout a G F x on a l 'égali té D F { ( 1 , a ) ) = D F ( { l , a x ) ) . 

(iv) La F-a lgèbre (x, y ) F est déployée quel que soit y G F x . 

(v) B r ( F ( y / x ) / F ) = 0. 
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Référence : Les équivalences (i & i i & iv) sont ment ionnées dans [3, 
p. 253]. 

Démons t ra t ion : Les condit ions (i) et (ii) sont chacune équivalentes à ce que 
la forme (1, — x, —y) soit i sotrope quel que soit y G F x , ce qui est, d ' après 
(2.2), également équivalent à (iv). De (2.3) on dédui t l 'égali té 

D F ( ( 1, a)) n D F ( { 1, - x ) ) = D F ( { 1 , ax ) ) n D F ( { 1, - x ) ) 

pou r a , x G F x , d ' où l ' implicat ion (ii i i i ) . Pour la réciproque, il suffit de 
p rendre a : = —1. 

Sans hypothèse sur x G F x , le g roupe de Brauer relatif B v ( F ( y / x ) / F ) 
consiste en les classes de F-a lgèbres de qua te rn ions ( x , y ) F , avec y G F x . 
L'équivalence (iv v) s 'ensui t . • 

3 . 2 C o r o l l a i r e . P o u r que le corps F sat isfasse R ( F ) = F x il f a u t et il suffi t 
que toute f o r m e binaire su r F soit universelle. • 

Un corps F qui vérifie R ( F ) = F x est n o n réel. De façon plus générale, 
on s ' intéresse aux corps F pour lesquels R ( F ) = J ] F x 2 . Ces corps, dits 
quasi-pythagoriciens, seront étudiés en section 5. 

3 . 3 E x e m p l e s . Dans les cas suivants le corps F vérifie R ( F ) = F x : 

(i) F est u n corps fini (de caractér is t ique impaire) , 

(ii) F — k((X)) où k est un corps quadra t iquement clos (avec car (k) ^ 2), 

(i i i) F = k ( X ) où k est u n corps algébriquement clos (avec car (k) ^ 2). 

E n effet, d a n s les cas (i) et (ii) , F est non réel avec \ F x / F x 2 \ = 2, donc il 
existe seulement deux formes binaires sur F et elles sont universelles. Dans 
(ii i) le corps F possède la propr ié té C\ (voir [18, Chap . 2, § 15]) et ainsi t ou t e 
forme binaire sur F est universelle. 

Il arrive souvent que le radical d u corps est rédui t au groupe des carrés. 
O n di t que le corps F est sans radical si R ( F ) — F x 2 . 

3 . 4 E x e m p l e s . (1) Tout corps local est sans radical. E n effet, sur un corps 
local F il existe une F -a lgèb re de qua te rn ions à division qui est déployée 
par t ou t e extension quadra t ique de F [13, Chap. IV, L e m m a 2.14] ; par 
conséquent, on a B r ( F ( y / x ) / F ) ^ 0 pour x G F x \ F x 2 ; il s 'ensuit par 
l ' implicat ion (i v) de (3.1) que R ( F ) = F x 2 . 

(2) Tout corps pythagoric ien est sans radical. C 'es t clair car pour u n 
corps pythagoric ien F on a pa r définit ion ]T )F x 2 = F x 2 et ainsi les inclusions 
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F * 2 C R,(F) C Y ^ F * 2 sont des égalités. E n fai t , u n corps est pythagoricien 
si et seulement s'il est quasi-pythagoricien et sans radical . 

(3) Tout corps de nombres est s ans radical. P o u r le vérifier, on considère 
pour u n corps de nombres F ses complétés F p pour tou tes les places p sur F . 
Alors, de l 'égali té F * — F X F * 2 on dédui t pa r l 'équivalence (i i i ) de (3.1) 
que R ( F ) C R ( F p ) . Or , R ( F P ) = F x 2 puisque F p est soit u n corps local soit 
u n corps réellement clos et ainsi pythagoricien. Un élément de R ( F ) devient 
donc un carré dans t o u t complété F p ; le " théorème d u carré global" [14, 
p. 182] di t alors que cet élément est u n carré dans F . 

3 . 5 P r o p o s i t i o n . Soit F un corps complet pou r une valuat ion discrète avec 
un corps résiduel de caractérist ique différente de 2 et n o n quadrat iquement 
clos. Alors F est sans radical. 

Démons t ra t ion : Soient v la va lua t ion pou r laquelle F est complet et ir 
une uni formisante pou r v. Il suit de [13, Chap . VI, Propos i t ion 1.9.] que 
D F ( { l , a n ) ) = F x 2 U a i r F x 2 pour t o u t a G F x tel que v(a) = 0. C o m m e 
le corps résiduel n 'es t pas quadra t iquemen t clos il existe un élément a G 
F x \ F x 2 te l que v{a) = 0. Il vient R ( F ) C D F ( ( l , n ) ) f ) D F ( { l , air)) = F x 2 , 
donc R ( F ) = F x 2 . • 

3 . 6 C o r o l l a i r e . Si F est un corps non quadrat iquement clos alors F((X)) 
est s ans radical. • 

On s ' intéresse ma in tenan t aux corps qui ne sont ni quasi-pythagoriciens 
ni sans radical . O n di ra que le corps F est de radical n o n trivial lorsque 
F * 2 C R ( F ) Ç £ F * 2 . P o u r les corps non réels ce t te définit ion coïncide 
avec celle qui est donnée dans [3, p. 259]. Nous donnons u n exemple d ' u n e 
extension algébrique non réelle de Q avec 8 classes de carrés et de radical 
non trivial. 

3 . 7 E x e m p l e . Dans Q3 les entiers - 2 , - 5 et 7 sont des carrés. Q 3 contient 
donc le corps Q( \ /—2, V ~ 5 ) , dans lequel 7 n 'es t pas u n carré. P a r m i les 
sous-corps de Q 3 qui sont extension algébrique de Q( \ /—2, V—5) et dans 
lesquels 7 n 'es t pas u n carré, on choisit u n corps F maximal . Alors F ( V 7 ) 
est la seule extension quadra t ique de F d a n s Q3. Les qua t r e classes de carrés 
de Q3 é t an t représentées par 1 , 2 , 3 et 6, il s 'ensui t que les classes de 2 , 3 , 7 
forment une F 2 -base de F x / F x 2 ; en part icul ier | F x / F x 2 | = 8. 

O n dédui t de Q3
X = F x Q x 2 que R ( F ) C R ( Q 3 ) . C o m m e Q 3 est sans 

radical il vient R ( F ) C F x fl Q 3 2 = F x 2 U 7 F x 2 . On calcule 2 = 3 2 - 7, 
3 = ( V / Z 2 . v ^ ) 2 - 7 et 2• 3• 7 = 72 - 7 ; on en conclut £>^((1, - 7 ) ) = F x , 
d ' o ù R ( F ) = F x 2 U 7 F x 2 . 
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4 R a d i c a l e t f o r m e s q u a d r a t i q u e s 

Dans cet te section, nous exposons plusieurs résul ta ts qui éclairent le rôle 
joué pa r le radical de Kap lansky dans la théorie des formes quadra t iques . 
E n part icul ier , nous m e t t o n s en correspondance le radical avec l ' idéal de 
l ' anneau de W i t t fo rmé pa r les formes binaires universelles (4.4), et, pour 
t ou t élément a G R ( F ) , nous dé te rminons le noyau de l ' homomorph isme 
canonique W { F ) W{F(y /a ) ) (4.5). 

4 . 1 L e m m e . Soit 0 une f o r m e binaire s u r F . P o u r que 0 soit universelle il 
f a u t et il suffit que son d isc r iminant d±{0) appar t ienne à R ( F ) . Si tel est le 
cas, alors 0 = (1, —d±{0)) et pou r toute f o r m e quadratique p su r F on a 

0 g -l. / 0 si tp est de dimension paire, 
^ | 0 si (p est de dimension impaire. 

0 soit universelle il f a u t et il suffit que (1, —d±{0)) soit universelle, i.e. que 
d ± ( 0 ) e R ( F ) . 

Démons t ra t ion : La forme 0 est semblable à (1 ,—d±(0) ) . Pour que 0 
soit universelle il f au t et il suffit que (1, —d±(0)) soit universelle, i.e. que 
d ± ( 0 ) G R ( F ) . 

O n suppose ma in tenan t que 0 est universelle. E n part iculier , 0 repré-
sente 1, d ' où 0 = (1, —d±{0)). Soit <p une forme quadra t ique sur F . Alors 
0 0 tp est i so t rope dès lors que d i rn (^ ) > 2. Si d i m ( ^ ) = 2 alors 0 g) tp est 
semblable à une 2-forme de Pfister et, é t an t isotrope, elle est hyperbolique. 
P a r conséquent , 0 0 <p est hyperbol ique si tp est de dimension paire. Si ip 
est de dimension impaire alors on écrit tp = tp' J_ {z), avec un élément 2 de 
F * et une forme de dimension paire tp', et on obt ient <p' 0 0 = 0 et ainsi 
t p ® 0 = z 0 ^ 0 . • 

4 . 2 P r o p o s i t i o n ( C o r d e s ) . Soient a i , . . . , a n G F x et . . . , r n G R {F) 
avec n > 2. 

(a) Les f o r m e s ( a i , . . . , a n ) et ( a x r i , . . . , a n r n ) représenten t les mêmes élé-
men t s de F x . 

(b) S i n > 3 alors ( a i , . . . , a n ) est isotrope si et seulement si ( a x r x , . . . , a n r n ) 
est isotrope. 

(c) ( ( a i , . . . , c^)) = ( ( a ^ 1 , . . . , a n r n ) ) . 

8 



Référence : Les par t ies (a) et (b) proviennent de [3, Propos i t ion 1 & Corol-
lary]. Une version plus générale de (c) se t rouve dans [21, T h e o r e m 2.4.]. 

Démons t ra t ion : Tous les énoncés s 'obt iennent pa r récurrence à par t i r du 
cas où r i = • • • = r n _ i = 1. On se place alors d a n s ce t t e s i tua t ion et l 'on 
pose a an, r : = r n , tp : = ( a u . . . , o„_i ) et ir : = ( ( a l f . . . , ctn-i)). 

(a) Supposons que tp JL (a) représente x G F x . O n peu t alors écrire 
tp = t p ' ± (b) où b est u n élément de F x tel que x est représenté par la forme 
binaire (b,a) et tp' est une forme sur F . C o m m e r G R ( F ) , l ' implicat ion 
(i i i i ) de (3.1) donne bx G D p ( ( l , a b ) ) = D p ( { l , r a b ) ) et ainsi x G 
D p ( ( b , a r ) ) C Df(<p 1 ( a r ) ) . Cela mon t re l ' inclusion Dp(<p _L (a)) C 
Dp(tp _L (a r ) ) . P a r symétrie , on a l 'égalité. 

(b) Soit n > 3. Si tp _L (a) est i so t rope alors on peu t écrire tp = tp' _L (—a) 
avec tp' une forme non triviale. C o m m e (—a, a r ) est universelle, tp _L (a r ) est 
isotrope. P a r symétr ie on a l 'équivalence de l 'énoncé. 

(c) La forme iï (g) (a, —ar) est hyperbol ique d ' après (4.1). Il vient a n = 
ar i r et ainsi it (g> (1, a) = 7r ® (1, a r ) . • 

4 . 3 C o r o l l a i r e ( C o r d e s ) . P o u r toute f o r m e quadratique tp de dimension 
au moins 2 s u r F , l 'ensemble D F ( t p ) est l 'un ion des classes de F x modulo 
R ( F ) . • 

4 . 4 P r o p o s i t i o n . L 'appl icat ion R(-F) —> W ( F ) qui à u n é lément x G R ( F ) 
associe la classe de la f o r m e (1, —x) est un homomorphisme de groupes. Son 
noyau est F x 2 et son image est l ' idéal de W ( F ) f o r m é p a r les classes des 
f o r m e s binaires universelles. 

Démons t ra t ion : Pour x , y G R ( F ) la forme quadra t ique (1, —x, 1, —y) est 
i sotrope puisqu'elle contient des sous-formes binaires universelles. Il vient 
(1, - x , 1, - y ) = P pou r une forme binaire P de discr iminant x y G R ( F ) , 
donc pou r (3 = (1 ,—xy). Cela mon t re que l 'appl icat ion R ( F ) —> W ( F ) est 
u n homomorph i sme de groupes. Il est clair que son noyau est F * 2 et , en 
ver tu de (4.1), que son image est un idéal, cons t i tué des classes des formes 
binaires universelles. • 

4 . 5 T h é o r è m e . Soit K = F ( ^ â ) avec a G R ( F ) \ F x 2 . Alors (1, - a ) est, 
à i sométr ie près , la seule f o r m e quadratique anisotrope s u r F qui devienne 
isotrope p a r extension des scalaires à K . E n part icul ier , (1, —a) représente 
la seule classe n o n triviale dans le noyau de l ' homomorphisme canonique 
W ( F ) W ( K ) . 

9 



Démons t r a t ion : C o m m e a n 'est pas u n carré dans F , la forme (1, —a) est 
an iso t rope sur F et hyperbol ique sur K . Supposons ma in t enan t que <p est une 
forme quadra t ique an iso t rope sur F telle que ipx est isotrope. Donc (p con-
t ient une sous-forme binaire P de discr iminant a [18, 2.5.1. Lemma]. D 'après 
(4.1), P est universelle et isométr ique à (1, —a), car a G R ( F ) . C o m m e tp est 
anisotrope, il vient </? = / ? = { ! , —a). • 

5 C o r p s q u a s i - p y t h a g o r i c i e n s 

Le corps F est di t quasi-pythagoricien lorsque R ( F ) = D F ( ( 1 , 1 ) ) . Ce t te 
not ion a é té in t rodu i te pa r Ki j ima et Nishi dans [10]. Nous allons donner 
différentes caractér isa t ions des corps quasi-pythagoriciens, pour la p lupar t 
connues. Elles p e r m e t t e n t de donner une nouvelle preuve, de n a t u r e struc-
turelle, d ' u n résu l ta t impor t an t de [10], à savoir qu ' une extension quadra -
t ique F (y/a) d ' u n corps quasi-pythagoricien F est également u n corps quasi-
pythagoric ien lorsque a G £ F x 2 (5.2). E n ce qui concerne les corps quasi-
pythagoric iens à ordre unique, il s 'avère que ce sont exac tement ceux décri ts 
par I. Kap lansky dans le premier résul ta t sur le radical (5.3). 

Une forme quad ra t i que ip est d i te fa ib lement isotrope (resp. de tors ion) 
s'il existe n > 1 tel que n x tp est i sotrope (resp. hyperbol ique) . Une forme 
non fa iblement i sot rope est di te f o r t e m e n t anisotrope. 

5 . 1 P r o p o s i t i o n . Les condit ions suivantes sont équivalentes : 

(i) F est quasi-pythagoricien. 

(ii) R ( F ) = £ F * 2 . 

( i i i) P o u r tout é lément a G X ^ * 2 0 7 1 a l 'égali té D F ( ( 1 , a ) ) = R ( F ) . 

(iv) I l existe a G F x tel que D F ( ( 1, a ) ) = R ( F ) . 

(v) I 2 F est s ans torsion. 

(vi) S u r F , toute 2 - fo rme de Pf i s t e r anisotrope est f o r t e m e n t anisotrope. 

(vii) L 'homomorph i sme I 2 F —> I 3 F donné p a r la mult ipl ication p a r la f o r m e 
(1,1) est injectif. 
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Référence : Les équivalences (i i i v) sont données dans [10, Section 2]. 

D é m o n s t r a t i o n : (i i i) : On suppose 1)) = R ( F ) . Pa r (2.1) et 
l ' implicat ion (i i i i) de (3.1) on obt ient 

j D f « 1 , 1 , 1 » = U = U D F ( ( l , x ) ) = D F ( ( 1 , 1 » , 
xeDF{( 1,1» i€R (F) 

i.e. d a n s F , t ou t élément qui est somme de t rois carrés est dé j à une somme 
de deux carrés. Il vient £ F * 2 = D P ( ( 1 ,1)) = R ( F ) . 

(ii => i i i) : P o u r a E £ F * 2 , les inclusions R ( F ) C D F ( ( 1 , a ) ) C ^ F * 2 

deviennent des égalités sous l 'hypothèse (ii). 
(i i i =>• iv) : O n prend a := 1. 
(iv =4> i) : Supposons que D F ( ( l , a ) ) = R ( F ) . Il vient a E R ( F ) et pa r 

l ' implicat ion (i i i i ) de (3.1) il s 'ensuit que Z V ( ( 1 , 1 ) ) = D F ( ( l , a ) ) = 
R ( F ) . 

(ii => v) : Supposons que R ( F ) = £ F : • Soit <p une forme anisot rope 
de dimension au moins t rois sur F . O n va montrer que n x (p est anisot rope 
pour t ou t n > 1. Soit <p = ( a i , . . . , a m ) avec a i , . . . , a m E F * et m > 3. Si 
n x <p est isotrope pou r un n > 1, alors il existe r \ , . . . , r m E Y ^ F * 2 = R ( F ) 
tels que ( r i O i , . . . , r m a m ) est isotrope. C'est donc aussi vra i pou r ip, d ' après 
(4.2). Cela mon t re que t ou t e forme anisot rope de dimension au moins 3 est 
fo r tement anisotrope. Il s 'ensuit que I 2 F est sans torsion. 

(v v i , v i i ) : C 'es t clair. 
(vi => i i) : Soit a E J 2 F * 2 . P o u r t o u t b E F x l a fo rme ( ( - a ,b ) ) est de 

torsion, donc hyperbol ique par l 'hypothèse (vi). Cela mont re que (1, —a) est 
universelle, d ' où a E R ( F ) . 

(vii v) : P a r hypothèse, l ' idéal I 2 F ne contient pas d 'é lément d 'o rdre 2. 
Or , l 'ordre de t o u t élément de torsion de W ( F ) est une puissance de 2 [18, 
2.6.4. Theorem, (ii)]. Donc I 2 F est sans torsion. • 

5 . 2 C o r o l l a i r e ( K i j i m a , N i s h i ) . Soient F un corps quasi-pythagoricien et 
K = F ( y / â ) p o u r a E ^ F * 2 . Alors K est quasi-pythagoricien. 

Référence : [10, p. 34], 
Démons t r a t ion : La proposi t ion (5.1) assure que a E R ( F ) et que l 'homo-
morph isme I 2 F —> / 3 F donné pa r la mult ipl icat ion pa r la forme (1,1) est 
injectif. On p e u t supposer que a £ F x 2 . O n considère le d i ag ramme com-
muta t i f „ 

I 2 F • I 2 K • I 2 F 

J 3 F y J 3 K • I 3 F 
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où les flèches verticales représentent les mult ipl icat ions respectives avec la 
forme (1,1) et où les flèches horizontales sont données pa r l ' homomorph isme 
canonique W ( F ) —> W ( K ) et le t r ans fe r t W ( K ) —* W ( F ) associé à la 
F - f o r m e linéaire s : K —> F avec s ( l ) = 0 et s (y /a ) = 1 (cf. [18, Chap . 2, 
§5]). Il résul te du théorème (4.5) que l ' homomorphisme P F —> I Z K est in-
jectif et de [4, Theo rem 3.3.] que la première ligne d u d i a g r a m m e est exacte. 
Une chasse de d i ag ramme mon t re alors que la flèche verticale d u milieu est 
aussi injective. Ainsi, d ' ap rès (5.1), K est quasi-pythagoricien. • 

5 . 3 C o r o l l a i r e ( K a p l a n s k y ) . Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(i) F est réel et la seule F-a lgèbre de quaternions à division est (—1, —1)f-

(ii) F est quasi-pythagoricien et admet un seul ordre. 

(iii) R ( F ) est d ' indice 2 dans F x . 

Référence : L'équivalence (i i i i ) est l 'énoncé de [8, T h e o r e m l]. 
Démons t ra t ion : (i =» ii) : L 'un ique 2-forme de Pf is ter an iso t rope sur 
F est ((1,1)), la forme norme de (—l, —1)f , et ce t te fo rme est for tement 
anisot rope car F est réel. Pa r la caractér isa t ion (5.1, vi) il suit que F est 
quasi-pythagoricien. Pour a G F x \ D F ( ( 1 ,1)) la F -a lgèb re de quatern ions 
( — l , a ) F est à division, donc i somorphe à (—1,— 1 ) F e t il s 'ensuit que —a € 
D p ( ( 1 ,1) ) . C o m m e F est réel, cela mont re que ] T F x 2 est d ' indice 2 dans 
F x , i.e. F a d m e t un seul ordre. 

(ii i i i) : D ' ap rè s les hypothèses, R ( F ) est égal à ] P F * 2 qui est 
d ' indice 2 dans F * . 

(ii i => i) : O n choisit x € F x \ R ( F ) . L 'hypothèse et les relat ions 
R ( F ) C D f ( ( 1, - x ) ) C F x en t ra înent que D F ( ( 1, - x ) ) = R ( F ) . Il s 'ensuit 
pa r l ' implicat ion (iv =4> ii) de la proposi t ion (5.1) que R ( F ) = • Donc 
F est réel, F x = R ( F ) U - R ( F ) et la F -a lgèbre ( - 1 , - 1 ) F est à division. 

Supposons ma in t enan t que (o, fyp est à division, avec a, b G F x . Il vient 
a, b £ R ( F ) , donc —a, —b G R ( F ) . A l 'a ide de la pa r t i e (c) de la proposi t ion 
(4.2), on obt ient ( ( - a , -b)} ^ ((1,1)) et alors (a, b ) F S ( - 1 , - 1 ) F . • 

Le corps des réels E satisfait les condit ions équivalentes d u corollaire 
(5.3). E n effet, le théorème de Frobenius affirme que (—1, —1)r est la seule 
R-algèbre centrale à division. Pour tou t entier positif m , K. Szymiczek a 
donné u n exemple de corps réel F tel que \ F X / F x \ — 2 m et tel que R ( F ) est 
d ' indice 2 dans F x [19, p. 217]. On p o u r r a également obteni r des exemples 
de tels corps en appl iquant le corollaire (8.5) au corps R . 
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6 R a d i c a l e t e x t e n s i o n d u c o r p s 

Ce t t e section vise à établir des relat ions ent re les deux rad icaux R ( F ) et R ( K ) 
p o u r une extension K / F . D ' a b o r d , nous cherchons à savoir à quelle condit ion 
l ' inclusion R ( F ) C R ( i f ) est valable. Ensui te , nous nous restreignons au cas 
d ' u n e extension quadra t ique K / F et nous abordons le problème de savoir si 
la suite exacte canonique qui fait intervenir les groupes des carrés 

1 —> { F * 2 , a F x 2 } —> F x / F x 2 — K x / K * 2 — F x / F x 2 

(voir propos i t ion (2.4)) a d m e t un analogue au moins par t ie l pou r les radicaux. 
On obt ient effectivement un complexe 

F X / R ( F ) — • K X / R { K ) F X / R ( F ) . 

La quest ion de l ' exac t i tude de ce complexe a été posée à l 'origine pa r D. Ki-
j i m a et M. Nishi. Nous nous inspirons là de l ' é tude entreprise d a n s [9], [10] 
et [7]. Enfin, nous donnons un exemple simple d 'extension quadra t ique K / F 
où F est sans radical alors que K est de radical non trivial. 

6 . 1 T h é o r è m e ( C o r d e s ) . P o u r toute extension quadratique K / F on a les 
inclusions R ( F ) C R ( K ) et N k / f ( R ( K ) ) c R ( F ) . 

Référence : [3, P ropos i t ion 3, Corollary] et [3, Propos i t ion 5]. 
Démons t r a t ion : Soit a G R ( F ) . Pour x G K x , comme la fo rme (1, —a) 
représente N k / f ( x ) sur F , le Pr inc ipe de la Norme assure l 'existence d ' u n 
élément c de F x tel que ex G D K ( { 1 , - a ) ) ] comme c € D F ( ( 1, - a ) ) , il vient 
x G D k ( ( 1 , —a)). Ainsi la forme (1, —a) est universelle aussi sur K . Cela 
mon t re l ' inclusion R ( F ) C R ( K ) . 

Pour voir que N # / f ( R ( K ) ) C R ( F ) , considérons ma in tenan t x G R ( K ) . 
Pour a G F x la forme ( l , a ) représente x sur K ; d ' après le Pr incipe de la 
Norme, la même forme sur F représente alors N k / f ( x ) . O n en conlut que 
N K / F ( X ) G R ( F ) . • 

6 . 2 C o r o l l a i r e . P o u r toute 2-extension K / F on a R ( F ) C R ( K ) . 

Démons t ra t ion : Soient r G R ( F ) et a; G K x . Alors F { x ) / F est une 
2-extension finie. À l 'a ide de (2.6) on choisit une sui te de corps F o , . . . , F n , 
où F 0 = F et F n = F ( x ) , telle que F i / F i - 1 est une extension quad ra t i que 
pou r 1 < i < n . Pa r récurrence sur i, on obt ient , grâce à (6.1), que r G R(jFi). 
E n part icul ier , (1, - r ) représente x sur le corps F n = F ( x ) , donc aussi sur 
K . Cela mon t r e que R ( F ) C R {K). • 

Pour une extension K / F t r anscendan te ou finie de degré au t r e que 2, il 
peu t arriver que R ( F ) çt R ( K ) . 

13 



6 . 3 E x e m p l e s . (1) Soit F u n corps non quadra t iquemen t clos tel que 
R ( F ) = F x . Alors pour K : = F({X)) on a R ( K ) = K * 2 (3.6) et F x < £ K x 2 , 
d ' où R ( F ) <£ R ( j r ) . 

(2) Soit n u n entier supérieur ou égal à 3. Notons F 0 la c lôture quadra-
t ique d u corps Q. On choisit une extension K 0 / F 0 de degré n (voir 1a, re-
marque suivante) . Il est connu que le groupe des classes de carrés de K 0 

est infini [13, C h a p t e r VII, Appendix , Corollary 3]. Posons F F0((XJ) 
et K : = K 0 ( (X)) . Il vient alors [K : F ] = [K0 : F0] = n , R ( F ) = F x et 
R ( K ) = K * 2 . E n part iculier , X G R ( F ) \ R (K) . 

Remarque : Pour obtenir une extension K q / F 0 de degré n > 3 donné, où 
F 0 est la c lôture quadra t ique de Q, on peu t utiliser la cons t ruc t ion suivante, 
qui a é té suggerée à l ' au teur pa r D. Leep : 

On choisit une extension galoisienne L / Q de g roupe de Galois S n et on 
note k le sous-corps de L fixé par A n - Ainsi k / Q est une extension quadra-
t ique et L / k une extension galoisienne de groupe An. C o m m e A n n ' a pas de 
sous-groupe d ' indice 2, le corps L ne contient aucune sous-extension quadra -
t ique de k. Ceci di t que les extensions L / k et F 0 / k sont l inéairement dis-
jointes. Ainsi LFo /Fo est également une extension galoisienne de groupe A n . 
On choisit un sous-groupe H de A n i somorphe à A n - i , donc d ' indice n . Alors 
le sous-corps de L F 0 fixé pa r H est une extension de degré n de Fo. 

6 . 4 C o r o l l a i r e . P o u r toute extension quadratique K / F , les homomorphis-
mes d ' inclusion F * K x et de n o r m e N k / f '• K x F x induisent un 
complexe 

F X / R ( F ) — • K X / R ( K ) — F X / R ( F ) . 

Démons t ra t ion : Le fait que les deux homomorphismes soient bien définis 
2 

provient d u théorème. Les relat ions N k / f ( F x ) = F x C R ( F ) mont ren t 
alors que leur composi t ion dans l 'ordre donné est triviale. • 

6 . 5 C o r o l l a i r e . Soit K / F une extension quadratique telle que K = F ( v
/ â ) 

p o u r a G R ( F ) \ F x 2 . Alors on a l 'égali té R ( F ) = F x f l R ( K ) et le complexe 

1 — • F X / R ( F ) — • K X / R ( K ) F X / R ( F ) —> 1 

issu de (6.4) est exact à gauche et à droite. 

Démons t ra t ion : Soit x G F x f l R ( K ) . Pour y G F x , la F -a lgèbre de 
quatern ions {x ,y)p , devenant déployée après extension des scalaires à K , 
est elle-même dé jà déployée, puisque B v ( K / F ) = 0 (3.1). P a r conséquent, 
x G R ( F ) . Cela mon t r e qu'ici l ' inclusion R ( F ) c F x D R ( K ) (6.1) est une 
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égalité. Aussi le complexe est-il exact à gauche. C o m m e a G R ( F ) la norme 
N k / f est surjective, d ' où l ' exac t i tude à droite. • 

La ques t ion de l ' exac t i tude d u complexe d u corollaire (6.4) est équivalente à : 

6 . 6 Q u e s t i o n ( K i j i m a , N i s h i ) . P o u r K / F une extension quadratique, 
a - t -on l 'égali té N J ^ / f ( R ( F ) ) = F X R ( / T ) ? 

David Leep a annoncé récemment u n exemple qui mont re que la réponse 
à ce t te quest ion, en général, est négative : il cons t ru i t une extension quadra-
t ique K / F telle que R ( F ) ± F * 2 alors que R ( K ) C F X K x 2 ; il s 'ensuit que 
F X R ( K ) = N - } f ( F * 2 ) ï iV- /

1
i r (R(F)) , puisque R ( F ) C N k / f ( K x ) . 

Néanmoins , dans cer ta ins cas, la quest ion a d m e t une réponse positive : 

6 . 7 C o r o l l a i r e ( K i j i m a , N i s h i ) . Soient F un corps quasi-pythagoricien et 
K = F(y/E) avec a G R ( F ) \ F x 2 . Alors le complexe d o n n é dans (6.5) est 
exac t 

Référence : [10, T h e o r e m 2.13.]. 

Démons t ra t ion : C o m m e F est quasi-pythagoricien, d ' après (5.2), il en est 
de même pour K . A l 'a ide du Pr inc ipe de la Norme, on obt ient 

N ? / F W f ) ) = N k / f ( D f ( ( 1 , 1))) = F * D k ( ( 1 ,1)) = F X R ( K ) , 

ce qui prouve l ' exac t i tude d u complexe au milieu. • 

Pour une extension quadra t ique K = F ( y / a ) , le corollaire (6.5) affirme 
que l ' inclusion R ( F ) C F x n R ( / 0 est une égalité lorsque a G R ( F ) . Pou r t an t , 
si a R ( F ) , on peu t avoir une inclusion str icte R ( F ) C F x fl R ( K ) comme 
l ' i l lustre l 'exemple suivant . 

6 . 8 E x e m p l e . Soient F un sous-corps max ima l réel de Q 2 et K = F ( \ / — 2 ) . 
Alors F est sans radical, t and i s que R ( K ) contient une classe non triviale 
modulo K x 2 représentée pa r —7. E n effet, avec a : = 2, b : = 5 et c : = 7, on 
vérifie que les hypothèses de (6.9) ci-dessous sont satisfaites, en util isant que 
F (y/—7) est l 'un ique extension quadra t ique de F contenue dans Q>2 et que 7 
n 'est une somme de trois carrés ni dans F ni dans Q2-

P a r ailleurs, d a n s [1, Section 2], L. B e r m a n construi t , pou r t o u t n > 0, un 
corps réel pythagoricien F tel que le corps K : = F(v / —1) vérifie les condit ions 
\ K X / R ( K ) \ = 4 et \ R ( K ) / K x 2 \ = 2 n ; pour l 'extension quadra t ique K / F on 
a alors R ( F ) Ç F x n R ( ^ ) si n > 0. 
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6 . 9 P r o p o s i t i o n . Soient F un corps réel tel que \ F x / F x 2 \ = 16 et a , b des 
éléments de D F ( ( 1 ,1) ) tels que a + b n 'est pas somme de 3 car rés dans F . 
On note K \— F ( \ / — a ) et c : = a + b. Alors : 

(a) F est s ans radical et admet un unique ordre, 

(b) D f ( { i ) C ) ) = Y : F x \ 

(c) K est non réel avec \ K X / K x 2 \ = 32, 

(d) R ( K ) = K x 2 U - c K x 2 et - c i K x 2 . 

Démons t ra t ion : Pour a i , . . . , a m G F x on no te g r ( a i , . . . , a m ) le sous-
groupe de F x engendré pa r a 1 ? . . . , o m . 

(a) On mont re d ' a b o r d que les éléments a et b représentent des classes 
dis t inctes et non triviales modu lo le radical de F . Si l 'on avait a G R ( F ) alors 
on ob t iendra i t par (4.2, a) que D F ( ( a , b)) = D P { ( 1, b)) C D F ( ( 1 , 1 , 1 ) ) , ce qui 
est impossible car a + b n 'est pas somme de 3 carrés dans F . On conclut que 
a £ R ( F ) et, pa r le m ê m e a rgument , que b R ( F ) . Enf in , si l 'on suppose 
que ab G R ( F ) , alors on obt ient D F ( { l , a b ) ) = D F ( ( l , l ) ) 3 a et par suite 
a + b = a ( l + (a~ 1 ) 2ab) G D F ( ( 1,1}), ce qui est aussi une contradic t ion avec 
l 'hypothèse que a + b n 'es t pas somme de moins de 4 carrés d a n s F . 

Il s 'ensuit que R ( F ) est d ' indice 4 dans g r ( a , b) R ( F ) . É t a n t donné que 
\ F * / F * 2 \ = 16, on dédui t de la chaîne d ' inclusions 

F x 2 C R ( F ) C g r ( a , b) R ( F ) C D F ( ( 1 ,1)) C C F x 

les égalités R ( F ) = F x 2 e t D F ( ( 1,1}) = g r { a , b ) F x 2 , ainsi que le fait que 
J 2 F x 2 soit d ' indice 2 dans F x , ce qui est équivalent à ce que le seul ordre 
de F soit £ F x 2 . 

(b) E n plus, on obt ient £ F x 2 = g r ( a , b, c ) F x 2 car c £ D F ( ( 1 , 1 ) ) . Il est 
clair que D F ( ( l , a ) ) C D F ( ( 1 , 1 , 1 ) ) ? c et que D F ( ( l , a ) ) <£ D F ( { 1 ,1)) . Il 
vient D F ( ( 1 , a)) fl D F ( ( l , 1)) = F x û U a F x 2 , puis ^ ( ( l . o ) ) = g r ( a , b c ) F x 2 . 
P a r conséquent , la F -a lgèbre de quatern ions (—c, o ) F , i somorphe à (—b, a c ) F 

puisque — c + a — —b, est déployée. P a r symétr ie des hypothèses sur a et b, on 
a également que (—c, b ) F est déployée. Cela mont re que a, 6, c G D F ( ( l , c)), 
d ' o ù / M ( l , c ) ) = £ F * 2 . 

(c) Il est clair que K est non réel. L ' image de la no rme N k / f '• K x —> F x 

est D F ( ( l , a ) ) = g r ( a , b c ) F x 2 . P a r (2.4) on en dédui t que \ K x / K x 2 \ = 
\ • j F x / F x 2 | • | D F ( ( l , a ) ) / F x 2 | = 32. 

(d) L'élément —c n 'es t pas u n carré dans K . C o m m e ^ F x 2 = D F ( ( 1, c)) 
est un ordre de F et - a G - £ F * 2 f l K x 2 , il vient F x C D K ( ( 1 , c)). D ' u n 
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au t r e côté, N k / f ( K x ) = D F ( ( l , a ) ) C £ F * 2 = £> F ( ( l , c ) ) . Ainsi le pr incipe 
de la Norme assure que la forme ( l , c ) est universelle sur K , i.e. que —c € 
R(A') . Cela mon t r e que K * 2 U - c K x ï C R ( K ) . 

Mont rons l ' inclusion réciproque. Considérons un élément x G R ( K ) . Pa r 
le théorème (6.1) et par (a), on obt ient N K / F ( x ) G R ( F ) = F x 2 . E n ver tu 
de (2.4), on peu t alors supposer que x G F * . D 'après le Pr inc ipe de la 
Norme, la forme (1, — x), qui est universelle sur K , représente sur F tou tes 
les normes de K / F , et donc, en part iculier , les éléments a et bc. Ainsi x G 
D f ( ( 1, - a ) ) D D F { { 1 , - b c ) ) . C o m m e R ( F ) = F x 2 et | F x / F x 2 | = 16, chacune 
des formes (1,—a) et (1 ,—bc) représente sur F au plus 8 classes de carrés. 
De - 1 , — o , —c G D F ( ( l , — a)) et de —a,—c,—bc G D F ( ( l , — b c ) ) on dédui t 
que D f ( ( 1 , —a)) = g r ( - l , a , c ) F x 2 et D F ( { l , - b c ) ) = g r ( - a , b , - c ) F x 2 . Il 
vient alors a; G g r ( - a , - c ) F x 2 C K x 2 U - c K x 2 . • 

7 U n p r o b l è m e d e r é d u c t i o n d ' i n d i c e 

Considérons ici une extension quadra t ique K / F dont la fo rme n o r m e N k / f 
est surject ive. On peu t alors écrire K = F ( y / â ) avec a G R ( F ) \ F x 2 et on 
sait que l ' homomorph i sme canonique B r ( F ) —> B r ( A ) est injectif (3.1). On 
connaî t également le noyau de l ' homomorphs ime canonique W ( F ) —> W ( K ) : 
il contient une seule classe non triviale représentée par la fo rme (1, —a). En 
fait , il s 'est avéré qu ' aucune forme aniso t rope sur F a u t r e que (1, —a) ne 
p e u t devenir isotrope sur K (4.5). On se demande alors si l 'on ne peu t pas 
cons ta te r un fai t plus for t que l ' inject ivi té de B r ( F ) Br(AT), qui serait 
l 'absence de réduct ion de l ' indice pour t ou t e F-a lgèbre simple centrale lors 
de l 'extension des scalaires à K . On formule ce problème de la manière 
suivante : 

7 . 1 Q u e s t i o n . Soit K / F une extension quadratique comme ci-dessus. 
Existe-t-i l une F-a lgèbre centrale à division D telle que D ^ ne soit pas à 
division ? 

Remarques : (1) Pour répondre à cet te quest ion, on peu t se res t re indre à 
considérer les F -a lgèb res centrales à division d 'exposant une puissance de 2. 
E n effet, le théorème de décomposi t ion pr imaire pour les algèbres simples 
centrales (cf. [15, p. 261] ou [16, T h e o r e m 7.2.13]) assure que D = D \ 
pou r deux F-a lgèbres simples centrales D x e t telles que D x est de degré 
impai r et D 2 est de degré une puissance de 2 ; ainsi ( D x ) k est à division 
puisque [K : F ] = 2 et pa r suite D K est à division si et seulement si ( D 2 ) k 
est à division [15, § 14.4, Proposi t ion b (viii)]. 

17 



(2) Pour une extension K / F quelconque, il peu t arriver que B r ( K / F ) = 0 
alors qu'il existe une F -a lgèbre centrale à division sur F qui ne reste pas à 
division après extension des scalaires à K . C'est le cas dans l 'exemple ci-
dessous. Pour au t an t , on ne connaî t pas d 'exemple d ' u n e telle s i tuat ion où 
l 'extension soit finie [17, p. 22, Remark] . 

7 . 2 E x e m p l e . Soit B une F-a lgèbre de b iquatern ions à division. Notons 
tp sa forme d 'Alber t , définie à simili tude près, et K le corps de fonctions 
F(tp) . Alors l ' homomorphisme B r ( F ) —> Br ( K ) est injectif et B x n 'est pas à 
division. Ces deux cons ta ta t ions se font , par exemple, à pa r t i r de la formule, 
due à A. Merkur jev , de réduct ion d ' indice sur le corps de fonct ions d ' une 
quadr ique [20]. 

7 . 3 P r o p o s i t i o n . Soient A une F~algèbre simple centrale et K = F ( \ / ô ) 
avec a G R ( F ) . Alors e x p k ( A k ) = e x p F ( A ) . De plus, si indir(A) = e x p F ( A ) 
alors i n d x ( A x ) = i n d / ^ A ) . 

Démons t ra t ion : L 'ordre de [A] dans B r ( F ) et de [Ax] dans Br(À') est 
le même parce que l ' homomorphisme canonique B r ( F ) —> Br ( K ) est injec-
tif. Cela di t que e x p x ( A x ) = e x p F ( A ) . Sous l 'hypothèse supplémenta i re 
i nd^ (A) = e x p F ( A ) , les inégalités e x p K ( A x ) < i n d x ( A x ) < ind F (y l ) (va-
lables pour t ou t e extension K / F ) sont alors des égalités. • 

7 . 4 C o r o l l a i r e . Soient F une extension algébrique de Q et K = F ( i / ô ) avec 
a G R ( F ) . Si D est une F-a lgèbre centrale à division alors D k est aussi à 
division. 

Démons t ra t ion : L 'égal i té indir(A) = exp^(A) vaut pour t o u t e F-a lgèbre 
simple centrale A sur un corps de nombre F , par conséquent aussi, lorsque F 
est une extension algébrique de Q. A l 'a ide de (7.3) on conclut aux égalités 
i n d k ( D k ) = ind77(D) = d e g F ( D ) = d e g K ( D K ) qui mon t ren t que D k est à 
division. • 

Remarque : La conclusion est valable dès que F est un corps tel que 
ind;?(A) — expF(^4) pour t ou t e F -a lgèbre simple centrale A. Ce t t e condi-
t ion est sa t is fa i te pa r d ' au t r e s types intéressants de corps que les extensions 
algébriques de Q. 

7 . 5 P r o p o s i t i o n . Soit K = F ( v
/ ô ) avec a G R ( F ) . Soit D une F-a lgèbre 

centrale à division de degré 2 n , n > 1. Si toute extension L / F contenue 
dans D et de degré divisant 2 n ~ 1 est telle que R ( F ) C R (L) alors D k est à 
division. 
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Démons t ra t ion : Supposons que D k n 'es t pas à division. O n sait que 
l 'extension quadra t ique K / F se plonge alors dans D [15, § 13.4, Corollary], 
Ainsi il existe a; G D tel que a 2 = a . E n ver tu d u théorème de Skolem-
Noether , l ' au tomorph i sme d 'extension non tr ivial de F ( a ) / F s 'é tend à D en 
un au tomorph i sme intérieur In t (u ) avec u £ D * . Cet élément u an t i commute 
alors avec a . Tous les éléments de F ( u 2 ) commuten t avec a ce qui n 'es t pas 
le cas de u. Il vient F ( u 2 ) C F ( u ) , donc L :— F ( u 2 ) n 'est pas un sous-corps 
maximal de D et alors [L : F ] divise 2 n ~ l . Les éléments a et u engendrent 
une L-algèbre de qua te rn ions Q, contenue dans D et donc nécessairement à 
division. De plus, Q est déployée pa r l 'extension quadra t ique L ( v / a ) . Ainsi 
Br ( L ( v

/ â ) / L ) n 'es t pas tr ivial et pa r suite a £ R (L). Donc R ( F ) <f_ R (L), 
cont ra i rement à l 'hypothèse. • 

7 . 6 C o r o l l a i r e . Soient K = F (y/a) avec a G R ( F ) et D une F-a lgèbre 
centrale à division telle que D k n'est pas à division. Alors le degré de D est 
divisible p a r 8 et s t r ic tement supér ieur à l 'exposant de D . 

Démons t ra t ion : E n ver tu de la remarque qui suit la quest ion (7.1), on peu t 
supposer que D est de degré 2™, avec n > 1. C o m m e i n d k ( D k ) < i n d F ( D ) pa r 
hypothèse, (7.3) mont re que e x p F ( D ) < i n d F ( D ) . D 'après (7.5), D contient 
une extension L de F telle que [L : F ] divise 2 n ~ l et R ( F ) Çl R (L). D 'après 
(6.1), L / F n 'es t pas une extension quadra t ique , d 'où n > 3, ce qui achève la 
preuve. • 

Remarque : Sous les hypothèses du corollaire, si le degré de D est 8 alors 
son exposant est 4. E n effet, le corollaire d i t que e x p F ( D ) < 4 et nous allons 
voir que e x p F ( D ) ^ 2. Si e x p F ( D ) = 2 alors u n théorème de Rowen et sa 
preuve [16, p. 279-280, Exercise 32] mont ren t qu'il existe b ,c G F x tels que 
D est déployée pa r F ( \ / a , \ fb , \Jc) ; pou r L : = F(y /b , y/c) le corollaire (6.2) 
di t que a G R (L), ce qui est en contradic t ion avec le fait que D l représente 
une classe non triviale dans B r ( L ( y / a ) / L ) . 

8 A g r a n d i s s e m e n t e t r é d u c t i o n d u r a d i c a l 

Nous avons vu que le radical R ( F ) se p r o j e t t e de façon nature l le sur un idéal 
de l ' anneau de W i t t W { F ) (4.4). Notons K W { F ) l ' anneau quot ient de W { F ) 
par cet idéal. Nous nous intéressons aux extensions K / F pour lesquelles les 
a n n e a u x K W ( F ) et K W ( K ) sont canoniquement isomorphes. E n quelque 
sorte, on pour ra i t dire que les corps F et K présentent alors au radical près 
la même s t ruc tu re pou r les formes quadra t iques . 
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E n premier lieu, nous construisons une extension K d ' u n corps donné F 
telle que t o u t e forme quadra t ique an iso t rope sur F reste an iso t rope sur K et 
telle que K x = F X R ( K ) et R ( F ) K x 2 C R ( K ) ((8.4) et (8.5)). On parvient 
ainsi à agrandi r le radical d u corps en conservant sa s t ruc tu re pour les formes 
quadra t iques au radical près. Ce t t e approche condui t en part icul ier à de 
nouveaux exemples de corps K pour lesquels le quot ient R ( K ) / K x 2 est fini 
de cardinal arbi t ra i re . 

Ensui te , nous é tudions le problème inverse, qui consiste à réduire par 
extension le radical du corps. Pour t o u t corps F , nous établissons l 'existence 
d ' une plus pe t i t e 2-extension K de F sans radical (8.9). Sa cons t ruc t ion 
rappel le celle de la clôture pythagor ic ienne d ' un corps, avec des propriétés 
comparables (voir [18, §2.6]). 

Un élément x e F x \ F x 2 est dit rigide (dans F ) si D F { ( 1, x) ) = F x 2 U x F x 2 . 
O n dit que x est hirigide si x et —x sont rigides. 

8 . 1 P r o p o s i t i o n . Soient a u n élément hirigide dans F , K : = F ( v
/ a ) et tp 

une f o r m e quadrat ique s u r F . 

(a ) K x = ( F x U y/â F x ) K x 2 . 

(b) D a n s K les deux racines carrées de a sont birigides. 

(c) Si <px est anisotrope alors Dk{<P>k) C F x K x 2 . 

(d) P o u r que <~pk soit anisotrope il f a u t et il suffit que <p±atp soit anisotrope. 

D é m o n s t r a t i o n : (a) C o m m e — a est rigide on a N k / f { K x ) = D f ( ( 1 , — a)) = 
F x 2 U - a F x 2 . O n en dédui t l 'énoncé à l 'aide des égalités N k / f ( V ô ) = ~ a 

et N ~ ) f { F x 2 ) = F x K x 2 (2.4). 
(b) Soit £ l 'une des deux racines carrées de a d a n s K . Pour b G F x tel 

que b £ F x 2 U a F x 2 = D F ( ( 1, a)) on a N K / F { - Ç ) = - a <£ D F ( { 1, - b ) ) ; alors, 
d ' après le Pr inc ipe de la Norme, ^ D K ( ( 1 , - b ) ) , i.e. b ^ D K ( ( 1, £)). Cela 
mon t re que F x n D K { ( 1, £}) C F x 2 U a F x 2 C K x 2 . P a r (a) on conclut que 
D k { ( 1 , 0 ) = K x 2 U Ç K y 2 . Ainsi £ est rigide dans K . Le m ê m e ra isonnement 
vaut pour — 

(c) Supposons que <p>K est anisot rope et de dimension n . P a r récurrence 
sur n nous allons mont re r que D F ( tp ) C F x K x 2 . Pour n = 1 c 'est clair. 2 o 
D a n s le cas n = 2 nous avons tp = 6(1, - c ) avec 6, c G F x et c f. F x U a F x . 
Supposons que tpK représente Ç G K x . Alors b( G D k ( { 1, — c)) en t ra îne par le 
Pr inc ipe de la Norme que N k / f { C ) £ — c ) ) f ) Z V ( ( l , —a))- D u fait que 
a soit birigide et que c i F x 2 U a F x 2 on dédui t que D F ( ( 1, — c ) ) f l D F ( ( l , —a)) 
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est égal à F * 2 . Ainsi N x / f ( C ) £ F * 2 , ce qui, d ' ap rès (2.4), est équivalent à 
ce que C € F * K * 2 . 

Si n > 2 nous écrivons <p = ip' _L (c) avec ip' une forme de dimension n — 1 
sur F et c 6 F x . O n appl iquant l 'hypothèse de récurrence à <p' on obt ient 
D k { w ' k ) C F x K x 2 \ - c K x 2 . Le lemme (2.1) et le cas n = 2 pe rme t t en t de 
conclure que 

D K ( < p ) = [ J D K ( ( b , c ) ) = l j D K ( ( b , c ) ) C F x K x 2 . 
b£DK(<p'K) beDF(<p') 

(d) O n peu t supposer que ip est anisotrope. Si (p _L a<p est isotrope 
alors il existe une sous-forme binaire (3 de <p telle que (3 L a(3 est isotrope [5, 
Propos i t ion 2.2.], donc telle que d ± ( p ) e D F { ( \ , a ) ) = F x 2 U a F x 2 C K x 2 , 
ce qui en t ra îne que f3K et <px sont isotropes. Réciproquement , si p k est 
i sotrope alors <p contient une sous-forme semblable à (1, —a) [13, Chap . VII , 
L e m m a 3.2.] ; il s 'ensuit que cp _L a<p est isotrope. • 

Soit a G F . Il existe u n corps engendré pa r une suite d 'é léments (ûj)i>o 
vérifiant «o = a et a f = on~i pour i > 1. Un tel corps est unique à F-iso-
morph i sme près. On le no te F i ^ / a ) . 

8 . 2 P r o p o s i t i o n . Soient a un élément birigide dans F et (p une f o r m e qua-
dratique s u r F . On pose L F ( ^ / â ) . 

(a) On a les égalités L x = F x L x 2 et F x n L * 2 = F x 2 U a F x 2 . 

(b) P o u r que ipL soit anisotrope il f a u t et il suffit que <p La<p> soit anisotrope. 

Démons t ra t ion : Soit (aj)i>o une suite d 'é léments de L comme ci-dessus. O n 
no te Fi : = F ( a i ) pour i > 0. Alors L f F est la l imite directe des extensions 
F i / F . A l 'a ide de la proposi t ion précédente on obt ient pa r récurrence sur i 
que a i est un élément birigide dans Fi et que 

F ? = { F ^ U a i F ^ 2 C F ^ F x
+ l

2 

pour t o u t i > 1. Il découle de ces inclusions que L x = F X L X . 
Si (pL est an isot rope alors <pFl est an isot rope ; pa r la par t i e (8.1, d) , il 

vient que <p _L a<p est an isot rope sur F . Pour la réciproque, supposons que 
<p ± aip est anisotrope. Alors les par t ies (c) et (d) de (8.1) mon t ren t que 

2 /s 
tpFl est an iso t rope et que D F l (<p F l ) C F X F X . D ' u n au t re côté, N F l / F ( a i ) = 

9 2 
—a ^ F x implique que o.\ </z F X F X . Il s 'ensuit que <p>Fl ± ot\<PFi est 
anisotrope. O n mon t re alors par récurrence que <pFi ± a ^ F i est an isot rope 
pour t ou t i. P a r conséquent , <pi est anisot rope. 
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E n part icul ier , pou r x E F x la forme (1, —x) devient hyperbol ique sur 
L si et seulement si ((—x,a)) est hyperbol ique sur F . O n en dédui t que 
F x f] L x 2 = D p ( ( l , a ) ) = F x 2 U a F * 2 . • 

Désignons par F ( X ) la 2-extension maximale d u corps des fonct ions F ( X ) 
dans le corps des séries formelles F((X)) . La théorie de base des formes 
quadra t iques sur un corps complet pour une valuat ion non 2-adique [13, 
Chap . VI, Section 1] assure que F( (X) ) X = ( F x U X F x ) F ( ( X ) ) x 2 et que 
l 'élément X est birigide dans F( (X)) . P a r définit ion de F ( X } ) il vient que X 
est aussi birigide dans F { X ) ainsi que F ( X ) X = ( F x U X F x ) F ( X ) x 2 . 

8 . 3 C o r o l l a i r e . Soit L l 'un des corps F ( ( X ) ) ( V X ) ou F ( X ) ( V X ) . Alors 
L x = F x L x 2 et toute f o r m e quadratique anisotrope s u r F reste anisotrope 
après extension des scalaires à L . 

Référence : Cet énoncé est une var iante de [11, L e m m a 3.2.]. 
Démons t ra t ion : Écrivons L = K ( \ / X ) où K est l ' un des corps F( (X)) ou 
F ( X ) . L 'élément X est birigide dans K et devient u n carré dans L. Comme 
K x = ( F x U X F x ) K x 2 , on dédui t de la proposi t ion que L x = F x L x 2 . Soit 
cp une forme quadra t ique anisot rope sur F . Alors <pk _L X<pk est anisot rope 
[13, Chap . VI, Propos i t ion 1.19.] ce qui implique, d ' ap rès la proposi t ion, que 
<Pl est anisot rope. • 

8 . 4 T h é o r è m e . P o u r tout corps F de caractérist ique différente de 2 il existe 
une extension K / F de degré de t ranscendance 1 telle que toute f o r m e aniso-
trope s u r F reste anisotrope après extension des scalaires à K et telle que les 
égalités K x = ( F x U r F x ) K x 2 et R ( K ) = ( R ( F ) U r R ( F ) ) K x 2 sont véri-
fiées pou r un cer tain élément r E R ( i ^ ) \ F x K x 2 . 

Démons t ra t ion : Posons I : = F x / F x 2 . Soit ( b a ) a ç i C F x un système 
complet de représen tan ts des classes de carrés de F , où ba € a pour tout 
a E J . C o m m e les ba sont nécessairement dis t incts deux à deux, la famille de 
polynômes linéaires (1 + b a X ) a e i C F ( X ) X est F2-linéairement indépendante 
modulo F ( X ) x 2 . D ' u n au t r e côté, tous ces polynômes deviennent des carrés 
dans F( (X)) , donc aussi dans F ( X ) . 

Notons F* le sous-corps F ( X ) ( ^ ( 1 + b a X ) ( l + b a / X ) ) a t a > e I de F ( X ) et 
posons r (1 + b a o X ) pour ao E I arbi t ra i re . Pour t o u t b E F x on a 
r E D F , ( ( l , b X ) ) , puisque b F x 2 = b a F x 2 pour a : = b F x 2 E I , et ainsi 
r • (1 + b a X ) E F x 2 . 
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L'élément r n 'es t pas u n carré dans F * ( \ / X ) . Posons L := F ( X ) ( \ Œ ) . 
Nous choisissons K comme extension de F m (y /X) dans L maximale pour la 
propr ié té que r ne soit pas un carré dans K . Alors K / F ( X ) est une 2-
extension et l 'extension K / F est de degré de t ranscendance 1. D 'après (8.3), 
t ou t e fo rme quadra t ique anisot rope sur F reste anisot rope sur L, donc aussi 
sur K . P a r choix, K a d m e t une seule extension quadra t ique d a n s L, à savoir 
K ( y / r ) . C o m m e L x = F x L x 2 d ' après (8.3), il vient K x = ( F x U r F x ) K x 2 . 

Dé j à sur t o u t e forme binaire (1, b) avec b E F x représente r . Il 
vient F x C D K ( ( l , - r ) ) 3 - r , d ' o ù D K ( ( l , - r ) ) = K * . C o m m e la forme 
(1, —r) devient hyperbol ique sur L, elle ne provient pas d ' une forme définie 
sur F . Cela mon t re que r E R { K ) \ F x K x 2 . 

Pour x E R ( F ) on a bien K x = ( F x U r F x ) K x 2 c D K ( ( l , - x ) ) , donc 
x € R ( K ) . O n en dédui t que ( R ( F ) U r R ( F ) ) K x 2 C R ( K ) . 

Pour mont re r l ' inclusion réciproque, considérons un élément x de R ( K ) . 
C o m m e K x = ( F x U r F x ) K x 2 on peu t choisir y E K x 2 U r K x 2 tel que 
xy E F x . Ainsi y E R ( K ) et pa r suite D K ( ( 1, - x y ) ) = D K ( { 1, - x ) ) = K x . 
Pour t o u t z E F x la forme (1 ,—xy ,z ) devient isotrope sur K , elle est donc 
dé jà isotrope sur F . Cela mont re que (1, — xy) est universelle sur F , i.e. 
xy E R ( F ) et donc x E (R ( F ) U r R ( F ) ) / T x 2 . • 

8 . 5 C o r o l l a i r e . Soient F un corps de caractérist ique différente de 2 et m 
un en t ie r positif. Il existe une extension K / F de degré de t ranscendance 
m telle que toute f o r m e quadratique anisotrope su r F reste anisotrope après 
extension des scalaires à K et telle que l 'on a les égalités K x = F X R ( K ) , 
R ( F ) - F x n R ( K ) et \ R ( K ) / R ( F ) K x 2 \ = 2 m . 

Démons t ra t ion : On raisonne pa r récurrence sur m . Le cas m = 1 s 'obt ient 
à pa r t i r d u théorème (8.4) et fourni t le pas de récurrence. • 

Remarque : Dans la s i tua t ion du corollaire, si F est sans radical alors 
\ R ( K ) / K x 2 \ = 2 m . 

8 . 6 C o r o l l a i r e . On garde les no ta t ions du dern ie r corollaire. P o u r qu 'une 
f o r m e quadratique su r K provienne d 'une f o r m e quadratique définie su r F 
il f a u t et il suffit que son d isc r iminant appar t ienne à F X K X . L 'homo-
morphisme canonique d 'extension des scalaires donne lieu à une sui te exacte 

0 — W { F ) —> W ( K ) ( Z / 2 Z ) m — • 0 . 
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Démons t ra t ion : Soit tp une forme quadra t ique de dimension n sur K . On 
écrit tp = ( a i r i , . . . , a n r n ) avec a i , . . . , a n E F x et r \ , . . . , r n G R ( K ) . Il suit 
de (4.1) que tou t élément du radical est u n facteur de simil i tude de tou te 
fo rme binaire. Il vient donc é = ( a i , . . . , a n - i , r a n ) avec r : = r \ - • • r n . Le 

2 2 discr iminant de tp est dans F X K X si et seulement si r G F X K X ; si tel 
est le cas alors tp provient d ' une forme définie sur F . Réciproquement , si tp 
provient d ' une forme définie sur F alors il est clair que d±(tp) G F x K x 2 . 

L 'homomorph i sme W ( F ) —> W ( K ) est injectif puisque t ou t e forme 
quadra t ique anisot rope sur F reste anisotrope sur K . D ' ap rès la première 
par t ie de la preuve, son image est égale au noyau de l ' homomorph i sme sur-
jectif W ( K ) —> K X / F X K X indui t pa r le discriminant . Les propriétés de 
l 'extension K / F pe rme t t en t d 'ob ten i r 

K x / F x K x 2 = F x R ( K ) / F x K x 2 * R ( K ) / R ( K ) n F x K x 2 = R ( K ) / R ( F ) K x 2 

où le dernier quot ient est un groupe abélien 2-élémentaire de cardinal 2 m . • 

8 . 7 Q u e s t i o n . É t a n t d o n n é un corps F , existe-t-ii tou jours une extension 
K / F telle que K soit s ans radical, telle que K x = F x K x 2 et telle que 
toute f o r m e quadrat ique anisotrope s u r F et de d imension au moins 3 reste 
anisotrope après extension des scalaires à K ? 

Remarque : O n ne rend pas le problème plus difficile en exigeant en plus 
que K / F soit une 2-extension. E n effet, si K / F est une extension qui répond 
posi t ivement à la quest ion et si K ' désigne la clôture quad ra t i que de F dans 
K alors K ' / F est une 2-extension qui convient aussi. 

8 . 8 P r o p o s i t i o n . Soit H C F x . On pose K := F ( y / H ) . P o u r que 
B v ( K / F ) = 0 il f a u t et il suffit que H C R ( F ) . 

Démons t ra t ion : S'il existe h £ H \ R ( F ) alors on p e u t t rouver x G F x 

tel que la F -a lgèb re de quatern ions (h, x ) F représente une classe non triviale 
dans B v ( K / F ) . 

Supposons ma in tenan t que H C R ( F ) et mont rons que Br ( K / F ) = 0. 
Il suffit d ' examiner le cas où H est fini. On procède pa r récurrence sur le 
cardinal de H . Si H = 0, c 'est clair. Sinon, choisissons h E H et posons 
F ' := F ( V h ) et H ' := H \ {h} ; alors K = F ' ( V Ï Ï ' ) . Pu isque h E R ( F ) 
on a B r ( F ' / F ) = 0. Le théorème (6.1) assure que R ( F ) C R ( F ' ) ; alors 
H ' C R ( F ' ) et pa r hypothèse de récurrence on obt ient Br ( K / F ' ) — 0. Il 
vient Br ( K / F ) = 0. • 
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8 . 9 T h é o r è m e . P o u r tout corps F de caractérist ique différente de 2 on 
définit F r e d : = U i > o ^ ' a v e c F o := F et Fi : = F i ^ 1 ( x / R ( F i - î ) ) pou r i > 1. 
Alors F r e d / F une 2-extension qui vérifie les propr ié tés suivantes : 

(a) Br ( F r e d / F ) esi trivial, 

(b) F red esi sans radical, 

(c) si K / F est une 2-extension de F telle que K est s ans radical alors 
K contient F r ed, 

(d) si F ' est un corps tel que F C F ' C F red alors F r e d et Fr 'ed coïncident, 

(e) l ' homomorphisme R ( F ) —> W ( F ) défini dans (4-4) l 'homomor-
phisme canonique W ( F ) —• W^Fred) f o r m e n t une suite exacte 

R ( F ) — W ( F ) —> W ( F r e d ) . 

Démons t ra t ion : (a) La proposi t ion (8.8) assure que B r ( F i / F j _ i ) = 0 pour 
t o u t i > 1. C o m m e F 0 = F , il s 'ensuit que B r ( F j / F ) = 0 pour t ou t i > 1, 
puis que B r ( F r e d / F ) = 0. 

(b) Soit x e F r ^ d \ F r ^ d . Alors il existe i > 0 tel que x Ç. Fi. C o m m e x ne 
devient pas u n carré dans F i + i , on sait que x £ R(F j ) . Il existe donc y £ F * 
tel que la Fj-algèbre de quatern ions ( x , y ) F i est à division. P a r const ruct ion 
on a (Fi ) r e d = F r ed, alors, d ' ap rès (a), B r ( F i e d / F i ) = 0. P a r suite, (x ,y) F r e d 

est à division, d ' o ù x £ R(F r e d) . 
(c) Soit K / F une 2-extension telle que R ( K ) = K * 2 . Pour mont re r que 

F red C i f il suffit de voir que Fi C K pour tou t i > 0. On raisonne par 
récurrence sur i. Soit i > 0 tel que Fi C K . Alors K / F i est une 2-extension, 
et (6.2) affirme que R ( F f ) C R ( K ) = K * 2 . Il s 'ensuit que F i + l C K . 

(d) C 'es t une conséquence directe de (b) et de (c). 
(e) Tou te forme (1, —r) avec r € R ( F ) devient hyperbol ique sur F i , 

donc sur Fred- P a r conséquent, la composi t ion R ( F ) —>• W ( F ) —>• ^ ( F r e d ) 
est triviale. Pour m e t t r e en évidence l ' exac t i tude en W ( F ) , on va montrer 
que les seules formes anisot ropes sur F qui deviennent isotropes sur F red sont 
les (1, - r ) avec r G F x \ R ( F ) . 

Soit <p une forme anisot rope sur F qui devient isotrope sur Fred- Choi-
sissons u n sous-corps K de Fred contenant F , max imal pou r la condit ion 
que tpK soit anisotrope. Alors K ^ F red et, par (2.6), K a d m e t une ex-
tension quadra t ique K ( y / x ) , pour un cer ta in x 6 K x , contenue dans Fred-
Pa r choix de K , <PK{y/x) e s t isotrope. D ' ap rès (d) on a Kve( i ~ F r e d . La 
par t i e (a) appliquée au corps K mont re alors que B r ( F r e d / i f ) = 0. Pa r 
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conséquent , B r ( K ( y / x ) / K ) est trivial, ce qui revient à dire que la forme bi-
naire (1, — x) sur K est universelle (3.1). Comme p x est an iso t rope et Pkujx) 
isotrope, tpx contient une sous-forme semblable à (1, — x) [13, Chap . VII, 
L e m m a 3.1.]. Pu isque la forme (1, —x) est universelle et mult ipl icat ive et 
anisotrope, on obt ient <px — {!• — x). La forme p é t an t définie sur F il vient 
x € F X K * 2 . On peu t donc supposer que x 6 F x . A l 'a ide de (a), on obtient 
que R ( F ) = F ^ f l F * 9 x. Ainsi la forme (1, - x ) est universelle sur F . Pa r 
le même ra isonnement que ci-dessus, on en dédui t que < / ? = ( ! , — x) sur F . • 
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