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Introduction

Etant donné un polynéme complexe f : C — C de degré d > 2, on
définit ’ensemble de Julia rempli K(f) et l’ensemble de Julia pro-
prement dit J(f) (§4). Tous deux sont des compacts non vides de C.
L’ensemble J(f) est la frontiere de K(f), et K(f) est la réunion de
J(f) avec les composantes connexes bornées de C — J(f). L’ensemble
K(f) peut étre d’intérieur vide (auquel cas J(f) = K(f)), ou d’in-
térieur non vide. L’ensemble J(f) est la fermeture de I’ensemble des
points périodiques répulsifs. Les composantes connexes de l'intérieur
de K(f) sont toujours reliées a des points périodiques non répulsifs
de f. Les points périodiques sont décrits au § 3.

Dans cet exposé, nous examinons a quel point K(f) et J(f) dépen-
dent contintiment de f, quand f parcourt ’ensemble Py des poly-
noémes de degré d.

Il nous faut d’abord donner un sens a la question. On le fait en
définissant la métrique de Hausdorff sur 1’ensemble Comp*(C) des
compacts non vides de C (§1). La distance de Hausdorff est définie
comme sup de deux semi-distances ce qui permet de décomposer la
continuité pour des applications a valeurs dans Comp*(C) en semi-
continuités supérieure et inférieure. Au contraire de ce qui se passe
pour les fonctions a valeurs dans R, les deux semi-continuités jouent
des roles tres différents : la semi-continuité supérieure est beaucoup
plus naturelle.
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L’application f — K(f) est semi-continue supérieurement, et f —
J(f) est semi-continue inférieurement. Toutes deux sont continues
en fo si K(fo) est d’intérieur vide.

Le fait pour K(fy) d’avoir un intérieur non vide peut étre di a la
présence de cycles attractifs, de cycles paraboliques ou de disques de
Siegel. Il peut y en avoir plusieurs pour le méme fy si d > 2, mais
en degré 2 ils s’excluent mutuellement. Nous examinons 'effet sur la
continuité de ces trois types de cycles.

Les cycles attractifs ne causent en fait aucune discontinuité (§6).
Les disques de Siegel causent une discontinuité dans f +— J(f), mais
aucune pour f — K(f) (§7).

Un cycle parabolique cause une discontinuité dans f — K(f) et
dans f — J(f). Ces discontinuités peuvent étre décrites et analysées
avec précision. Nous les ferons dans la partie II pour 'exemple le plus
simple : Iapplication z — z + 22. L’outil principal pour cette étude
est fourni par les coordonnées de Fatou.

Je remercie I'Union des Professeurs de Spéciale et ’'Ecole Poly-
technique, en particulier Nicole Berline et Claude Sabbah, qui ont
organisé cette rencontre, Bodil Branner et Nuria Fagella pour leur
aide dans la préparation de ce texte et Jacques Carette qui a réalisé
les figures & 'ordinateur. Ce texte parait en anglais dans les comptes-
rendus d’une rencontre semblable (short course) organisée par Robert
Devaney de 'université de Boston et qui a eu lieu a Cincinnati sous
I'égide de I’American Mathematical Society(!).

Partie I. Propriétés de continuité
1. La métrique de Hausdorff

Soit E un espace métrique. Notons Comp(F) I’ensemble des com-
pacts de E et posons Comp*(E) = Comp(E) — {@}. Nous allons mu-
nir Comp*(FE) d’une distance appelée la distance de Hausdorff. Nous

(UN.A.E. : la référence exacte de D'article est « Does a Julia set depend conti-
nuously on the polynomial ? » in Complex dynamical systems (Cincinnati, OH,
1994), p. 91-138, Proc. Sympos. Appl. Math., vol. 49, Amer. Math. Soc., Provi-
dence, RI, 1994.
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donnons la définition et quelques propriétés dans le cadre général
des espaces métriques arbitraires, mais en fait nous nous intéressons
seulement au cas F = C.

Soient X et Y deux compacts de E. Nous disons que X est contenu
dans Y a r pres si X est contenu dans le r-voisinage de Y, c’est-a-dire
si d(z,Y) < r pour tout z € X. Nous notons 9(X,Y") le plus petit r
tel que X C Y a r pres, soit

J(X,Y) =supd(z,Y).
zeX

FIGURE 1.

La distance de Hausdorff dp est définie par
du(X,Y) =sup(9(X,Y),0(Y, X)).

Les conventions usuelles concernant 1’ensemble vide nous ameénent a
poser d(x, ) = oo, (X, ) = oo pour X # & et 9(, ) = 0. Pour
éviter des difficultés sans pertinence, nous travaillons sur Comp™*(E),
autrement dit nous ne considérerons que des compacts non vides.

Proposition 1.1. La fonction dy est une distance sur Comp*(E).

Lemme 1.2

(a) On a O(X,Y) =0 si et seulement si X C Y.
(b) Pour X,Y,Z dans Comp*(E), on a

8(X,7) <O(X,Y) + (Y, 2).
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Démonstration
(a) On a

0X,)Y)=0 < (VzeX)d(z,Y)=0 < (VzeX)zeY
— XCY

On a la deuxieme équivalence parce que Y est fermé.

(b) Posons r1 = 0(X,Y) et ro = 9(Y,Z). Pour x € X, on peut
trouver y € Y tel que d(z,y) < 71, puis z € Z tel que d(y,z) < ra.
On a alors d(z, z) < 11+ 172, d’ou d(z, Z) < 71 +72. Comme cela vaut
pour tout z € X, on a (X, Z) <11+ ro. O

Démonstration de la proposition 1.1

(a) dg(X,Y) =dn(Y, X) est évident sur la définition.

(b) dg(X,Y)=0 <= 9(X,Y)=0(Y,X)=0 < (X CY et
YCX) < X=Y.

(c)Ded(X,Z) < O(X,Y)+0(Y,Z)et 0(Z,X) < O(Y,X)+0(Z,Y)
on tire dy (X, Z) < dg(X,Y) +du(Y, Z). O

A partir de maintenant nous munissons Comp*(E) de la distance
de Hausdorff et nous le considérons donc comme un espace métrique.
Ceci nous permet d’utiliser des expressions comme « X,, — X quand
n — 00 » ou « Xy dépend contintiment de A € A ».

2. Applications semi-continues a valeurs dans Comp*(FE)

La distance de Hausdorff (X,Y) — dg(X,Y) est le sup des deux
semi-distances (X,Y) — 9(X,Y) et (X,Y) — O(Y, X). Ceci nous
permet de décomposer la propriété de continuité pour une application
A — Comp*(F) en semi-continuités supérieure et inférieure.

Comparons avec R : la distance (z,y) — |y — x| sur R peut s’ex-
primer comme

ly — 2| = sup((y — 2)*, (2 — ) ")
ou rt = sup(r,0). Rappelons qu'une fonction f : A — R est dite
semi-continue supérieurement en X si

(f(A) = f(X))" — 0 quand X — Ao,
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c’est-a-dire :
(Ve > 0) (3Vioisry) (VA€ V) f(A) < f(Xo) +&.
On dit que f est semi-continue inférieurement en g si
(fxo) —fOA)T — 0 quand X — )Xo
c’est-a-dire
(Ve > 0) (FVioisrg) (YA€ V) f(A) > f(ho) —e.

Par analogie, nous disons qu’une application ¢ : A — Comp*(E) est
semi-continue supérieurement en \g si

A(d(N), p(Ao)) — 0 quand X\ — Ao,
c’est-a-dire
(Ve > 0) (3Waoisra) (VA E V) §(A) C 6(Ao) & & pris.
Nous disons que ¢ est semi-continue inférieurement en Ag si
I(p(Xo), @(N)) — 0 quand A — Ao,
c’est-a-dire
(Ve > 0) (3 Vioisng) (VA E V) d(N) D @d(No) & € pres.

Mais il y a une différence avec le cas de R, qui est toute en faveur
du nouveau cas. Dans le cas de R, il est difficile a quelqu’un de nor-
mal, méme apres quelques efforts, de s’y retrouver entre les deux
semi-continuités. Dans le cas de Comp*(E), les deux semi-continuités
jouent des roles tres différents : la semi-continuité supérieure est tres
naturelle a considérer, a cause de l'interprétation donnée dans la
Prop. 2.1. ci-dessous, tandis que la semi-continuité inférieure est une
propriété un peu bizarre.

Si E et F' sont deux espaces métrisables, on dit qu’une application
f: E — F est propre si f est continue et si 'image inverse de tout
compact de F est un compact de E. Toute application propre est
fermée, c’est-a-dire que I'image d’un fermé est fermée ([2])
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Proposition 2.1. Soient E un espace métrique, A un espace métrisable
et (Xx)rea une famille de sous-ensembles de E. Considérons l’es-
pace H des (X,z) € A X E tels que x € X,. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(1) Uapplication X — X est semi-continue supérieurement de A
dans Comp*(F) ;

(2) H est fermé dans A x E et la projection py : H — A est propre
et surjective.

Démonstration
(2) = (1) : Pour tout A, 'ensemble X est un compact non vide
de E. Etant donné Ay € A et € > 0, Pensemble

A={(\z)eH|dxz, X)) = ¢}

et un fermé de H ne rencontrant pas p;{l()\g). Donc py(A) est fermé
dans A et W = A — py(A) est un voisinage de \g. Pour A € W, on a
8(X,\, X)\o) <eE.

(1) = (2) : Puisque X, # @ pour tout A, la projection py est
surjective. Soit L C A un compact, et soient ((An, Zn))nen une suite
dans p;{l (L). Comme (\;) est une suite dans L, on peut supposer
qu’elle tend vers un point \g € L. Posons r,, = d(xy, X),). Par semi-
continuité, r, < (X, , X»,) — 0.

Pour tout m on peut trouver un point y, € X,, tel que
d(zy,yn) = rn. De la suite (y,) dans X, on peut extraire une suite
convergeant vers un point yp € Xy,. Alors (A, ) = (Ao, Z0). O

Remarque 2.2. Si A est localement compact, la condition (2) est équi-
valente a :

(2") H est fermé dans A x E, pour chaque Ay € A on peut trouver un
voisinage V' de Ag dans A et un compact K dans F tels que X, C K
pour A € V, et py est surjective.

Si E est compact, (2) est équivalente a :

(2") H est fermé dans A x E et py est surjective.
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3. Points périodiques

3.1. Multiplicateur. Soit f : C — C un polynéme complexe de
degré d. On note f* le k-iéme itéré de f.

Un point = € C est périodique de période k si f*(z) =z, fi(z) #x
pour 0 < i < k. Le cycle engendré par z est alors £ = {zg,..., 1},
ot 7; = fi(x). Le multiplicateur de & est

pe = ['(xo) - f'(w1) - f'(wx—1) = (f*)'(z:) pour tout i.

Pour 2 voisin de x;, f¥(2) — z; est approximativement pg - (2 — ;).

On dit que le cycle & est attractif si |pe| < 1, répulsif si |pe] > 1,
indifférent (ou neutre) si |pg| = 1. Les cycles indifférents se divisent
en cycles paraboliques (cas oll pg est une racine de I'unité) et cycles
indifférents irrationnels.

Le multiplicateur d’un point périodique est le multiplicateur du
cycle qu’il engendre. Un point périodique est attractif, répulsif, etc.,
s’il en est ainsi du cycle qu’il engendre.

3.2. Cycles attractifs. Si z est un point périodique attractif de
période k, le bassin A, de = est

{z € C| f™(2) = = quand n — oo}.

C’est un ouvert contenu dans K, et « € A,. Le bassin immédiat AY
est la composante connexe de A, contenant x. Le bassin (resp. bassin
immédiat) du cycle engendré par x est
Ac= U Ay, (resp. A2= U AY).
0<i<k 0<i<k
Le résultat suivant est classique. Rappelons qu’un point critique de f
est un point ou la dérivée f’ s’annule.

Théoreme 3.1 (Fatou, Julia). Le bassin immédiat d’un cycle attractif
contient toujours un point critique.

Corollaire. Le nombre mazimum de cycles attractifs pour un polynome
de degré d est d — 1.

En effet, un polynéme de degré d a au plus d — 1 points critiques
distincts.
En fait on a un meilleur résultat :
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Théoreme 3.2. Le nombre maximum de cycles non répulsifs pour un
polynome de degré d est d — 1.

Plan de la démonstration. La démonstration repose sur la notion
d’application a allure polynomiale. Une application da allure polyno-
miale f : U' — U, ou U est U’ sont deux ouverts de C limités par
des courbes de Jordan ~ et + avec U’ C U, est une application
holomorphe U’ — U qui admet un prolongement continu U’ — U
induisant une application 7/ — . Le degré de f est le degré de 1’ap-
plication induite v/ — ~. Une application & allure polynomiale de
degré d a d — 1 points critiques (en comptant avec multiplicité). Si f
est un polynéme de degré d, 'application

f:fY(Dr) — Dg

est a allure polynomiale pour R assez grand.

Le théoréme 3.1 s’étend aux applications a allure polynomiale : tout
cycle attractif attire au moins un point critique. Il suffit de recopier la
démonstration pour les polynémes. Par conséquent, une application
a allure polynomiale de degré d a au plus d — 1 points critiques.

L’avantage de ce nouveau cadre est le suivant : alors qu’il est dif-
ficile de modifier un polynéme de fagon a rendre attractifs tous les
cycles non répulsifs, cela est tres facile pour les applications a allure
polynomiale. Par suite une application a allure polynomiale de degré
d a au plus d — 1 cycles non répulsifs — sinon 'application modifiée
donnerait une contradiction. Ceci s’applique notamment aux poly-
nomes. U

3.3. Cycles paraboliques. Soit maintenant x un point parabolique
de période k et de multiplicateur p = e27P/4 (p et g premiers entre
eux). Alors f*4 est tangent & I’identité en . On peut trouver Q demi-
droites d’origine x appelées les axes d’attraction, alternant avec @
autres appelées les azes de répulsion, avec la propriété suivante :
si z est voisin de x sur un axe d’attraction (resp. de répulsion), f*
rapproche (resp. éloigne) z de x. Les axes d’attraction et de répulsion
sont déterminés de la fagon suivante :
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En mettant Porigine en xz, Papplication f*¢ se met sous la forme
2 2(14 29 + 0(2971))

avec ¢ # 0, Q > 1. Les valeurs de z pour lesquelles cz? est réel < 0
(resp. > 0) forment les axes d’attraction (resp. de répulsion).

L’application linéaire tangente z — p-z envoie les axes d’attraction
sur axes d’attraction et axes de répulsion sur axes de répulsion. On
voit ainsi que @ est nécessairement un multiple de q.

Pour chaque axe d’attraction L, il y a des points z tels que
fFm(z) — 2z tangentiellement & L. Ces points forment un ouvert
non vide Ay qui contient un segment S de L ayant z pour une de
ses extrémités. Nous appelons Ay, le bassin de L, et la composante
connexe AOL de L qui contient S le bassin immédiat. Le point = est
sur la frontiére de AY. Le bassin (resp. bassin immédiat) de z est la
réunion des Ay, (resp. A%) pour L axe d’attraction, et si & est le cycle
engendré par = nous définissons A¢ (resp. Ag) comme la réunion des
bassins (resp. bassins immédiats) des points du cycle.

FIGURE 2.

Le résultat suivant est analogue au théoreme 3.1 :

Théoreme 3.3 (Fatou, Julia). Le bassin immédiat d’un cycle parabolique
contient toujours au moins un point critique (en fait v = Q/q points
critiques).

3.4. Cycles indifférents irrationnels. Soit maintenant x un point
périodique indifférent irrationnel de période k et de multiplicateur
p=e2m § cR—Q. Alors z peut étre linéarisable (cas de Siegel) ou
non linéarisable (cas de Cremer). On dit que x est linéarisable 'l y
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a un voisinage ouvert U de z tel que f¥(U) = U et un isomorphisme
¢:U — D tel que po fFop=t : D — D soit la rotation z — p - 2.
Le plus grand U possible est le disque de Siegel A, de x.

Des résultats de Cremer, Siegel, Bruno, Yoccoz donnent des condi-
tions pour qu’un point périodique indifférent irrationnel soit linéari-
sable. Pour les polynémes quadratiques, on a

Théoréeme 3.4 (Bruno, Yoccoz). Soit f un polynome quadratique avec
un point périodique indifférent irrationnel x de période k et de mul-
tiplicateur p = ¥ 0 € R — Q. Soient p,/q, les réduites du dé-
veloppement de 6 en fraction continue. Alors x est linéarisable si et
seulement si

(B) Z log qny1 < 00

an

L’implication (B) = linéarisabilité est due & Bruno, et vaut pour un
polyndéme de degré quelconque, et méme pour tout germe de fonction
holomorphe. La réciproque est due & Yoccoz.

4. Ensemble de Julia rempli et ensemble de Julia
d’un polynéme

Soit f : C — C un polynéme complexe de degré d > 2. On note f"
le n-ieme itéré de f: fO =1, f*t!1 = fo f". Nous écrivons parfois z,
pour f"(z).

On dit que z s’échappe par f si f"(z) — oo quand n — oo. On
peut trouver un R > 0 tel que tout z vérifiant |z| > R s’échappe. Une
telle valeur de R est appelée un rayon d’échappement. Pour f : z —
agz® 4 - - + ag, le rayon

1+ |ag| + - -+ |ao

R:
laq]

est un rayon d’échappement.

En fait, dés qu’'un point commence a s’échapper pour de bon, la
convergence vers oo est incroyablement rapide. Par exemple, pour
f(z) = 22 + ¢ avec |c| < 2, si |z,] = 3 pour un certain n, on a
|Zna10] > 10390 : c’est plus que le rapport du volume de I'univers
connu jusqu’aux quasars les plus lointains au volume d’un proton.
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Nous notons K(f) 'ensemble des points qui ne s’échappent pas
par f, et nous 'appelons ’ensemble de Julia rempli de f. L’ensemble
de Julia proprement dit est la frontiere J(f) de K(f). L’ensemble
K (f) est compact. En effet, il est contenu dans Dr dés que R est un
rayon d’échappement, et il est fermé : si un point z s’échappe, on a
|f™(2)] > R pour un certain n, d’ou |f™(2’)| > R avec le méme n
si 2/ est assez voisin de z, et ’ensemble des points qui s’échappent est
ouvert.

L’ensemble K (f) n’est jamais vide, car il contient les points fixes
de f, solutions de f(z) — z = 0. En fait il est toujours infini non
dénombrable. Il résulte du principe du maximum que son complé-
mentaire C — K(f) ne peut pas avoir de composante connexe bornée,
donc C — K (f) est connexe.

Suivant les coefficients de f, ’ensemble K (f) peut étre connexe ou
non connexe, il peut étre d’intérieur vide (auquel cas J(f) = K(f))
ou d’intérieur non vide. En vertu d’un théoréme de Fatou et Julia,
K(f) est connexe si et seulement si aucun point critique de f ne
s’échappe.

Proposition 4.1

(a) Tout point périodique attractif appartient a K (f)-
(b) Tout point périodique répulsif appartient a J(f).
(¢) Tout point parabolique appartient a J(f).
(d) Tout point de Siegel (indifférent irrationnel linéarisable) appar-
tient a K(f).

(e) Tout point de Cremer (indifférent irrationnel non linéarisable)
appartient a J(f).

Démonstration. (a) et (d) sont immédiats. Le bassin attractif ou le
disque de Siegel de x est un voisinage de x contenu dans K (f). Réci-
proquement, supposons que = soit un point périodique de période k
avec © € K(f), et soit U la composante connexe de K(f) conte-
nant z. Alors f* applique U dans U. L’ouvert U est isomorphe & I,
soit ¢ : U — D un isomorphisme tel que ¢(x) = 0 et considérons
h=d¢ofFfop™l:D —D. Ona h(0) =0, et h'(0) est le multiplicateur
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p = (f*)(z). D’aprés le lemme de Schwarz, on a |p| < 1, et si |p| = 1
Papplication h est la rotation z +— pz. Ceci démontre (b) et (e).
Remarquons que si = est parabolique avec p = e2™/4 alors 4 est
tangente a l'identité en x, mais ne peut étre 'identité puisque c’est
un polynéme de degré d*4. Donc z ne peut étre linéarisable, et ceci
établit (c). O

D’apres un théoreme de Sullivan, et des résultats antérieurs de
Fatou, les composantes de 'intérieur de K (f) sont toujours reliées &
des cycles non répulsifs, d’une facon que nous allons décrire.

Les ensembles de la forme suivante :

(A) Bassin immédiat d’un point périodique attractif

(P) Bassin immédiat d’un axe d’attraction d’un point parabolique

(S) Disque de Siegel
sont des composantes connexes de K (f).

Si U est une composante connexe de K(f), son image f(U) est
encore une composante connexe de K (f). On dit que U est périodique
si f¥(U) = U pour un certain k > 0, pré-périodique si f*(U) est
périodique pour un certain £ > 0. Les composantes de I'un des types
(A), (P), (S) ci-dessus sont périodiques.

Théoréme 4.2 (Sullivan). Toute composante conneze de K (f) est pré-
périodique.

Théoreme 4.3 (Fatou). Toute composante connexe périodique de K (f)
est de l'un des types (A), (P), (S).

Corollaire 4.4. Si tous les cycles de f sont répulsifs, on a K(f) =g.

L’ensemble J(f), frontiere de K (f), est compact, non vide et d’in-
térieur vide. L’ensemble K (f) est la réunion de J(f) avec les compo-
santes connexes bornées de C — J(f). D’apres un théoreme de Fatou
et Julia, J(f) est la fermeture de I’ensemble des points périodiques
répulsifs. Pour tout a € J(f), 'ensemble J(f) est la fermeture de
I’ensemble des images inverses itérées de a.
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5. Semi-continuités de K (f) et J(f) en fonction de f

Notons P; I’ensemble des polynémes complexes de degré d. Un tel
polynoéme s’écrit

f(z) = agz® +ag_ 1271+ +ag avec agq#0.
Ainsi Py peut s’identifier & C* x C%, ce qui le munit d’une topologie.

Théoréme 5.1

(a) L’application f +— K(f) de Py dans Comp*(C) est semi-
continue supérieurement.

(b) L’application f — J(f) de Py dans Comp*(C) est semi-
continue inférieurement.

Démonstration
(a) Pour f € Py, considérons le rayon d’échappement

_ 1+4ag|+ -+ aol

a |aq| '

Il dépend contintiment de f. L’ensemble des couples (f,z) € Py x C
tels que z s’échappe par f est

{(f,2) [ Bn) |f"(2)] > Ry}

Il est donc ouvert, et son complémentaire K = {(f,2) | z € K(f)}
est fermé dans Py x C. Comme K (f) # @ pour tout f et

Kc{(f,2) | 2] < Ry},

la projection px : KL — Py est propre et surjective (cf. Remarque 2.2).
On peut donc appliquer la proposition 2.1.

(b) Nous allons utiliser la description de J(f) comme fermeture
de ’ensemble des points périodiques répulsifs. Soient fy un point de
Py et € > 0. On peut trouver un ensemble fini X = {z,...,2nx}
de points périodiques répulsifs pour fy qui remplit J(fy) a /2 pres,
c’est a dire tel que 9(J(fy), X) < €/2. Chaque z; est solution d’une
équation féﬁ ‘(z) — 2z = 0. C’est une solution simple de cette équation,

Ry

car la dérivée est p;, —1 # 0. On peut donc appliquer le théoreme
des fonctions implicites; on trouve un voisinage W de fy dans Py et
des fonctions holomorphes §; : W — C telles que &;(fo) = x; et &(f)
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périodique de période k; pour f. Si on a choisi W assez petit, &(f)
est encore répulsif, et |£(f) — x;| < /2 pour tout f € W. On a alors

X, J(f)) <O(XA{&(N)}) <e/2 et I(J(fo), J(f)) <e. DO

Corollaire 5.2. Soit fo € Py un point tel que K(fo) = o, de sorte que
J(fo) = K(fo). Alors les deux applications f +— K(f) et f — J(f)

sont continues en fy.

Ceci résulte du théoreme 5.1, et du lemme 5.4 ci-dessous. Nous
démontrons d’abord le lemme 5.3, non pour 'utiliser mais simplement
pour s’échauffer.

Lemme 5.3. Soient A un espace topologique, u et v deux fonctions
A — R avec u semi-continue inférieurement et v semi-continue su-
périeurement. On suppose que u(A) < v(A) pour tout A € A, et
u(Ao) = v(Ao). Alors u et v sont continues en Ag.

Démonstration. Soit € > 0. Il existe un voisinage W de )\ tel que,
pour A € W, on ait u(A\) = u(Ag) —¢ et v(A\) < v(Ag)+e. Pour A € W,
on a donc

u(Ag) —e < u(A) <v(\) <v(Ag) +e=u(N) +¢,
d’ou
[u(A) —u(No)| <e et |v(A) —ov(X)| <e. O

Lemme 5.4. Soient A un espace topologique, A — X et A\ —Y) deux
applications A — Comp*(E), la premiére semi-continue inférieure-
ment et la seconde semi-continue supérieurement. On suppose que
X\ C Yy pour tout X € A et Xy, =Y),. Alors A = X et A = Y
sont continues en \g.

Démonstration. Soit € > 0. Il existe un voisinage w de Ag dans A tel
que 0(Xy,, Xx) <cet (Y, Y),) <ecpour A€ W.Pour A € W, on a
aussi

(‘)(Y,\O, Y)\) = 8(X)\O,Y)\) g a(X,\O, XA) < 3
et

O(XA,XAO):f?(XA,Y,\O) <3(Y>\,Y)\O) <€. O
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79
(3}
E{i

un avec un disque de Siegel

si tous les cycles sont répulsifs,

K(f) = o (ici f(2) = 2% +1)

PLANCHE 1. Quelques ensembles de Julia
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6. L’effet des bassins attractifs

Dans ce paragraphe, on montre que les bassins attractifs ne pro-
duisent de discontinuité ni dans f — K(f) ni dans f — J(f).

Notons A(f) la réunion des bassins des cycles attractifs de f. L’en-
semble A(f) est réunion de composantes connexes de K (f). Il est donc
ouvert, et J(f) U A(f) est fermé donc compact.

Proposition 6.1

(a) L’application f — J(f) U A(f) est une application semi-
continue inférieurement Py — Comp*(C)

(b) L’application f — K(f) — A(f) est une application semi-
continue supérieurement Py — Comp™*(C).

Corollaire 6.2. Si l'intérieur de K(fo) est formé exclusivement de bas-
sins attractifs, les applications f — K(f) et f — J(f) sont continues

en fo-

Lemme 6.3. L’ensemble A = {(f,z) | z € A(f)} est ouvert dans
Pd x C.

Avant de démontrer ce lemme, introduisons une définition. Nous
dirons qu’une partie L de C est un piége contractant de période di-
visant k& pour f si L est un compact convexe non vide et f*(L) C Z}
avec |(f¥)'| < 1sur L. Si L est un piége contractant de période divi-
sant k pour f, il existe un point = € L tel que f**(z) — x pour tout
z € L. Le point x est un point périodique attractif pour f et L est
contenu dans son bassin immeédiat.

Si 2 est un point périodique attractif pour f, le disque fermé D,
est un piege contractant pour f si r est assez petit. Si L est un piege
contractant pour fp, ¢’est aussi un piege contractant pour f si f est
assez voisin de fy.

Démonstration du lemme 6.5. Soit (fo,20) € A. On peut trouver un
[¢]
piege contractant L pour fy et un entier n tel que fj(z0) € L. Pour

o
(f, z) assez voisin de (fy,20), on a encore f"(z) € [ avec le méme n,
et L est un piége contractant pour f, d’ou z € A(f)et (f,z) € A. O
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Démonstration de la proposition 6.1

(a) Fixons fo € Py et € > 0. Soit X = X; U Xy un ensemble fini
dans J(fo) U A(fo), le remplissant a /2 pres, avec X1 C J(fo) et
X9 C A(fo). On peut trouver un voisinage W de fo dans Py tel que,
pour f € W, on ait (X1, J(f)) < e/2 et Xo C A(f). Alors

OX,I(f)UAS) <5 et d(JI(fo) UAo). J(F)UA(f)) <=

(b) La projection px : K — Py est propre et £ — A est fermé
dans K, donc px induit une application propre K — A — Py4. Cette
application est surjective car K(f) — A(f) D J(f) # @ pour tout f.
On peut donc appliquer la proposition 2.1. O

Démonstration du corollaire 6.2. On peut appliquer le lemme 5.4.

aux couples (f = J(f) UA(f), f — K(f)) et (f = J(f),[f =
K(f) = A(f))- O

7. L’effet des disques de Siegel

Il est facile de voir que la présence d’un disque de Siegel produit
une discontinuité dans f — J(f). Il est beaucoup moins évident que
cela n’en produit pas dans f — K(f).

Proposition 7.1. Soit fo un polynome de degré d ayant un point périodi-
que indifférent irrationnel linéarisable x. Alors f — J(f) n’est pas
continue en fy.

Démonstration. Soit k la période de x, le point x est solution simple
de Déquation f¥(z) — 2z = 0, car la dérivée est p, — 1 # 0. Par le
théoreme des fonctions implicites, on peut trouver une fonction ho-
lomorphe £ : W — C, ou W est un voisinage de fo dans Py, telle
que &(fo) = x et £(f) périodique de période k pour f. L’application
[ pepy = (fFY(&(f)) est holomorphe sur W, et non constante (si-
non tous les polyndémes de degré d auraient un cycle indifférent!).
C’est donc une application ouverte, et on peut trouver une suite
fn — fo telle que &(fy,) soit répulsif. On a alors

§(fn) € J(fn) et O({x}, J(fn)) = d(z, J(fn)) — 0.
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Mais x ¢ J(fo), donc d(z, J(fo)) # 0. Il en résulte que (J(fr), J(fo))

ne tend pas vers 0. U

Proposition 7.2. Soit fy un polynéme de degré d ayant un point
périodique indifférent irrationnel avec un disque de Siegel A. Alors
O(A,K(f)) = 0 quand f — fo dans Py.

Soit k la période de z et soit ¢ : A — D un isomorphisme conju-
guant f¥ & la rotation z — €% 2. Pour r < 1, posons I', = {z € A |
|p(2)| = r}. Etant donné o > 0, on dit qu’une suite (2, )nen est une
orbite de fo a a prés si (Vn) |zn+1 — fo(zn)| < . On dit que (z,)
couvre un compact L & € prés si UD,, . D L

Lemme 7.3. Pour toutr <1 et tout € > 0, il existe un o > 0 tel que :

(a) toute suite (zn)nen qui est une orbite de fy 4 o prés avec zy €
I’ couvre I') d € pres;

(b) toute suite (zn)nen qui est une orbite pour fo 4 o prés avec
20 € A, |¢(20)] < 7, et 2y € A ou ¢p(zny) > r pour un certain N,
couvre 'y d € pres.

Démonstration

(a) Fixons r < 1 et € > 0. On peut supposer ¢ < d(I';,C — A).
On peut trouver un entier m tel que, pour tout z € I',., 'ensemble
{foki(z)}ogkm remplisse I', & £/2 pres. On peut alors trouver « tel
que, pour toute suite (z,) qui est une orbite pour f§ & a prés avec

|2 — £ (20)] < 5 pow 0<i<m.

Alors {zi}o<i<m couvre I'; a € prés. Remarquons qu’on peut trouver
un « qui marche pour tout r € [ri,79] si r; < ro < 1.

(b) On peut trouver £; tel que |r — 7| < &1 = dy(T, ) < /2,
et ag tel que |z —2'| < a1 = [P(2) —@(2')| < 1. D’apres la partie (a),
on peut trouver un as tel que toute orbite pour fy a as pres avec
d(z0,T'y) < €/2 couvre I'; a € preés. Prenons a = inf(ay, ). Si (zp)
satisfait aux hypotheses de (b), |¢(z,)| bouge par pas < e1 tant qu'il
est défini. Il y a donc un ng tel que ||¢(2p,)| — 7| < €1, et les zp54p
couvrent ', & € pres. O
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Lemme 7.4. Pour z € A, la distance d(z, K(f)) tend vers 0 quand
= fo

Démonstration. Soit y un point périodique répulsif pour fy. D’apres
le théoreme des fonctions implicites, on peut trouver un voisinage W
de fo dans Py et des fonctions analytiques £ et n : W — C telles
que (fo) = z, n(fo) =y, £(f) et n(f) périodiques pour f. Si z = ,
on a d(z, K(f)) < |z—&(f)] — 0; on peut donc supposer z # x et
ne s’intéresser qu’aux polynoémes f pour lesquels z ¢ K(f). Puisque
E(f) e K(f) et 2 ¢ K(f), il existe un point w € [£(f), z]a N J(f), ou
2,2l = 671 (16(="), 6(2)]):

Arbitrairement pres de w, on peut trouver un point zy € J(f)
qui soit une image inverse itérée par f de n(f). On peut supposer
|p(20)] < 7 = |p(z)]. Si f est suffisamment proche de fy, 'orbite
de zp par f est une orbite pour fp & a pres. On a |¢(z0)| < 7 et
il existe un N tel que zy = n(f) € A ou |¢(n(f))| > r. Donc (z,)
couvre I'; & € prés. En particulier il y a un n tel que |z — z,| < ¢,
donc d(z, K(f)) < e. O

Démonstration de la proposition 7.2. Fixons € et soit Z un ensemble
fini dans A couvrant A & /2 prés. D’aprés le lemme 7.4, on peut
trouver un voisinage W de fo dans Py tel que d(z, K(f)) < €/2 pour
z€ Zet f€W.Onaalors (A, K(f)) < e pour tout f € w. O

Corollaire 7.5. Posons U = U, f~"(A). On a d(J(fo)UU,K(f)) =0
quand f — fo

Corollaire 7.6. Soit fy € Py un polynome sans cycle parabolique. Alors
f = K(f) est continue en fo.

Indication. L’intérieur de K(fp) est formé exclusivement de bassins
de cycles attractifs et de disques de Siegel avec leurs images inverses
itérées.
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8. Un théoréme de Mané-Sad-Sullivan

Savoir que deux compacts sont proches pour la distance de Haus-
dorff ne nous dit en rien qu’ils se ressemblent du point de vue topo-
logique. Ainsi tout compact peut étre approché par des ensembles de
Cantor, voire par des ensembles finis.

La théorie de Mané-Sad-Sullivan fournit des cas ou l'on sait que
des ensembles de Julia — ou des ensembles de Julia remplis — sont
homéomorphes. Voici un des résultats principaux :

Théoréme 8.1. Soit A une variété C-analytique et (fy)ren une famille
C-analytique de polyndomes de degré d. Supposons que A soit sim-
plement conneze, et que fy n'ait de cycle parabolique pour aucun .
Choisissons un point de base \g € A. Alors

(a) on peut trouver de facon unique, une famille d’homéomor-
phismes

(Dx = Dagn = J(frg) — J(fr))ren

de facon que :
(i) (A, x) = ¢oa(z) soit continue sur A x J(fy,) ;
(ii) ¢ conjugue fr, @ fr, c’est-a-dire ¢y o fr, = fro Px;
(b) on peut étendre, pour chaque X\, Uapplication ¢ en un homéo-
morphisme ¢y @ K(fy,) — K(f\). Il n’y a pas d’unicité. On peut
s’arranger pour que ¢x(x) dépende continiment de (\,x), mais pas
toujours pour que ¢y conjugue fr, a fi.

Corollaire 8.2. Soit S la fermeture dans Py de l’ensemble des poly-
nomes ayant un cycle indifférent. Si fo et f1 sont dans la méme
composante conneze de Py — S, l’ensemble J(f1) est homéomorphe a
J(fo), et K(f1) est homéomorphe a K(fo).

On peut trouver une démonstration du théoreme 8.1 dans [21] ou
dans [9]. Le corollaire 8.2 s’en déduit immédiatement : on peut trouver
un ouvert simplement connexe A dans Py — S contenant fy et fi.

Remarques
(1) Fixons fy dans Py —.S. Pour f proche de fo, le compact K(f)
est 'image de K(fp) par un homéomorphisme proche de l'identité.
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Ceci est plus fort que la conclusion du Cor.7.6. Mais I’hypothése
aussi est plus forte : on demande qu’il y ait tout un voisinage de fy
dans Py formé de polynémes n’ayant pas de cycle indifférent (on peut
remplacer indifférent par parabolique, ¢a ne change rien).

(2) Dans le cas d = 2, pour les polynémes de la forme z — 22 + c,
I’ensemble S est la frontiére de I'ensemble de Mandelbrot. Le corol-
laire affirme en particulier que, pour ¢y et ¢; dans la méme compo-
sante connexe de M, les ensembles K (f.,) et K(f.,) sont homéo-
morphes, ainsi que J(f.,) et J(fec,).

Partie II. L’implosion parabolique

Dans cette II° partie nous analysons sur un exemple les discon-
tinuités en un point fo causées pour f — K(f) et f — J(f) par
la présence d’un cycle parabolique pour fy. Les §§9 a 13 sont es-
sentiellement descriptifs. [’exposé devient plus technique au § 14. Le
résultat principal est énoncé au §11 (théoreme 11.3). Les §§14 a 21
sont consacrés a donner ’essentiel de sa démonstration.

9. Un exemple parabolique typique
Nous choisissons ’exemple le plus simple possible, a savoir :
fo:z— z+4 22

Un point parabolique de période k pour un polynoéme de degré d > 1
est un point a avec f¥(a) = a et p = (f¥) (o) = e2™/7 pour des
entiers k > 0, ¢ > 0, 0 < p < q avec p et ¢ premiers entre eux. Pour
forz—z+22mad=2,a=0,k=1,¢g=1, p=0. Nous allons
faire de cet exemple une étude approfondie.

Le polynéme fy est affinement conjugué a z +— 22 4+ 1/4. Le point
1/4 est le point de rebroussement de la grande cardioide de ’ensemble
de Mandelbrot. L’ensemble de Julia rempli K(fy) est le chou-fleur
centré en w = —1/2. Sa frontiere J(fy) est une courbe de Jordan.

Considérons maintenant

feizr— 2+ 22 +¢,

qui est affinement conjugué a z — 22+1/4+¢, pour ¢ réel voisin de 0.
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PLANCHE 2.

Pour £ < 0, le point 1/4+¢ est a 'intérieur de la cardioide, ’appli-
cation f. a un point fixe attractif, K(f.) est un disque topologique,
J(fz) est une courbe de Jordan; on a

K(fe) — K(fo) et J(fo) — J(fo) quand &-— 0.

Pour € > 0, le point 1/4 + € est a lextérieur de I’ensemble de Man-
delbrot, donc K(f.) est un ensemble de Cantor et J(f:) = K(f:).
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Comme J(fo) # K(fo), il y a forcément une discontinuité dans I'une
au moins des applications € — K(f:), € — J(fz) sur Ry en e = 0.

10. Le batteur a oeufs

Considérons maintenant f. : z — z+ 22 +¢ avec € > 0 petit, disons
0<e<egoueg =1/25.0na K(f:) NR =& car f.(x) > = pour
tout = € R, donc tout point réel s’échappe.

L’application f. a deux points fixes a = i\/e et @ = —i/e. Si on
conjugue par 'homothétie de rapport 1/4/¢ de fagon a envoyer « et
o en i et —i, application devient

F.:Z+— Z+e(Z?+1)
qui est la méthode d’Euler de pas /e pour I"équation différentielle
Z=27%+1.

Les solutions de cette équation différentielles décrivent les cercles du
faisceau de cercles ayant pour points limites 7 et —i. Les orbites de F;
suivent approximativement ces cercles. C’est ce que nous appelons la
dynamique du batteur d ceufs.

Cette description est valable dans un compact fixe du plan des Z
quand € — 0 (¢a donne un compact qui se rétrécit dans le plan des z).

FIGURE 3.
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Tandis que les points tournent sur ces cercles, ils dérivent lente-
ment de o ou @ vers R, car chaque pas se fait sur la tangente. Les
multiplicateurs sont 1 + 2i/e, donc « et @ sont trés légérement ré-
pulsifs. L’effet dominant est la rotation.

11. Scénarios imaginables

Qu’arrive-t-il & lensemble de Cantor K(f.) = J(f:) quand
e > 0 tend vers 07 A priori, on peut imaginer deux scénarios (voir
planche 3). Pour les décrire, introduisons une notation. L’ensemble
de Cantor triadique (/3 est obtenu & partir de I = [0,1] par la
recette suivante : on enléve le tiers du milieu ouvert puis on enleve
le tiers du milieu (ouvert) de chacun des intervalles qui restent et
on recommence : enfin on prend l'intersection des compacts ainsi
obtenus.

Pour 0 < §, notons Cy ’ensemble de Cantor obtenu par le méme
procédé, sauf qu’a chaque pas on enléve de chaque intervalle de lon-
gueur £ un intervalle ouvert centré de longueur 9 - £.

Quand 6 — 0, le Cantor Cy tend vers I (pour la métrique de
Hausdorff).

Scénario 11.1. Pour € > 0 petit, J(fz) se trouve sur une courbe
voisine de J(fp) tout comme Cj se trouve dans I pour ¢ petit. En
d’autres termes on a une famille continue (I';) de courbes de Jordan,
et J est obtenu a partir de I'; en Otant une infinité de petits arcs
ouverts.

Scénario 11.2. Pour € > 0 petit, J(f:) = K(f:) est obtenu a partir
de K (fp) en y faisant une fente fine le long du segment K(fy) NR, et
une infinité d’autres fentes tres fines qui disconnectent complétement
cet ensemble. Ainsi K (f:) se trouve situé dans K(fp) (ou dans un
disque topologique voisin) comme Cs x Cjs dans le carré I? pour &
petit.

Le premier scénario ne donnerait aucune discontinuité pour f —
J(f), mais en donnerait une pour f — K(f), car K(fo) n’est pas
approximativement contenu dans K(f.) = J(f:) pour € > 0 petit.
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PLANCHE 3

Le second scénario ne donnerait pas de discontinuité pour f +—
K(f), mais en donnerait une pour f — J(f), car J(f:) = K(fe)
n’est pas approximativement contenu dans J(fp).

Ce qui se passe en fait ne suit aucun de ces deux scénarios. C’est
bien plus horrible, donc bien plus beau. Pour commencer les deux
applications € — J(f:) et € — K(f.) ont une discontinuité. Est-ce
que ¢a veut dire que J(f:) = K(f-) a une limite L quand ¢ — 0 avec
J(fo) G L G K(fo), ou qu'il n’y a pas de limite du tout ?
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Il faut bien qu’il y ait un peu une limite, pour la raison suivante :
Pour ¢ < 1, K(f-) est contenu dans Dy. Or Comp*(Dy4) est com-
pact. Je vous ai caché cela au §1 mais, pour tout espace métrique
compact E l’espace Comp* (FE) est compact pour la métrique de Haus-
dorff. Donc de toute suite (g,,) tendant vers 0 on peut extraire une
suite (en, ) telle que K(fe,, ) ait unelimite L. Ona J(fo) C L C K(fo)
en vertu des propriétés de semi-continuité, et en fait on peut montrer
qu'on a toujours J(fo) G L & K(fy). Mais L dépend de la suite d’ou
on est parti, et éventuellement de la sous-suite choisie, de sorte que
J(f:) = K(f:) ne tend pas vers une limite. Comme nous le verrons
au §21, ce qui se produit est ce qui suit :

Théoréme 11.3. On peut trouver une application T :]0,e9] — T appelée
la fonction phase, admettant un relévement continu 7 : ]0,e09] — R qui
tend vers —oo quand € — 0 (de sorte que T n’a pas de limite), et une
application continue injective 8 — Ly de T dans Comp*C wvérifiant
J(fo) G Lg & K(fo) pour tout 0, de fagcon que K(fe,) — Lg pour toute
suite (e,) tendant vers 0 avec 7(g,) — 6.

- K(fo)

FIGURE 4. : Dans lespace Comp*(C), les points Ly
forment un cercle topologique, et la courbe (K(f:))e>o spi-
rale asymptotiquement a ce cercle quand € — 0. Les points
K(fo) et J(fo) sont isolés de cette figure.

12. L’implosion

Ce paragraphe est seulement descriptif.
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Les dessins a l'ordinateur montrent quelque chose d’assez sem-
blable au scénario 1, sauf qu’il y a des boucles en pointillé qui spiralent
vers l'intérieur (planche 3). Le diametre de ces boucles ne tend pas
vers 0 quand ¢ — 0 chaque (grande) boucle porte une suite de pe-
tites boucles. Quand ¢ varie, les petites boucles voyagent le long des
grandes boucles, et quand la phase a fait un tour la suite se retrouve
approximativement dans la méme position, simplement décalée, et
les dessins sont pratiquement indiscernables. Au méme moment, les
toutes petites boucles qui sont sur les petites boucles sont aussi reve-
nues a leur place.

Suivons un point z. quand e varie depuis € = gy jusqu'a € ten-
dant vers 0, au moyen des homéomorphismes ¢, - : K(fz,) = K(f:)
évoqués au §8. Autrement dit, posons

Te = ¢50,6($)

ou = est un point choisi dans J(fz,). Quand ¢ — 0, le point .
tend vers un point zg € J(fy), et ceci définit une application ¢, 0 :
J(feo) = J(fo). Cette application est continue, elle est surjective
mais non injective : les points de J(fp) qui sont dans I'orbite inverse
de ap = 0 ont deux images réciproques par ¢, o, les autres points en
ont une. Bien que ¢ o soit continue, la convergence de ¢ . vers ¢ o
a lieu ponctuellement, il n’y a pas d’uniformité. Une bonne raison est
que A(J(f2), J(fo)) /0.

Imaginons maintenant € variant de 0 a gq. Les points de 'orbite
inverse de ag se cassent en deux des que € devient > 0. Les autres
points ont chacun un mouvement continu, mais il n’y a pas d’unifor-
mité dans cette continuité. Il y a des points qui bougent tres vite vers
Iintérieur, de sorte qu’une région fixe de K (fo) & une distance > 0
de J(fo) peut tres bien se trouver envahie par des points de J(f:) des
que € devient > 0.

C’est cette situation que j’essaye de décrire de facon imagée en
disant que J(fp) subit une implosion, comme un tube de télévision
rempli de vide.
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13. La raison des discontinuités

L’application f +— K(f) peut se factoriser en

fr—= A" tnen — K(f).

Dans ce paragraphe, nous essayons d’expliquer que la cause de la
discontinuité réside dans la premiere application f +— {f"},en.

Fixons des points de base réels dans V™~ et V', disons a = —1/8
et b=1/8. Pour ¢ > 0, on a fI'(a) — oo quand n — oo, définissons le
temps de batteur & ceufs 7'(¢) comme le plus petit n tel que f(a) > b.
Ona fI (©) (a) € [b, f(b)], donc de toute suite de valeurs de ¢ tendant
vers 0 on peut extraire une suite (¢,) telle que f;(an)(a) ait une
limite b*.

Proposition 13.1 (P. Lavaurs). Pour une telle suite, [’application fi(e")
converge, uniformément sur tout compact de K (fo), vers une fonction
holomorphe g : K(fo) — C, qui commute a fo.

Cette proposition sera démontrée au § 18, apres qu’on ait introduit
des coordonnées ou il est particulierement commode de travailler. Il
s’agit des coordonnées de Fatou. La proposition 13.1 jette quelque
lueur sur la raison des discontinuités.

Appelons dynamique sur C un ensemble G d’application g : U — C,
avec U C C ouvert, qui soit stable par restriction et composition.
Autrement dit :

(1) (g:U—-C)eg, U cU=g|U €g.

(2) (g12U1—>(C)€g, (gg:Ug—)C)Gg, g(Ul)CU2:>
g2oq1 €G.
La dynamique G est fermée si, pour toute suite (g, : U, —C) dans G,
si g, — ¢ uniformément sur tout compact de U, on a (g : U—C) €g.

On dit qu’une suite (G,) de dynamiques sur C converge géométri-
quement vers une dynamique G si

(1) Pour (g : U — C) € G on peut trouver une suite (g,) avec
(9» : U, — C)€G,, g — ¢ uniformément sur tout compact de U ;

(2) sivg — o0, (g, : Uy, = C) € G, pourtout k, g, - g:U = C
uniformément sur tout compact de U, alorson a (g: U — C) € G.
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La notion de limite géométrique est familiere aux spécialistes des
groupes kleiniens.

Etant donné un polynéme f : C — C, la dynamique [f] engendrée
par f est ’ensemble des restrictions des itérées de f. Pour ce qui est
des polynomes f- : z — z + 22 + ¢, la situation est la suivante : Pour
chaque ¢ > 0 la dynamique [f.] est fermée. Mais [fy] n’est pas la
limite des [fz] pour € > 0 tendant vers 0. Pour une suite (&,,) comme
dans la proposition 13.1, 'application g : K (fo) — C appartient a la
limite des [f.,], mais pas & [fo].

Nous ne prétendons pas pouvoir définir une application G — K (G)
avec des propriétés de continuité raisonnables, mais on peut quand
méme affirmer que c’est la discontinuité de f — [f] qui se reflete dans
celle de f +— K(f), et aussi dans celle de f — J(f).

14. Coordonnées de Fatou

Revenons & l'application fy : z — 2z + z2. On peut trouver des
cartes dans lesquelles ’expression de fy est

C—(C+ 1.

Plus précisément, notons V'~ et VT les disques ouverts ayant pour
diametre | — 1/4,0[ et ]0,1/4[ respectivement.

FIGURE 5.

Lemme 14.1
(a) L’application fo est injective sur V=~ et sur V.
(b) Ona fo(V-)C V™ et fo(VT) D VT,
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Démonstration. Faisons le changement de variable Z = —1/z. L’ap-
plication z ++ 2y = 2+ 2% devient F : Z — Zy = Z+1+1/(Z —1).
Les disques VT et V'~ deviennent respectivement les demi-plans

Ut={z=a+iy|x <-4} et U ={z=z+iy|x>4}.
Sur U; U U_, l'application se comporte comme la translation Z —

Z 41 : le terme d’erreur est majoré par 1/4 et sa dérivée par 1/9.
En particulier F' est injective sur U et U™, on a F(U') C U™ et

F(U*) D> U™. Le lemme en découle. O
F F
—4 0 4
U U~
FIGURE 6.

Nous allons maintenant faire un nouveau changement de variable
Z + ( de facon & nous débarrasser du terme d’erreur. Appelons
région gauche (resp. région droite) un ensemble dans C de la ferme
{z=ao+iy|x < h(y)} (resp. >) ou h : R — R est une fonction
continue.

Théoreme et Définition 14.2. On peut trouver des applications holo-
morphes injectives ¢ : VT — C et ¢~ : V= — C telles que
(a) ¢ (V) est une région gauche et ¢~ (V=) est une région droite.
(b) ¢T(fo(2)) = ¢t (2) +1 si z et f(2) sont dans V', ¢~ (fo(2)) =
o (2)+1sizeV™.
De telles applications sont appelées des coordonnées de Fatou. Elles
sont uniques a une constante additive pres.

Esquisse de démonstration. Reprenons les notations du lemme 14.1
et de sa démonstration. Notons X* = VT /p = Ut/F le quotient
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de VT par la relation d’équivalence identifiant z et f(z) quand ils
sont tous deux dans V1. L’espace X+ est une cylindre topologique
et une surface de Riemann.

Il résulte du théoréme d’uniformisation de Riemann que toute sur-
face de Riemann homéomorphe & un cylindre est C-analytiquement
isomorphe & By /Z, ou By, = {z = = + iy | |y| < h/2}, pour un cer-
tain h € )0, +o00] appelé le module, ou & H/Z ou H est le demi-plan
supérieur (module infini unilatéral). Dans le cas qui nous concerne,
on peut montrer que le module est infini bilatéral, autrement dit
X+t ~ C/Z. Choisissons un isomorphisme ¢ : X+ —+ C/Z et no-
tons xr 'application de passage au quotient Ut — X . Comme U™
est simplement connexe, 'application 9 o g : UT — C/Z se reléve
en une application gb;j : UT — C. En composant avec le changement
de variable z — Z = —1/z, on obtient une application ¢ : V't — C.
Par construction, on a un diagramme commutatif

+
V+ z— 74 U+ (bU C

vl

Vt)f—= Ut )F——C/)Z

~
~

Si Z et Z; sont deux points de U™ avec Z; = F(Z), les points ¢ (Z)
et qZ)J[;(Zl) ont méme image par Yz, donc different d’un entier et cet
entier ne dépend pas de Z (application continue d’un connexe dans un
discret). On peut vérifier que ¢;;(Z1)—¢;(Z) = 1 (pourvu qu’on n’ait
pas échangé les deux bouts), et que ¢+ (2) = QSJ[;(Z ) a les propriétés
voulues.

On construit de méme ¢~ .

On voit facilement que des coordonnées de Fatou sont nécessaire-
ment obtenues par ce procédé. Il y a certains choix dans la construc-
tion :

« choix de 9 : si on prend soin de ne pas échanger les deux bouts,
1 ne peut étre modifié que par une translation dans le groupe C/Z;

« choix du relevement ¢ de ¥ o xp — qui ne peut étre modifié que
par une translation entiere.
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Ces choix ne modifient les coordonnées de Fatou que par ’addition
d’une constante. O

Remarque. On peut choisir les coordonnées de Fatou réelles sur
RNVt et RNV,

15. Prolongement des coordonnées de Fatou

Proposition 15.1
(a) La coordonnée de Fatou attractive ¢~ : V— — C se prolonge
en une fonction holomorphe ¢~ : K(fy) — C vérifiant, pour tout

2 € K(fo),

¢~ (fo(z)) =0 (2) + 1.
(b) L’inverse v : ¢t (V') — V* de la coordonnée de Fatou ré-
pulsive se prolonge en une application ™ C — C vérifiant, pour tout

£eC,
D(E+1) = fo(T(€)).

Nous appelons g/b\_ la coordonnée de Fatou étendue et 12"’ le para-
métrage de Fatou étendu.

Démonstration. Reprenons les notations de 14.1. Pour Z € U™,
|F™(Z)| tend vers oo et Arg F™(Z) tends vers 0 quand n — oo, donc
pour z € U~ le point fj'(z) tend vers 0 tangentiellement & R_. Au
point parabolique 0, I'unique axe d’attraction est R_, et R est I’axe
de répulsion. Le disque ouvert V'~ est contenu dans le bassin de 0, et
ce bassin est K (fo) puisque K (fo) est connexe. C'est aussi le bassin
immédiat.

(a) Pour z € K(fy) on a f!(z) € V™ pour n assez grand. On pose
qg_ (2) = ¢~ (f§(2)) — n pour n assez grand, en remarquant que cela
ne dépend pas du choix de n.

(b) Pour £ € C,on a & —n € U™ pour n assez grand. On pose alors
ot (&) = (T (€)), en remarquant que cela ne dépend pas du choix
de n.

On vérifie immédiatement que q§_ et 1Z+ répondent a la question.

O
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Notons w le point critique —1/2 de fp, qui est centre de symé-
trie pour K(fo). Ajustons la coordonnée de Fatou ¢~ de fagon que
¢~ (w) = 0. Nous avons alors :

Proposition 15.2. L application ¢~ : K(fy) — C est un revétement
ramifié de degré infini, ramifié seulement au-dessus des entiers né-
gatifs. Les points critiques de ¢~ sont les points pré-critiques de fo,
c’est-a-dire les points de Ufy " (w).

Nous n’avons pas pour 1Z+ une aussi jolie description. Plutét que
de donner de la proposition15.2 une démonstration en forme, nous
trouvons plus instructif de donner une description détaillée (sans dé-
monstration) de o .

Dans V~, colorions le demi-disque supérieur en jaune, le demi-
disque inférieur en marron et le diametre V'~ NR en grenat. Remar-
quons que fy(z) a la méme couleur que z. On prolonge ce coloriage a
tout K (fo) en mettant z de la méme couleur que f{'(z) pour n grand.
On obtient ce que nous appelons [’échiquier parabolique. Ce qui est
marqué en grenat est S = Uf;"(] — 1,0]), les cases sont les com-
posantes connexes de K (fo) — S. Les deux cases principales sont les
cases B’ et B” qui contiennent les demi-disques supérieur et inférieur
de V.

L’application 5_ induit un homéomorphisme biholomorphe de B’
sur le demi-plan supérieur H, réalisant donc 'uniformisation de Rie-
mann. Puisque (jA)_ conjugue fy a la translation £ — £41 dans H, nous
pouvons dire que fo : B — B’ est une application parabolique (c’est
peut étre de 1a que vient la terminologie de « points paraboliques »).

La situation est symétrique pour B”.

Les coins des cases de 1’échiquier sont les points pré-critiques ; aﬁ
les envoie sur les entiers négatifs.

Pour chaque case B, il existe un entier n tel que fj applique B
biholomorphiquement sur B’ ou B”.

16. Persistance des coordonnées de Fatou

Considérons maintenant f. : z — 2422 +¢ avec € > 0 petit (disons
e €]0,e0], €0 = 1/25). Prenons pour V_.© (resp. V.7) le disque bordé
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par le cercle passant par 1/4 (resp. —1/4) et les deux points fixes
a =iyE et @ = —iy/E.

2l

FIGURE 7.

N’espérons plus obtenir une application V.~ — C conjuguant f. a
& — £+ 1 et appliquant V_~ sur une région droite, car 'orbite d'un
point de V= en sort toujours au bout d’un temps fini.

Proposition et Définition 16.1. On peut trouver des applications holo-
morphes injectives ¢F : V.1 — C et ¢- : V.o — C telles que

(a) ¢F(VZF) est une région de la forme

{¢=¢+1in|hf(n) <& <ht(n)},

ot ht et hi sont des fonctions continues R — R avec ht —hi > 1,
et de méme pour ¢ .

(b) ¢ (f-(2)) = ¢F(2) + 1 chaque fois que z et f.(z) sont tous
deuz dans V¥, et de méme pour ¢ .

Nous appelons encore ces applications coordonnées de Fatou. Elles
sont uniques d une constante additive prés. Sur V." NV:F elles dif-
ferent d’une constante.

Esquisse de démonstration. Nous allons adapter la démonstration de
la Prop. 14.2. Le changement de variable qui convient ici est

1 _
zr—)Z:—LogZ 2
200 Z—Q

en choisissant sur V.~ (resp. V.") la branche du Log qui est voisine
de 0 quand ¢, donc « tend vers 0 & z fixé.
Ceci transforme V.~ et V. en deux bandes verticales UZ et U .
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FIGURE 8.

L’application f. : z +— 21 devient une application F; : Z — 2

définie par
A :Z—l—iArctg Ve .
Ve 1+2z
Pour |z| < 1/4, le terme (1/4/e) Arctg+/e/(1+ z) est assez voisin
de 1/(1+ z) pour qu'on soit siir que sa partie réelle est > 0. Les
espaces quotients X = UX/F. et XZ = UZ /F. sont des anneaux

C-analytiques, c’est-a-dire des surfaces de Riemann homéomorphes a
des cylindres, et on peut montrer que leur module est infini bilatéral.
La démonstration rejoint alors celle de 14.2 pour montrer (a), (b) et
'unicité a constante additive prés. Sur I'ouvert V.- N V", le change-
ment de variable z — Z ne prend pas la méme valeur suivant que z
est considéré comme élément de V.~ ou de V_*. Cet ouvert donne les
deux bandes U NT7, ﬁUj . Ces bandes sont assez larges pour étre
stir que l'orbite par F. de tout point de U- ou UZ les rencontre,
de sorte que les inclusions de V" N V" dans V" et V" induit des
bijections de (V. NVH)/fesur X7 =V /f. et X = V" / f.. En par-
ticulier (V.- N V.")/f- est un cylindre de module infini bilatéral. On
peut alors appliquer le raisonnement qui classe I'unicité a constante
additive prés aux restrictions de ¢ et ¢7 a V.- NVt O

Remarque 16.2. Avec les conventions que nous avons prises, 'appli-

cation . .
—i z —iy/e
2 Z = Lo
2./ & NG
tend quand € — 0 vers Papplication z — Z = —1/z considérée au

§ 14. Pour obtenir cet avantage, nous en avons sacrifié un autre. Sur
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louvert V.~ et V., on a deux valeurs de Z qui différent de 7//e.
Avec un autre choix, on aurait pu s’arranger pour qu’elles coincident
et obtenir une coordonnée de Fatou sur V- U V_F.

17. La phase

Les coordonnées de Fatou ¢ et ¢ tendent-elles vers ¢, et qﬁg
quand ¢ tend vers 07

La question a besoin d’étre précisée pour deux raisons :

(1) Le domaine de définition dépend de e. Mais cela ne pose guere
de probleme, car V= = {(g,2) | z € V. } et VT = {(g,2) | z € V'}
sont ouverts dans [0, 1] x C.

(2) Les applications ¢_ et ¢ ne sont définies qu’a une constante
additive pres. Il faut donc les fixer par une normalisation.

Choisissons donc des points de base, par exemple a = —1/8 et
b = 1/8 (qui sont dans V.= pour tout ¢ € [0,£0]) et normalisons ¢
et ¢ par ¢ (a) = ¢F(b) = 0.

Proposition 17.1. Avec ces conventions,
(e.2) — ¢ (2) et (e,2) — ¢ (2)

sont continues sur V= et V1 respectivement.

La démonstration, sans étre vraiment difficile, nécessite quelques
outils d’analyse complexe. Nous ne la donnons pas ici.

Remarque 17.2. Pour € > 0, les fonctions ¢_ et ¢ different d’une
constante sur V."NV_". Nous appelons cette constante la phase relevée
7(€), c’est-a-dire que nous posons

7(e) = 6 (2) =92 (2) pour ze Vo NV

La phase relevée est reliée au temps de batteur a ceufs T'(¢) intro-
duit au §13 (plus petit n tel que fI'(a) > b) par le résultat suivant :

Proposition 17.3. On o —T(e) < 7(e) < —=T(e) + 1.

Démonstration. Posons o' = fg(e)(a), et a” = fI"(a) avec m choisi
de fagon que o’ € V.- N V.

On a 62 (a") = m et 62 (a") = 6F (@) — (T(c) — m), don 7(e) =
¢F(a")—¢Z(ad") = —T(e) + ¢F (a'). Mais a’ € [b, f-(b)[ par définition
de T'(¢), et ¢ applique [b, f-(b)[ sur [0,1[, don 0 < ¢F(a') <1. O
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Corollaire 17.4. La phase relevée T(e) tend vers —oo quand € — 0.

En effet T'(¢) — oo, puisque fI'(a) — fi'(a) € [a,0] quand ¢ — 0
avec n fixé.

Remarque 17.5. On peut montrer que 7(¢) = —7/v/e +n+ o(1) avec
n € R.

On note 7(¢) la classe de 7(¢) dans T = R/Z, et nous I'appelons
la phase. On a 7(g) = 0 si et seulement si 'orbite de a contient b.
En général, 7(¢) nous renseigne sur la position relative des orbites de
a et b a droite de b. Comme conséquence du Cor. 17.4, on a :

Corollaire 17.6. La phase T(¢) n’a pas de limite quand € — 0.
Pour ¢ € C, notons T, la translation Z — Z + o.

Proposition 17.7. Pour € > 0, Uapplication

(gb;r)_l © Tn+7~'(a) ° ¢,
coincide avec fI' la ou elle est définie.
Démonstration. Soit & € Q- = ¢_ (V.") un point tel que {+n+7(e) €
QF. Soit m le plus grand entier < n tel que & + m € Q2. Alors

E+ie Q- pour 0 <i<m, {+m+7(e) € QF et par suite aussi
E+j+7(e) €QF pourm<j<n. Si¢=¢-(z),ona

f(z) = (¢2) €+ m) = (o) (E+m+7(e))
et

fr(2) = 17 () = (05) THE+ n+7(e). O

Corollaire 17.8. Soient x un point de V.~ etn € N tels que f7'(z) € V.
et fi(x) € Vo UV pour 0 < i < n. Alors Uexpression de fI* au
voisinage de z, dans les cartes ¢2 et ¢, est

Er— E+n+T7(e).
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18. Applications de Lavaurs

Nous sommes maintenant en mesure de définir I’application g qui
intervient dans la proposition 13.1.

Deﬁmtton 18.1. Une application de Lavaurs _pour fo est une apphca-
tion K (fy) — C de la forme g, de la forme VtoT,oh , ol et ¢t
sont la coordonnée et le paramétrage de Fatou étendus pour fy, et T,
la translation £ — £ + o.

On a g, o fo = fo o go+1- L'ensemble des applications de Lavaurs
ne dépend pas du choix des coordonnées de Fatou, mais la correspon-
dance o +— g, en dépend.

La proposition qui suit est un raffinement de la proposition 13.1.

Proposition 18.2. Soit (¢,,) est une suite tendant vers 0 dans )0, e¢], et
(ny) une suite d’entiers tendant vers +o00. Supposons que T(e,) + ny,
tende vers une limite o € R. Alors f2v tend, uniformément sur tout
compact de K(fo), vers l'application de Lavaurs g, .

Démonstration. Supposons d’abord que zg € V; et que o soit tel
que ¢ () + 0 € Uy = ¢ (V5). On peut alors trouver un voisinage
A de z tel que
(62,)7 0 T i7e) © 5,

soit défini sur A pour v assez grand, et converge uniformément sur A
vers go. Sur A, on a (¢F )7t o T, 7., 0 ¢z, = fI, done fI — go
uniformément sur A.

Soit maintenant x un point arbitraire de K (fo) et o € R un réel
arbitraire. On peut trouver m; € N tel que 2’ = f)"(z) € V, et
o' = o —my —my avec my € N tel que ¢7 (2) + o' € Uy . Posant

/
. . n . ,
n,, = n, —mj — mg, Papplication f:” tend vers g,, uniformément
sur un voisinage de 2/, donc fI' tend vers fi"* o g,1 o fi"' = go
uniformément sur un voisinage de . U

19. Les ensembles K(fo,9-) et J(fo,95)

Dans ce paragraphe, nous définissons les ensembles qui vont appa-
raitre comme limite de K (f;) et J(f:) quand € — 0.
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Considérons fy et une application de Lavaurs g,. Nous définissons
d’abord les points qui s’échappent par (fo, go)-

Un point C — K(fy) s’échappe par fy, on dit qu’il s’échappe par
(fo,95). Un point de J(fy) ne s’échappe pas par fy, et on ne peut
pas lui appliquer g5, a lui ni a aucune de ses images itérées par fy :
il ne s’échappe pas par (fo, go). A un point z € f((fg) on peut appli-
quer g,. Si go(2) € C—K(fp), il s’échappe ensuite par fy, on dit que z
s’échappe par (fo, go)- Si go(2) € J(fo), il reste prisonnier, donc z ne
s’échappe pas par (fo, go)- Si g-(2) € I%'(fo), on peut appliquer g, de
nouveau, et cela donne a z encore une chance. Remarquons qu’appli-
quer d’abord fy ne changerait rien, puisque fy et g, commutent et
que K (fo) est invariant par fo et f; L

Au total, on définit les points qui s’échappent par (fy, g,) comme
les points z tels que (3m € N) g™(z) € C — K(fo). A prendre au
sens de : il existe un m € N tel que ¢'(2) soit défini et appartienne
a C — K(fo). Ceci inclue le cas m = 0, donc les points extérieurs a
K(fo) s’échappent. Nous notons K (fo, g») I’ensemble des points de C
qui ne s’échappent pas par (fo, gs)-

Nous définissons J( fo, g») comme la fermeture de

{z] 3m eN) g;'(2) € J(fo)}-

C’est un compact contenu dans K(fp), et contenant J(fp) puisque
m = ( est autorisé.

Proposition 19.1. L’ensemble J(fo, g5) est la frontiére de K(fo,gs)-

DémonstrationSi g (z) € J(fo), le point z ne s’échappe pas, donc
z2€ K (fo,gs), mais arbitrairement prés de z on peut trouver un 2’ tel
que g7'(2") € C — K(fo) puisque g2 est ouverte, donc z € 9K ( fo, 9, ).
Par suite J(fo,9,) C 0K (fo,90)-

Réciproquement, soit z € 9K (fo,g,), et fixons & > 0, 2z’ avec
|z — 2| € & et m tel que g7*(z') € C— K(fy). Ou bien g*(z) est
défini, ou bien (Im’ < m) g™ (z) € J(fo). Dans le premier cas,
g (z) € K(fo) et gi*(2') € C— K(fp), donc il existe un 2" dans le
segment [z, 2’| tel que g*(2") € J(fo).

Dans les deux cas d(z, J(fo,95)) < 0.

Comme ceci vaut pour tout 6 > 0, on a z € J(fo, gs)- O
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Nous fixons notre intérét temporairement sur le cas ol o est réel.
Comme gy11 = go © fo — fo © go, les ensembles K( fo, g5) et J(fo,90)
ne dépendent que de la classe 6 de o dans T = R/Z. Nous les notons
K (fo,0) et J(fo,0).

Les propriétés de semi-continuité s’étendent a ce contexte : la pro-
position ci-dessous généralise le théoreme 5.1.

Proposition 19.2. Soit (¢,,) une suite tendant vers 0 avec 7(g,) »>0o €T.
Alors

(a) O(K(fe,), K(fo,0)) = 0;
(b) 0(J(fo.0),J(f(ev))) = 0.

Remarque 19.3. Nous verrons au §21 qu’en fait on a K(fy,0) =
J(fo,0) pour o € R, de sorte que K(f.,) tend vers K(fy,0). Nous
avons énoncé la proposition 19.2 sous cette forme a titre d’étape dans
la démonstration de ce fait, et aussi parce qu’elle se généralise a des
valeurs non réelles de € comme on le verra au §22.

Démonstration de la proposition 19.2

(a) Si z s’échappe par (fo, go), tout point 2’ suffisamment voisin de
z s’échappe par (fy,0), et aussi par f., pour v assez grand en vertu
de la proposition 18.2. Par suite I’ensemble

X =U({ev} x K(f2,)) U ({0} x K(fo,90))

est fermé dans ({€,},eny U {0}) x D4, donc compact, et on peut ap-
pliquer la proposition 2.1.

(b) Soit o € R un représentant de 6, et définissons n, € N de fagon
que T(gy) + 1 — 0.

Soit X¢ un point périodique répulsif pour fy. Par le théoréeme
des fonctions implicites, on peut trouver une application analytique
€ — z. donnant zg et telle que x. soit périodique répulsif de méme
période pour f., au moins si € est assez petit.

Les points z tels que (3m,£) fig™(z) = x¢ forment un ensemble
dense dans J (fo, go). Pour un tel point z, on a g’ (z) € K (f) pour 0 <
i <m,et fI'" — g uniformément sur un voisinage de z. On peut
donc trouver une suite (z,) tendant vers z telle que f™+(z,) = z., .
Par suite d(z, J(fey)) — 0.
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Par un raisonnement semblable & celui de la démonstration du
théoreme 5.1 (b), on montre que

9(J(fo,0), J(fz,)) — 0. 0

20. Le cas ou le point critique s’échappe

Soit w le point critique de fp & savoir w = —1/2. Choisissons o € C.

Théoréme 20.1 (P. Lavaurs). Si w & K(fo,90), l'ensemble K(fo,9go)
est d’intérieur vide. En d’autres termes on a K(fo, 95) = J(fo, Jo)-

Ce résultat est assez délicat & démontrer, et nous nous contente-
rons d’indiquer les pas de la démonstration. Tous les résultats de ce
paragraphe sont tirés de la theése de Lavaurs.

Nous disons qu’un point z est périodique pour (fo, g,) si

@m,l, m+£>0) flogh(z) ==

(ce qui signifie que figi(2) est défini et = z). Le multiplicateur p
de z est alors (f¢ o g™)'(z), nous disons que z est répulsif si [p| > 1,
etc. Les points périodiques de fp sont périodiques pour (fo, gs), car
on peut prendre m = 0.

Un point périodique pour (fo,g,) est aussi périodique pour
(fos9o—1) car g' = f§"g .. Nous dirons que z est un point pério-
dique généralisé pour (fo, gs) si z est périodique pour (fo, go—x) pour
un certain k € N.

Il nous faut également prendre en compte les deux multiplicateurs
virtuels (ou multiplicateurs renormalisés) du point fixe o de fo. Ils
sont définis de la fagon suivante :

L’application g, induit un isomorphisme

Ey: Xy =V~ /fo == X =V*/f.

D’autre part un point & € Xgr qui est suffisamment voisin d’un des
bouts du cylindre est représenté par des points de V¥ N K (fo) qui
sont dans la méme orbite, et qui définissent donc un point du quotient
K (fo)/fo qui est aussi X, - On définit de cette fagon I'application des
cornes h: X — A — X, , ot A est un anneau compact.
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FIGURE 9.

En composant, on obtient une application E,oh : XO+ —A— Xgr .
On compactifie XJ en la sphére de Riemann C, envoyant les deux
bouts du cylindres sur 0 et co. On obtient ainsi une application

L:C—A—C

ayant 0 et co comme points fixes, et que nous appelons la renormalisée
(parabolique) de (fo,gs). Les multiplicateurs virtuels de (fo,gs) en
g sont par définition les multiplicateurs de L en 0 et co. On dit que
«q est virtuellement attractif d’un c6té et virtuellement répulsif de
l’autre si I'un de ces multiplicateurs est de module < 1 et 'autre de
module > 1, etc.

Si ag est virtuellement attractif, parabolique ou de Siegel d'un c6té,
on peut définir son bassin ou son domaine de Siegel de ce c6té. Les
théorémes 4.2 et 4.3 de Sullivan et Fatou s’étendent a ce contexte :

Proposition 20.2. Toute composante connexe U de f((fo,gg) est pré-
périodique au sens généralisé, c’est-a-dire qu’il existe des entiers na-
turels £,m, k avec £ +m > 0 tels que fgg;"(U) soit périodique pour

(an gafk)-

Proposition 20.3. Toute composante connexe périodique de K (fo,9-)
est de l'un des types suivants :

(i) le bassin attractif, le bassin parabolique ou le disque de Siegel
d’un point périodique pour (fo, g,) autre que le point fixe parabolique
Qg 5
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(ii) le bassin attractif virtuel, le bassin parabolique virtuel ou le
domaine de Siegel de ag d’un coté.

Pour obtenir le théoréme 20.1, il nous reste a démontrer :

Proposition 20.4. Siw n’est pas dans K(fo, gs), tous les points périodi-
ques pour (fo, gs) sont répulsifs, sauf le point parabolique oy qui, lu,
est virtuellement répulsif des deux cotés.

21. Le cas ou o est réel

Proposition 21.1. Pour 0 € R, on a

K(f07gO') = J(nyga)'

Démonstration. Ona ¢~ (RNK(fo)) =R, T,(R) = Ret ¢+ (R) = RY.
Donc g5(w) € RY. € C—K(fo) C C—K(fo,90), et on peut appliquer
le théoréme 20.1. U

Corollaire 21.2. Soit (¢,) une suite tendant vers 0 dans ]0,g¢] telle
que 7(g,) = 0 € T. Alors K(f.,) tend vers K(fo,0) pour la métrique
de Hausdorff.

Démonstration. Ce n’est pas autre chose que la Prop.19.2, en re-
marquant que l'on a K(f.,) = J(fs,) car ¢, = 1/4 + ¢, est en
dehors de I’ensemble de Mandelbrot, et K (fo,0) = J(fo,0) d’apres
la Prop. 21.1. O

Ce corollaire constitue un raffinement du théoreme 11.3, qui est
donc démontré (a partir des résultats admis au § 20).

22. Et pour € non réel ?

Faisons maintenant parcourir a € le secteur .S C C défini par |e| <
ro = 1/25 et | Arge| < /4, soit Rée > |Ime|. L’application f; : z —
2+ 2% 4 € a deux points fixes a = iy/g et o’ = —i\/c. Entre les deux,
on a encore une dynamique de batteur a ceufs.

On peut définir pour tout € € S* = S — {0} des ouverts V" et V_~
de fagon que :
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FiGuRE 10.

(1) V7 tende vers V;” =V~ quand € —0 au sens suivant : Vo~ =V}~
et OV, — 0V pour la métrique de Hausdorff (ce qui entraine que
tout compact de V|, est contenu dans V_~ pour ¢ assez voisin de 0),
de méme pour V' ;

FIGURE 11.

(2) Vo / fe, V2H/ fo et VNVt / f. soient des cylindres topologiques,
et les inclusions de V" N'V." dans V™ et V. induisent des bijections
de (V- NVF)/fe sur V7 / fe et VI fe.

Cette fois nous ne cherchons pas a définir V.~ et V. explicitement.
On a encore des coordonnées de Fatou ¢ : V" — C et ¢: V.F — C.
Elles sont uniques a une constante additive pres et different par une
constante sur V.~ N V_F. Pour € assez petit, on a a = —1/8 € V.~ et
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b=1/8 € V', et on peut s’arranger pour que cela ait lieu pour tout
e € S. On normalise ¢7 et ¢ par ¢ (u) = ¢ (b) = 0, et on définit
la phase relevée 7(¢) comme la valeur de ¢ — ¢- sur V.- N V.F.

La fonction 7 est holomorphe, et le développement limité

7(e) = —m/Ve+n+o(l)

est valable au voisinage 0 sur S. On définit la phase complexe 7(¢)
comme la classe de 7(¢) dans C/Z.

Dans ce cadre, la proposition 19.2 est valable sans changement,
avec la méme démonstration. Les résultats du §20 ont été énoncés
avec o complexe, ils peuvent donc s’appliquer légitimement. Mais les
résultats du § 21 sont spécifiques du cas o € R, (¢,) suite dans R*,.

Prenons maintenant une suite (g,) tendant vers 0 dans S*, avec
T(ey) = 0 € C/Z.

e Si K(fo,0) = J(fo,0), on a K(f.,) — K(fo,0) et J(fe,) —
J(fo,0) = K(fo,0) (cf. proposition 2.1).

« Silintérieur de K (fo, #) consiste exclusivement en bassins attrac-
tifs ou virtuellement attractifs, on peut adapter la démonstration du
corollaire 6.2 et montrer que K(f.,) — K(fo,0) et J(f,) — J(fo,6).

« Dans le cas général, on peut toujours extraire de (¢,) une suite
telle que f(e,) et J(g,) aient des limites K* et J*. On a alors

J(fo) @ J(fo,0) € J* C K* C K(fo,0) G K (fo).

Ceci garantit en tout cas qu’on a une discontinuité pour f — K(f)
et f— J(f) le long de la suite (g,).

23. L’éléphant limite

Dans le plan des valeurs de o, définissons M par

"M = {o | w e K(fo,90)}-

Cet ensemble est invariant par la translation 77 : 0 — o + 1.
Considérons d’autre part I’ensemble de Mandelbrot ‘M = M, qui
est le lieu de connexité de la famille (22 + ¢).cc. Notons Wy la compo-
sante principale de M (celle qui contient 0). Soit AM Timage inverse
de °M par A+ ¢ = \/2 — A\%/4, qui est le lieu de connexité de la
famille (Az(1 — 2))xec. Correspondant & Wy il y a dans *M les deux
disques Do 1 et Do . En faisant le nouveau changement de variable
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—

FIGURE 12. :°M

uw = —2im/(A—1), on obtient les deux demi plans {p | Imp > 7}
et {pu | Imp < —=}, correspondant aux deux disques. Il contient
des « membres » attachés aux points x,, + im, z, = 7/ tg(r/n), qui
ressemblent a des éléphants, avec des bébés éléphants entre eux.

FIGURE 13. : *M

Si on regarde I'image "M de M N S* par 7 : S* — C, on obtiendra
essentiellement la méme chose puisque ¢ = 1/4+¢ donne u = —7/+/c
et quon a 7(¢) = p+ 1+ o(1). Les dessins d’ordinateur montrent
que #M ressemble de plus en plus & “M a mesure qu’on se déplace
vers la gauche. Pour formuler un énoncé précis, il nous faut définir
une topologie sur ’ensemble des fermés non nécessairement compacts
de C.

Pour X C C fermé et R > 0, posons

[X]R = (X ﬂDR) U dDg.
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On dit qu’une suite (X,,) de fermés tend vers un fermé Xy si [X,]r
tend vers [Xo|r pour tout R fixé au sens de la métrique de Hausdorff.

Conjecture 23.1. Le translaté T, ,»*' M tend vers M quand n — oo.
La moitié de cette conjecture peut se démontrer assez facilement.

Théoreme 23.2 (Lavaurs). Pour tout R > 0, O([T))4+n"M|R, ["M]g) — 0
quand n — 0.

C’est un énoncé de semi-continuité supérieure. Le point clé est
encore que le fait de s’échapper est une propriété ouverte.

L’autre moitié, O(["M g, [Ty)+n"M]r) — 0, semble pour le moment
hors d’atteinte. On peut montrer que

(VR) 0([0°M]R, [T)4n0"M]R) — 0

(attention, dans cette formule, 0 a deux sens différents!). Mais il reste
une possibilité que 'intérieur de ? M ait des composantes farfelues qui
ne soient pas limites de composantes non hyperboliques de M ; autant
dire que la question est au moins du niveau de la conjecture M.L.C.

24. Autres polyndémes ayant un cycle parabolique

Regardons d’abord les polynémes quadratiques, qui peuvent tou-
jours par conjugaison affine se mettre sous la forme P, : z — 22 + c.
Soit P, un polynome ayant un cycle parabolique d’ordre £, de multi-
plicateur p = e2imr/4 (avec p et g premier entre eux). Dans le plan des
parametres co est la « racine » d’une « composante hyperbolique »
de M composante connexe de M telle que P. a un cycle attractif
pour c € W.

Il convient de distinguer deux cas :

Cas primitif. p =1, W est une composante primitive ; 9W a un point
de rebroussement aux points cg, le cycle attractif de P, pour c € W
est d’ordre k.

La fermeture de chaque composante connexe de K (P.,) est un
« chou-fleur ». Quand ¢ parcourt un petit secteur de sommet ¢y axé
sur le rebroussement, chaque chou-fleur subit une modification sem-
blable a celle du chou-fleur standard K (P /4), sauf qu’il n’y a en plus
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des filaments qui suivent grossiérement le segment réel axe du chou-
fleur et toutes ses images réciproques. Si ¢ est sur le filament de M
qui meéne a co, les filaments dans K (F.) maintiennent ’ensemble de

Julia connexe.

FIGURE 14.

Cas satellite. p = e2m™/4 () < p < q,p et g premiers entre eux. La
composante W est attachée en ¢y & une composante Wy et ¢o a p/q
comme argument interne dans Wj. La période de f. pour ¢ € W
(resp. Wy) est kq (vesp. k). On peut dessiner dans C deux secteurs S’
et S” de sommet ¢, centrés sur les deux demi-tangentes communes
aWyet W.

Quand ¢ décrit ces secteurs, il se produit pour chaque composante
connexe de K (Pe,) des phénomenes analogues & ceux qui concernent
le chou-fleur standard.

Pour les polynémes quadratiques, le nombre () d’axes de répulsion
en un point parabolique de multiplicateur p/q est toujours égal a q.
Pour un polynéme de degré supérieur, on peut seulement affirmer
que @ est multiple de q. Si @ = g, il se produit des phénomenes
analogues a ceux du cas quadratique, et qui peuvent étre analysés
par le méme méthode. Si Q > ¢, la situation est plus compliquée, et
n’a jamais été completement étudiée jusqu’ici. Mais il y a toujours
des sous-familles qui peuvent étre analysées de cette facon.

En tout cas il y a toujours une discontinuité pour f +— K(f) et
une pour f +— J(f), en un point fy qui a un cycle parabolique.
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