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1. Les premiers exemples

Cette partie de l’ouvrage est consacrée à un exposé de la théorie
des représentations du groupe SL(2,R) des matrices réelles 2 × 2

de déterminant 1, et de groupes qui lui sont très proches, comme le
groupe GL(2,R) de toutes les matrices 2×2 inversibles, avec pour but
d’aborder le lien entre cette théorie et celle des formes automorphes.
On ne supposera rien connu au delà de l’algèbre linéaire, topologie
générale et théorie de la mesure du niveau licence.

Plutôt qu’une véritable introduction à ce qui n’est après tout qu’un
texte introductif, nous préférons entamer cet exposé en interprétant
trois situations bien connues en termes de représentations de certains
groupes commutatifs. Ces exemples mettent en évidence le double
aspect algèbre/analyse de la théorie et permettent d’en introduire
immédiatement certaines subtilités.
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Comme on l’a vu dans le texte précédent de Guy Henniart, une
représentation d’un groupe G dans l’espace vectoriel complexe V est
un homomorphisme de G à valeurs dans le groupe des isomorphismes
de V . C’est donc la donnée, pour chaque g ∈ G, d’une application
linéaire π(g), avec la propriété π(gg′) = π(g)π(g′) pour tous g, g′
dans G. Outre les exemples « triviaux » : G = GL(V ), π = Id ;
G quelconque, V = C, π(g) = 1 pour tout g, on aura en tête

(1) l’application déterminant (E espace vectoriel de dimension fi-
nie, G=GL(E), V =C),

(2) pour le groupe symétrique S3, la signature (V = C) et l’ho-
momorphisme à valeurs dans GL(2,C) qui envoie S3 sur le groupe
des isométries du triangle équilatéral.

La théorie des représentations a d’abord été étudiée pour les
groupes finis par Frobenius dans des articles datant de 1896 et 1897
(voir le texte de G. Henniart dans ce volume), et dans le contexte de
la théorie des invariants par de nombreux mathématiciens au xixe

siècle, culminant avec le travail fondamental de Hilbert en 1893.
Nous avons ici en vue l’étude des représentations du groupe SL(2,R)
dans des espaces vectoriels de dimension infinie et nous introduirons
une notion supplémentaire de continuité de la représentation. D’où
le fait que la théorie des représentations fasse intervenir à la fois
des concepts algébriques et des notions d’analyse, en particulier
d’analyse fonctionnelle. Afin de donner un avant-goût de ce mélange,
nous commençons par présenter nos trois exemples de base.

1.a. Représentations de dimension finie de Z. Une représen-
tation ρ de Z dans un espace vectoriel complexe V ̸= 0 est donc
un homomorphisme Z → GL(V ) : pour tout n ∈ Z on a un iso-
morphisme ρ(n) de V , avec ρ(n+m) = ρ(n)ρ(m). Évidemment, ρ est
entièrement déterminée par la donnée de l’opérateur r = ρ(1) puisque
ρ(n) = ρ(1)n. Si V est de dimension finie supérieure ou égale à 1, l’au-
tomorphisme r admet au moins une valeur propre, et l’espace propre
correspondant est stable par ρ(n) = rn pour tout n ∈ Z. Si ρ est irré-
ductible, c’est-à-dire n’admet aucun sous-espace autre que {0} et V
stable par les ρ(n), n ∈ Z, il ne peut y avoir qu’une seule valeur
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propre, et l’espace propre correspondant est de dimension 1. On a
donc :

Proposition 1.1. Si ρ est une représentation irréductible de Z dans un
espace V de dimension finie, V est de dimension 1 et il existe λ ̸= 0

dans C tel que ρ(n) = λn.

Dans le cas réductible (non irréductible), une question intéressante
est de savoir si l’on peut « décomposer », en un certain sens, une repré-
sentation en représentations irréductibles. En général, c’est compliqué
même si l’espace est de dimension finie : si r n’est pas diagonalisable,
la meilleure réponse à la question est donnée par la forme de Jor-
dan de r. Mais si ρ est une représentation unitaire de Z (c’est-à-dire
que V est pré-hilbertien, et que ρ(n) est unitaire pour tout n), les
résultats bien connus sur la diagonalisation nous disent que ρ est
somme directe orthogonale de représentations irréductibles, avec des
répétitions éventuelles (dans le cas où les multiplicités des valeurs
propres sont supérieures à 1) : soit e1, . . . , ed une base orthonormale
de vecteurs propres correspondant aux valeurs propres λ1, . . . , λd.
Alors ρ(n)(

∑d
i=1 xiei) =

∑
λni xiei. Sans expliciter la définition pré-

cise correspondante, ce résultat affirme que la représentation ρ est
somme directe des représentations de Z dans C : n 7→ λni .

Nous allons reformuler ce résultat simple de manière fort com-
pliquée, en priant le lecteur d’accepter l’effort de comprendre cette
formulation, importante pour la suite.

Proposition 1.2. Soit ρ une représentation unitaire de Z dans V de
dimension finie d et r = ρ(1). Il existe un ensemble S de cardinal d,
une application ν de S dans U = {z ∈ C | |z| = 1} et un isomor-
phisme J de V dans L2(S) (pour la mesure de comptage) tels que,
pour tout v ∈ V , J(r(v))(s) = ν(s)J(v)(s) ; autrement dit, si Mν

désigne l’opérateur de multiplication par ν dans L2(S), on a le dia-
gramme commutatif

V
r−−−−→ V

J

y J

y
L2(S)

Mν−−−−→ L2(S)
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On en déduit le diagramme, pour tout n ∈ Z

(1)

V
ρ(n)−−−−→ V

J

y J

y
L2(S)

Mνn−−−−→ L2(S)

où νn(s) = (ν(s))n.

Démonstration. L’ensemble S est égal à {1, . . . , d}. Le choix de la
base e1, . . . , ed permet d’identifier V à Cd, mais mieux encore à l’en-
semble CS des fonctions de S dans C : il existe un isomorphisme
J : V → CS donné par :

(2) v =
d∑
1

xiei 7−→ [J(v) : j ∈ {1, . . . , d} 7→ xj ].

Pour la tribu discrète sur S et la mesure de comptage sur S, il n’y a
aucune différence entre CS et L2(S), donc J est une application de V
dans L2(S). Calculons Jρ(n)J−1. On a

J

(
ρ(n)

( d∑
1

xiei

))
(j) = λnj xj .

En comparant avec (2), on a bien

[(Jρ(n)J−1)(ϕ)](j) = λnj ϕ(j) = νn(j)ϕ(h) =Mνn(J(v));

en notant ν la fonction j ∈ S 7→ λj . □

Remarque 1.3. Le résultat de la proposition est plus simple à formuler
dans le cas de la multiplicité 1. Dans ce cas, la fonction ν est injective,
et on peut remplacer S = {1, . . . , d} par S′ = {λ1, . . . , λd} et ν par
la fonction Id : λj 7→ λj .

On aurait un résultat très similaire si on avait pris le groupe com-
mutatif Zk. Soit en effet ρ une représentation unitaire de Zk dans l’es-
pace pré-hilbertien de dimension finie V . En notant la base canonique
de Zk sur Z par αℓ = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), et en posant rℓ = ρ(αℓ), on
peut appliquer aux rℓ le théorème de diagonalisation simultanée des
opérateurs unitaires commutant deux à deux. On a donc une base
e1, . . . , ed de V qui sont vecteurs propres pour tous les rℓ, et donc
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pour tous les ρ(n), pour n ∈ Zk. La valeur propre correspondant à ej
dépendant de n, on la note λj(n) :

ρ(n)(ej) = λj(n)ej .

L’application n 7→ λj(n) est un homomorphisme de groupes :

ρ(n+ n′)(ej) = λj(n+ n′)ej

= ρ(n)(ej) + ρ(n′)(ej)

= λj(n)ej + λj(n
′)ej .

Nous reformulons le résultat comme dans le cas d’une représentation
de Z. Pour simplifier, nous nous restreignons au cas « valeurs propres
distinctes » de la remarque ci-dessus : nous faisons l’hypothèse que
les applications λj sont différentes deux à deux :

∀j ̸= j′ ∈ {1, . . . , d}, ∃n ∈ Zk, λj(n) ̸= λj′(n).

Soit S = {λj | 0 ⩽ j ⩽ d}. Soit J l’isomorphisme V → CS ≃ L2(S)

défini par la base (ei)1⩽i⩽d :

J
(∑

i

xiei

)
(λj) = xj .

Calculons : J [(ρ(n)(
∑
xiei)](λj) = λj(n)xj = λj(n)J(

∑
xiei)(λj), ce

qui démontre la commutativité du diagramme

(3)

V
ρ(n)−−−−→ V

J

y J

y
L2(S)

Mν(n)−−−−→ L2(S)

où, pour tout n ∈ Zk,Mn est l’opérateur de multiplication dans L2(S)

par la fonction λj ∈ S 7→ λj(n) (0 ⩽ j ⩽ d).

Remarque 1.4. Pour des représentations de dimension infinie, ce résul-
tat resterait vrai, mais dans le cadre de la théorie spectrale, donc se-
rait nettement plus difficile. Nous présenterons plus loin le théorème
spectral.
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1.b. Théorie de Fourier 1 : le cas des séries. Il va falloir s’ha-
bituer au fait que la théorie des représentations de GL(2,R) n’est pas
entièrement algébrique, loin de là, même si on a en vue des applica-
tions arithmétiques. Autant commencer tout de suite ! A contrario,
il faut s’habituer à ce que la théorie de Fourier ne soit pas entièrement
du ressort de l’analyse.

Rappelons très rapidement les trois résultats principaux de la théo-
rie. Si f est une fonction C∞ périodique de période 1, on note

(4) cn(f) =

∫
R/Z

f(x)e−2iπnxdx

le nième coefficient de Fourier. Alors∫
R/Z

|f(x)|2dx =
∑
n∈Z

|cn(f)|2(5a)

f(0) =
∑
n∈Z

cn(f)(5b)

∀n ∈ Z, ∀x′ ∈ R/Z, cn([λ(x
′)](f)) = e−2iπnx′

cn(f),(5c)

où λ est la représentation « régulière gauche » du groupe R/Z dans
l’espace de Hilbert L2(R/Z), définie par

(6) (λ(x′)f)(x) = f(x− x′).

Ces définitions et propriétés appellent plusieurs commentaires :
• L2(R/Z) est relatif à la mesure f 7→

∫ 1
0 f(x)dx ;

• la mesure ci-dessus a la propriété importante d’être invariante à
gauche (et aussi à droite, à cause de la commutativité), c’est-à-dire :

∀f ∈ L1(R/Z), ∀x′ ∈ R/Z,
∫
R/Z

f(x− x′)dx =

∫
R/Z

f(x)dx;

• cette dernière propriété implique que λ est une représentation
unitaire de R/Z dans L2(R/Z) :

(7) ∥λ(x′)f∥L2 = ∥f∥L2 ;

• la « définition » (λ(x′)f)(x) = f(x− x′) doit être comprise de la
manière suivante : la formule a un sens pour f continue, et d’après (7)
est une isométrie, qui admet donc un unique prolongement isomé-
trique à L2(R/Z) ;
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• (5a) permet de prolonger l’application S : f 7→ (cn(f))n ainsi
définie de C∞(R/Z) dans ℓ2 (les suites indexées par Z de carré som-
mable) en une isométrie, notée également S de L2(R/Z) sur ℓ2.
La relation (5c) s’interprète alors comme la commutativité du dia-
gramme, pour tout x′ ∈ R/2πZ,

(8)

L2(R/Z) λ(x′)−−−−→ L2(R/Z)

S
y S

y
ℓ2

M
e−2iπnx′−−−−−−−→ ℓ2

où, comme auparavant, Me−2iπnx′ désigne la multiplication, dans ℓ2,
par la suite (e−2iπnx′

)n∈Z. Les séries de Fourier nous ont donc permis
• de diagonaliser simultanément les opérateurs de translation à

gauche λ(x′) (5c), les valeurs propres, dépendant de x′, étant les
caractères de R/Z : x′ 7→ e2iπnx

′ ;
• autrement dit, on a une décomposition de L2(R/Z) en somme

directe (hilbertienne) d’espaces propres ;
• en plus, on a la formule d’inversion (5b), qu’on peut voir comme

la décomposition de la forme linéaire f 7→ f(0) (distribution de Dirac)
par rapport à la décomposition de L2(R/Z).

1.c. Transformation de Fourier. Soit F la transformation de
Fourier, définie par la formule

(9) F(f)(ξ) =

∫
R
f(x)e−2iπξxdx

pour une fonction C∞ à support compact. Alors∫
R
|f(x)|2dx =

∫
R
[f(ξ)|2dξ(10a)

f(0) =

∫
R
F(f)(ξ)dξ(10b)

F(λ(x′)f)(ξ) = e−2iπξx′F(f)(ξ),(10c)

où λ est la représentation régulière gauche de R dans L2(R), c’est-à-
dire la représentation définie par

(11) (λ(x′)f)(x) = f(x− x′).
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Bis repetita placent..., cette définition appelle plusieurs commen-
taires :

• L2(R) est relatif à la mesure de Lebesgue ;
• la mesure de Lebesgue a la propriété importante d’être invariante

à gauche (et aussi à droite, à cause de la commutativité), c’est-à-dire :

∀f ∈ L1(R), ∀x′ ∈ R,
∫
R
f(x− x′)dx =

∫
R
f(x)dx;

• cette dernière propriété implique que λ est une représentation
unitaire de R dans L2(R) :

(12) ∥λ(x′)f∥L2 = ∥f∥L2 ;

• la « définition » (λ(x′)f)(x) = f(x − x′) doit être comprise de
la manière suivante : la formule a un sens pour le sous espace dense
des f continues à support compact, et d’après (12) est une isométrie,
qui admet donc un unique prolongement isométrique à L2(R).

• (10a) permet de prolonger l’application F de C∞
c (R) dans C∞(R)

en une isométrie, notée également F , de L2(R) dans L2(R).
La relation (10c) s’interprète comme la commutativité du diagramme,
pour tout x′ ∈ R,

(13)

L2(R) λ(x′)−−−−→ L2(R)

F
y F

y
L2(R)

M
e−2iπξx′−−−−−−→ L2(R)

où, comme auparavant, Me−2iπξx′ désigne la multiplication, dans
L2(R) par la fonction ξ 7→ e−2iπξx′ .

La même chose, à quelques détails près... car on a remplacé une sé-
rie par une intégrale. Les « fonctions » x 7→ e2iπξx sont bien des « fonc-
tions propres » pour tous les λ(x′), avec la valeur propre e−2iπξx′ ,
mais elles ont le gros inconvénient de ne pas appartenir à L2(R),
et donc de ne pas du tout être des fonctions propres. À cela près,
la décomposition obtenue (13) est la décomposition spectrale (simul-
tanée) des opérateurs unitaires λ(x′), dans une situation où il n’y a
qu’un spectre continu (voir le paragraphe suivant pour un énoncé du
théorème spectral).
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Remarque 1.5. Il est extrêmement tentant d’intégrer et de dériver la
formule (11).

(a) Il est assez naturel de « prolonger » λ aux fonctions dans L1

par la formule

(14) λ(ϕ) =

∫
R
ϕ(x′)λ(x′)dx′,

qui donne

(15) [λ(ϕ)(f)](x) =

∫
R
ϕ(x′)[λ(x′)(f)](x)dx′

=

∫
R
ϕ(x′)f(x− x′)dx′ = ϕ ∗ f(x),

où ∗ est la convolution.
Les opérateurs de convolution sont donc intrinsèquement liés à la

représentation régulière gauche de R. Si on applique la formule de
convolution à la « fonction de Dirac » ϕ(x) = δx0 en x0, on retrouve
λ(x0), ce qui justifie l’utilisation du mot « prolongement ».

On reviendra plus tard dans un cadre plus général aux difficultés
d’analyse liées à cette définition, mais notons toute de suite que le
point essentiel est que la convolée d’une fonction dans L1 et d’une
fonction dans L2 est bien dans L2.

(b) On est également tenté de dériver λ(x′) par rapport à x′, et on
obtient

dλ(x′)f

dx′ |x′=0(x) = −f ′(x),

formule qui a un sens pour f de classe C∞. Notons tout de suite que
l’opérateur f 7→ f ′ n’est pas continu (pas borné) pour la norme L2.

1.d. Conclusion. Diagonalisation, séries de Fourier, transforma-
tion de Fourier, même combat ! Ce sont des cas particuliers de
ce qu’on appelle l’analyse harmonique « commutative », i.e. sur
un groupe commutatif. Le présent texte traite d’un cas simple de
l’extension de la théorie de Fourier à un groupe non commutatif :
SL(2,R).
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2. Analyse fonctionnelle et théorie spectrale

On sait bien que l’étude des espaces vectoriels normés de dimension
infinie est bien plus compliquée que celle des espaces de dimension
finie : les applications linéaires ne sont pas nécessairement continues ;
il y a plusieurs topologies naturelles à considérer, etc. Nous donnons
ci-dessous quelques résultats de base avec en vue la théorie spectrale –
notre conseil étant de ne pas trop prêter attention à ces complications
en première lecture.

2.a. Théorie spectrale pour les opérateurs bornés. Soit E un
espace de Banach, la norme étant notée ∥ · ∥. Rappelons qu’un opé-
rateur T : E → E est continu si et seulement s’il existe K > 0

tel que ∥Tx∥ ⩽ K∥x∥ pour tout x ∈ E . On pose alors ∥T∥ =

inf{K | ∀x ∈ E , ∥Tx∥ ⩽ K∥x∥} : c’est une norme sur l’ensemble
Lc(E) des opérateurs continus.

Une conséquence du théorème de Baire est :

Théorème 2.1 (Théorème du graphe fermé). Une application linéaire
T : E → E est continue si et seulement si son graphe Γ =

{(x, Tx) | x∈E} est fermé.

Il existe d’autres topologies sur L(E) que la topologie associée à
cette norme (topologie de la norme). La topologie forte est la topologie
la moins fine sur L(E) telle que les applications T ∈ L(E) 7→ Tx soient
continues pour tout x ∈ E , et la topologie faible est la topologie la
moins fine sur L(E) telle que les applications T ∈ L(E) 7→ ⟨ν, Tx⟩
soient continues pour tout x ∈ E , ν ∈ E ′ (où E ′ est le dual topologique
de E , c’est-à-dire l’ensemble des formes linéaires continues sur E , et
⟨·, ·⟩ le crochet de dualité). Les applications

(L(E), topologie de la norme)
↓

(L(E), topologie forte)
↓

(L(E), topologie faible)

sont continues.
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Soit maintenant H un espace de Hilbert et T : H → H un opérateur
borné. Le spectre de T , noté Sp(T ), est l’ensemble des λ ∈ C tels que
T−λ Id n’est pas inversible. Mais en quel sens ? A priori, ça peut être
au sens algébrique (il existe un inverse à gauche et à droite), ou au sens
topologique : il existe un inverse continu. Heureusement, le théorème
de l’application ouverte nous permet d’être négligent : si T − λ Id

est inversible au sens algébrique, alors son inverse est continu. En
revanche, nous ne pouvons pas faire l’économie de distinguer entre
les λ tels que T − λ Id n’est pas injectif (les valeurs propres) et les λ
tels que T − λ Id n’est pas surjectif ; les deux cas sont non disjoints.
Un résultat important et difficile est que le spectre d’un opérateur
est non vide et inclus dans le disque de centre 0 et de rayon ∥T∥.

Soit T un opérateur borné auto-adjoint (∀x, y ∈ H, ⟨Tx, y⟩ =

⟨x, Ty⟩). Alors le spectre est inclus dans R (c’est immédiat pour les
valeurs propres). Le théorème spectral généralise la diagonalisation
pour les opérateurs auto-adjoints, avec pour modèle la théorie de Fou-
rier rappelée plus haut (Fourier est un exemple d’opérateur unitaire,
mais nous examinons ici le cas auto-adjoint, plus facile à formuler en
général).

Théorème 2.2 (Théorème spectral). Soit T un opérateur borné auto-
adjoint sur un espace de Hilbert séparable H (à base de Hilbert dé-
nombrable). Il existe un espace mesuré (M,µ) à mesure finie, une
fonction bornée F : M → R et un opérateur unitaire H → L2(M,dµ)

tels que

∀ϕ ∈ L2(M,dµ), (UTU−1ϕ)(m) = F (m)ϕ(m).

Remarque 2.3. Dans le cas de la dimension finie, on sait bien que
le cas difficile est celui où il y a des multiplicités, car il n’y a pas
unicité (à constante près) d’une base de vecteurs propres. Il n’est
donc pas surprenant que l’on retrouve cette difficulté en dimension
infinie. Le résultat est donc bien plus simple à formuler dans le cas
qui correspond à la multiplicité 1, qu’on traduit par l’existence d’un
v ∈ H cyclique, c’est-à-dire tel que l’espace engendré par la famille
Tnv soit dense dans H. Dans ce cas, on prend M = Sp(T ) ⊂ R, et
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donc la mesure µ sur Sp(T ) peut être considérée comme une mesure
borélienne sur R, et la fonction F (m) = m.

Dans le cas général, on décompose l’espace H en une somme directe
(finie ou dénombrable) d’espaces cycliques ; on applique le résultat
dans le cas cyclique à chaque terme de la somme. Il suffit alors de
prendre pour M une union finie ou dénombrable de copies de R.

C’est la mesure µ, appelée mesure spectrale, qui est intéressante :
existe-t-il des m ∈M tels que µ({m}) > 0 ? La mesure est-elle absolu-
ment continue par rapport à la mesure de Lebesgue de R, c’est-à-dire
de la forme ϕ(x)dx pour une fonction positive ϕ ? Tout est possible.
En se limitant au cas de multiplicité 1, on peut appliquer un théo-
rème général de théorie de la mesure qui affirme que toute mesure µ
sur R se décompose de manière unique en une somme

(16) µ = µpp + µac + µsing

où µpp est une mesure ponctuelle (c’est-à-dire que, pour tout X,
µpp(X) =

∑
x∈X µ({x})), µac est une mesure absolument continue

par rapport à la mesure de Lebesgue (dµac = ψ(x)dx pour une fonc-
tion ψ localement L1) et µsing est une mesure continue singulière (telle
qu’aucun {x} n’est de mesure positive et il existe S dont le complé-
mentaire est de mesure de Lebesgue nulle tel que µsing(S) = 0). Les
mesures continues singulières sont les plus difficiles à comprendre,
l’exemple canonique étant construit avec l’ensemble de Cantor (voir
pour la théorie de la mesure [RS72], [Rud80] et la théorie spectrale
[KG82], [RS72]).

À la décomposition (16) correspond une décomposition orthogonale

(17) L2(R, µ) = L2(R, µpp)⊕ L2(R, µac)⊕ L2(R, µsing).

On voit donc que les trois exemples de décomposition spectrale don-
nés au paragraphe 1 de ce texte (dimension finie, séries de Fourier,
transformation de Fourier) ne rendent compte que très partiellement
des complications possibles ; en particulier la possibilité de présence
simultanée de plusieurs types de spectres correspondant aux trois
types de mesure apparaissant dans la décomposition. En mécanique
quantique, on s’intéresse à l’opérateur de Schrödinger, et les diffé-
rents types de spectre ont une interprétation physique cruciale. Dans



34 MARTIN ANDLER

la généralisation non commutative de la décomposition spectrale que
nous donnerons à la fin de ce texte, il y a un spectre discret et un
spectre continu.

2.b. Opérateurs non bornés. Beaucoup d’opérateurs « intéres-
sants » ne sont pas continus. Il en résulte de nombreuses difficultés
dont cette section ne peut donner qu’une vague idée. Une conséquence
du théorème du graphe fermé rappelé plus haut est le théorème de
Hellinger-Toeplitz selon lequel une application linéaire symétrique
T : H → H (où H est un espace de Hilbert), c’est-à-dire telle que

∀x, y ∈ H, ⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩)

est automatiquement continue. Il en résulte qu’un opérateur T symé-
trique non continu ne peut pas être défini sur tout H, mais sur un
sous-espace D(T ), appelé domaine de T . Sauf s’il en est spécifié au-
trement, D(T ) sera toujours supposé être dense dans H. Les exemples
suivants montrent que plusieurs choix sont possibles pour D(T ).

Exemple 2.4. Sur L2(R), les opérateurs ϕ(x) 7→ xϕ(x) et ϕ 7→ ϕ′ sont
définis sur l’espace dense des fonctions C∞

c (R) à support compact ;
mais l’espace de Schwartz des fonctions C∞ à décroissance rapide
ainsi que toutes leurs dérivées ferait également l’affaire.

Le graphe de T est Γ(T ) = {(v, T (v)) | v ∈ D(T )} ⊂ H. On dit
que T est fermé si son graphe l’est, que T ′ est une extension de T
et on note T ⊂ T ′ si Γ(T ) ⊂ Γ(T ′). On dit que T est fermable s’il
existe une extension fermée, et dans ce cas on note T la plus petite
extension fermée, appelée la fermeture de T . On a alors

Γ(T ) = Γ(T ).

On pourrait penser que cette assertion implique l’existence d’une fer-
meture de T ; mais il existe des cas où D(T ) n’est pas le graphe d’un
opérateur (voir [RS72], Chapitre VIII, problème 1).

On appelle adjoint de T , et on note T ∗, l’opérateur dont le domaine
D(T ∗) est {v ∈ CH | ∃u ∈ H, ∀w ∈ H, ⟨Tw, v⟩ = ⟨w, u⟩}. À cause
de la densité de D(T ), u est unique et on définit T ∗(v) = u. Il est
possible que D(T ∗) ne soit pas dense, mais T ∗ est toujours fermé, et
on a
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Proposition 2.5. L’opérateur T est fermable si et seulement si D(T ∗)

est dense. Dans ce cas T = T ∗∗.

On dit que T est symétrique si T ⊂ T ∗, ou, de manière équiva-
lente, si

∀v, w ∈ D(T ), ⟨Tv,w⟩ = ⟨v, Tw⟩,
et auto-adjoint si T = T ∗. Un opérateur symétrique est toujours
fermable, mais sa fermeture n’est pas nécessairement auto-adjointe.
La bonne notion est celle d’opérateur essentiellement auto-adjoint,
opérateur symétrique dont la fermeture est auto-adjointe.

L’objectif de tous ces préliminaires est de pouvoir énoncer correc-
tement les deux résultats pertinents pour nous, le théorème spectral
et le théorème de Stone.

Théorème 2.6 (Théorème spectral). Soit A un opérateur auto-adjoint
sur un espace de Hilbert séparable H de domaine D(A). Alors il existe
un espace mesuré fini (M,µ), un opérateur U : H → L2(M,µ) et une
fonction mesurable à valeurs réelles f sur M telle que

• v ∈ D(A) si et seulement si m 7→ f(m)[U(v)](m) est dans
L2(M,µ),

• [U(A(v))](m) = f(m)[U(v)](m).

Une des applications de la théorie spectrale est le calcul fonctionnel,
la possibilité de donner un sens à φ(A) pour toute fonction borélienne
bornée :

[φ(A)](v) = U−1 [φ(f(m))[U(A(v))](m)] .

Avec cette définition, l’application φ 7→ φ(A) a toutes les bonnes
propriétés.

Remarque 2.7. Dans le cas d’un opérateur borné T , on déduit le théo-
rème spectral du calcul fonctionnel, qui est assez facile à construire :
on définit P (T ) pour P polynôme de la manière évidente, puis on
utilise le théorème de Stone-Weierstrass pour passer aux fonctions
continues. On peut alors construite la mesure spectrale en utilisant
le théorème de Riesz, ce qui permet finalement de définir φ(T ) pour
toute fonction mesurable. Mais cette approche ne marche pas pour les
opérateurs non bornés puisqu’on ne peut déjà pas définir A2 = A◦A !
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Théorème 2.8 (Théorème de Stone). Soit A un opérateur auto-adjoint
de domaine D(A). Soit U(t) = eitA (défini par le calcul fonctionnel).
Alors

(1) U(t) est un opérateur unitaire et t 7→ U(t) est un homomor-
phisme fortement continu de (R,+) dans U(H) :

(2) pour v ∈ D(A), limt→0 (U(t)v − v)/t = iAv ;
(3) si limt→0 (U(t)v − v)/t existe, alors v ∈ D(A).

Réciproquement, si t 7→ U(t) est un homomorphisme fortement
continu de (R,+) dans U(H), alors il existe un opérateur auto-
adjoint A tel que U(t) = eitA.

Un exemple de situation couverte par ce théorème est donné dans
la remarque 1.5 : [U(t)f ](x) = f(x− t), Af(x) = −f ′x).

3. Représentations des groupes localement compacts

Comme nous nous intéressons à des groupes topologiques, et,
comme on le verra plus tard, à des représentations de dimension
infinie, on ne peut pas éviter des questions relativement ardues
d’analyse fonctionnelle. En première lecture, néanmoins, on peut
faire comme si ces questions ne se posaient pas, et c’est même
recommandé, et supposer que toute application qu’on est susceptible
de rencontrer est, suivant le cas, continue ou C∞.

Dans cette section, G est un groupe topologique localement com-
pact :

• le produit (g, g′) ∈ G×G 7→ gg′ ∈ G (G×G muni de la topologie
produit) est continu,

• l’application inverse g ∈ G 7→ g−1 est continue,
• tout élément g ∈ G admet une base de voisinages compacts.

Les groupes qui nous intéressent ici sont GL(2,R) et SL(2,R) : les for-
mules pour le produit et pour l’inverse montrent bien que ce sont
des groupes topologiques ; ils sont localement compacts parce que
respectivement ouvert et fermé dans R4 qui est localement compact.

3.a. Généralités. Soit H un espace de Hilbert (on se limite à ce
cas ici), le produit hermitien étant noté ⟨·, ·⟩ et la norme ∥ · ∥, U(H)

l’ensemble des opérateurs unitaires et B(H) l’ensemble des opérateurs
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bornés, c’est-à-dire continus, sur H. Pour A ∈ B(H), on note ∥A∥ sa
norme. Une représentation π de G dans l’espace de Hilbert H est un
homomorphisme de G dans B(H) qui est continue pour la topologie
faible c’est-à-dire telle que

(g, v) ∈ G×H 7−→ π(g)(v) ∈ H

est continue.

Remarque 3.1. La terminologie utilisée de représentation de G dans H
peut tout d’abord induire en erreur : l’application π est une applica-
tion de G à valeurs dans B(H) et pas dans H. On note (π,H) une
représentation dans H, et le plus souvent π lorsqu’il n’y a aucune
ambiguïté sur H.

Remarque 3.2. La condition de continuité (continuité conjointe) peut
être difficile à vérifier. Mais par le théorème de Banach-Steinhaus il
suffit de vérifier que

∀v ∈ H, g ∈ G 7−→ π(g)v ∈ H

est continue, ce qui est plus facile

La représentation est unitaire si π(g) est unitaire pour tout g ∈ G

(π(G) ⊂ U(H)) ; elle est irréductible s’il n’y a aucun sous-espace fermé
autre que {0}, H qui soient invariants par tous les π(g), g ∈ G (on
parlera alors, par abus de langage, de sous-espace invariant par π),
et réductible sinon. Si H est de dimension finie, l’hypothèse « fermé »
est inutile, car tout sous-espace l’est. On verra au contraire, dans
les exemples concrets de représentations irréductibles de dimension
infinie, apparaître de nombreux sous-espaces denses stables par tous
les π(g).

Exemple 3.3. On a vu dans la section 2 plusieurs exemples de re-
présentations de groupes abéliens. Donnons dès maintenant, sans le
détailler, un exemple au cœur de notre propos ; il sera étudié plus
tard.

Soit m ∈ N, m ⩾ 2, et

Hm =
{
f holomorphe sur P+ | ∥f∥2 =

∫∫
P+

|f(z)|2ym−2dxdy <∞
}
,
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où P+ = {z = x+ iy ∈ C | y > 0} est le demi-plan de Poincaré. Les
représentations de la série discrète holomorphe sont les représenta-
tions D+

m de SL(2,R) dans Hm données par

D+
mf(z) = (−bz + d)−mf

( az − c

−bz + d

)
.

Ce sont des représentations unitaires irréductibles. Cet exemple sera
détaillé au paragraphe 6.b.

Soit (π1,H1), (π2,H2) deux représentations de G. On définit alors
la représentation somme directe π de G dans H = H1 ⊕ H2 par
π(g)|Hi

= πi(g). Cette représentation est évidemment réductible.
En dimension finie, une démonstration par récurrence élémentaire
montre que toute représentation π est somme directe de représenta-
tions irréductibles π =

⊕
πj ; les πj sont alors les sous-représentations

de π. Mais ça n’est pas le cas en dimension infinie, comme le montre
l’exemple de la représentation régulière gauche de R dans L2(R). En
général, il y a bien une décomposition, mais elle s’apparente à la
décomposition spectrale d’un opérateur. Nous y reviendrons.

3.b. Équivalence. Il y a une notion évidente d’équivalence de re-
présentations : deux représentations (π,H), (π′,H′) sont équivalentes
s’il existe un opérateur borné inversible à inverse continu J (opérateur
d’entrelacement) H → H′ tel que

∀g, π′(g)J = Jπ(g).

Remarque 3.4. Par le théorème de l’application ouverte, l’hypothèse
« à inverse continu » est superflue.

Si les représentations (π,H), (π′,H′) sont unitaires, on dit qu’elles
sont unitairement équivalentes s’il existe un opérateur d’entrelace-
ment unitaire. L’ensemble des classes d’équivalence de représentations
unitaires irréductibles est le dual unitaire Ĝ de G.

La plupart du temps, nous ne ferons pas de distinction entre une
représentation et sa classe. Mais le fait qu’on puisse considérer des
représentants différents d’une même classe de représentations est très
intéressant et utile. Et les opérateurs d’entrelacement eux-mêmes sont
des objets dignes d’intérêt. Nous en verrons plusieurs exemples.
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Le premier résultat significatif de la théorie des représentations est :

Théorème 3.5 (Lemme de Schur). Soit H un espace de Hilbert, S un
sous-ensemble de U(H) ne laissant aucun sous espace fermé stable
autre que {0}, H. Soit A un opérateur commutant avec tous les élé-
ments de S. Alors A = c Id pour un c ∈ C.

Démonstration. Soit A non scalaire commutant avec S. Alors son
adjoint A∗ commute également avec S, et donc L = A+ A∗ et M =

(A−A∗)/2i aussi. PuisqueA = L+iM , au moins un des deux n’est pas
scalaire ; supposons pour fixer les idées que c’est L. Par le théorème
spectral, il existe au moins un projecteur spectral non scalaire qui
s’écrit sous la forme ϕ(L). L’image de ϕ(L) est un sous-espace stable
par les éléments de S, d’où une contradiction. □

Corollaire 3.6. Une représentation unitaire de G est irréductible si et
seulement si les seuls opérateurs d’entrelacement entre π et π sont
λ Id.

Il résulte du lemme de Schur que la restriction d’une représentation
irréductible au centre du groupe G est un caractère du centre. Ceci
implique que les représentations de GL(2,R) sont peu différentes de
celles de SL(2,R).

3.c. Intégration des représentations. Dans tout groupe locale-
ment compact G, un théorème difficile (voir [Wei40]) assure l’exis-
tence d’une mesure invariante à gauche (mesure de Haar), c’est-à-dire
d’une mesure dg telle que∫

G
f(xg)dg =

∫
G
f(g)dg

pour toute fonction f continue à support compact ; de plus, cette me-
sure est unique à multiplication par une constante près. Dans le cas de
(Rn,+), c’est la mesure de Lebesgue qui convient. Le théorème géné-
ral est également superflu dans le cas de G = GL(2,R), qui s’identifie
à un ouvert de R4, car dg = (det g)−2dLg, où dLg est la mesure de
Lebesgue de R4, est évidemment une mesure invariante à gauche. On
peut sans trop de difficulté en démontrer l’unicité, comme dans le cas
de (Rn,+). On remarque que la mesure dg sur GL(2,R) est également
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invariante à droite (
∫
G f(gx)dg =

∫
G f(g)dg), ce qui n’est pas vrai

pour un groupe localement compact général (un groupe pour lequel
il y a des mesures invariantes à gauche et à droite s’appelle groupe
unimodulaire). Le sous-groupe SL(2,R) est lui aussi unimodulaire :
on peut exhiber explicitement une mesure invariante à gauche sur
SL(2,R) ; il est facile de voir que cette mesure est également inva-
riante à droite (voir paragraphe 4.d).

Soit G un groupe localement compact unimodulaire, et dg une
mesure de Haar sur G. Comme l’application

f 7−→
∫
f(g−1)dg

est une mesure invariante à droite, elle est proportionnelle à la mesure
de départ, et il n’est alors pas difficile de voir que la constante est 1.∫

f(g−1)dg =

∫
f(g)dg.

On définit le produit de convolution sur L1(G) par la formule

ϕ ∗ ψ(g) =
∫
G
ϕ(gx−1)ψ(x)dx.

Cette définition n’est pas arbitraire : considérons sur G×G la mesure
produit des deux mesures ϕ(g)dg et ψ(g)dg ; son image directe par
l’application (g, g′) 7→ gg′ est la mesure sur G de densité ϕ ∗ ψ par
rapport à la mesure de Haar.

Le théorème de Fubini montre que∫
G
ϕ ∗ ψ(g)dg =

∫
G
ϕ(y)dy

∫
G
ψ(x)dx.

(En fait, on observe d’abord que l’application (x, y) ∈ G × G 7→
ϕ(x)ψ(y) est dans L1(G×G) pour la mesure produit, puis un chan-
gement de variables et le théorème de Fubini assurent que ϕ ∗ ψ(g)
est fini presque partout.)

Soit π une représentation de G dans H. Soit f ∈ L1(G, dg) ; on
pose

π(f) =

∫
G
f(g)π(g)dg
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L’application f 7→ π(f)est une représentation de l’algèbre de convo-
lution L1(G) dans H, c’est-à-dire un homomorphisme (fortement
continu) (L1(G), ∗) → B(H) :

π(f1 ∗ f2) =
∫
G

(∫
G
f1(gx

−1)f2(x)dx
)
π(g)dg

=

∫
G

(∫
G
f1(h)f2(x)dx

)
π(hx)dh

= π(f1)π(f2).

Comme on l’a déjà vu dans le cas de R, la représentation π est bien
une « extension », en identifiant G à un sous ensemble de L1(G)

par l’application qui à g associe la « fonction de Dirac » en g. Plus
rigoureusement, en prenant fn une suite de Dirac en g, on a π(fn)v →
π(g)v pour tout v ∈ H.

Remarque 3.7. On a

π(g0)π(f) =

∫
G
f(g)π(g0g)dg =

∫
G
f(g−1

0 g)π(g)dg,

formule qui a deux conséquences :
• pour tout sous-espace X de L1(G) stable par translation (par

exemple : fonctions continues à support compact, fonctions C∞ à
support compact dans le cas des groupes de Lie), le sous-espace
{π(f)(v) | f ∈ X, v ∈ V } est stable par π(g) ;

• la fonction g0 7→ π(g0)π(f)v est aussi régulière (continue, déri-
vable...) que f .

3.d. Un procédé de construction de représentations : l’in-
duction. Soit G un groupe localement compact, H un sous-groupe
fermé et τ une représentation unitaire de H dans l’espace de Hilbert E
(dans beaucoup d’exemples, E est de dimension finie, et même de
dimension 1). Pour simplifier cette présentation (qui de toute façon
laisse prudemment sous le tapis diverses difficultés de théorie de la
mesure) on suppose que G, et également H sont unimodulaires (ce qui
ne sera pas le cas dans la pratique, mais les changements à apporter
sont minimes).
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Choisissons des mesures de Haar dg, dh sur G et H. Il existe alors
une unique mesure sur le quotient G/H, notée µG/H telle que, pour
toute fonction f continue à support compact sur G∫

G
f(g)dg =

∫
G/H

dµG/H(ġ)
(∫

H
f(gh)dh

)
,

où ġ est la classe de g dans G/H. On peut alors considérer les fonc-
tions ϕ sur G à valeurs dans E telles que

ϕ(gh) = τ(h−1)(ϕ(g)).

Pour de telles fonctions, en remarquant que la fonction g 7→
⟨ϕ(g), ψ(g)⟩E , où ⟨·, ·⟩E est le produit hermitien dans E est invariante
à droite par H, on définit un produit hermitien par

⟨ϕ, ψ⟩ =
∫
G/H

⟨ϕ(ġ), ψ(ġ)⟩E dµG/H(ġ).

On considère alors le complété de cet espace : c’est un espace de
Hilbert noté H(τ), et on a une représentation unitaire Ind(H, τ) de G
dans H(τ) définie par

[Ind(H, τ)(g)(ϕ)](y) = ϕ(g−1y).

Les géomètres préfèrent voir cette construction de la manière sui-
vante : ils considèrent le fibré vectoriel sur G/H de fibre générique E :

G×H E

qui est le quotient de G × E par la relation (g, v) ∼ (gh, τ(h)−1v),
∀h ∈ H. L’espace H(τ) est alors l’espace des sections L2 du fibré.

Soit f une fonction continue sur G, et calculons Ind(H, τ)(f) :

Ind(H, τ)(f)(ϕ)(y) =

∫
G
f(g)ϕ(g−1y)dg

=

∫
G
f(yg−1)ϕ(g)dy.

L’opérateur Ind(H, τ)(f) est donc un opérateur à noyau continu :

Ind(H, τ)(f)(ϕ)(y) =

∫
G
K(g, y)ϕ(g)dg

où K(g, y) = f(yg−1). On sait qu’un tel opérateur est compact, ce
qui a des conséquences très fortes sur son spectre.
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3.e. Désintégration des représentations ; formule de Plan-
cherel. On voudrait pouvoir imiter la formule d’inversion de Fou-
rier pour un groupe localement compact. Le théorème spectral nous
montre que la décomposition peut faire intervenir des sommes (sé-
ries) et des intégrales. Le caractère non commutatif nous montre qu’il
faut faire intervenir les représentations unitaires et pas seulement les
morphismes à valeur dans U. On peut effectivement obtenir une telle
formule, la formule de Plancherel non commutative ; il est hors de
question ici d’en donner un exposé complet (on pourra se référer à
[Dix64] pour cela). Nous nous contenterons de donner une idée de ce
dont il s’agit.

Sommes continues d’espaces de Hilbert. La première notion est celle
de champ borélien d’espaces de Hilbert. Soit X un espace topologique
muni de la tribu borélienne associée. Un champ borélien d’espaces de
Hilbert est la donnée, pour tout x ∈ X, d’un espace de Hilbert Hx,
avec une condition de mesurabilité qu’on ne précisera pas. Un cas
trivial est celui du champ constant, où tous les Hx sont égaux à
un H donné : la condition de mesurabilité est alors vérifiée. Mais en
général, Hx doit varier avec x de manière « mesurable »... L’obtention
d’une vraie définition est moins complexe qu’il n’y paraît car il n’y
a que très peu d’espaces de Hilbert différents à isomorphisme près
(un par dimension finie, un de dimension hilbertienne dénombrable,
et on n’a en général pas besoin de considérer des espaces de Hilbert
de dimension hilbertienne supérieure).

Supposons queX soit muni d’une mesure µ. On définit
∫ ⊕
X Hxdµ(x)

comme l’ensemble des « champs de vecteurs mesurables » Γ : x 7→
γ(x) ∈ Hx (c’est un espace vectoriel de manière évidente) avec la
condition

∥Γ∥2 =
∫
X
∥γ(x)∥2dµ(x) < +∞,

qui dote
∫ ⊕
X Hxdµ(x) d’une structure naturelle d’espace de Hilbert.

La donnée d’un champ d’opérateurs, c’est-à-dire dans chaque Hx

d’un opérateur Tx : Hx → Hx (il faut là aussi une condition de régu-
larité) donne un opérateur T sur S noté

T =

∫ ⊕

X
Txdµ(x)
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qui opère dans chaque Hx par Tx :

T(Γ) =
[ ∫ ⊕

X
Txdµ(x)

]( ∫ ⊕

X
γ(x)dµ(x)

)
=

∫ ⊕

X
Tx(γ(x))dµ(x).

3.f. Désintégration. Soit G un groupe localement compact « de ty-
pe I ». Nous ne chercherons pas à définir la notion « de type I »,
nous contentant de préciser que SL(2,R),GL(2,R) le sont. Sans la
condition « de type I » les résultats deviennent faux ou bien plus
compliqués à énoncer.

On peut alors munir l’ensemble Ĝ des classes de représentations
unitaires irréductibles d’une topologie raisonnable (mais il faut avoir
des ambitions limitées : ces espaces ne sont pas séparés en général).
En choisissant pour toute classe π un représentant, noté encore π,
agissant dans l’espace Hπ, on définit un champ borélien d’espaces de
Hilbert.

Soit maintenant U une représentation unitaire de G dans l’espace
de Hilbert K. Pour tout p = 1, 2, . . . ,∞, il existe une mesure µp sur Ĝ
et un isomorphisme

K −→
∑
p

p

∫ ⊕

Ĝ
Hπdµp(π),

où les mesures µp sont étrangères (leur support sont disjoints à
ensembles négligeables près) qui transforme U(g) en

∑
p pπ(g).

Le nombre p de la formule est une multiplicité ; et comme pour
le théorème spectral, le cas de multiplicité 1 serait plus facile à
formuler.

La mesure µ ainsi définie n’est pas unique : toute mesure équi-
valente (c’est-à-dire obtenue par multiplication par une fonction)
convient aussi.

Si on revient à notre modèle de la théorie de Fourier, celle-ci per-
met deux choses : décomposer la représentation régulière gauche et
avoir une formule d’inversion. Dans le cas non commutatif nous avons
une formulation abstraite pour la décomposition, mais pas encore de
formule d’inversion. Abordons ce point maintenant, en nous limi-
tant, comme dans la théorie de Fourier, à la représentation régulière
gauche.
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Pour π ∈ Ĝ, et ϕ très régulière (par exemple, si G est un groupe
de Lie, ϕ est C∞ à support compact), l’opérateur π(ϕ) est à trace.
On note tr(π(ϕ)) cette trace. Parmi les mesures équivalentes sur Ĝ
considérées ci-dessus, il en existe alors une, la mesure de Plancherel,
telle que

ϕ(e) =

∫
Ĝ
tr(π(ϕ))dµ(π).

La mesure de Plancherel est unique.

4. Le groupe GL(2,R) et ses compagnons

4.a. Les groupes. Dans cette section, on s’intéresse àG = GL(2,R)
et SL(2,R) :

GL(2,R) = {g =
(
a b
c d

)
| a, b, c, d ∈ R, ad− bc ̸= 0}

SL(2,R) = {g ∈ GL(2,R) | det g = 1}
= {g ∈ GL(2,R) | tg

(
0 1
−1 0

)
g =

(
0 1
−1 0

)
}

Il est parfois utile de considérer quelques cousins :

SL±(2,R) = {g ∈ GL(2,R) | det g = ±1}
PSL(2,R) = SL(2,R)/{± Id} ≃ PGL(2,R) = GL(2,R)/Z,

où
Z = {

(
a 0
0 a

)
| a ∈ R∗}

est le centre de GL(2,R).
Il y a une autre version de SL(2,R). Soit

SU(1, 1) = {M ∈ SL(2,C) | tMJM = J},

où
J =

(
1 0

0 −1

)
.

Soit
K =

1√
2

(
1 i

i 1

)
L’application M 7→ K−1MK induit un isomorphisme de SL(2,R) sur
SU(1, 1).

Il y a aussi une autre version de PSL(2,R) :

SO(2, 1) = {M ∈ SL(3,R) | tMLM = L}



46 MARTIN ANDLER

où L =
( 1 0 0
0 1 1
0 0 −1

)
. On vérifie que pour tout g ∈ SL(2,R), l’application

Ad(g) : M ∈ sl(2,R) 7→ gMg−1 ∈ L(sl(2,R)), où

sl(2,R) = {M ∈ M(2,R) | trM = 0},

préserve la forme bilinéaire

(M,M ′) 7−→ tr(MM ′)

qui est de signature (2, 1). L’application Ad : g 7→ Ad(g) est donc un
homomorphisme de SL(2,R) dans SO(2, 1) dont le noyau est {± Id}.
Nous laissons la surjectivité en exercice. On peut montrer par des
raisonnements similaires que le groupe SO(3, 1) est isomorphe à
PSL(2,C). Les groupes SO(2, 1) et SO(3, 1) sont les groupes de
Lorentz pour un espace-temps de dimensions respectives 3 et 4.
Les premiers travaux sur ce sujet les représentations de SL(2,R) et
SL(2,C) ayant été motivés par la physique, c’est sous leur incarnation
SO(2, 1) et SO(3, 1) qu’elles ont été étudiées par Bargmann ([Bar47])
en 1947.

Pour unifier et alléger les écritures, on notera toujours e au lieu de
Id pour l’élément neutre de G.

4.b. D’un groupe à l’autre : lien entre représentations
Dans ce paragraphe, on montre que les représentation irréductibles

de GL(2,R), SL(2,R), SL±(2,R) et PSL(2,R) sont à peu près les
mêmes.

De façon générale, le lemme de Schur implique que la restriction
d’une représentation irréductible π au centre Z d’un groupe est de la
forme π(z) = χ(z) Id, où χ est un caractère Z → U ⊂ C∗.

Comme PSL(2,R) est le quotient de SL(2,R) par son centre {± Id},
il en résulte que les représentations de PSL(2,R) s’identifient aux re-
présentations π de SL(2,R) telles que π(− Id) = Id. Par ailleurs,
GL(2,R) s’écrit comme produit direct de SL±(2,R) avec le groupe
des homothéties de rapport > 0. Il en résulte que la restriction d’une
représentation irréductible π de GL(2,R) à SL±(2,R) est déjà irré-
ductible, et donc que π est de la forme

π
((

a b
c d

))
= χ(|δ|1/2)π1

(( a/(|δ|1/2) b/(|δ|1/2)
c/(|δ|1/2), d/(|δ|1/2)

))
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où δ = ad−bc, χ est un caractère de R+∗ et π1 est une représentation
irréductible de SL±(2,R).

Il reste maintenant à comparer représentations de SL±(2,R) et
représentations de SL(2,R). Notons

u =

(
1 0

0 −1

)
,

qui appartient à SL±(2,R)\ SL(2,R). Pour tout g ∈ SL±(2,R), on a
une unique décomposition g = uεg0 avec ε = 0 ou 1 et g0 ∈ SL(2,R).

Soit π une représentation irréductible de SL±(2,R). On distingue
deux cas :

Premier cas. π̃ = π| SL(2,R) est irréductible. On a

π(u−1gu) = π(u)−1π(g)π(u)

pour g ∈ SL(2,R), ce qui signifie que π(u) est un opérateur d’entrela-
cement entre la représentation π̃ et la représentation g ∈ SL(2,R) 7→
π̃u(g) = π̃(u−1gu). En particulier, π̃ et π̃u sont équivalentes.

Réciproquement, soit π1 une représentation irréductible de SL(2,R)
dans H telle que π1 et πu1 soient équivalentes. Soit J un opérateur
d’entrelacement unitaire H → H entre π1 et

πu1 : πu1 (g) = J−1π(u)J.

Comme u2 = Id, J2 entrelace π1 avec elle-même :

J−2π1(g)J
2 = π1(g),

et comme π1 est irréductible, J2 = λ Id avec |λ| = 1. Choisissons µ tel
que µ2 = λ. Alors J ′ = J/µ est encore un opérateur d’entrelacement
unitaire, mais cette fois J ′2 = Id. Définissons π : G→ U(H) par

π(ug1) = J ′π1(g1).

On obtient bien une représentation de G dont la restriction est π1 ;
ainsi, π est irréductible.

Deuxième cas. π̃ = π| SL(2,R) n’est pas irréductible. Observons
d’abord que pour tout sous-espace {0} ⫋ H0 ⫋ H fermé stable par π̃,
H0 + π(u)(H0) est stable par π, et donc H0 + π(u)(H0) = H. Ceci
implique

• H0 est minimal,
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• autrement dit, la restriction de π̃ à H0 est irréductible ; on la
note π0 ;

• il n’y a que deux choix possibles pour H0, notés H0 et H1, d’où
deux sous-représentations π0 et π1

• π(u)(H0) = H1 et π(u)(H1) = H0.
Enfin, π0 et π1 ne sont pas équivalentes. Supposons au contraire

l’existence d’un opérateur unitaire K : H0 → H1 tel que Kπ0(g) =
π1(g)K pour tout g ∈ SL(2,R). Alors le sous-espace « diagonal »
{x,K(x)) | x ∈ H0} serait stable par π.

Réciproquement, soit π0 une représentation irréductible de SL(2,R)
dans H0 telle que π0 et πu0 (défini comme plus haut) soient inéqui-
valentes. On définit une représentation π de SL±(2,R) dans H =

H0 ×H0 de la manière suivante

π(g)(v, v′) = (π0(g)(v), π
u
0 (g)(v

′)) pour g ∈ G

π(u)(v, v′) = (v′, v).

On vérifie facilement que π est une représentation unitaire dont la res-
triction à SL(2,R) est somme de deux représentation inéquivalentes.

En conclusion, la détermination de l’ensemble des représentations
unitaires irréductibles de SL(2,R) entraîne facilement la détermina-
tion des représentations des autres groupes considérés dans ce para-
graphe.

Jusqu’au milieu des années 1970, l’objet naturel d’étude était le
groupe SL(2,R), comme en témoigne par exemple la référence clas-
sique [Lan85]. Dans le cadre du « programme de Langlands », ce sont
les groupes réductifs qui sont au centre de l’attention, et c’est donc
plutôt GL(2,R) auquel on s’intéresse.

4.c. SL(2,R) et ses sous-groupes. Dans ce paragraphe, G =

SL(2,R). Commençons par une liste de sous-groupes importants
(1) H =

{
diag a :=

(
a 0
0 a−1

)
| a ̸= 0

}
(2) A =

{
diag a :=

(
a 0
0 a−1

)
| a > 0

}
(3) N =

{(
1 x
0 1

)
| x ∈ R

}
(4) N− =

{(
1 0
y 1

)
| y ∈ R

}
(5) K=

{
k(θ)=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
| θ ∈ R

}
(sous-groupe compact maxi-

mal)
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(6) M = {± Id} (c’est le centralisateur de A dans K)
(7) B0 =

{( a x
0 a−1

)
| a > 0, x ∈ R

}
= AN

(8) B =
{( a x

0 a−1

)
| a ̸= 0, x ∈ R

}
= MAN (sous-groupe de

« Borel »)
Définissons un sous-groupe de Cartan comme un sous-groupe com-

mutatif de SL(2,R) formé de matrices C-diagonalisables et maximal
pour cette propriété

Proposition 4.1. Un sous-groupe de Cartan de SL(2,R) est conjugué
à H (sous-groupe de Cartan « déployé ») ou K (sous-groupe de Car-
tan compact).

Démonstration. Soit C un sous-groupe de Cartan. Il contient néces-
sairement une matrice m à valeurs propres distinctes (sinon, C ⊂
{± Id} ⫋ H n’est pas maximal). Si m a ses valeurs propres réelles,
il existe g ∈ SL(2,R) tel que g−1mg ∈ H. Comme le commutant
d’une matrice diagonale qui n’est pas une homothétie est H, on en
déduit que g−1Cg ⊂ H, et par maximalité g−1Cg = H. Si m a ses
valeurs propres e±iθ, il existe g ∈ SL(2,R) tel que g−1mg ∈ K et un
raisonnement similaire conduit à g−1Cg = K. □

Le groupe de Weyl d’un sous-groupe de Cartan est le quotient
de son normalisateur par son centralisateur. Dans le cas de H,
Z(H) = H, et N(H) = H ∪ wH, où w =

(
0 1
−1 0

)
, donc W ≃ Z/2Z.

Le normalisateur de K est K, donc le groupe de Weyl est trivial.
Le groupe G agit naturellement sur R2 et par passage au quotient

sur la droite projective réelle P1(R). Mais de très loin l’action la plus
importante pour nous est l’action de SL(2,R) sur le demi-plan de
Poincaré P+ = {z ∈ C | ℑ(z) > 0}, où ℑ désigne la partie imaginaire :

(18)
(
a b

c d

)
· z = az + b

cz + d
.

(Un calcul simple montre que

ℑ
(az + b

cz + d

)
=

ℑ(z)
|cz + d|2

,

et donc que P+ est stable par cette action.) On vérifie également
que l’action est transitive, et même que la restriction de l’action à
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B0 = AN = NA est transitive ; comme le stabilisateur de i est K
et K ∩B0 = {e}, il vient G = B0K = NAK (décomposition d’Iwa-
sawa)(1). En passant aux inverses, on peut écrire cette décomposition
sous la forme plus habituelle G = KAN .

Les autres décompositions classiques sont
• Décomposition polaire G = KS = SK (où S est l’ensemble des

matrices symétriques définies positives)
• Décomposition de Cartan G = KAK (décomposition non

unique)
• Décomposition de Bruhat G = B ∪B

(
0 −1
1 0

)
B.

4.d. Questions de mesure. Dans ce paragraphe, nous donnons des
formules explicites pour les mesures de Haar de SL(2,R) et GL(2,R),
notamment en termes des décompositions ci-dessus. La mesure de
Haar sur GL(2,R) est

d×g =
1

|det g|2
d+g,

où d+g est la mesure de Lebesgue sur gl(2,R). (La mesure de Lebes-
gue est définie à constante près, il y a un choix à faire.) Par restriction
à l’ouvert GL+(2,R), on obtient la mesure de Haar de GL+(2,R).
Comme GL+(2,R) = SL(2,R)×R∗+, la mesure d×g se « désintègre »
(par un théorème délicat, mais intuitif) : il existe une unique mesure
dSγ sur SL(2,R) telle que

(19)
∫
GL+(2,R)

ϕ(g)dg =

∫∫
SL(2,R)×R∗+

ϕ
(
γ
(
a 0
0 a−1

))
(dSγ)

da

a
.

La mesure dSγ est la mesure de Haar sur SL(2,R). Réciproquement,
(19) détermine une mesure de Haar pour GL+(2,R) à partir d’une
mesure de Haar de SL(2,R).

Intéressons-nous maintenant à la mesure de Haar surG = SL(2,R),
que nous voulons exprimer à l’aide de la décomposition d’Iwasawa.

(1)On la démontre aussi, démonstration valable pour SL(n,R), en appliquant
le procédé de Gram-Schmidt à l’image de la base canonique de R2 par un élément
quelconque de G.
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Il est commode d’introduire les notations

(20) k(θ) =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
δ(a) =

(
a 0

0 a−1

)
ν(u) =

(
1 u

0 1

)
.

D’abord, la mesure de Haar sur B0 :∫
B0

f(b)db =

∫
R∗+

(∫
R
f(δ(a)ν(u))

da

a

)
du.

En effet, cette mesure est invariante à gauche par tout élément de A.
L’invariance à gauche par tout élément de N résulte du calcul∫

B
f(ν(u0)b)db =

∫
R∗+

(∫
R
f(ν(u0)δ(a)ν(u))

da

a

)
du

=

∫
R∗+

(∫
R
f(δ(a)ν(u+ a−2u0))

da

a

)
du

=

∫
B0

f(b)db.

Remarque 4.2. la mesure db n’est pas invariante à droite par A :∫
B0

f(bδ(a0))db = a20

∫
B0

f(b)db.

Considérons cette mesure db sur B et une mesure de Haar dk surK.
Alors on définit une mesure invariante sur G = BK par∫

G
f(g)dg =

∫
K

∫
B
f(bk)db dk.

Pour démontrer l’invariance, on le fait d’abord pour des fonctions
f(bk) = f1(b)f2(k), f1, f2 continues à support compact, ce qui est fa-
cile, puis on invoque la densité des fonctions de cette forme dans l’en-
semble des fonctions continues à support compact sur G. Cela résulte
du théorème de Stone-Weierstrass (voir [Far06, p. 84]). K étant iso-
morphe à R/Z, la mesure de Haar sur K est la mesure de Lebesgue
sur R/Z, et on obtient l’expression suivante pour la mesure de Haar
sur G (attention à l’ordre des termes !) :∫

G
f(g)dg =

∫ 1

0
dθ

∫
R+∗

da

a

∫
R
f(δ(a)ν(u)k(2πθ))du.

Rappelons que la décomposition d’Iwasawa permet d’identifier B0 =

AN à P+. On transporte la mesure de Haar sur B0 en une mesure
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sur P+. Pour une fonction f sur G invariante à droite par K, soit f̃
la fonction correspondante sur P+. Un calcul facile montre que∫

G
f(g)dg =

∫
f(δ(a)ν(u))du

da

a
(21)

=

∫ ∞

0

da

a

∫ ∞

−∞
f̃(a2i+ a2u)du(22)

=

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

0
f̃(x+ iy)

dy

y2
.(23)

Il en résulte que la mesure dxdy/y2 sur P+ est invariante par l’action
de G.

4.e. GL(2,R) et SL(2,R) comme groupes de Lie. Le cas de
GL(2,R) est le plus facile : c’est un ouvert de M(2,R) = R4. No-
tons gl(2,R) = M(2,R). C’est une algèbre de Lie, c’est-à-dire un es-
pace vectoriel muni de l’opération supplémentaire, le crochet de Lie
[X,Y ] = XY − Y X pour X,Y ∈ gl(2,R) ; le crochet est bilinéaire
anti-symétrique et vérifie l’identité de Jacobi

[X, [Y,Z]] = [[X,Y ], Z] + [X, [Y, Z]]

pour tout X,Y, Z ∈ gl(2,R). L’application X 7→ expX =
∑∞

n=0
Xn

n!

induit un difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans gl(2,R) sur un
voisinage de Id dans GL(2,R), la différentielle en 0 étant Id et on a

exp[(t+ s)X] = exp(tX) exp(sX),
d

dt |t=0 exp(tX) = X.

Calculons le développement limité

exp(tX) exp(tY ) = e+ t(X + Y ) +
t2

2!
(X2 + Y 2 + 2XY ) + o(t2)

et donc

exp(tX) exp(tY ) exp(−tX) exp(−tY ) = e+ t2[X,Y ] + o(t2),

ce qui implique

(24) d

dt |t=0 (exp(t
1/2X) exp(t1/2Y ) exp(−t1/2X) exp(−t1/2Y ))

= [X,Y ].
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Toutes ces définitions et calculs sont vrais si on considère GL(n,R)
plutôt que GL(2,R). On peut faire la même chose pour SL(2,R)
(tout serait encore vrai pour un sous-groupe fermé quelconque de
GL(n,R)).

Le groupe SL(2,R) est une sous-variété de dimension 3 (hypersur-
face) de M(2,R) définie par l’équation detM = 1. On vérifie en effet
que la différentielle de det est non nulle, et donc surjective, en tout
point de SL(2,R) : la relation det(exp tM) = etr tM , qu’on peut vé-
rifier de façon immédiate en triangulant la matrice M , entraîne que
la différentielle d(det)e = tr. En utilisant det(xy) = detx det y, on en
déduit que

d(det)x(H) = (detx) tr(x−1H).

L’espace tangent en e à SL(2,R) est sl(2,R) = {M | tr(M) = 0}, et
l’exponentielle de matrices induit une application, notée encore exp

de sl(2,R) dans SL(2,R) qui est un difféomorphisme local en 0.
Les sous-groupes fermés d’un groupe de Lie G sont automatique-

ment des sous-groupes de Lie (un sous-groupe fermé L de G, muni de
la topologie induite, a une structure de groupe de Lie, et l’injection
L → G est un homomorphisme de groupes de Lie). Si l est l’algèbre
de Lie de L, alors l est une sous-algèbre de Lie de g. Les sous-groupes
de SL(2,R) considérés plus haut ont respectivement pour algèbre de
Lie

(1) h = a =
{(

a 0
0 −a

)
| a ∈ R

}
(2) n =

{(
0 x
0 0

)
| x ∈ R

}
(3) n− =

{(
0 0
y 0

)
| y ∈ R

}
(4) k =

{(
0 θ
−θ 0

)
| θ ∈ R

}
(5) b0 = b =

{(
a x
0 −a

)
| a, x ∈ R

}
= a⊕ n.

Remarque 4.3. La prudence est indispensable pour comprendre la cor-
respondance : sous-groupe → sous-algèbre. Une sous-algèbre corres-
pond à un sous-groupe qui n’est pas nécessairement fermé. Ce sous-
groupe est alors un groupe de Lie, mais pour une autre topologie que
la topologie induite.



54 MARTIN ANDLER

5. Représentations de dimension finie de SL(2,R)

Soit π une représentation irréductible de G = GL(2,R),SL(2,R)
dans un espace de dimension finie E (on ne suppose pas unitaire).
Par définition, l’application g 7→ π(g) est continue (en dimension finie,
toutes les topologies qu’on peut raisonnablement imaginer sur GL(E)

sont équivalentes), mais a priori pas différentiable. On a vu (Re-
marque 3.7) que le sous-espace vectoriel {π(ϕ)v | ϕ ∈ C∞

c (G), v ∈ E}
est stable par π ; cet espace est donc égal à E. Mais on a vu également
que

π(g0)π(ϕ)(v) =

∫
G
ϕ(g−1

0 g)π(g)(v)dg;

par dérivation sous le signe
∫

, l’application g0 7→ π(g0)π(ϕ)(v) est
donc C∞. Mais comme tout vecteur w ∈ E est de la forme π(ϕ)(v)
pour au moins un couple (ϕ, v), il en résulte que l’application g 7→
π(g) est C∞, en d’autres termes :

Proposition 5.1. Une représentation de dimension finie de G =

GL(2,R) ou SL(2,R) (et plus généralement d’un groupe de Lie) est
un morphisme de groupes de Lie.

Notons π̃ la différentielle en e de π. C’est donc une application de
gl(2,R) dans gl(E) = L(E). En dérivant en 0 l’expression

π(exp(t1/2X) exp(t1/2Y ) exp(−t1/2X) exp(−t1/2Y ))

et en utilisant (24) ci-dessus, on obtient

(25) π̃([X,Y ]) = [π̃(X), π̃(Y )].

Le même raisonnement s’applique à SL(2,R), et la différentielle
en e d’une représentation π de SL(2,R) vérifie également (25). Tout
cela justifie

Définition et Proposition 5.2. Une représentation d’une algèbre de Lie g

dans l’espace vectoriel E un homomorphisme de g dans l’algèbre de
Lie gl(E). La différentielle en e d’une représentation de dimension
finie d’un groupe de Lie G est une représentation de son algèbre de
Lie g.



THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS DE GL(2,R) 55

On a, comme pour les représentations de groupes, les notions
d’équivalence, d’irréductibilité etc. pour les représentations d’une
algèbre de Lie. La correspondance que nous avons mise en évidence :
représentation de dimension finie du groupe 7→ représentation de
dimension finie de l’algèbre de Lie est compatible avec l’équivalence,
et, au niveau des classes, elle est injective. En revanche, elle n’est pas
nécessairement surjective : il peut en effet y avoir une obstruction
topologique pour intégrer une représentation de l’algèbre au groupe.
Nécessairement, on doit avoir π(expX) = exp(π̃(X)), mais il n’est
pas certain que

• ceci définisse π(expX) sans ambiguïté si exp n’est pas injective,
• l’application π ainsi définie soit un morphisme.

Le phénomène est déjà présent pour la correspondance entre repré-
sentations de K = SO(2) et de représentations de k = R : une repré-
sentation de k est une application linéaire de k dans C, donc donnée
par un nombre complexe λ : θ ∈ R 7→ λθ. Clairement, cette repré-
sentation s’intègre à K si et seulement si λ ∈ 2iπZ. En revanche,
si le groupe G est simplement connexe, alors toute représentation de
l’algèbre de Lie s’intègre.

Nous allons maintenant décrire l’ensemble de toutes les représen-
tations de dimension finie de SL(2,R). Il est intéressant de faire appel
à un autre groupe, le groupe spécial unitaire des matrices

SU(2) = {g ∈ M(2,C) | det g = 1, tgg = Id}.

C’est un groupe de Lie dont l’algèbre de Lie est

su(2) = {M ∈ M(2,C) | tr(M) = 0, M + tM = 0}.

Les deux algèbres de Lie sl(2,R) et su(2) sont de dimension réelle 3,
incluses dans sl(2,C), et ce sont des formes réelles de sl(2,C), c’est-
à-dire engendrant sl(2,C) comme espace vectoriel complexe. Pour le
vérifier, le plus simple est de travailler avec des bases, ce dont nous
aurons besoin de toute façon. Soit

x =

(
0 1

0 0

)
, h =

(
1 0

0 1

)
, y =

(
0 0

1 0

)
.
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Il est clair que x, h, y est une base réelle de sl(2,R) et complexe de
sl(2,C) ; alors que ih, x − y, i(x + y) est une base de su(2) sur R et
de sl(2,C) sur C, ce qui démontre notre assertion.

Théorème 5.3 (« Weyl’s Unitary Trick »). Il y a une correspondance
bijective entre

(1) représentations irréductibles de dimension finie SL(2,R)
(2) représentations irréductibles holomorphes de dimension finie de

SL(2,C)
(3) représentations irréductibles de dimension finie de SU(2)

(4) représentations irréductibles de dimension finie de sl(2,R)
(5) représentations irréductibles de dimension finie de su(2)

(6) représentations irréductibles complexes de dimension finie de
sl(2,C)
(où une représentation holomorphe de SL(2,C) dans E est un homo-
morphisme différentiable au sens complexe de SL(2,C) dans GL(E),
et une représentation complexe de sl(2,C) est un homomorphisme
d’algèbres de Lie complexes). En particulier, les représentations cor-
respondantes de SL(2,C) et SL(2,R) sont les restrictions d’une même
représentation de SL(2,C).

La dénomination « unitary trick » = « astuce unitaire » deviendra
intelligible sous peu.

Démonstration. De l’égalité

sl(2,C) = sl(2,R)⊕ i sl(2,R) = su(2)⊕ i su(2).

on tire la correspondance au niveau des représentations des trois al-
gèbres de Lie. Mais SU(2) est simplement connexe (comme espace
topologique, SU(2) s’identifie à la sphère de dimension 3 dans R4).
La décomposition d’Iwasawa de SL(2,C) donne une identification
SL(2,C) ∼ SU(2)×R∗+×C, donc SL(2,C) est également simplement
connexe. Donc toute représentation de sl(2,C) (resp. su(2)) provient
d’une représentation de SL(2,C) (resp. SU(2)). □

Les représentations de dimension finie de sl(2,C) sont données par
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Théorème 5.4. Pour tout entier n ⩾ 0, il existe une représentation
complexe irréductible πn de sl(2,C) de dimension n+1, unique à équi-
valence près. Soit (πn, V ) cette représentation. Il existe une base vi
(0 ⩽ i ⩽ n) de V telle que

πn(h)(vi) = (n− 2i)(vi)

πn(x)(vi) = i(n− i+ 1)vi−1 avec la convention v−1 = 0

πn(y)(vi) = vi+1 avec la convention vn+1 = 0.

La représentation correspondante de SL(2,C) est donnée par l’action
naturelle sur les polynômes homogènes complexes à deux variables de
degré n.

πn(g)(P )(
(
z1
z2

)
) = P (g−1

(
z1
z2

)
).

Démonstration. Soit λ une valeur propre de π(h) et wλ un vecteur
propre. Montrons que π(x) · wλ est soit nul, soit vecteur propre de
π(h) pour la valeur λ+ 2. En effet

π(h)π(x) · wλ = π([h, x]) · wλ + π(x)π(h)wλ

= 2π(x) · wλ + λπ(x) · wλ

= (λ+ 2)π(x) · wλ.

De même, π(y) · wλ est soit nul, soit vecteur propre pour la va-
leur λ − 2. Comme il ne peut pas y avoir une infinité de valeurs
propres λ, λ + 2, . . . , λ + 2k, . . . il existe une valeur propre λ telle
que π(x) · wλ = 0. C’est celle qu’on choisit. Soit alors vk = (π(y))kwλ

(avec la convention que v−1 = 0). Soit vk = 0, soit c’est un vecteur
propre de π(h) pour la valeur propre λ−2k. Toujours à cause de la di-
mension finie, il existe un plus petit m0 tel que vm0+1 = 0. Montrons
par récurrence que

π(x)vk = k(λ− k + 1)vk−1.

L’assertion est vraie pour k = 0. Supposons la vraie pour k − 1 et
calculons pour k :

π(x)vk = π(x)π(y)vk−1 = π(h)vk−1 + π(y)π(x)vk−1

= (λ− 2(k − 1))vk−1 + (k − 1)(λ− k + 2)vk−1

= (kλ− (k − 1)(k − 2 + 2))vk−1 = k(λ− k + 1)vk−1.
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En appliquant cette formule à k = m0+1, on trouve 0 = π(x)vm0+1 =

(m0+1)(λ−m0)vm0 et donc λ = m0. On obtient les formules voulues
pour n = m0. L’unicité à équivalence près en résulte. □

Le groupe SU(2) est compact, et nous n’avons rien dit sur le cas
des groupes compacts. L’étude des représentation des groupes com-
pacts fait l’objet de la théorie de Peter-Weyl (Peter était un étudiant
de Hermann Weyl), qui date de 1927. Le théorème de Peter-Weyl gé-
néralise aux groupes compacts ce qui est vrai pour les groupes finis.
On pourra se référer au texte de G. Henniart [Hen09] dans ce volume
pour le cas des groupes finis. Peter-Weyl montrent les faits suivants :

(1) Les représentations des groupes compacts sont automatique-
ment unitarisables, c’est-à-dire qu’il existe un produit hermitien sur
l’espace de la représentation tel que la représentation soit unitaire
pour ce produit hermitien. Soit en effet K un groupe compact et
(π,E) une représentation de K dans E. Choisissons arbitrairement
un produit hermitien (·, ·) sur E, et définissons

(26) ⟨v, w⟩ =
∫
K
(π(k)(v), π(k)(w))dk,

où bien sûr dk est la mesure de Haar sur K. On vérifie facilement que
⟨·, ·⟩ est un produit hermitien dont la norme associée est équivalente à
la première, et que π est unitaire pour ce nouveau produit hermitien.

(2) Les représentations irréductibles des groupes compacts sont de
dimension finie (nous n’aurons pas besoin de ce fait).

(3) La représentation régulière gauche se décompose en somme
directe hilbertienne ∑

π∈K̂

dim(π)π.

En termes de la décomposition donnée au paragraphe 3.f, ce dernier
résultat signifie que la mesure est discrète, et que la multiplicité d’une
représentation donnée est égale à sa dimension.

Le point de départ de l’étude des représentations de dimension
infinie des groupes est le résultat suivant, qui montre qu’on ne peut
pas se passer de représentations de dimension infinie. En effet :
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Proposition 5.5. Sauf la représentation triviale de dimension 1, les
représentations unitaires irréductibles de SL(2,R) sont de dimension
infinie.

Démonstration. En général, si π est une représentation unitaire irré-
ductible d’un groupe de Lie G dans H de dimension finie, alors
pour tout X ∈ g, π(exp(tX)) est unitaire, et en dérivant on ob-
tient que π̃(X) est anti-autoadjoint (π(X)∗ = −π(X)), donc nor-
mal. Un opérateur normal est diagonalisable en base orthonormale,
et quand il est anti-autoadjoint, ses valeurs propres sont imaginaires
pures. Appliquons cette observation d’abord à h et x + y qui sont
dans sl(2,R) : π̃(h) et π̃(x + y) ont des valeurs propres imaginaires.
Mais ih, i(x + y) ∈ su(2), donc π̃(ih), π̃(i(x + y)) ont des valeurs
propres imaginaires. Il en résulte que π̃(h) = π̃(x + y) = 0. Mais
[h, x + y] = 2(x − y) implique alors que π̃(x − y) = 0, donc π̃ = 0.
Comme la représentation est irréductible, c’est la représentation tri-
viale de dimension 1. □

6. Représentations unitaires de dimension infinie

6.a. Quelques considérations historiques. Les représentations
de dimension finie des groupes de Lie, en particulier des groupes semi-
simples (les groupes dits « classiques » le sont : groupe orthogonal,
symplectique etc.) ont été étudiées au début du xxe siècle dans le
souci de généraliser les travaux sur les groupes finis, et parce que
ces résultats étaient importants pour la théorie des invariants. Dans
les années 1920, dans le but de comprendre la mécanique quantique,
il apparaissait suffisant de comprendre le cas des groupes compacts, ce
qui a été faite par Weyl dans les années 1920. Mais on s’est très rapi-
dement rendu compte, dès les années 1930 pour la théorie quantique
des champs (mécanique quantique relativiste) qu’il fallait considérer
des groupes de symétrie non compacts (groupes de Lorentz), d’où des
représentations dans des espaces de dimension infinie. Alors les outils
conceptuels d’analyse fonctionnelle étaient défaillants et il a fallu s’y
attaquer (von Neumann), avant de pouvoir passer à la théorie des
représentations de ces groupes non compacts. Les premiers travaux
sur les groupes non compacts sont dûs à des physiciens, et non des
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moindres : Wigner et Dirac, tous les deux prix Nobel. C’est juste
après la guerre que paraissent les premiers résultats rigoureux, encore
très fortement motivés par la physique : [Bar47] et [GN47]. Mais très
rapidement, la théorie des représentations des groupes de Lie non
compacts prend son essor et une complète autonomie par rapport à
la physique, sous l’influence de très grands mathématiciens comme
Harish-Chandra et I.M. Gelfand (on vient d’apprendre sa disparition,
le 5 octobre 2009).

6.b. Liste des représentations unitaires irréductibles de
SL(2,R). Dans cette section, nous donnons brutalement une liste
complète des représentations unitaires irréductibles de G = SL(2,R),
sans démonstrations. Nous pourrions démontrer dès maintenant, à
l’aide de méthodes d’analyse assez subtiles, que ces représentations
sont irréductibles ; mais nous préférons reporter la démonstration
à la section suivante, pour utiliser des méthodes algébriques qui
permettent également de montrer que la liste obtenue est complète.

Série discrète. Soit m ∈ N, m ⩾ 2, et

Hm = {f holomorphe sur P+ | ∥f∥2 =
∫∫

|f(z)|2ym−2dxdy <∞.}

Rappelons (21) que la mesure dxdy/y2 est invariante à gauche
par G. Il n’est pas évident, mais néanmoins vrai, que Hm est un
espace de Hilbert (en d’autres termes, l’holomorphie se conserve par
passage à la limite L2). La fonction z 7→ (z + i)−m ∈ Hm ; ce qui
prouve que Hm n’est pas réduit à 0.

Pour m ⩾ 2, la série discrète holomorphe est la famille de repré-
sentations D+

m sur Hm données par

[D+
m(g)f ](z) = (−bz + d)−mf

( az − c

−bz + d

)
,

où comme d’habitude g =
(
a b
c d

)
. On voit facilement que ce sont des

représentations unitaires. Démontrer qu’elles sont irréductibles est
difficile, et nous renvoyons à [Kna01, p. 36]. On définit de même les
représentations D−

m de la série discrète anti-holomorphe, en rempla-
çant les fonctions holomorphes par les fonctions anti-holomorphes.
Toutes ces représentations ont la propriété cruciale suivante : pour
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tout f1, f2 ∈ Hm, l’application g ∈ G 7→ ⟨D±
m(g)f1, f2⟩ appartient à

l’espace L2(G).

Série principale unitaire. Soit µ ∈ {0, 1} et ν ∈ R. Nous définissons
la représentation Pµ,iν agissant sur L2(R) par

(27) Pµ,iν(g)f(x) = (sgn(−bx+ d))µ| − bx+ d|−1−iνf
( ax− c

−bx+ d

)
.

Ces représentations sont unitaires. On a les équivalences :

Pµ,iν ∼ Pµ,−iν .

Les Pµ,iν pour ν ̸= 0 et ν = 0, µ = 0 sont irréductibles, mais P1,0 se
décompose en une somme de deux représentations. La démonstration
est, comme la précédente, délicate, reposant sur des arguments assez
fins d’analyse (voir [Kna01, p. 37]).

Série complémentaire. Pour u ∈ ]0, 1[, considérons l’espace de Hilbert

Hu =
{
f : R −→ C |

∫∫
R2

f(x)f(y)

|x− y|1−u
dxdy <∞

}
avec l’action de G[

Cu
(
a b
c d

)
f
]
(x) = | − bx+ d|1−uf

( ax− c

−bx+ d

)
.

La représentation Cu est irréductible unitaire.

Autres représentations unitaires. Il y a la représentation triviale, et
deux « limites de représentations de la série discrète » D+

1 ,D
−
1 , défi-

nies comme les représentations de la série discrète, sauf que l’espace
de Hilbert est l’ensemble des fonctions holomorphes sur P+ telles que

∥f∥2 = sup
y∈R∗+

∫
R
|f(x+ iy)|2dx <∞.

La représentation réductible P1,0 de la série principale se décompose
en P1,0 = D+

1 +D−
1 .

Nous démontrerons le

Théorème 6.1. Toute représentation unitaire irréductible de SL(2,R)
est équivalente à une représentation de la liste précédente : D±

m, Pµ,iν ,
Cu, D+

1 , D−
1 . Ces représentations sont inéquivalentes.
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6.c. Du groupe à l’algèbre de Lie : le cas de la dimension
infinie. Le succès du passage à l’algèbre de Lie rend tentante l’idée
de faire la même chose en dimension infinie. Mais si on veut garder
un minimum de rigueur, cela exige du travail. On en a déjà eu un
avant-goût avec la représentation régulière gauche de R.

6.d. Vecteurs C∞. Dans ce paragraphe, G = SL(2,R). Soit (π,H)

une représentation de G dans un espace de Hilbert (pas nécessai-
rement une représentation unitaire). On dit qu’un vecteur v ∈ H
est un vecteur différentiable si π̃(X)v = d

dt |t=0 π(exp(tX))v existe.
On montre alors (voir [God03, p. 538]) que g 7→ π(g)v est de classe C1.
En conséquence, l’application g 7→ π(g)v est C∞ de G dans H si
et seulement si, pour tout entier p et tout X1, . . . , Xp ∈ sl(2,R),
π̃(X1) . . . π̃(Xp)v est défini. L’ensemble H∞ des vecteurs C∞ est un
sous-espace de H. Pour v ∈ H∞, X ∈ g on définit π∞ comme la
restriction de π̃ à H∞. On montre alors que π∞ est une représenta-
tion de g dans H∞. Comme π∞ est un morphisme de sl(2,R) dans
l’ensemble des opérateurs non bornés sur un espace complexe, il est
loisible d’étendre π∞ au complexifié gC = sl(2,C) (par C-linéarité).
On note également π∞ cette extension.

Mais cette définition serait sans aucun intérêt si l’espace H∞ était
trop petit ou réduit à {0}. Il n’en est rien, car

Proposition 6.2. H∞ est dense dans H.

Démonstration. Pour toute fonction ϕ C∞ à support compact,

π(x)π(ϕ)v =

∫
G
π(xg)ϕ(g)dg =

∫
G
π(g)ϕ(x−1g)dg;

par dérivation sous le signe
∫

, on voit que π(ϕ)v est un vecteur C∞.
Soit alors ϕn une suite de fonctions C∞ à support compact tendant
vers la mesure de Dirac en e :

π(ϕn)v =

∫
G
ϕn(g)π(g)vdg −→ v quand n −→ ∞. □

Mais H∞ est trop grand pour être facilement manipulable algébri-
quement. Il y a un sous-espace de H∞ bien plus commode à utiliser,



THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS DE GL(2,R) 63

et qui reste dense : c’est le sous-espace de H des vecteurs K-finis que
nous considérons dans le paragraphe suivant.

6.e. Vecteurs K-finis. Un outil très important de la théorie de
Harish-Chandra est de considérer la restriction d’une représentation
d’un groupe semi-simple au sous-groupe compact maximal. On a vu
(paragraphe autour de la formule (26)) que toute représentation d’un
groupe compact est unitarisable. Dans notre cas, K = SO(2) est com-
mutatif, et l’étude de la restriction est relativement simple. Considé-
rons une représentation π de G = SL(2,R) dans un espace de Hil-
bert H. Pour tout entier relatif n définissons

Hn = {v ∈ H | π(k(θ))v = einθv}.

Il est clair que Hn est un sous-espace fermé de H. L’assertion suivante
est facile.

Définition et Proposition 6.3. Soit HK l’ensemble des vecteurs K-finis,
c’est-à-dire des éléments v de H tels que π(K)v engendre un sous-
espace de dimension finie. Alors HK =

⊕
n∈ZHn.

Théorème 6.4. Soit π une représentation irréductible de G dans H.
Si dimHn est finie, dimHn = 0 ou 1. C’est toujours le cas si π est
unitaire.

Théorème 6.5. Soit π une représentation irréductible de G dans H. La
somme (algébrique)

∑
Hn est directe ; elle est dense dans H. Si π est

unitaire sur K, la somme est orthogonale.

Avant de donner la démonstration de ces deux théorèmes, nous
étudions la représentation de K ×K dans Cc(G) :

(k, k′) · f(g) = f(kgk′).

(Grâce à la commutativité de K, on n’a pas besoin de considérer
f(k−1gk′).)

Lemme 6.6. Définissons

Sn,m = {f ∈ Cc(G) | f(k(θ)gk(θ′)) = e−inθf(g)e−imθ}
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pour tout g ∈ G, θ, θ′ ∈ R/2πZ. C’est un sous espace vectoriel de
Cc(G). La somme algébrique A =

∑
n,m Sn,m est dense dans Cc(G)

pour la norme uniforme (et donc pour la norme L1).

Démonstration. On considère la fonction fy sur R/2πZ×R/2πZ dé-
finie par fy(θ, θ′) = f(k(θ)yk(θ′)) ; le théorème de Fejer nous assure
que le noyau de Fejer est une suite de Dirac. Il est aussi vrai à deux
variables ; il reste pour conclure à vérifier l’uniformité par rapport
à y. □

Lemme 6.7. Soit ∗ le produit de convolution dans G. Nous avons
(1) Sn,m ∗ Sp,q = 0 si m ̸= p

(2) Sn,m ∗ Sm,q ⊂ Sn,q
(3) S∨

n,m = Sm,n (où ϕ∨(g) = ϕ(g−1))

Démonstration. Soit ϕ ∈ Sn,m, ψ ∈ Sp,q. Dans l’intégrale

ϕ ∗ ψ(x) =
∫
G
ϕ(xy−1)ψ(y)dy =

∫
G
ϕ(z)ψ(z−1x)dz

on fait le changement de variable y = k(θ)y′. On obtient

ϕ ∗ ψ(g) = ei(m−p)θϕ ∗ ψ(g)

d’où la première assertion. On obtient la seconde en effectuant les
changements x 7→ k(θ)x ou xk(θ) dans la définition. La troisième
assertion est immédiate. □

On pose A =
⊕
Sn,m. C’est donc une algèbre pour le produit de

convolution.

Lemme 6.8. Sn,n est commutative.

Démonstration. Considérons l’anti-involution τ de G : g 7→ tg (où tg

désigne la transposée), et l’involution

σ : g 7−→ hgh, où h = h−1 =

(
1 0

0 −1

)
.

Pour k ∈ K, τ(k) = σ(k) = k−1. On en déduit des actions sur les
fonctions

ϕ†(g) = ϕ(τ(g)), ϕ♯(g) = ϕ(σ(g)).
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Comme G est unimodulaire, ces deux applications laissent la mesure
de Haar invariante, donc

ϕ† ∗ ψ† = (ψ ∗ ϕ)†, ϕ♯ ∗ ψ♯ = (ϕ ∗ ψ)♯.

Mais, pour ϕ ∈ Sn,n, ϕ† = ϕ♯. Écrivons en effet g = sk(θ) (décompo-
sition polaire : s symétrique positive, k ∈ K). Alors

ϕ†(g) = ϕ(k−1s) = eniθϕ(s)

et
ϕ♯(g) = ϕ(σ(s)k) = eniθϕ(hsh−1) = eniθϕ(s).

Sur Snn on a donc une involution qui est en même temps une anti-
involution ; cela n’est possible que si Snn est commutative. □

Lemme 6.9. Supposons la représentation π unitaire sur K. Alors Hn

et Hm sont orthogonaux.

Démonstration. Soit v ∈ Hn, w ∈ Hm.

⟨π(k(θ))v, w⟩ = einθ⟨v, w⟩ = ⟨v, π(k(−θ))w⟩ = eimθ⟨v, w⟩. □

Lemme 6.10. On a
(1) π(Sn,m)H ⊂ Hn,
(2) π(Sn,m)Hq = 0 si m ̸= q,
(3) en particulier π(Sq,q)Hq ⊂ Hq.

Démonstration. Calculons, pour ϕ ∈ Sn,m, v ∈ H : π(k(θ))[π(ϕ)v] =∫
G ϕ(g)π(k(θ)g)vdg. Par le changement de variable g′ = k(θ)g :

π(k(θ))[π(ϕ)v] =

∫
G
ϕ(k(−θ)g′)π(g′)vdg′ = eniθπ(ϕ)v

Si v ∈ Hq, q ̸= m,

π(ϕ)v =

∫
G
ϕ(g)π(g)vdg =

∫
G
ϕ(gk(θ))π(gk(θ))vdg = eiθ(−m+q)π(ϕ)v,

ce qui montre la deuxième assertion. La troisième résulte des deux
autres. □

Lemme 6.11. Supposons π est irréductible. Si Hq ̸= 0, il n’y a pas
de sous-espace de Hq stable par π(Sq,q) autre que {0} et Hq, et
π(Sq,q)Hq ̸= 0.
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Démonstration. Soit W un sous-espace de Hq invariant par π(Sq,q),
et w ∈W , w ̸= 0. Pour f =

∑
fn,m ∈ A, la Hq-composante de π(f)w

est π(fq,q)w, qui appartient donc à W . Supposons W ̸= Hq. Il y a
donc un vecteur w′ ∈ Hq, w

′ /∈W . Par densité de A, et l’irréductibilité
de H sous Cc(G), il y a une suite fp ∈ A telle que π(fp)w → w′ /∈W ,
d’où une contradiction. □

Démonstration du lemme 6.4. Soit a ∈ Snn, et F un sous espace
propre de π(a) dans Hn. Comme Sn,n est commutative, ce sous-espace
propre est stable par Sn,n. Il est donc égal à Hn. Donc tous les π(a)
sont des homothéties, donc tout sous-espace de Hn est stable, d’où la
première assertion. Supposons maintenant π unitaire. Puisque Sn,n
est stable par f(g) 7→ f(g−1), π(Sn,n) est stable par passage à l’ad-
joint. Par une variante du lemme de Schur, le spectre de tout élément
est réduit à un point. L’irréductibilité implique alors que la dimension
est 0 ou 1. □

Démonstration du lemme 6.5. Soit E le sous-espace fermé engendré
par les Hn. D’après les lemmes ci-dessus, π(A)E ⊂ E ; Par densité
de A, E est stable par L1(G). En considérant une suite de Dirac
appropriée, E est donc stable par π(G). □

Nous disons qu’une représentation π de G dans un espace de Ba-
nach H est admissible si dimHn est finie pour tout n. Le théorème 6.4
montre que toute représentation irréductible unitaire est admissible,
et que pour toute représentation irréductible admissible dimHn ⩽ 1.

Théorème 6.12. Soit π une représentation irréductible admissible de G
dans H. Supposons Hn ̸= {0}. Alors Hn est de dimension 1, et est
l’espace propre de π∞(z) pour la valeur propre n, où

z =

(
0 −i
i 0

)
.

et chacun de ses éléments est un vecteur C∞.

Démonstration. Démontrons d’abord la dernière assertion. D’abord
S∞
n,m = Sn,m ∩ C∞(G) est dense dans Sn,m : par la décomposition
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de Cartan G = KAK (voir 4.c), les fonctions dans Sn,m sont dé-
terminées par leur restriction à A, et il suffit de savoir que les fonc-
tions C∞ sur A sont denses dans les fonctions continues sur A. Alors
π(S∞

n,n)Hn ̸= 0 puisque π(Sn,n)Hn ̸= 0 par le lemme 6.11. Comme
Hn est de dimension 1, tout v ∈ Hn est de la forme π(f)v, pour un
f ∈ C∞

c (G) :
v =

∫
G
f(g)π(g)vdg,

et par un argument déjà utilisé (voir la proposition 6.2), v ∈ H∞.
Il reste à montrer qu’un vecteur propre v de π∞(z) pour la valeur

propre n est dans Hn, ce qui résulte du calcul
d

dθ
π(exp(iθz))v = π(exp(iθz))π∞(iz)v = inπ(exp(iθz))v.

On en déduit d
dθψ(θ) = 0 où ψ(θ) = e−inθπ(k(θ))v. □

Rappelons que HK =
∑

nHn est l’espace des vecteurs K-finis
dans H.

Proposition 6.13. HK est stable par la représentation π∞ de gC dans
H∞.

Introduisons la base z, e, f de sl(2,C) :

(28) z =

(
0 −i
i 0

)
, e =

(
1/2 i/2

i/2 −1/2

)
, f = e =

(
1/2 −i/2
−i/2 −1/2

)
.

On a alors [z, e] = 2e, [z, f ] = −2f , [e, f ] = z.

Démonstration. On remarque que la base z, e, f est une base de
sl(2,C) qui vérifie les mêmes relations que la base h, x, y considé-
rée pour la démonstration du lemme 5.4. Le même calcul montre
donc que π(z)v = nv entraîne π(z)(π(e)v) = (n + 2)π(e)v et
π(z)(π(f)v) = (n− 2)π(f)v. □

6.f. (gC,K)-modules. On a donc pu associer à toute représentation
unitaire irréductible de G une représentation de gC dans l’ensemble
des vecteurs K-finis. Ce qu’on obtient n’est pas seulement une repré-
sentation de gC, car il y a aussi une représentation du groupe K. Cette
notion est la base de la réduction à un problème purement algébrique.
Elle mérite une définition.
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Définition 6.14. Un (gC,K)-module (π, V ) est la donnée
(1) d’une représentation π de gC dans V ,
(2) d’une représentation π de K dans V dont la représentation

dérivée est la restriction à k de la représentation de gC.
De plus, on a V =

∑
n∈Z Vn, où K agit sur Vn par le caractère

χn : k(θ) 7→ eniθ. On dit qu’un (gC,K)-module est admissible si
dimVn < ∞ pour tout n. On nomme K-types de π les n tels que
Vn ̸= {0}.

À toute représentation admissible de G, en particulier à toute re-
présentation unitaire irréductible de G, correspond donc un (gC,K)-
module admissible, l’espace HK des vecteurs K-finis. On l’appelle
module de Harish-Chandra de la représentation de G.

Remarque 6.15. L’utilisation du mot module est abusive, mais com-
mode. Nous verrons qu’on peut effectivement remplacer l’action de
l’algèbre de Lie g par celle d’un anneau (non commutatif), l’algèbre
enveloppante de g et donc de voir l’espace V comme un module sur
un anneau. Mais la présence de l’autre action, celle du groupe K, fait
qu’on ne peut pas pousser l’analogie trop loin. Les notions d’irréduc-
tibilité, d’équivalence s’appliquent évidemment aux (gC,K)-modules,
comme on le verra sous peu.

Nous admettrons les trois résultats suivants.

Proposition 6.16. Soit (π,H) une représentation admissible de G, et
(π,HK) le module de Harish-Chandra correspondant. L’application
E 7→ E ∩ HK induit une bijection entre sous-espaces G-invariants
fermés de H et sous-espaces gC-invariants de HK . En particulier, la
représentation de G est irréductible si et seulement si celle de gC l’est.

Proposition 6.17. Tout (gC,K)-module irréductible est le module de
Harish-Chandra d’une représentation irréductible de G.

L’équivalence des (gC,K)-modules est définie de manière pure-
ment algébrique : les modules V1, V2 sont équivalents s’il existe une
application C-linéaire J : V1 → V2 telle que pour tout X dans g,
π2(X)J = Jπ1(X) et pour tout k ∈ K, π2(k)J = Jπ1(k). On dit
que deux représentations admissibles de G sont infinitésimalement
équivalentes si leurs modules de Harish-Chandra sont équivalents.
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Proposition 6.18. Deux représentations unitaires sont équivalentes si
et seulement si elles sont infinitésimalement équivalentes.

7. Structure des (gC,K)-modules

7.a. L’algèbre enveloppante. Soit provisoirement g une algèbre
de Lie sur k = R ou C. Suivant qu’on est plutôt algébriste, géomètre
ou analyste, on définit l’algèbre enveloppante U(g) de manières diffé-
rentes :

(1) Point de vue algébrique. On considère l’algèbre associative avec
unité U(g) engendrée par g avec les relations X · Y − Y ·X = [X,Y ].
Dans cette algèbre, le crochet de Lie de deux éléments de g est donc
égal à leur crochet XY − Y X défini par la multiplication. L’algèbre
U(g) contient donc g et est « solution d’un problème universel »,
c’est-à-dire : supposons que f est une application linéaire g → A,
où A est une k-algèbre avec unité, telle que f(X)f(Y )−f(Y )f(X) =

f([X,Y ]). Alors il existe un unique morphisme U(g) → A prolon-
geant f .

(2) Point de vue géométrique. On identifie g aux champs de vec-
teurs sur G invariants à gauche, et alors U(g) est défini comme l’en-
semble des opérateurs différentiels sur G invariants à gauche.

(3) Point de vue analytique. U(g) est l’ensemble des distributions
sur G de support e.

Dans le cas particulier de g = sl(2,R), on pose U = U(gC). C’est
donc une C-algèbre avec unité contenant les éléments x, y, h et tous
les monômes xpyqhr, avec p, q, r entiers, les règles de multiplication
venant des relations xy− yx = h, hx− xh = 2x, hy− yh = −2y. Par
exemple, on peut vérifier que l’élément de Casimir Ω0 = h2 + 2xy +

2yx est dans le centre de U : il suffit de vérifier que Ω0 commute avec
x, y, h. Le calcul pour h donne :

hΩ0 = h3 + 2(hxy + hyx) = h3 + 2(2xy + xhy − 2yx+ yhx)

= h3 + 4h+ 2(x(−2y) + xyh+ 2yx+ yxh)

= h3 + 4h− 4h+ 2(xy + yx)h = Ω0h.
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Pour simplifier les calculs, nous posons Ω = Ω0 + 1. C’est également
un élément du centre de U . Soit V un (gC,K)-module admissible.
La représentation π de g s’étend en un morphisme de U , encore noté π.

L’élément π(Ω) commute avec π(k), donc π(Ω) laisse Vn stable ;
comme Vn est de dimension finie, π(Ω)|Vn

a une valeur propre, et
l’espace propre correspondant (dans tout V ) est stable par π(U).
Nous avons donc :

Proposition 7.1. Soit (π, V ) un (gC,K)-module admissible irréducti-
ble ; alors π(Ω) est un scalaire que l’on convient de noter λ2 (λ ∈ C).

7.b. Classification en termes de K-types. Soit V un (gC,K)-
module admissible irréductible. Nous travaillons avec la base z, e, f
de gC (voir (28)). Rappelons que v ∈ Vn si et seulement si π(z)v = nv.
L’étude, très élémentaire, ressemble beaucoup à ce que nous avons fait
en dimension finie, mais en plus compliqué. Nous suivons l’exposé de
[Vog81]. On remarque tout d’abord que pour v ∈ Vn

(29) π(e)v ∈ Vn+2 et π(f)v ∈ Vn−2.

Ensuite

Lemme 7.2. Soit V un (gC,K)-module admissible irréductible, et
v ̸= 0 ∈ Vn.

(1) Si π(e)v=0, alors les wn−2m=π(f)mv (m ∈ N) engendrent V .
(2) Si π(f)v = 0, les wn+2m = π(e)mv (m ∈ N) engendrent V .
(3) Si π(fe)v = 0, alors π(e)v = 0.
(4) Si π(ef)v = 0, alors π(f)v = 0.

Démonstration.
(1) Soit W le sous-espace engendré par les wn−2m. Il est stable

par gC. Par construction, il suffit de vérifier la stabilité par π(e). For-
mulons l’hypothèse de récurrence π(e)wn−2m = cmwn−2(m−1) (avec
la convention wn+2 = 0). Calculons :

π(e)wn−2m−2 = π(e)π(f)wn−2m

= π(z)wn−2m + cmπ(f)wn−2m+2

= (n− 2m+ cm)wn−2m.

Comme W ̸= {0}, on en déduit W = V .
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(2) se démontre de la même manière en échangeant les rôles de e
et f .

(3) Supposons π(fe)v = 0 et v1 = π(e)v ̸= 0. Comme v1 ∈ Vn+2 et
π(f)v = 0, on peut appliquer l’assertion 2, qui implique en particulier
que Vn = 0. Contradiction.

(4) se démontre de la même manière. □

Pour le résultat suivant, nous avons besoin d’exprimer Ω avec la
base z, x, y.

(30) Ω = z2 + 1 + 2(ef + fe) = (z − 1)2 + 4ef = (z + 1)2 + 4fe.

Lemme 7.3
Soit V un (gC,K)-module admissible irréductible, v ̸= 0 ∈ Vn et λ

donné par la proposition 7.1. Définissons par récurrence sur m une
famille de vecteurs wj (j ∈ n+ 2Z) par

(31)



wn = v

wn+2(m+1) =
2

λ+(n+2m+1)π(e)wn+2m si λ ̸= −n− 2m− 1

= 0 si λ = −n− 2m− 1

wn−2(m+1) =
2

λ−(n−2m−1)π(f)wn−2m si λ ̸= n− 2m− 1

= 0 si λ = n− 2m− 1.

.

Les wj ̸= 0 forment une base de V et

(32)


π(z)wj = jwj ,

π(e)wj =
1

2
(λ+ (j + 1))wj+2,

π(f)wj =
1

2
(λ− (j − 1))wj−2.

Démonstration. On démontre d’abord les trois égalités (32). La pre-
mière est (29). Pour la deuxième, il y a différents cas ; traitons j =

n+ 2m ⩾ n et −λ = n+ 2m+ 1. D’après la formule (30),

π(Ω)wn+2m = λwn+2m = π((z + 1)2 + 4fe)wn+2m

= (n+ 2m+ 1)2wn+2m + 4π(fe)wn+2m,

d’où
π(fe)w2n+m =

1

4
(λ2 − (n+ 2m+ 1)2)wn+2m = 0.
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Mais alors par le lemme 7.2, π(e)w2n+m = 0. Les autres cas sont
similaires, et la troisième égalité se démontre par le même genre de
raisonnement.

Les formules montrent que le sous-espace W engendré par les wj

est stable par π(g). Comme il contient v = wn, il n’est pas réduit
à {0}, d’où W = V . □

On en déduit

Lemme 7.4. Soit V un (gC,K)-module admissible irréductible, v ̸=
0 ∈ Vn et λ donné par la proposition 7.1, m ⩾ 0. Alors

(1) wn+2(m+1) = 0 si et seulement si

wn+2m = 0 ou λ = ±(n+ 2m+ 1),

(2) wn−2(m+1) = 0 si et seulement si

wn−2m = 0 ou λ = ±(n− 2m− 1).

Démonstration.
(1) Si wn+2m = 0, alors wn+2(m+1) = 0 par définition, donc (1) est

vérifié. Supposons donc wn+2m ̸= 0. Si λ = −(n+ 2m+ 1), alors par
définition wn+2(m+1) = 0, donc (1) est vérifié. On peut donc supposer
λ ̸= −(n+2m+1). Dans ce cas wn+2(m+1) est un multiple non nul de
π(e)wn+2m. Mais par le lemme 7.2, π(e)wn+2m = 0 si et seulement si
π(fe)wn+2m = 0, et par (30),

π(fe)wn+2m = [λ2 − (n+ 2m+ 1)2]wn+2m.

Puisque λ ̸= −(n + 2m + 1) et wn+2m ̸= 0, on a bien l’équivalence
π(e)wn+2m = 0 si et seulement si λ = n+ 2m+ 1.

(2) Se démontre de la même manière. □

Proposition 7.5.
(a) Pour tout c ∈ C, n ∈ Z, il existe un (gC,K)-module irréducti-

ble V tel que π(Ω) = c et Vn ̸= 0.
(b) Deux (gC,K)-modules (π, V ), (π′, V ′) sont isomorphes si et

seulement si
(1) π(Ω) = π′(Ω)

(2) ∃n ∈ Z, Vn ̸= {0}, V ′
n ̸= {0},
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Démonstration.
(a) Il suffit de démontrer que les formules (32), en choisissant une

racine λ de c, définissent une représentation de gC, ce qui est une
simple vérification, dans laquelle il faut distinguer les différents cas
qui se présentent.

(b) Supposons π(Ω) = λ2 et Vn ̸= 0. Les deux lemmes 7.3, 7.4
montrent qu’il existe un ensemble d’indices J ⊂ Z et une base (wj)j∈J
de V vérifiant les formules (32). Deux tels modules sont donc iso-
morphes. □

On va reformuler ce résultat de manière un peu différente. Vogan
définit un K-type minimal comme un K-type n tel que |n| soit mini-
mal.

Lemme 7.6. Soit (π, V ) un (g,K)-module irréductible admissible de
K-type minimal n. Supposons |n| > 1. Alors π(Ω) = (|n| − 1)2.
En conséquence, pour tout n tel que |n| > 1, il existe un unique (π, V )

vérifiant cette propriété.

Démonstration. Supposons n > 1 (le cas n < −1 est similaire), et
soit v ̸= 0 ∈ Vn. Pour n > 1, on a |n− 2| < |n| donc Vn−2 = 0, donc
π(f)v = 0. Par Ω = (z − 1)2 + 4ef , nous obtenons π(Ω)v = (n− 1)2.
Il suffit d’appliquer la proposition 7.5 pour conclure. □

Lemme 7.7. Supposons |n| ⩾ 1 et (π, V ) est le (gC,K)-module irré-
ductible tel que Vn ̸= 0 et π(Ω) = (|n|2 − 1)2. Alors l’ensemble des
K-types est {n+2(sgnn)m | m ∈ N}. En particulier, n est un K-type
minimal.

Démonstration. Supposons n > 0 (le cas n < 0 est similaire). D’après
le lemme 7.4, wn−2 = 0 et wn+2m ̸= 0. □

On définit (π,Xd(n)) de paramètre n ̸= 0 comme l’unique (gC,K)-
module irréductible admissible deK-type minimal n+sgnn. Pour µ =

−1, 0, 1, et λ ∈ C, la série continue de représentations (π,Xc(λ)(µ))

est l’unique (gC,K)-module irréductible admissible contenant le K-
type µ avec π(Ω) = λ2.
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Le lemme 7.7 donne la structure des K-types pour les Xd(n).
De même, on peut décrire la structure des K-types pour la série
continue (démonstration laissée au lecteur).

Lemme 7.8. Soit µ ∈ {−1, 0, 1} et λ ∈ C.
(1) Si λ n’est pas un entier de même parité que µ+1, les K-types

de Xc(λ)(µ) sont {µ+ 2m | m ∈ Z}.
(2) Si λ est un entier ̸= 0 de même parité que µ+1, alors Xc(λ)(µ)

est la représentation de dimension finie de plus haut poids |λ|−1. Ses
K-types sont {|λ| − 1, |λ| − 3, . . . ,−|λ|+ 1}.

(3) Si λ = 0 et µ = ±1, les K-types sont {µ+ 2(sgnµ)m}.

Nous obtenons donc une classification complète :

Théorème 7.9. Soit (π, V ) un (gC,K)-module irréductible admissible
de K-type minimal µ.

(1) Si |µ| > 1, alors V ∼ Xd(µ− sgnµ). Dans ce cas µ est l’unique
K-type minimal.

(2) Si |µ| ⩽ 1 ; soit λ une racine carrée de π(Ω). Alors V ∼
Xc(λ)(µ). De plus, Xc(λ)(µ) ∼ Xc(λ

′)(µ) si et seulement si λ′ = ±λ.
• Si µ = 0, µ est l’unique K-type minimal de V . Si µ = ±1

et λ ̸= 0, alors les K-types minimaux de V sont ±µ. Dans ce
cas, Xc(λ)(µ) ∼ Xc(λ)(−µ).

• Finalement, si µ = ±1 et λ = 0, alors µ est l’unique K-type
minimal de V

À ce stade, nous ne savons pas lesquelles parmi ces représenta-
tions sont unitaires ; de plus, nous n’avons pas fait le lien entre cette
classification et les représentations unitaires de G au paragraphe 6.b.

7.c. Série standard. Les formules (32) ont un sens sans la condi-
tion compliquée de nullité ou non des wj et définissent une représen-
tation de g. On a donc :

Définition et Proposition 7.10. Soit λ ∈ C and ε = ±1. La série stan-
dard Xc(ε⊗ λ) de paramètres ε, λ est le (gC,K) module tel que :

(1) Il y a une base {wn | n tel que (−1)n = ε} ⊂ Xc(ε⊗ λ)n



THÉORIE DES REPRÉSENTATIONS DE GL(2,R) 75

(2) L’action de z, e, f sur wn est donnée par

π(z)wn = nwn(33)

π(e)wn =
1

2
(λ+ (n+ 1))wn+2(34)

π(f)wn =
1

2
(λ− (n− 1))wn−2.(35)

Il n’y a aucune raison que Xc(ε⊗ λ) soit irréductible. En effet :

Proposition 7.11. Soit λ ∈ C et ε = ±1 ; soit µ = 0 si ε = 1 et µ = ±1

si ε = −1.
(1) π(Ω) = λ2

(2) Si λ n’est pas un entier de parité µ+ 1, Xc(ε, λ) ∼ Xc(λ)(µ)

(3) Si λ ∈ N∗ de parité µ + 1, Xc(ε, λ) admet un sous-module
isomorphe à Xd(λ)⊕Xd(−λ). Le quotient Xc(ε⊗λ)/Xd(λ)⊕Xd(−λ)
est la représentation de dimension finie Xc(λ)(µ)

(4) Si λ ∈ Z∗− est de parité µ + 1, Xc(ε, λ) contient un sous-
module isomorphe à la représentation de dimension finie Xc(λ)(µ).
Le quotient Xc(ε⊗ λ)/Xc(λ)(µ) ∼ Xd(λ)⊕Xd(−λ).

(5) Si λ = 0, ε = −1, Xc(ε⊗ 0) ∼ Xc(0)(µ)⊕Xc(0)(−µ).

Dans la section suivante, nous faisons le lien entre les deux ap-
proches des représentations : l’approche algébrique de cette section
et l’approche analytique esquissée dans le paragraphe 6.b.

8. Représentations du groupe G

8.a. Série principale. Nous avons décrit dans le paragraphe 3.d
un procédé général de construction de représentations d’un groupe :
l’induction. Nous allons utiliser ce procédé dans le cas de SL(2,R),
avec une petite modification. Le sous-groupe à partir duquel on induit
est

P =MAN =
{( a u

0 a−1

)
| a ∈ R∗, u ∈ R

}
.

La différence par rapport au procédé général du paragraphe 3.d est
que P n’est pas unimodulaire ; c’est ce qui explique le décalage des
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paramètres. Pour λ ∈ C, ε = ±1, µ ∈ {0, 1} tel que (−1)µ = ε, on
définit le caractère χε,λ de P

χε,λ

(
a t
0 a−1

)
= (sgn a)µ|a|λ.

Grâce à la décomposition d’Iwasawa, une fonction sur G vérifiant une
condition f(gp) = □(p)f(g) (où □(p) est une fonction de p) s’identifie
à une fonction surK, ce qui simplifie les questions de mesure. L’espace
de la représentation induite est l’espace de Hilbert Hε,λ des fonctions
G→ C telles que

(1) ϕ(gp) = χε,λ+1(p)
−1ϕ(g) ∀(g, p) ∈ G× P

(2) ϕ|K ∈ L2(K).

La représentation de G, la série principale Tε,λ, est la représenta-
tion régulière gauche dans Hε,λ. C’est bien une représentation de G
dans Hε,λ (condition de continuité forte). Il n’est pas difficile de voir
qu’elle est unitaire si χε,λ l’est, c’est-à-dire si λ ∈ iR. Elle n’est pas
toujours irréductible, ce qu’on pourrait vérifier directement pas des
méthodes analytiques, mais nous allons plutôt utiliser les résultats
sur les (gC,K)-modules.

Proposition 8.1. La représentation Tε,λ est admissible. Le module de
Harish-Chandra associé est isomorphe à Xc(ε⊗ λ).

Remarque 8.2. Cette proposition justifie l’emploi du même terme série
principale (au lieu de série standard) dans les deux cas.

Démonstration. Par Iwasawa, Hε,λ est isomorphe comme espace de
Hilbert à Hε = {ψ ∈ L2(K) | ϕ(−k) = (−1)µϕ(k)}, l’isomorphisme
I : Hε,λ → Hε étant ϕ 7→ ψ = ϕ|K . Nous transférons la représentation
à Hε par I, pour obtenir une nouvelle représentation T ′

ε,λ équivalente
à Tε,λ

Hε,λ
Tε,λ(g)−−−−→ Hε,λ

I

y I

y
Hε

T ′
ε,λ(g)−−−−→ Hε
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Pour donner une expression de T ′
ε,λ, nous devons d’abord exprimer(

a b

c d

)−1

k(θ) = k(ζ(g, θ))

(
y(g, θ) x(g, θ)

0 y(g, θ)−1

)
Un calcul facile donne :

y(g, θ) =
√
(d cos θ + b sin θ)2 + (c cos θ + a sin θ)2

eiζ(g,θ) = y(g, θ)(d cos θ + b sin θ) + i(c cos θ + a sin θ),

d’où la formule

T ′
ε,λ(g)ψ(k(θ)) = y−λ−1ψ(k(ζ(g, θ))).

Cette formule implique que la représentation T ′
ε,λ (et donc aussi Tε,λ)

est continue et bornée. Calculons maintenant la restriction à K :

T ′
ε,λ(k(θ0))ψ(k(θ)) = ψ(k(θ − θ0)).

La décomposition de la restriction à K est donc donnée par la théo-
rie de Fourier, en n’oubliant pas que les fonction ψ sont paires ou
impaires en fonction de la parité de ε :

(Hε,λ)n = Ceinθ

si n et ε ont la même parité, (Hε,λ)n = 0 sinon.
Nous pouvons donc dériver la représentation agissant sur ces élé-

ments. Nous connaissons l’action de z. Il nous suffit de calculer celle
de h et x. Soit ψn(k(θ)) = einθ, et ϕn l’élément correspondant de
Hε,λ :

Tε,λ(h)ψn(1) =
d

dt |t=0 ϕn
(
e−t 0
0 et

)
=

d

dt |t=0 e
(λ+1)t = (λ+ 1)

Tε,λ(x)ψn(1) = 0.

En passant à la base z, e, f , on trouve alors

Tε,λ(z)ϕn = nϕn

Tε,λ(e)ϕn =
1

2
(λ+ n+ 1)ϕn+2

Tε,λ(f)ϕn =
1

2
(λ− (n− 1))ϕn−2.

Il suffit maintenant de comparer avec les équations (33). □
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Grâce aux propositions 6.16 et 7.11, on obtient la décomposition de
Tε,λ. Nous l’énoncerons plus loin, après avoir analysé la série discrète.

Auparavant, nous devons, comme promis, comparer cette représen-
tation à la construction du paragraphe 6.b. Supposons λ = iν ∈ iR.
Nous utilisons une troisième version de Hε,λ. Considérons la restric-
tion de ϕ ∈ Hε,λ à N− ∼ R. Il résulte de la décomposition de Bruhat
que l’application

N− ×MA×N −→ G

(n−, a, n) 7−→ n−an ∈ G

n’est pas surjective, mais est surjective sur un ouvert dense de com-
plémentaire de mesure nulle. La restriction Hε,λ → L2(N−) est donc
bijective, où L2(N−) est relatif à une mesure qui se trouve être la
mesure de Lebesgue de R après identification N− ∼ R. Finalement,
on a obtenu un isomorphisme d’espaces de Hilbert Hε,λ → L2(R). Il
reste à transporter l’action de G dans cette troisième réalisation. Le
calcul donne

T̃ε,iν(g)ξ(v) = (sgn(d− bv))µ|d− bv|−iν+1ξ
(−c+ av

d− bv

)
qui est exactement la formule de (27).

8.b. Série discrète. Ce que nous voulons faire, c’est identifier le
module de Harish-Chandra associé aux représentations D±

m (m ∈ N,
m ⩾ 2) (série discrète holomorphe ou anti-holomorphe) qu’on a défi-
nies dans le paragraphe 6.b avec Xd(n) (n ∈ Z, n ̸= 0). Pour cela nous
devons calculer les K-types de D±

m. Mais le modèle que nous avons,
de fonctions holomorphes sur P+, n’est pas commode car l’action
de K sur P+ n’est pas simple. Nous commençons à avoir l’habitude :
nous allons changer de modèle, mais ça ne sera pas suffisant ; il faudra
aussi changer de groupe.

Soit D = {w ∈ C | |w| < 1}. Les applications

P+ −→ D : z 7−→ w =
z − i

z + i
,

D −→ P+ : w 7−→ z = −iw + 1

w − 1
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sont des isomorphismes analytiques mutuellement inverses. Soit la
mesure dνm sur D définie

dνm = 41−m(1− |w|2)m dudv

(1− |w|2)2
= 41−mn(1− r2)m−2rdrdθ.

où w = u+ iv = reiθ.
Nous utilisons également l’isomorphisme entre SL(2,R) et SU(1, 1)

mentionné au paragraphe 4.a

u ∈ SU(1, 1) 7−→ cuc−1 ∈ SL(2,R) où c =

(
1 i

i 1

)
.

Proposition 8.3.
(1) L’espace Km des fonctions holomorphes sur D de carré inté-

grable pour dνm est un espace de Hilbert.
(2) L’application Tm : Hm → Km définie par

Tmf(w) =

(
−2i

w − i

)m

f
(
− i

w + 1

w − 1

)
est une isométrie.

(3) La représentation D′
m

+ de SU(1, 1) dans Km définie par

D′
m

+
(g) = TmD

+
m(cgc−1)T−1

m

est donnée par la formule

D′
m

+( α β

β α

)
F (w) = (−βw + α)−mF

( αw − β

−βw + α

)
.

Le sous-groupe c−1Kc ⊂ SU(1, 1) est {
(
eiθ 0
0 e−iθ

)
| θ ∈ R/2πZ}.

Son action via D′
m est donnée par

D′
m

+( eiθ 0
0 e−iθ

)
F (w) = eimθF (e2iθw).

Il en résulte immédiatement que les fonctions propres sont wN , N ∈ N
pour la valeur propre ei(m+2N)θ. En particulier, le K-type minimal
est m. On peut faire la même chose pour D−

m. En conclusion

Proposition 8.4. Pour tout w ⩾ 2, D±
m est une représentation unitaire

admissible. Le module de Harish-Chandra associé à D+
m (resp. D−

m)
est Xd(m− 1) (resp. Xd(−m+ 1)).
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Remarque 8.5. La série discrète paraît de nature très différente de la
série principale, et elle l’est en effet. Mais on peut néanmoins observer
une analogie entre les deux constructions. La série principale s’obtient
en considérant des fonctions ϕ sur G qui ont une propriété de cova-
riance à droite par des éléments de H (ϕ(gh) = χ(h−1)ϕ(g)) et qui
sont invariante à droite par N . L’espace de la série discrète est formé
de fonctions sur P+, donc sur G/K, qui ont la propriété supplé-
mentaire d’être holomorphes. La série principale est donc associée au
groupe de Cartan « déployé » H (qui a ses valeurs propres réelles) par
une construction géométrique, alors que la série discrète est associée
au groupe de Cartan compact K par une construction géométrique.
Cette analogie est bien plus qu’une analogie, mais nous n’irons pas
plus loin ici.

Nous verrons plus bas que les représentations de la série discrète
apparaissent dans la formule de Plancherel comme termes d’une série
(alors que celles de la série principale apparaissent dans une inté-
grale). Une autre propriété des représentations de la série discrète est
qu’elles sont de « carré intégrable » : une représentation de la série
discrète apparaît comme une sous-représentation de la représentation
régulière gauche.

Remarque 8.6. Les termes « série discrète » et « série principale »
désignent aussi dans la littérature, par un abus malheureux imposé
par l’histoire, une représentation de la série correspondante.

8.c. Bilan
(1) Nous pouvons maintenant revenir sur la décomposition de la

série principale de représentations de G. Les notations sont les mêmes
qu’avant.

(a) Si λ n’est pas un entier de parité µ+1, Tε,λ est irréductible.
C’est le cas en particulier si λ ∈ iR.

(b) Si λ ∈ N∗, λ ≡ µ + 1(2), Tε,λ admet un sous module
isomorphe à Xd(λ)⊕Xd(−λ). Le quotient Tε⊗λ/Xd(λ)⊕Xd(−λ)
est la représentation de dimension finie de plus haut poids λ−1.
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(c) Si λ ∈ Z∗−, λ ≡ µ + 1(2), Tε,λ admet un sous-module
isomorphe à la représentation de dimension finie de plus haut
poids −λ− 1. Le quotient est équivalent à Xd(λ)⊕Xd(−λ).

(d) Si λ = 0, ε = −1, Tε⊗0 ∼ Xc(0)(µ)⊕Xc(0)(−µ).
(2) Nous avons établi le théorème 6.1 : la classification des repré-

sentations unitaires irréductibles est assez complexe :
• série principale unitaire Tε,iν , ε = (−1)µ = ±1, ν ∈ R ;

série discrète (holomorphe et anti-holomorphe) Dn+sgnn, n ∈ Z,
m ̸= 0 (où on convient que Dm = D±

m suivant le signe de m).
Et plus mystérieusement

• série complémentaire :
• limites de représentations de la série discrète.

8.d. GL(2,R). On déduit de ce qui précède et de l’étude faite dans le
paragraphe 4.b la classification des (gC,K)-modules admissibles pour
GL(2,R). Sans entrer dans les détails, on obtient la liste suivante :

(1) Série discrète T(p,q), paramétrée par p, q ∈ C, p− q entier non
nul. On a l’équivalence T(p,q) ∼ T(q,p) ;

(2) Les représentations T[α1,λ,α2,λ2] de la série principale, paramé-
trées par α1, α2 ∈ {0, 1} avec λ1, λ2 ∈ C, sont irréductibles sauf si
λ1 − λ2 est entier de parité α1 + α2 + 1. Dans le cas de réductibilité
on a, comme pour SL(2,R), soit une sous-représentation de dimension
finie et le quotient est une représentation de la série discrète, soit l’in-
verse.

9. Formule de Plancherel

Les représentations de la série principale unitaire et celles de la série
discrète sont suffisantes pour désintégrer la représentation régulière
gauche de SL(2,R), comme l’a démontré Harish-Chandra en 1952
([HC52]). La démonstration est accessible dans [Lan85].

Nous avons mentionné (voir paragraphe 3.f) que toute représenta-
tion unitaire irréductible π de G admet un caractère : Si ϕ est C∞ à
support compact,

π(ϕ) =

∫
G
ϕ(g)π(g)dg
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est un opérateur à trace. On pose donc Θπ(ϕ) = tr(π(ϕ)). Cette
application Θπ, le caractère de π, est une distribution sur G,
Harish-Chandra a démontré qu’il existait une fonction notée θπ loca-
lement L1, et analytique sur l’ouvert dense des g à valeurs propres
distinctes, telle que

Θπ(ϕ) =

∫
G
θπ(g)ϕ(g)dg.

Ce résultat, vrai pour tout groupe semi-simple, est très profond. Il est
facile de voir que la fonction θπ vérifie θπ(xgx−1) = θπ(g). Elle est
donc entièrement déterminée par sa restriction à H et K.

Remarque 9.1. Un calcul formel donnerait :

tr(π(ϕ)) =

∫
G
ϕ(g) tr(π(g))dg =

∫
G
ϕ(g)θπ(g)dg

et donc θπ(g) = tr(π(g)). Ce calcul est évidemment totalement faux,
car π(g) étant unitaire ne peut pas avoir de trace bien définie. L’en-
chaînement : [la fonction g 7→ tr(π(g)) n’existe pas, donc la trace est
une distribution ; mais le théorème de Harish-Chandra montre que
c’est en fait une fonction] est un peu étourdissant pour les esprits
sensibles...

On note Θn le caractère de la série discrète Xd(n), et Θε,ν le carac-
tère de la série principale unitaire Tε,iν , et θ∗ les fonctions correspon-
dantes. On a les formules suivantes :
Série discrète.

θn(k(θ)) =
− sgn(n)eniθ

eiθ − e−iθ

θn(δ(a)) = (sgn a)n
e−|na|

et − e−t
.

Série principale.

θε,ν(δ(a)) = sgn(a)µ
|a|iν + |a|−iν

|a− a−1|
θε,ν(k(θ)) = 0.
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Formule de Plancherel. Soit ϕ ∈ C∞
c (G). Alors

ϕ(e) =
1

2π

∑
n̸=0

|n|Θn(ϕ) +
1

4π

∫ +∞

0
Θ1,ν(ϕ)ν tanh

πν

2
dν

+
1

4π

∫ +∞

0
Θ−1,ν(ϕ)ν coth

πν

2
dν.

10. Formes automorphes

10.a. Généralités. Il ne saurait être question de faire un exposé sur
les formes automorphes dans ce bref paragraphe. Nous nous conten-
tons de mettre en évidence le lien entre formes automorphes et re-
présentations de SL(2,R). Pour une bonne introduction au sujet du
point de vue « groupiste », on pourra se référer au 4e volume du traité
Analyse de R. Godement ([God03]).

On rappelle que le groupe G = SL(2,R) agit sur le demi-plan de
Poincaré. On note simplement gz cette action. On pose J(g, z) =

cz + d. Soit Γ un sous-groupe discret de G. On appelle forme auto-
morphe de poids r toute fonction (pas nécessairement holomorphe ou
méromorphe) f sur le demi-plan de Poincaré vérifiant la relation

f(γz) = J(γ, z)rf(z) pour tout γ ∈ Γ, z ∈ P+.

Dans le cas où Γ est le groupe modulaire de toutes les matrices
à coefficients entiers de déterminant 1, on parle de forme modulaire.
Dans ce cas, les exemples les plus connus sont

G2n(z) =
∑

(cz + d)−2n.

Une fonction sur P+ s’identifie à une fonction sur G invariante
à droite par K. On peut donc en quelque sorte identifier les formes
automorphes en fonctions sur G invariantes à droite par K et vérifiant
une relation de covariance à gauche par Γ. On réalise cette idée avec
une petite modification. Associons à une fonction f(z) sur P+ et à
x ∈ G la fonction sur P+

Lr(x)f(z) = J(x−1, z)−rf(x−1z).

(Par abus, on note Lr(x)f(z) au lieu de [Lr(x)(f)](z).) En utili-
sant la relation J(g′g, z) = J(g′, gz)J(g, z) qui implique J(g−1, gz) =
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J(g, z)−1, on vérifie que

Lr(x)Lr(y)f(z) = Lr(xy)f(z).

On a donc une représentation de G dans les fonctions sur P+, et une
fonction est automorphe de poids r si et seulement si Lr(γ)f = f

pour tout γ ∈ Γ. On définit maintenant

Fr(g) = Lr(g
−1)f(i) = J(g, i)−rf(gi).

On obtient donc une fonction Fr sur G qui vérifie deux propriétés :
(1) Sans aucune condition sur f , on a Fr(gk) = J(gk, i)−rf(gki) =

J(g, i)−rJ(k, i)−rf(g) = (−i sin θ + cos θ)−rFr(g) = eirθFr(g).
(2) Si f est automorphe de poids r, alors Fr(γg) = Fr(g) pour tout

γ ∈ Γ.
On est donc amené à considérer l’espace de toutes les fonctions

sur G invariantes à gauche par Γ (il faudra naturellement spécifier
des conditions sur ces fonctions), et à faire agir le groupe G par la
représentation régulière droite

R(x)F (g) = F (gx).

Les formes automorphes de poids r correspondent donc aux K-types
de cette représentation. En particulier, on notera Hr(G) les fonc-
tions sur G provenant de fonctions holomorphes sur P+ et vérifiant
Fr(gk) = eirθFr(g).

10.b. Formes paraboliques. Prenons le cas des formes modu-
laires. Une forme modulaire vérifie f(z +1) = f(z). Comme fonction
de x, elle est développable en série de Fourier. Si de plus f est
méromorphe, le développement s’écrit

f(z) =
∑
n∈Z

ane
2iπnz.

Pour lui donner un sens, il faut naturellement avoir des conditions
de régularité dans lesquelles nous n’entrons presque pas : on impose
au développement ci-dessus de ne comporte qu’un nombre fini de
termes non nuls d’indice n négatifs, ce qui est une condition sur la
singularité à l’infini : la fonction possède un pôle d’ordre −k à l’infini,
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si ak ̸= 0 et aj = 0 pour j < k. S’il n’y a aucun terme d’indice négatif,
f(∞) = a0. On dit que f est parabolique si f(∞) = a0 = 0.

Soit
Er(z) =

1

2

∑
(cz + d)−r,

la somme étant étendue aux couples d’entiers relatifs premiers entre
eux. On a donc la relation suivante avec les fonctions Gr définies plus
haut :

Gr(z) = 2ζ(r)Er(z).

On a alors le théorème suivant (voir [God03, Th. 19 p. 420])

Théorème 10.1.
(a) Les formes modulaires de poids entier r < 0 (resp. r = 0) sont

nulles (resp. constantes).
(b) Pour toute forme modulaire f de poids r ⩾ 4, on a

f(z) = f(∞)Er(z) + g(z),

où g est parabolique.
(c) Pour r ⩾ 2, une forme modulaire f holomorphe est parabolique

si et seulement si fr ∈ L2(Γ\G).

On voit donc le rôle important joué par les formes paraboliques, et
la caractérisation des formes paraboliques par l’appartenance à L2.

Dans le cas d’un groupe discret quelconque, la situation est bien
plus compliquée, car il faut prendre en compte des développements
au voisinage de plusieurs points « paraboliques », pas seulement ∞.
On peut quand même définir une notion de forme parabolique, et
on aura pour ces formes paraboliques la même caractérisation : une
forme automorphe f de poids r ⩾ 1 est parabolique si et seulement
si f ∈ L2(Γ\G) ∩Hr(G).

Le résultat suivant fait le lien entre formes automorphes parabo-
liques et représentations de la série discrète.

Théorème 10.2. Soit ϕ une forme parabolique. Considérons le sous-
espace fermé invariant par R engendré par ϕ, noté H(ϕ), et Dr le
sous espace invariant fermé engendré par la somme des H(ϕ) pour ϕ
variant dans Hr(G).
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(1) La restriction de la représentation R de G à H(ϕ) est irréduc-
tible

(2) pour r > 1, cette restriction est équivalente à la série discrète
Dr+1

On voit donc que la compréhension fine des représentations de la
série discrète joue un rôle important dans l’analyse des formes au-
tomorphes, et que, de manière essentielle, l’étude des formes auto-
morphes est un problème de théorie des représentations.

11. Le triangle de Langlands

À partir du milieu des années 1960, Robert Langlands a élaboré
un vaste programme liant théorie des représentations et formes au-
tomorphes. Ce programme ne peut pas se comprendre dans le cadre
purement réel, mais il a un aspect purement réel.

Il s’agit dans ce cas, de relier trois types d’objets a priori complè-
tement distincts :

• les représentations irréductibles (au sens (gC,K)-modules admis-
sibles irréductibles) des groupes réductifs réels (exemple GL(n,R))

• les fonctions L d’Artin généralisant les séries L de Dirichlet
• les représentations du groupe de Galois de R (ou d’un groupe qui

en est très voisin, le groupe de Weil).
Nous allons décrire ce triangle dans le cas de GL(2,R).

Représentations de GL(2,R). Comme on l’a vu dans le paragraphe
8.d, les (gC,K)-modules irréductibles sont répartis en deux familles :

(1) Série discrète T(p,q), correspondant aux paramètres (p, q), p− q

entier non nul, à permutation près de (p, q).
(2) Série principale T[α1,λ1,α2,λ2] paramétrée par α ∈ {0, 1},

λ1, λ2 ∈ C ; chaque représentation T[α1,λ1,α2,λ2] est irréductible sauf
si λ1−λ2 est entier de parité α1+α2+1. Dans le cas de réductibilité,
on convient d’associer aux paramètres la représentation de dimension
finie qui apparaît comme sous-module ou comme quotient.

On appelle paramètres de Langlands ces paramètres.
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Représentations du groupe de Weil. Le groupe de Weil WR est le
produit C∗ × {±1} muni de la loi

(z, ε)(z′, ε′) = (zε(z′)α(ε, ε′), εε′),

où ε(z) = z si ε = 1 et ε(z) = z si ε = −1, et α(ε, ε′) = 1 si
ε = 1 ou ε′ = 1, α(−1,−1) = −1. C’est un exercice de déterminer les
représentations irréductibles de dimension finie de WR :

– les caractères χλ,α pour λ ∈ C et α ∈ {0, 1}

χλ,α(z, ε) = εα|z|λ

– les représentations de dimension 2, θ(p,q), pour p, q ∈ C, p − q

entier non nul

θ(p,q)(z, 1) =

(
zpzq 0

0 zpzq

)
θ(p,q)(1,−1) =

(
0 (−1)p−q

1 0

)
Les représentations du groupe de Weil qui nous intéressent sont de

dimension 2. Ce sont donc les θ(p,q) et les sommes de deux caractères
χλ1,α1 ⊕ χλ2,α2 , à permutation près.

Fonctions L d’Artin. Il s’agit ici uniquement du « facteur à l’infini ».
Par définition, le facteur L est une fonction méromorphe sur C, asso-
cié aux représentations du groupe de Weil, avec la convention que
le facteur associé à une somme de représentations est le produit des
facteurs associés à chaque terme :

L(θ(p,q), s) = 2(2π)−max(p,q)+sΓ(max(p, q) + s)

L(χλ,α, s) = π−
1
2
(λ+α+s)Γ(12(λ+ α+ s))

Le triangle. On voit que les représentations du groupe de Weil et
les (gC,K)-modules sont paramétrés exactement de la même façon.
Ce qui justifierait cette coïncidence serait d’établir un lien direct
entre représentations de G et fonctions L. C’est précisément ce que
fait [JL70] et dont nous indiquons le principe. L’idée est d’exprimer
une fonction L qui est, à peu de choses près, une fonction Γ, comme
une intégrale. Si π est une représentation de G (unitaire pour sim-
plifier, on n’est pas à cela près), ses coefficients matriciels sont les
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fonctions c(g) = ⟨π(g)a, b⟩, pour a, b dans l’espace de la représenta-
tion. On peut alors calculer l’intégrale

∫
G c(g)| det g|

sΨ(g)dg, où Ψ est
une fonction sur G de la forme P (a, b, c, d) exp(−π(a2+b2+c2+d2)),
P un polynôme. Le résultat dépend de Ψ et du choix du coefficient
c. Mais le miracle est le suivant : Si π est associé à des paramètres
de Langlands, la fonction L correspondante divise l’intégrale, au sens
où le quotient est une fonction entière, et, à normalisation près, cette
fonction L est le « meilleur » choix possible.
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