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MODELISATION MATHEMATIQUE
ET NUMERIQUE DE LA VENTILATION

par

Céline Grandmont

Résumé. Le poumon est un organe complexe, a la fois multi-physique
et multi-échelle, dont les fonctions principales sont le transport de
lair de la bouche aux alvéoles pulmonaires et les échanges gazeux
entre les gaz atmosphériques et les gaz du sang. Dans ce texte nous
nous intéressons plus particulierement a la ventilation et nous pré-
sentons une hiérarchie de modeles mathématiques permettant de la
décrire et de la simuler. Les différents modéles peuvent étre utilisés
pour comprendre les phénoménes physiologiques en jeu, explorer
différents scénarios ou encore développer des outils d’aide au diag-

nostique.
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2 CELINE GRANDMONT

Dans ce texte, nous souhaitons illustrer comment la modélisation
mathématique, 1’étude mathématique et numérique des modeles
développés et leurs simulations numériques peuvent apporter une
meilleure compréhension de certains phénomenes physiologiques ou
biologiques. Outre une meilleure compréhension, les modeles peuvent
également aider a explorer différents scénarios sans avoir néces-
sairement recours a des expériences in vivo ou in vitro, permettre
de prédire des comportements, ou méme aider au diagnostic ou a
Ioptimisation de protocoles thérapeutiques. Ces modeles participent
donc a éclairer un contexte physiologique ou médical particulier et
représentent un outil supplémentaire qui complete les expériences
ou les observations. Ils soulévent, par ailleurs, bien siir, des ques-
tions mathématiques et numériques propres, qui vont nécessiter des
développements méthodologiques spécifiques. Ces développements
mathématiques sont indispensables afin de s’assurer, par exemple, de
I'existence et de 'unicité des solutions, explorer leur comportement
qualitatif, s’assurer des bonnes propriétés des schémas numériques
mis en ceuvre.

FiGure 1. Maillage du parenchyme pulmonaire et arbre
bronchique — Thése de Nicolas Pozin [Poz17]

Ainsi nous présenterons ici une hiérarchie de modeles déterministes
constitués d’équations différentielles ordinaires ou d’équations aux
dérivées partielles permettant de décrire la respiration et plus spécifi-
quement la ventilation. La modélisation dépend bien siir des besoins
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ou questionnements qui la motivent et le cas échéant, des données
disponibles : particulierement dans le contexte médical ou certains
parametres sont parfois difficilement accessibles ou mesurables, et
cette limitation est a prendre en compte dans la démarche de modé-
lisation. Le but ici n’est pas de donner un tableau exhaustif, ni des
preuves completes et rigoureuses mais plutot d’esquisser la démarche
de modélisation, les questions mathématiques et numériques qui en
découlent et la possible utilisation des modéles pour éclairer la phy-
siologie.

1. Contexte physiologique

La fonction principale de ’appareil respiratoire est d’assurer les
échanges gazeux entre I'air ambiant et le sang. L’air inspiré, riche en
oxygene, est transporté dans les voies aériennes : pharynx, larynx, tra-
chée, bronches, bronchioles jusqu’aux alvéoles pulmonaires ou ont lieu
la diffusion des gaz entre 'air ambiant et le sang a travers la mem-
brane alvéolo-capillaire. L’air est donc transporté a travers l’arbre
bronchique qui, chez 'humain, est un arbre dyadique & environ 23
générations, dont les échelles sont tres différentes puisque le dia-
metre de la trachée est d’environ deux centimetres tandis que celui
des bronchioles terminales est de ’ordre du millimetre. La premiere
partie de I’arbre bronchique, jusque vers la quinzieme génération,
est purement conductrice et a pour fonction principale le transport
de Tair. Au-dela, des alvéoles viennent se greffer sur les bronchioles
et permettent un échange de gaz (oxygene et dioxyde de carbone)
avec les capillaires sanguins qui tapissent I'extérieur de quelque 300
millions d’alvéoles. Le mouvement de l'air dans ce réseau de tubes
est assuré par la contraction du diaphragme et le déplacement de la
cage thoracique, véritables moteurs de la respiration. Cela entraine,
a l'inspiration, 'augmentation du volume du poumon et induit une
différence de pression entre la bouche (ou le nez) et les alvéoles pul-
monaires, créant alors un flux d’air dans ’arbre. Au repos en respira-
tion normale, 'expiration est quant a elle passive et I'air est expulsé
grace a l’élasticité du tissu pulmonaire appelé parenchyme pulmo-
naire. La fonction du poumon est donc a la fois de transporter lair
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et d’assurer les échanges gazeux. Nous allons ici nous concentrer sur le
phénomene de transport en nous attachant a décrire le flux d’air dans
les bronches et ’action des tissus élastiques pulmonaires. Nous allons
présenter plusieurs modeéles décrivant l'irrigation du parenchyme pul-
monaire par 'arbre bronchique partant d’un modéle simple décrivant
la dynamique du volume d’air inspiré pour aboutir & des modeles
tridimensionnels décrivant soit le comportement élastique des tissus
pulmonaires et leur interaction avec ’arbre bronchique soit I’écoule-
ment de l'air dans la partie proximale de I'arbre en prenant en compte
la dynamique du parenchyme. Il s’agit d’'une démarche bottom-up ou
I'on enrichit les modeles afin de prendre en compte des phénomenes
physiques négligés, intégrer des non-linéarités, la dimension spatiale...
Nous essayerons d’illustrer comment chacun de ces modéles peuvent
apporter une meilleure compréhension de la ventilation dans des cas
sains ou pathologiques et quelles sont leurs limitations et leurs pro-
priétés mathématiques.

2. Un modele d’équation différentielle ordinaire

Dans cette section, nous allons adopter un point de vue macrosco-
pique qui prend en compte des données accessibles en routine clinique,
par exemple lorsque des tests de spirométrie sont effectués afin de
diagnostiquer des pathologies telles ’asthme ou en service de réani-
mation lorsque le patient ou la patiente sont placés sous respirateur
mécanique. Dans ce cas, on a acces a la dynamique des volumes ex-
pirés et méme, dans le cas de la ventilation mécanique, & la pression
a la bouche. Ainsi on cherche un modeéle qui permet de décrire la
dynamique du volume pulmonaire, noté V(t) a l'instant ¢. Le pou-
mon humain peut étre vu comme un ballon élastique caractérisé par
son élastance, ici notée E, et le réseau de tubes constituant I'arbre
bronchique peut-étre décrit par un unique tube caractérisé par sa
résistance, ici notée R.

Plus précisément, l’air traverse un tube et son débit Q(t) est pro-
portionnel a la différence de pression a ’entrée, supposée étre la pres-
sion atmosphérique P.m, et & la sortie de celui-ci, pression qui cor-
respond a la pression dans les alvéoles pulmonaires que ’on suppose
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FIGURE 2. Représentation schématique du poumon

uniforme et notée P,),. On obtient
(1) Patm — Pav = RQ(t) = RV'(1).

Ce terme de résistance hydraulique vient des frottements du fluide
sur les parois et, en particulier, si 'on suppose que I’écoulement est un
écoulement laminaire de type Poiseuille la résistance R d’un cylindre
de diametre d et de longueur /¢ s’écrit

128v ¢
T d¥’

ou v est la viscosité du fluide. Nous verrons dans la section suivante

(2) R=

comment calculer une résistance équivalente de I’arbre bronchique.

Le comportement élastique du ballon est exprimé par une relation
linéaire qui lie le saut de pression et la variation de volume par rapport
au volume a vide Vj, qui correspond au volume du poumon en fin
d’inspiration dans les cas sains, soit

3) Pay = P(t) = E(V(t) = Vo),

ou P(t) est la force appliquée sur le poumon venant de la déformation
du diaphragme. Ainsi on obtient 1’équation différentielle linéaire du
premier ordre :

(4) RV'(t) + B(V(t) — Vo) = Paim — P(t).
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On décrit donc la ventilation pulmonaire par un simple systéme
RC, ou C = 1/F est la capacité/compliance du systéme.

Si on suppose que la donnée initiale est Vi et on suppose, pour
simplifier, que P est continue en temps, le probleme de Cauchy admet
une unique solution donnée par :

t
(5) V(t) = Vo + (Vi — Vg)et/BC 4 / e~=/RC(p p(s))ds.
0
En particulier le temps caractéristique de relaxation de ce simple
systéme est le produit RC. L’équation (4) est celle utilisée par les
médecins et lorsque les volumes, débits, et pressions peuvent étre
mesurés, les valeurs R de la résistance des voies aériennes et E de
Iélastance des tissus sont estimées (en utilisant, par exemple, en rou-
tine clinique et pour des patients et des patientes sous ventilateur
mécanique, certains instants du cycle respiratoire). Ce sont en effet
des indicateurs de I’état du ou de la malade : les asthmatiques auront,
entre autre, une résistance des voies aériennes augmentée car I’asthme
réduit la lumiere bronchique et donc le diameétre d des bronches (voir
Pexpression de la résistance de Poiseuille (2) qui est inversement pro-
portionnelle & d4). Dans ce cas le temps de relaxation est en particu-
lier augmenté et c’est également le cas lorsque C' augmente (en cas
d’emphyseme qui diminue ’élasticité des tissus). Ainsi si 'on admet
cette EDO comme premier modeéle elle permet d’avoir une indication
de I’état du patient et éventuellement de I’évolution de sa maladie.
D’un point de vue mathématique, sur cette simple équation diffé-
rentielle ordinaire linéaire, on peut déja se demander s’il existe une
solution périodique quand la pression exercée est périodique, et lors-
qu’on considere cette solution périodique, quelles sont les conditions
sur les parametres et la période pour que le volume initial associé a
cette solution périodique soit proche du volume a vide V;. On peut
également tester ces résultats avec des parametres physiologiquement
pertinents ou leurs limites quand R ou E tendent vers l'infini. Par
exemple si P est périodique de période T, si on considére Pty = 0
pour simplifier, il existe une unique solution périodique et celle-ci est
associée a la condition initiale

1 T
A _ —(T—-s)/RC
= Vo= g /O e P(s)ds.



MODELISATION DE LA VENTILATION 7

Ainsi le volume a la fin d’un cycle respiratoire (ou en début d’inspi-
ration) n’est pas exactement le volume & vide du poumon. Le volume
additionnel
1 T ~(T—5)/RC p(g\q
- R —TTS /0 ¢ (s)ds

est négligeable pour un cas sain. En revanche, si la résistance des voies
aériennes tend vers 400 et que les efforts sont maintenus constants,
Vi tend vers Vy — (C/T) fOT P(s)ds. Ainsi, afin de vider le poumon,
il est alors nécessaire d’avoir une expiration active.

Cette simple équation différentielle ordinaire est bien sur un modele
tres simplifié de la réalité ot on a négligé l'inertie du poumon (qu’il
peut étre important de prendre en compte pour des patients obeses),
ol on a supposé que le comportement des tissus élastiques était liné-
aire, ce qui n’est pas le cas. Des modeles plus riches peuvent étre envi-
sagés incluant la prise en compte de non-linéarités en faisant dépendre
par exemple ’élastance de 1’état d’inflation du poumon et donc de V'
ou encore en prenant en compte les effets inertiels dans 1’écoulement
dans ’arbre bronchique et en faisant dépendre la résistance du débit,
soit V.

Nous ne détaillerons pas les extensions possibles et renvoyons
au livre de Bertrand Maury [Maul3] qui dresse un panorama tres
complet de modeles possibles et de questions mathématiques qui en
découlent, et propose également des exercices accessibles et variés
en lien avec la physiologie. Il est a noter que si la résistance et la
compliance sont des parameétres estimés en routine clinique grace au
monitorage de la pression et des volumes inspirés et expirés, certains
parametres auxquels les médecins voudraient pourtant avoir acces
comme le volume « a vide » du poumon nécessitent d’autres mesures
et protocoles médicaux. Enrichir les modeéles en faisant intervenir
d’autres parametres ne fait que renforcer cette problématique.

3. Un modéle jouet mono-dimensionnel

Dans cette section nous allons présenter un modele jouet ou le
parenchyme pulmonaire est décrit par un systéme de masses-ressorts,
représentant le parenchyme pulmonaire, systeme lui-méme « irrigué »
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par un arbre dyadique représentant ’arbre bronchique dans lequel
lair circule. La description et ’obtention de ce modele sont issus
de [GMMO6], dans lequel sont détaillées les preuves des différents
résultats énoncés. Le semi-groupe associé et le comportement en
temps long des solutions a par ailleurs été également analysé dans la
these de Christine Vannier [Van0§].

3.1. L’arbre bronchique comme réseau de résistances

Dans le modele précédent, I’arbre bronchique était décrit par un
unique scalaire représentant la résistance globale de l'arbre bron-
chique. Afin de prendre en compte la structure arborescente de ’arbre
bronchique, nous allons maintenant assimiler celui-ci & un réseau de
résistances. On considere un arbre dyadique a N générations, chacune
des branches de ’arbre étant associée a une résistance. La génération
n = 0 correspond a la trachée qui se sépare en deux bronches et
ainsi de suite, jusqu'aux branches terminales. Il y a donc 2V sor-
ties (on rappelle que l’arbre bronchique humain posséde environ 23
générations soit plus de huit millions de sorties).

Dans chaque tube, on suppose que la loi de Poiseuille est vérifiée et
donc que la différence de pression est proportionnelle au débit, le coef-
ficient de proportionnalité étant la résistance du tube. Par exemple
dans le réseau suivant :

Po

7o

p
71 T2

p1 p2
FIGURE 3. Arbre a une génération
on a les relations suivantes :
pPo—P=T0q0, P—DP1=T141, P — P2 =T2q2,

ou les ¢; désignent les débits dans chacune des branches. De plus,
la conservation de la masse impose :

o = q1+ q2
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Si maintenant on suppose que r1 = 19 et que p; = po alors

po —p1 = (1o +71/2)q0,
et ro +71/2 est la résistance équivalente du réseau. Nous allons sup-
poser que les résistances de ’arbre bronchique que l'on considere
sont constantes par génération et la résistance a la génération n est
notée r,, 0 < n < N. Ainsi des calculs analogues permettent de
calculer sa résistance équivalente soit

(6) Ry=
eq on’
n=0
Si r, est une résistance de Poiseuille, alors
_128v 4,
n = p @a

ou 4, est la longueur des branches a la génération n et d, leur dia-
metre. En supposant que 'arbre est géométrique c’est-a-dire qu’il
existe A tel que £, = A"y et d,, = A"d alors

N
1
N _
(7) Req =0 nzzo 2N

Cette série converge dés que A > 1/+/2 or les mesures physiologiques
montrent que pour le poumon humain ce coefficient de réduction est
plutot, au moins pour la zone de conduction, de 'ordre de 0.85 et
ainsi appartient a la zone de convergence de la série géométrique et
Reg < +o0.

Remarque 3.1. Si maintenant on s’intéresse au volume occupé par
I’arbre bronchique celui-ci s’écrit comme la somme de termes du type
(2A3)™ et donc la série associée est, elle, divergente.

Dans [MFWS04] les auteurs se sont intéressés a l'optimalité de
Parbre bronchique. En reprenant l’expression (6) et en supposant que
d, = ct,, on peut se poser la question sous la forme d’un probleme
de minimisation sous contrainte de volume, qui s’écrit

N

0 D ST
1min
(= (00,01, b )ERN T L 200G
27]:,:0 2n£2<Vmax
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Il s’agit donc de minimiser la résistance (ou de manieére équivalente
la puissance dissipée dans ’arbre) sous une contrainte de volume.
On montre facilement que le minimiseur, s’il existe, appartient a un
compact [m, M]NT1 de RV*! avec m > 0. On en déduit Iexistence du
minimiseur. Celui-ci peut-étre calculé en écrivant I’équation d’Euler-
Lagrange de ce probléeme de minimisation sous contrainte d’inégalité
(contrainte saturée a 'optimum) et on obtient alors que

lo =/ Vimax/ (N +1), £, =1£(1/V2)".

De ce point de vue, le poumon humain est donc sous-optimal. Cepen-
dant 1/+/2 est la valeur critique pour laquelle & la fois la série qui défi-
nit la résistance équivalente et celle qui définit le volume des bronches
sont divergentes. Ainsi cette sous-optimalité, en terme de résistance,
assure en fait une certaine robustesse vis-a-vis de variations des dia-
metres des bronches par exemple.

Nous allons maintenant exprimer ce réseau de résistances comme
un opérateur liant les flux en bout d’arbre (et donc irriguant le
parenchyme pulmonaire) et les pressions également en bout d’arbre
(et donc s’appliquant sur le parenchyme pulmonaire). On indexe les
sorties par 0,1,...,2Y — 1. On appelle (43 )kefo,....2n—1} les débits
dans les branches de la génération n > 1, les pressions sont notées
(P} )keqo,....2n—1}- On va exprimer le saut de pression de la racine a la
sortie 0. La pression a entrée de la premi¢re bifurcation est notée pj
et le débit dans la trachée q8. Pour la branche mere, on a

0 0
Patm — Pg = T04p-

Le débit q8 est le débit total et donc

2N 1
0 _ N
do = Q-
k=0
A D'étape suivante, on a de méme
2N-1_1
0 1_ .1 1_ N
Py —Pg = T14p, avec ¢y = qy,
k=0

On obtient finalement
o2N—n_1

N
patm_p(])V:Zrn Z QI]gV~
n=0 k=0
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On peut refaire le méme raisonnement pour chacune des sorties de
I'arbre et en considérant le vecteur des pressions de sorties p =
(pév)ke{o,...,zN—l}’ et celui des débits & la derniere génération ¢ =

(QIiv)ke{o7...,2N—1}, il vient
Patm€ — P = ANq;

ou e le vecteur dont toutes les composantes sont égales a 1 et Ay la
matrice de résistances. On choisit dans la suite pam = 0.

En introduisant .J, matrice 2 x 2™ dont tous les éléments sont
égaux a 1, la matrice Ay est donnée par

riJy-1 0
An =
N =roJN + ( 0 7“1JN1>
rodN_9 0 0 0
0 TQJN_Q 0 0
ceid Lo
+ 0 0 TQJN_Q 0 + +7r oN
0 0 0 TQJN72

Le but ici est de regarder la limite quand le nombre N de géné-
rations de l'arbre tend vers +oo. Pour cela, nous allons maintenant
écrire la relation entre les pressions en sorties et les débits en sorties
a laide d’un opérateur sur I'espace L?(0,1). On considére I'intervalle
I =]0,1] et on associe a chaque sortie ¢ de 'arbre le sous intervalle
1i/2N, (i + 1) /2N]. A toute fonction u € L?(0, 1), on associe le vecteur
de flux ¢V € R2" défini par

N N N (i+1)/2N
q" = (g o<icov—1, avec g =/ u(s) ds.
if2N

On définit également les pressions associées a travers ’arbre, soit

PV = (pzN)ogngNA = —Ang",

et la fonction p € L?(0,1) constante par morceaux sur chacun des sous
intervalles prenant la valeur p¥ sur ]i/2", (i + 1)/2N[. Cela définit
un opérateur Ry de L?(0,1) dans lui-méme, ce quon écrit Ry €
L(L*(0,1)).
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Proposition 3.2. L’opérateur Ry s’exprime comme un opérateur a
noyauy :

1
p=—-Ryu <= p(ar)z—/o Kn(z,y)u(y) dy,

ot le noyau Ky € L*(I x I) est constant par morceauz et de la forme
m—1

N
KN(.’L',y) = Zrﬂ Z X?(x7y)7
n=0 i=0

ot X7 (x,y) est la fonction caractéristique du pavé
Ji/2", (i +1)/2"[ x Ji/2", (i +1)/2"[.

On remarque que la norme de Ky dans L'(I x I) est précisément
la résistance équivalente de l’arbre (6). On introduit maintenant le
noyau limite

+o0 2n—1
9) K(zy) =Y m > x'zy)
n=0 =0

Cette somme est en fait toujours une somme finie a (x,y) fixé. On a
le théoreme suivant :

Théoreme 3.3. La suite d’opérateurs (Ry) converge vers R dans

L(L?(0,1)) si et seulement si
+00

(10) Z ;% < +00.

n=0
Quand lopérateur R existe, il est associé au noyau K défini par (9),
qui est alors dans L*(I x I). De plus, si (10) est vérifiée, R est auto-
adjoint, compact et monotone (c’est-a-dire (Ru,u)r2(91)y = 0 pour

u € L%0,1)).

En particulier la compacité de R vient du fait qu’il est limite d’une
suite d’opérateurs de rang fini. De plus, en utilisant (9), il vient faci-
lement

foo 271 a(ig1)/2m 2
(11) (Ru,w)p2(0,1) = Zrn Z </ u(x) da:) > 0.
i=0 v

n=0 /2n

Cette quantité représente 1’énergie dissipée dans l'arbre.

Replagons nous dans le contexte du poumon humain o, comme
nous l'avons vu, la condition (10) est satisfaite. Nous retrouvons ici
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la robustesse du poumon humain vis-a-vis de perturbations et en
particulier vis-a-vis du nombre de générations dans ’arbre. Lorsque

:i% rn/2" = +00, alors le noyau K se concentre sur la diagonale
et pour tout ¢ € L?(0,1),

1
| e gy as
o IENIz1rxn)
converge fortement vers ¢(-) dans L?(0,1).

Sous I’hypothese (10), la décomposition spectrale de 'opérateur R
est de plus immédiate. En effet, introduisons la base de Haar, qui
est une base hilbertienne de L?(0,1). Soit ¢ € L?(0,1) définie par
¥ =1j9,1/20 — Lj1/2,1[- Pour tout n > 0 et 0 < k£ < 2" — 1, on pose
Yni(z) = 222"z — k), on note également 1y la fonction identi-
quement égale & un sur (0,1). La famille (vo, (¥n k)n>0,0<k<on—1) €st
alors la base de Haar et un calcul direct montre que

Proposition 3.4. La famille (1o, (¥n k)n>0 0<k<an—1) est la famille de
vecteurs propres de R associés aur valeurs propres

+ +

A—fﬂ Ay = —iOQ Vn>0 0<k<2'—1

0= o0 n,k = Pnt+l = of nzu Ux rx .
/=0 l=n+1

Si arbre n’est pas symétrique (i.e., si les résistances ne sont pas
constantes a chaque génération) alors les vecteurs propres et valeurs
propres ne sont plus si faciles a calculer. Nous renvoyons notamment
aux travaux de Bertrand Maury, dont un résumé se trouve dans le
livre [Maul3] mais également a [MM14] pour les questions de sensi-
bilité de I'arbre par rapport aux variations des résistances.

Dans le cas ou 'arbre est géométrique, c’est-a-dire ou les résis-
tances s’écrivent r, = r9/(\3)", on peut déduire des propriétés sup-
plémentaires sur R. On pose a = A™3 et on se place dans le cas
convergent o o < 2. Les valeurs propres de R sont donc A\g =
ro/(1 —a/2) et ppr1 = Xo(a/2)" L. On peut alors exprimer le taux
de convergence de Ry vers R en remarquant que, pour tout v dans
L%(0,1)

[Ru = Rnulr20,1) < [ = Knllprxnllwll L2 o,

<
N+1
< pvsllull 20,0y = Ao (@/2)Y T lullr2(0.1)-
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Lorsque o € ]\/5, 2, on peut également montrer que R envoie L?(0, 1)
dans I'espace de Sobolev(!) H*(0,1) avec s = 1 — In(c)/In(2).

Cette propriété vient du fait que H*(0,1), lorsque 0 < s < 1/2,
est entiérement caractérisé par les coeflicients de la décomposition
de tout vecteur de L?(0,1) dans la base orthonormée de Haar. Plus
précisément

+o00 2" —1
H*(0,1) = {u € L(0,1) ( leo(w)* + ) ) 2% enp(u)? < —l—oo},

n=0 k=0

1 1
co(u)—/O u(z)de, an(U)_/o w(x) g (x) do.

Ainsi pour tout u € L?(0,1)

+o00 2™ —1

Ru = )\UCO(u)dJo + )\0 Z Z (05/2)n+1 an(u)¢n,ka

n=0 k=0

qui appartient & H%(0,1) pour s = 1 —In(a)/In(2).

3.2. Un systéme couplé arbre - masses - ressorts

Nous allons, dans cette sous-section, connecter cet arbre résistif a
un réseau de masses-ressorts représentant le parenchyme pulmonaire.
On considere que I'intervalle I est composé d’une succession de masses
et de poches d’air (les alvéoles pulmonaires), reliées les unes aux
autres par un arbre dyadique & N générations. On définit les 2V
cellules par

. . N_
cN =i2N, i+ 1)2N, 1=Ui;tol.

Wpour s € 10, 1[, lespace de Sobolev H®(0,1) est, par définition, I’espace des
fonctions u € L?(0,1) telles que la fonction

u(z) — u(y)

@9) — e

appartient & L?((0,1) x (0,1)).
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De plus, on pose z¥ = /2N hy = 1/2V et on définit une partie
solide SiN et une partie fluide TiN en posant

S =12l — (1/2)hyas, e + (1/2)hyas], i€ {L,...27 —1},
SN =1al,ad + (1/2)hnas], SN =]adk — (1/2)hnas, 204 |,
TN =12 + (1/2)hyas, 22y — (1/2)hyas], i€ {0,...2~ —1},

ou ag est la proportion de solide. Chaque masse est connectée a ses
voisines par un ressort de raideur ky. De plus on suppose que la
densité totale de solide est constante et indépendante de N ainsi la
masse my dans chaque solide SZN est égale a pag/2V.

s

) . N
foweed B
N
) ToN 1
kn, raideur du ressort . v . kn, raideur du ressort
T q x; Ty
L=1

A
Y

FIGURE 4. Systéme masse-ressort

On désigne par u le déplacement de z' et fi la force extérieure
appliquée. Sur chaque masse s’exerce par ailleurs les forces de pres-
sions venant de l'arbre résistif. La force exercée sur la iéme masse
s’écrit —p,fv + pi]\i 1, ol (pfv )Ji<i<on—1 est le vecteur des pressions en
bout d’arbre. La relation fondamentale de la dynamique s’écrit alors,
pour i € {1,...,2N — 1},

(12)  muii () = kv (u (8) — 2 (1) + uy (1))
+ i () — pi o () = ma fiy(2),

ou ¢ désigne ici la dérivée par rapport au temps. On sait d’apres la
section précédente que —p”Y = Ang", ot ¢"V est le vecteur des débits
en bout d’arbre (compté positivement quand lair circule de la trachée
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vers les branches terminales). Ce vecteur peut s’exprimer en fonction
des vitesses de chaque masse entourant une alvéole donnée et on a

g =uly, —ay, iefo,....2N -1}
On obtient finalement pour i € {1,...,2Y — 1}

(13) iy (8) = kv (it (8) = 20 (1) + u)Y, (1))

2N
N (N _.N ;
- ZAi,j—l(uj —U;_q) =myf(t).
i=1

Les deux premiers termes du membre de gauche de (13) représentent
respectivement l'accélération de la masse et les forces de rappels des
ressorts de part et d’autre de celle-ci. Le dernier terme décrit I’action
de l'arbre sur la masse. Ce terme lie toutes les masses entre elles
a travers le réseau résistif. Il s’agit d’'un terme non local. Ce sys-
teme est complété par des conditions aux limites et des conditions
initiales. Il s’agit ainsi d’un systeme couplé d’équations différentielles
ordinaires du second ordre pour lequel I'existence d’une unique solu-
tion est immédiate.

3.3. Limite quand N tend vers +oo

La question que 'on se pose maintenant est : quel est le modele
limite lorsque le nombre de générations de ’arbre, et donc le nombre
de masses, tend vers l'infini 7 Afin de passer a la limite quand N tend
vers I’'infini, un point clé est I’obtention d’estimations a priori vérifiées
par la solution. La démarche est standard et consiste a multiplier (13)
par ugV et appliquer le lemme de Gronwall. Cependant nous allons
d’abord reformuler le systeme d’EDO a l’aide d’une équation aux
dérivées partielles. Considérons u une fonction continue sur [0, 1],
aij[vine dans chz]xvque cellule, pour tout temps, et telle que u(a:fv ) =

u;' (t) ou les u;

: sont solutions de (13).

On rappelle que l'espace de Sobolev H'(0, 1) est l’espace des fonc-
tions u € L%(0, 1) dont la dérivée au sens des distributions (ou encore
dérivée faible) appartient & L?(0,1). Muni de la norme

lullin o = yIulZzo) + 1320,
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c’est un espace de Hilbert. Il s’avére que tout élément de H'(0,1)
est une fonction continue sur [0, 1] et le sous-espace des u € H'(0,1)
telles que u(0) = u(1) = 0 est noté H}(0,1) (pour plus de détails on
pourra se référer & [Bre83]).

On introduit alors le sous-espace fermé de H{ (0, 1) défini par

Vv ={v:[0,1] > R |v e C(0,1)),
v affine sur C¥ pour i € {0,...,2" — 1} et v(0) = v(1) = 0},
et le sous-espace suivant de L%(0, 1)

Mpy ={v:]0,1] = R | v constante par morceaux :

N eR, v(z) = v sur OV},

7
Toutes les dérivées partielles considérées ci-dessous sont des dérivées
partielles au sens des distributions.
Soit v € Viy. Pour tout z € C, on a dyv(z) = 2V (v(z ;) —v(zl)).
Ainsi 0,v € My.
De plus, si v € My, on a
2N —1
o= 3 — o o,
i=1
N

ou 0~ désigne la mesure de Dirac en z;".
Par conséquence en considérant u” et pV telles que, pour ¢ € ]0, T,
e uN(t,-) € Vy avec u (t,zlY) = ulN (t),

. et pV(t,-) € My avec pV (¢, z) = pN(t), pour z € CV,

le systeme d’EDO (12) s’écrit

2N _1
k
my Z &?u(t,x)&xlgv (z) — 2%8%1&]\[(15,.%) + 9,pN (t, 2)
= 2N 1
— iy 3 (06, (@),
i=1
Mais

Tit1

N
Ty
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ce qui entraine, d’aprées la Proposition 3.2, que

1
pN@¢w<——:/ Ky (z,y)0:0:u™ (t,y) dy
0

et donc
2N 1 L
(14) my Z BtzuN(t,xlN)éxﬁv (x) — 2—]]:7,831/\7(@:6)
i=1
1 2N 1
~ou ([ Enapnon ) ay) = my 3 £ 05 (0)
0 i=1 '

Nous pouvons maintenant démontrer des estimations a priori. En
supposant que ky /2" = k et que les données (forces extérieures appli-
quées et conditions initiales) satisfont des hypothéses de convergence
quand N tend vers I'infini, on peut montrer :

Lemme 3.5. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout N,

la solution u™ vérifie

HatUN(t)Hm(o,l) + HUN(t)HHl(O,l) <G,
pour presque tout t € (0,T).
La démonstration de ce lemme découle essentiellement de 1’égalité

d’énergie suivante, obtenue en multipliant (14) par la vitesse dyu® et
en intégrant sur |0, 1], soit

my d o=t kd
(15) > \atUN(t7$fV)\2+§@H(9IUN(@')”%2(0,1)
=1

2 a2

— dérivée en temps
dérivée en temps de I’énergie mécanique
de I’énergie cinétique
2N —1
N N § : N N N
+ (RN(‘?I@tu ,8m8tu )LQ(O,l) = MmN fz (t)@tu (t, x; )

=1

énergie dissipée dans ’arbre

On remarque que ’énergie dissipée dans l’arbre

(Rn020u™, 0:00u™) 120 1)
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est positive (cf. (11)). Le membre de droite est majoré en utilisant les
propriétés de ul¥(t) = ulV(t,z)) et I'hypothése de convergence sur
les forces extérieures sz , ce qui donne le résultat voulu.

En particulier, I’énergie dissipée dans I’arbre appartient au segment
[0, C] pour tout N et presque tout t. Ceci permet d’obtenir un peu
de régularité de 9,0;u” (i.e., cette fonction appartient & un certain
espace de Sobolev que nous ne préciserons pas ici). De cette régularité,
on déduit un résultat de convergence dans le sens suivant.

Pour X un espace de Hilbert, et p € [1,00], nous introduisons
Pespace LP(0,T; X) des fonctions w de (0,7) dans X telles que t —
|lw(t)||x appartienne a LP(0,T).

Par suite, L>(0,T; X) est le dual de L'(0,T; X), et on dit qu'une
suite de fonctions (wy,), de L>(0,T; X) converge x-faiblement vers
une fonction w si, pour tout v € L'(0,7;X), la suite ((wn,v)),
converge vers (w, v).

Le lemme 3.5 donne
o € L°°(0,T; L%(0,1)) et u¥ € L>=(0,T; H*(0,1)).

En supposant que le nombre de générations N tend vers l'infini,
que k = kn/2" et que la résistance globale de 'arbre ZQLO /2"
converge, on déduit alors que la fonction vV, affine par morceaux
sur les cellules et valant u)¥ aux nceuds z¥ (et sa dérivée dpulY),
converge x-faiblement vers une fonction u € Hg(0,1) (respectivement
Oyu) solution faible (c’est-a-dire, au sens des distributions) de

(16) ozspﬁfu — k@iu — 0, RO 0 = pagf,

ou la fonction f est déterminée par 'hypothése de convergence des
forces extérieures fiV.

L’équation obtenue est une équation des ondes avec un terme de
dissipation non local (en espace). La question de sa stabilisation et
du comportement asymptotique des solutions est une question natu-
relle et cette question pour les équations des ondes avec des termes
d’amortissement est tres explorée dans la littérature.

La démarche que l'on a suivie ici est : comment, dans un cadre
idéalisé, peut-on décrire l'interaction arbre-parenchyme pulmonaire
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et dans quelle mesure ceci nous apporte néanmoins des éléments sur
la physiologie du poumon ? Nous avons obtenu un systéme discret,
ainsi que sa limite quand le nombre de générations de I’arbre tend vers
I'infini : le modéle obtenu est un modele visco-élastique, ou ’arbre
apparalt comme un terme non local qui dissipe ’énergie du systeme,
permettant de montrer qu’en ’absence de forces extérieures, celle-ci
tend vers zéro asymptotiquement en temps.

Malgré sa simplicité et son caractere tres académique, ce modele
(ou plutdt sa version & un nombre fini de générations) a été utilisé et
adapté par Michael Brunengo au cours de sa thése [Bru21] dans une
collaboration industrielle afin d’explorer et d’optimiser les techniques
d’oscillations hautes fréquences de la paroi thoracique.

4. Généralisation tridimensionnelle

Nous présentons dans cette section une généralisation du modele
précédent en dimension 3, les détails des calculs et des démonstra-
tions se trouvent dans [CG15]. L’écoulement dans l’arbre bronchique
est toujours décrit par un réseau de résistances qui alimente mainte-
nant des alvéoles tridimensionnelles du parenchyme pulmonaire dont
la dynamique est décrite par les équations de I’élastodynamique.
On se propose donc de décrire le parenchyme pulmonaire comme un
milieu poreux constitué de cellules perforées réparties périodiquement
(les alvéoles) et connectées par un réseau de résistances dyadiques.
Soit d la dimension, d = 2 ou 3.

On fixe une cellule Y (par exemple |0, 1[? ou toute autre cellule
permettant le pavage de ]Rd), de mesure égale a 1.

On suppose que Y est constitué de deux ouverts, I'un simplement
connexe Y, tel que Yr C Y, qui représentera I’alvéole, et Yg = Y~\Yp
qui représente la partie élastique. L’interface entre les deux parties
est notée I' = Y.

Pour ¢ > 0 et k € Z%, on translate et redimensionne la cellule YV
comme suit

Yok = (Y + k), Yo" =e(Yr+k),

(17)
Vil =e(Ys+k), ToF=ovp".
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En utilisant Z¢ = {k € Z¢ | YoF C Q} on peut définir les domaines
perforés fluide et structure, et leur interface
18) oz=0~ U va*  0.= U veh, =y ek
kezd kezg kezg
Finalement, on appelle xr et xg les fonctions caractéristiques res-

pectivement de Yr et Yg, et x% et x§ les fonctions caractéristiques
respectivement de Q% et QF (voir la figure 5).

FIGURE 5.

On considére que la partie élastique satisfait aux équations de
I’élastodynamique linéarisées (hypothese de petits déplacements).
On va supposer que sur une partie de la frontiere externe I'p, on
applique des conditions de Dirichlet homogenes (c’est-a-dire que ’'on
suppose que le déplacement est nul sur cette partie du bord), tandis
que sur 'autre partie I'y, on applique des conditions de Neumann
(c’est-a-dire que l'on suppose que l'on se donne les contraintes
normales au bord, ici une force de pression notée ppjey)-

pO?df — div o(df) = fg, dans QF,

o(d®) - n® = —p;n®, sur chaque I'5F,
o(d®) - n = —ppleun, sur I'y,
ds =0, sur I'p,

ou n et n° désignent les normales unitaires sortantes du domaine et
le tenseur des contraintes o est donné par la loi de Hooke

(19)  o(d) = Adiv(d)] +2ue(d), e(d) = %(Vd +(vd)),
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les parametres A et u étant les coefficients de Lamé du matériau
caractérisant son comportement élastique. La pression pf, est la pres-
sion du fluide a la sortie de ’arbre correspondant a l’alvéole Y;’k.
On construit ensuite un arbre et une décomposition du domaine pour
lesquelles les sorties de I'arbre sont connectées aux alvéoles. Une telle
construction est illustrée par la figure suivante

FIGURE 6. H-Tree

Comme pour le modéle mono-dimensionnel, il existe une matrice
qui lie les pressions en sorties et les débits en sorties de 'arbre et on
aura —p° = A%¢®, et un opérateur a noyau R., qui vérifie, comme
dans le cas mono-dimensionnel,

Reu, = /Q K. (z,y)ue(y) dy,

avec K. constant par morceaux sur les pavés de la décomposition
dyadique de Q x Q (correspondant aux cellules périodiques).
La composante k du vecteur de flux s’exprime en fonction du flux
de la vitesse de la structure élastique et on a
qr = od® - n°
Ie.k

Par conséquent nous obtenons le systéme suivant

pOds — div o(df) = fyg, dans QF,

o(d®) -nf=— Z Ag </ od®-n > sur chaque I'SF,
o(d®) - n = —ppleun, sur I'y,

d® =0, sur I'p.
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Les conditions aux limites sur le bord des alvéoles sont non locales :
elles dépendent d’une part, du flux de la vitesse sur le bord de la
cellule fluide considérée, et d’autre part, du flux sur toutes les autres
cellules fluides par 'intermédiaire de I'arbre. Si on suppose que 1’on
a prolongé d° a l'intérieur des alvéoles et donc sur 2% et que I'on
désigne ce prolongement également par d°, le flux se réécrit

qi = / X%k le 8td€.
Q

En multipliant la premieére équation du systéme par une fonction
test b (i.e., b € HY(0,1)) et en intégrant sur 2%, on obtient alors
formellement

p orde - b+/ (o(d®) : Vb)
953 Q5
+ / / K. (2,y) (0 div 8,d®) () (x5 div b) (y) dady
0 JQ
= .fS”b_/ ppleub'n7
Qs I

ot A: B =tr(ABT). Ainsi 'opérateur & noyau agit sur la divergence
de la vitesse et ’égalité d’énergie vérifiée par la solution, qui s’obtient
en prenant b = 0;d® s’écrit

2 [ 1ot 5% [ o) @)

2dt 2dt
dérivée en temps dérivée en temps
de ’énergie cinétique de I’énergie mécanique

+ /Q /Q K. (2,9) (x5 div 0, ) (z) (5 div 0,d) (y) dz dy

énergie dissipée dans ’arbre >0

= .fS : 8td€ - / ppleuatdS *T.
05 In

travail des forces extérieures

Cette égalité est similaire a (15) obtenue dans le cas mono-dimen-
sionnel.
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La question est maintenant de savoir quel est le modele homogé-
néisé quand € — 0. L’intérét de tels modeles homogénéisés est qu’ils
décrivent le comportement élastique macroscopique tout en prenant
en compte la microstructure, mais évitent une résolution du probléme
microscopique complet.

4.1. Modéle homogénéisé

I’idée ici est considérer un développement asymptotique de la
solution suivant deux échelles : 1’échelle « lente » x et 1’échelle
« rapide » x/e, soit

d°(t,z) = d°(t,x) + ed' (t,z,x/e) + 2d*(t,z,x/e) + - - -

Les développements asymptotiques peuvent étre effectués formelle-
ment pour obtenir les problémes vérifiés par les d’ et le passage quand
€ — 0 peut étre justifié, par exemple, avec des outils de convergence
deux échelles introduit dans [Al192]. Pour une justification de ce pas-
sage a la limite on pourra se référer & [CG15]. Ce passage a la limite
se fait sous les mémes hypotheses sur le réseau de résistances et la
convergence de 'opérateur a noyau qui décrit 'action de ’arbre.

On peut montrer que d' est de la forme

d'(te,y) = Y ex(d)pelt, 2)x™ (y) + e (t, 2)x0(y),
1<k,f<d
ot les fonctions x* sont les correcteurs standards obtenus en théorie
de ’homogénéisation de matériaux perforés et donc sont ceux que
I’on obtiendrait si I’arbre n’était pas présent. Le correcteur x, prend
en compte, lui, 'effet de arbre sur le comportement mécanique (qui
agit comme une pression).
En désignant par 6 la proportion de la structure dans le domaine,
d° et 7 satisfont &

0p02d°® — div (o"om(d%, 7)) = O, dans (0,7) x Q,
otom(d® ) = APome(d®)—oymBPo™, dans (0,7) x Q,
T+ ThomOt(R7) = =R (B™ : e(d’)), dans (0,T) x €,
Thom = faYF Xo 1,

Bpe™ = (1= 0)dke — [oy, Xne - -
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Les équations macroscopiques obtenues peuvent étre vues comme
une perturbation du modele auquel on aboutirait sans arbre. Ici, I’ef-
fet de ’arbre se traduit par la présence d’un terme de pression supplé-
mentaire qui contribue a dissiper ’énergie du systéme, cette pression
ayant sa propre dynamique en temps. Cette dynamique dépend du
réseau de résistances et induit une relaxation en temps : le modele est
a la fois non local en espace et non local en temps. Comme dans le cas
mono-dimensionnel nous obtenons ainsi un modele visco-élastique.

Remarque 4.1 (Cas incompressible). La méme démarche peut étre
effectuée en considérant que le matériau de départ qui constitue le
parenchyme pulmonaire est incompressible. Cette hypothese est satis-
faite pour la plupart des tissus vivants qui peuvent étre considérés
comme quasi-incompressibles. Dans le contexte des petites déforma-
tions, cela correspond a ajouter une contrainte sur la divergence du
déplacement div(d®) = 0. Dans ce cas, le matériau homogénéisé struc-
ture—+arbre est bien sur « compressible » puisque l'air peut s’échapper
et cette contrainte n’est plus vérifiée a la limite. On obtient alors un
modele tres similaire au modeéle mono-dimensionnel :

0p03d°® — div(ohom(d”)) = 0f .

inc

ohom(d0) = Ahome(d) 4 (1 — 9)R(div 9,d°)I.

inc inc

Cette équation est 1’équivalent de (16) dans le cas pluri-dimensionnel.

Remarque 4.2 (Approximation numérique). Pour déterminer des solu-
tions approchées de ce systemes d’EDP, une difficulté spécifique vient
du terme non local en espace qui est non standard et couple tous les
points du domaine de calcul par I'intermédiaire de 'arbre. Le systeme
linéaire associé fait ainsi intervenir des matrices pleines. La struc-
ture arborescente de ’arbre permet néanmoins de définir des algo-
rithmes rapides pour calculer les produits matrices-vecteurs en jeu
(voir [CG15]).

4.2. Illustrations numériques : portrait de phase

Le comportement numérique des solutions montre que lorsque 1’on
diminue les résistances du réseau, on voit apparaitre des effets non
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locaux de plus en plus marqués. Quand on applique une onde de pres-
sion, en plus de se propager dans le milieu élastique, elle se propage a
travers ’arbre : c’est ce qui pourrait expliquer pourquoi des impacts
violents aux poumons peuvent endommager des tissus loin du point
d’impact.

Par ailleurs une question que ’on doit se poser est : est-ce que ce
modele est capable de reproduire des données physiologiques? On a
cherché a reproduire des expériences de spirométrie qui sont effectuées
en routine clinique en particulier pour diagnostiquer ’asthme. La
patiente, ou le patient, respire dans un dispositif médical qui mesure
les volumes et débits a la bouche : apres une série de respirations
normales, il ou elle doit inspirer profondément et lentement, puis en-
chainer par une expiration forcée et rapide, afin d’expulser 'air le
plus possible des poumons. Les courbes qu’ont ’habitude de lire les
praticiens sont des portraits de phase débits—volumes. Nous en avons
reproduit ici. On applique une force extérieure au systeme homogéné-
isé incompressible qui permet de reproduire une inspiration profonde
et une expiration forcée.
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FIGURE 7. Portraits de phase volume-débit - augmentation
hétérogene des résistances

Contrairement & la convention de signe que nous avons utilisée
jusqu’a présent, les débits négatifs (resp. positifs) correspondent a la
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phase d’inspiration (resp. d’expiration). Lorsque que l'on augmente
les résistances distales (i.e., des résistances dans les derniéres généra-
tions de I’arbre) sur une partie de I’arbre, on constate une diminution
du débit de pointe & 'expiration et une courbe en fin d’expiration qui
s’incurve légerement se distinguant de la courbe de référence dont la
pente est constante. Les volumes inspirés ne sont que peu impactés.

Lorsque que 'on augmente le coefficient de cisaillement sur une
partie du domaine élastique, la modification majeure est la quantité
d’air inspiré qui diminue fortement. Cette augmentation peut appa-
raitre en cas de fibrose, pathologie qui rigidifie les tissus et donc ne
permet plus au patient de ventiler correctement.
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FicURE 8. Portraits de phase volume-débit — augmenta-
tion non uniforme du coefficient de cisaillement ()

On retrouve ainsi des portraits de phase qui ont ’allure de ceux
obtenus en clinique. Cependant pour obtenir des quantités physiolo-
giquement pertinentes, 'intensité de la force appliquée semble étre
plus petite que celle développée en pratique : en effet une estimation
de celle-ci est obtenue grace a la mesure de la pression cesophagienne
dont l'ordre de grandeur est 10 fois supérieur a celui considéré ici.
Il est donc vraisemblable que certains phénomeénes importants aient
été négligés et que 'on ne peut pas se contenter de modeles linéaires
pour décrire des manceuvres d’expiration forcées.
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5. Ecoulement de ’air dans les voies aériennes

Dans les sections précédentes nous avons décrit I'arbre bronchique
comme un réseau de résistances en supposant que, dans chaque tube,
I’écoulement était de type Poiseuille. Cependant, cette hypothese
peut paraitre restrictive puisque ’arbre bronchique peut étre sché-
matiquement divisé en trois parties :

« les voies aériennes supérieures (jusqu’a la septieéme génération),
dans lesquelles on peut supposer que l'air est newtonien visqueux
incompressible et donc que les équations de Navier-Stokes sont satis-
faites. L’hypothese d’incompressibilité est valide car le nombre de
Mach est tres inférieur a 0.3, méme en respiration forcée ;

« les bronches segmentaires et bronchioles (de la huitieme généra-
tion & la dix-septieme génération) dans lesquelles on peut supposer
I’écoulement laminaire ;

. les acinis et sacs alvéolaires (de la dix-septiéme génération a la
vingt-troisieme génération) entourés du parenchyme qui sont le lieu
de la diffusion des gaz dans le sang.

Ainsi dans la partie supérieure de l'arbre, dont la géométrie est
accessible grace a 'imagerie médicale, I’écoulement de I’air peut étre
décrit par les équations de Navier-Stokes tridimensionnelles. Enri-
chir le modele de cette maniére permet en particulier de prendre en
compte certaines non-linéarités qui n’étaient pas prises en compte
précédemment. Toutefois on peut difficilement envisager de mener
une simulation directe de ces équations sur 'arbre complet : d’une
part a cause des coiits de calcul, d’autre part a cause des limites de
I’imagerie médicale classique qui ne permet de segmenter I’arbre bron-
chique au dela de la dixieme génération. Il s’agit donc de déterminer
des conditions aux limites permettant de prendre en compte la partie
non simulée ou encore d’obtenir des modeles réduits que I'on couplera
ensuite au reste de ’arbre. Une premiere solution est de caler des pres-
sions en sortie de I’arbre (typiquement 27 sorties si on considére un
arbre & 7 générations). Malheureusement de telles mesures expérimen-
tales ne sont pas disponibles. Une deuxiéme solution est de dériver
des modeles réduits permettant de décrire la partie distale de ’arbre
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de maniére simplifiée et facilement paramétrable. Ici, on adopte donc
une perspective inverse de la démarche précédente : décrire préci-
sément I’écoulement de l'air dans la partie proximale et prendre en
compte la partie distale de maniére simplifiée. Le modeéle de la partie
distale va s’inspirer du modele d’EDO déja présenté.

5.1. Modélisation

Soit © un ouvert de R% avec d = 2,3, représentant les premiéres
générations de ’arbre bronchique. On suppose que, dans cette partie
proximale, Iair est newtonien visqueux incompressible et satisfait aux
équations de Navier-Stokes. Dans les arbres distaux, on fait I’hypo-
these que la loi de Poiseuille est vérifiée dans chacune des branches.
Ainsi I’écoulement dans le i-eéme sous-arbre est caractérisé par une
résistance équivalente R;. On suppose ensuite que ’arbre bronchique
débouche dans une boite dont un des bords de surface S, mobile dans
une seule direction, est relié & un ressort de raideur k. Ce bord mobile
modélise le comportement du diaphragme, moteur de la respiration.
Ainsi, le modele couplé peut étre schématiquement décrit par la fi-
gure 9.

FIGURE 9. Modéle multi-échelles
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Dans le domaine 2, la vitesse u et la pression p du fluide véri-
fient les équations de Navier-Stokes avec une condition de Dirichlet
homogene sur la paroi latérale I'y et des conditions de Neumann sur
les sorties I';. Les pressions p; aux sorties artificielles I';,7 # 0, sont
inconnues et liées a la pression alvéolaire P, par la loi de Poiseuille

pi_Pa:Ri</ U"n>a
ry;

ou fFv u - n est le débit du fluide a la sortie I';. Les conditions aux
bords s’écrivent donc

(20) ua—u —pn=—Pyn — (Rl/ u - n)n, sur I';,
on T;

ot Ou/0n = Vu - n et v désigne la viscosité du fluide.

Ces conditions sont des conditions « dissipatives » qui corres-
pondent a un couplage 3D-0D. Elles représentent le modeéle réduit
le plus simple appelé lumped model. Elles sont utilisées également
pour la modélisation des écoulements sanguins (voir par exemple
[VCFJTO06], [VV05], [QV03], [QRVO01]). Dans le cas des écoulements
sanguins, des modeles réduits hyperboliques sont également utilisés
[FGNQO1], [FMNO7], correspondant au phénomeéne de propagation
d’une onde de pression. Cependant dans le cas de la ventilation,
de tels phénomenes de propagation d’ondes de pression n’appa-
raissent pas et I’hypothése selon laquelle le fluide vérifie la loi
Poiseuille dans la partie distale est justifiée. La pression P, ainsi
qu’une force extérieure feyxt, qui représente la force développée par
le diaphragme, agissent sur le piston, dont la position est notée .
Enfin on suppose que le tissu élastique qui remplit la boite est
incompressible, ce qui se traduit par la relation

N
(21) V’:Sx':Z/u-n:/ u-n,
i=1 7T To

ou S représente la surface de la boite.

Remarque 5.1. Dans 1'égalité précédente, on a utilisé I'incompressibi-
lité du fluide et le fait que la vitesse est nulle sur la paroi latérale
considérée comme fixe. Si on avait tenu compte du mouvement de la
paroi alors la vitesse de celle-ci serait apparue dans (21).
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Les équations globales du systéeme s’écrivent donc :
(pfatu+pf(u-V)u—uAu+Vp:0, dans (0,7) x €,

V-u=0, dans(0,7) x Q
u =0, sur (0,7") x T'y,
vVu-n—pn=—FPmn sur (0,7) x Iy,

(22) sur (0,7) x Iy,

YVu- -n— =—-P,n—-R; e ’
vVu - n—pn n—Ri(fp,u-n)n {izl, ...y N,

mx” + kx = foxs + SPa,

N
Sx’:E /u-n:—/ u-n,
i=1 YT To

ou py désigne la densité du fluide et v sa viscosité. La premiere équa-
tion traduit la conservation de la quantité de mouvement du fluide,

\

la deuxieme équation I'incompressibilité du fluide. Sont ensuite pres-
crites les conditions aux limites, qui elles-mémes dépendent de la
dynamique du ressort de masse m et de raideur k (cette raideur k est
lanalogue de I’élastance E introduite précédemment).

Ce probleme admet comme formulation variationnelle, en suppo-
sant que v € H'(Q) est une fonction test & divergence nulle, la for-
mulation suivante :

/pr(?tu~’U+/pr(u~V)u-v+V/QZu:Vv
RUVEDIIES
2o ) 5L
:_PO/FOv.n—f;‘t/rov-nJrgxo(/Fov-n),

Vo telle que V- v = 0,v = 0 sur I'y.

Tout a été écrit en fonction de la vitesse du fluide en utilisant 1’in-
compressibilité globale du systéme (21). Il est a noter que la forme
bilinéaire

(23 a<u,v>:V/meﬁlm(/mu.n)(/Fiv.n>
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associée au systéme n’est pas la forme bilinéaire standard associée au
probléme de Stokes. Elle contient des termes supplémentaires associés
a la dissipation venant des sous-arbres et faisant intervenir le produit
des flux sur les sorties artificielles I';, 7 # 0. Cette particularité néces-
site ’élaboration de stratégies numériques adaptées.

En prenant w comme fonction test et en rappelant que

V’—Sm’——/ u-n,
o

on obtient formellement 1’égalité d’énergie suivante :

d (ps m k N 2
“ [ Fr 2 e 2 v 2 2 . .
dt<2 /Qu| Tl gl )+V/sz|vu| +;RZ</riu n)

énergie totale dissipation
dans Q2

Vv
dissipation
dans les sous-arbres

N
= —Z/ p—f\u|2(un)+ PySa’ + foxt®’
i—0 r; 2 SN—— N——

puissance a l'entrée puissance
des forces extérieures

flux d’énergie cinétique

Le signe du terme cubique en u représentant le flux d’énergie ciné-
tique aux frontieres est indéterminé. Cela peut poser un probleme
aussi bien d’un point de vue mathématique pour 'obtention d’esti-
mations a priori que d’'un point de vue numérique pour la stabilité
des schémas [VCO06].

5.2. Existence de solutions

Si ’on se pose la question de ’existence de solutions pour ce pro-
bleme couplé, une des premieres difficultés est I'obtention d’estima-
tions d’énergie et donc le controle des termes de flux d’énergie ciné-
tique aux frontieres artificielles. On a

HUHL?(Q)”VUH%Q(Q) sid=2,
<C
]

1/2
L2(Q

5/2

12(9) sid=3.

V7l
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Par conséquent une estimation d’énergie pour le systéme couplé peut
étre obtenue uniquement dans le cas d = 2, pour des données petites
et un temps petit. Il est donc nécessaire soit de chercher d’autres
estimations soit de modifier le probléme afin d’obtenir des estima-
tions d’énergie. Une premiere possibilité est de considérer la pression
totale p + (ps/2)|ul? & la place de la pression p dans les contraintes
fluides (voir (21)) ou d’ajouter un terme du type (pf/2)u(u - n) aux
contraintes normales fluides. On peut alors obtenir I’existence de solu-
tions faibles. Une deuxiéme possibilité (voir (20)) est de contraindre
les vitesses du fluide & étre proportionnelles a un profil donné :

u(t,x) = \i(t)U;(x) sur Iy,

ou U, est donné et \; est une inconnue du probléme.
Dans ce cas, les conditions aux limites en contraintes s’écrivent

2
/(u%—pn)-Uiz—Pa/ Uz"n_Ri)\i</ Uln)
r,\ on r; T

Sous ces conditions

N p N

S [ | = 3
i=0 /1 i=0

ou les v; sont des constantes dépendant des données. Ainsi le terme

de convection s’écrit a ’aide d’un nombre fini de degrés de liberté.
Or chacun des coefficients \; peut étre controlé par la norme L? de la
vitesse u. En effet, en supposant que U; - n # 0 et en tenant compte
de I'incompressibilité du fluide, on peut montrer que

IAil < Cillull L2 (@)

Cette estimation permet donc de controler le terme convection par
w3, () €t entraine donc obtention d’estimations a priori au moins
en temps petit. L’existence de solutions faibles peut alors étre démon-
trée par la méthode de Galerkin. La compacité forte des vitesses,
nécessaire pour passer a la limite dans le systéme approché, est obte-
nue de maniere classique [GR86] grace a des estimations supplémen-
taires sur des dérivées fractionnaires en temps de u et par applica-
tion du lemme d’Aubin. L’existence pour tout temps est, quant & elle,
obtenue pour des données (forces et conditions initiales) suffisamment
petites.
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Remarque 5.2. 11 est a noter que numériquement une telle contrainte
stabilise également le systéme [KFHT09].

Maintenant, si ’on considere le cas général non contraint, on peut
démontrer I'existence d’une unique solution réguliere [BGM10].
Le cadre fonctionnel dans lequel on se place est le suivant :

V={ve H(Q)?|V-v=0v=0sur I},
H = VLQ (adhérence de V dans L*(Q)).

Sur H, on ne va pas mettre le produit scalaire usuel de L?()) mais
un produit scalaire prenant en compte la partie inertielle venant du
ressort. Soit (-, )y le produit scalaire H x H défini par

@) =g [vwe ([ o) ([ wn),

Remarque 5.3. Le flux fFo v - n d’une fonction v dans H n’est en fait
pas défini. Cependant on peut en donner une définition rigoureuse
par dualité (H 1/ 2 - H 1/2 " définition correspondant au flux dans le
cas de fonctions réguliéres.

De plus, on introduit un opérateur A adapté au probleme dont les
modes propres constitueront la base de Galerkin utilisée pour définir
un probleme approché.

D(4) = {v € V| Ja(v,w)| < Cllvlm, Yw € V},

(25) (Av,w)g = a(v,w), V(v,w)e€ D(A)xV,

ou a est la forme bilinéaire définie en (23).

Cet opérateur est un opérateur de type Stokes avec des conditions
aux limites mixtes de Dirichlet dissipatives définies par (20). Il est
auto-adjoint, inversible de D(A) dans H et d’inverse compact.

On dira alors que u est une solution de (22) si

u € L?(0,T; D(A)) N L>®(0,T;V), O <€ L*0,T;H),

(26) i(u, v)g + a(u,v) + b(u, u,v)

dt .
—i—c(/ u,v) =/l(v) YveV,
0
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ou b est la forme trilinéaire donnée par

b(u,v,w) = pf/Q(u-V)v-w,

c est la forme bilinéaire associée a 1’énergie mécanique du ressort

o5 o) ([ )
/FOU.M;SQ;O(/FOUW).

Théoreme 5.4. Sous I’hypothése que I'y et les I'; se rencontrent a angle
droit, si la vitesse initiale ug € V' alors il existe une unique solution
de (22) au sens défini par (26).

et

fext
f(v :—P/ v-n—
(v) O J 5

On démontre :

La démonstration de I'existence de solutions est basée sur une mé-
thode de Galerkin, ot les fonctions de la base sont les vecteurs propres
de A. En particulier en prenant formellement successivement Awu et
Oyu comme fonctions tests on obtient des estimations d’énergie. 11 est
a noter que Aw est, en particulier, a divergence nulle grace au choix
de A.

La premiére estimation (en prenant v = Awu), valable en temps
petit, repose sur des propriétés de régularité de la solution de Aw = f
avec f € H. En effet, on estime le terme de convection de la fagon
suivante

b(u, w, Aw)| < [Jul[o @) [Vl L2 lAul L2 )

De plus, si on se place en dimension 3, si Au € H, on peut montrer
qu'il existe 0 < € < 1/2 tel que u € H3?T¢(Q) (pour un ouvert Q
de R3, l'espace H3/>*¢(Q) est ensemble des fonctions v € L3(Q),
telles que Vo € L3(Q) et (z,y) — (Vv(z) — Vo(y))/|z — y|>*¢ ap-
partient & espace L2(2 x Q)). En dimension 3, H3/?*¢(Q) s’injecte
dans L*°(Q). Alors, par interpolation hilbertienne, il existe 6 € (0,1)
tel que

el (e < ClIVl 2y | Al ity
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Par conséquent

b(u, u, Au)| < C||V“”1LJ2F(OQ) \|Au||%§(9m,

ce qui permet d’obtenir, grace & un lemme de Gronwall non linéaire,

des estimations en temps petit de u dans l'espace L?(0,T; D(A)) N
L=(0,T; V).

Remarque 5.5. 1.’étude des propriétés de régularité des solutions de
Aw = f se ramene & I’étude de la régularité des solutions d’un pro-
bléeme de Stokes avec conditions mixtes Dirichlet-Neumann. Dans le
cas ou les I'; et la frontiere latérale I'y sont régulieres et se rencontrent
a angle droit, on montre que w € H3/?t¢(Q) ([0895], [MRO7]).

On montre par ailleurs I'unicité de la solution en raisonnant par
I’absurde et en considérant la différence de deux solutions comme
fonction test. L’existence globale en temps est, quant a elle, démon-
trée dans le cas ou les conditions initiales et les forces appliquées sont
suffisamment petites et si & = 0. Cette restriction vient du fait que,
lorsque k # 0, le systéme n’est pas dissipatif.

5.3. Remarque sur la discrétisation du systéme

Comme nous 'avons fait remarquer précédemment, a cause des
conditions aux limites non standard sur les frontieres artificielles,
la forme bilinéaire (23) associée au probléme fait intervenir le flux
des vitesses sur les I';. Ainsi, si 'on cherche & discrétiser le probléme
continu a ’aide de la méthode des éléments finis, ces termes couplent
tous les degrés de liberté des interfaces I';. On peut pour les traiter
envisager plusieurs stratégies :

« Effectuer un traitement explicite. Cette solution permet d’utili-
ser les fonctionnalités de n’importe quel code résolvant les équations
de Navier-Stokes. Cependant dans notre cas particulier, cela implique
que l’on ne résout pas les équations du ressort et pose des problémes
de stabilité numérique importants. De facon générale, traiter le terme
de flux explicitement dans les conditions aux limites (20) pose des pro-
blemes de stabilité des schémas quand les résistances sont grandes.
D’autre part, si 'on n’intégre pas les termes résistifs dans la forme
bilinéaire du systeme, I'existence de solutions peut étre obtenue mais
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sous une condition de petitesse des R;, illustrant la possibilité d’insta-
bilités numériques dans le cas de traitement explicite. Les couplages
explicites ont été analysés dans [GM21].

« Effectuer un traitement implicite. Cela implique de modifier la
matrice de rigidité du probleme qui est la matrice associée a la forme
bilinéaire qui prend en compte les résistances des sous-arbres ou, si la
résolution du systeme linéaire repose sur un algorithme itératif, modi-
fier uniquement le produit matrice-vecteur. En effet, cette matrice
n’a alors pas une structure éléments finis usuelle et prend en compte
la dissipation venant des sous-arbres. Se pose alors la question du
conditionnement et de la construction de préconditionneurs adaptés.

. Elaborer de nouvelles méthodes numériques qui permettent de
résoudre le probléme en ne résolvant que des problemes standards.
On renvoie a la thése d’Anne Devys [Dev10] pour un algorithme de
ce type.

5.4. Simulations

Nous allons maintenant présenter quelques simulations numériques
démontrant que le modele permet d’obtenir des écoulements insta-
tionnaires tridimensionnels en géométrie réelle dont le seul moteur
est la force extérieure exercée sur le ressort que ’on choisit en cré-
neau en temps (qui modélise la force musculaire appliquée par le dia-
phragme). La géométrie utilisée est la méme que celle employée dans
[dARMFT06], [FMPT05]. De plus, les simulations illustrent la capa-
cité de ce modele, en jouant sur les parametres, a reproduire certains
effets de pathologies comme une crise d’asthme (augmentation des ré-
sistances R; des sous-arbres distaux) ou un emphyséme (diminution
de la raideur k).

Pour les valeurs des coeflicients utilisés et physiologiquement per-
tinents, on renvoie & [BGM10] d’ou proviennent les illustrations des
figures 10, 11, 12. On a en particulier estimé les valeurs des résis-
tances a l'aide des données anatomiques de [Wei63]. On constate une
différence quantitative de la pression moyenne dans la trachée, et ce,
uniquement en ayant augmenté quatre résistances sur 68 (figure 10).



38 CELINE GRANDMONT

Pressure (Pa)
3
E

F1GURE 10. Champs de pression au pic d’expiration dans
un cas normal (& gauche) et obstrué (a droite). Seules les
sorties pour lesquelles la résistance R; a été augmentée sont
entourées.

Nous avons d’autre part regardé les isovaleurs du module de la

vitesse dans deux plans de coupe apres la premiére bifurcation (figu-
res 11 et 12).

FIGURE 11. Géométrie reconstruite. Plans de coupe apres
la premiére bifurcation.

On constate la présence de la forme en M caractéristique de la
transition (voir par exemple [ARVFT07] ou des expériences in vitro
d’écoulement dans un moulage de bronches et des simulations numé-
riques ont été réalisées sur une méme géométrie).
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FIGURE 12. Isovaleurs de la vitesse dans le plan de coupe
droite, au maximum de Uinspiration (¢ = 0.4s, & gauche),
a la transition (¢ = 1.6s, au milieu), au maximum de l'ex-
piration (¢ = 1.9s, & droite)

FI1GURE 13. Isovaleurs de la vitesse dans le plan de coupe
gauche, au maximum de l'inspiration (¢ = 0.4s, a gauche),
a la transition (¢ = 1.6s, au milieu), au maximum de 'ex-
piration (¢ = 1.9s, & droite)

D’autre part, des expériences d’expiration forcée (avec un modele
de ressort non linéaire, voir [MSSMO8]) peuvent également étre réa-
lisées. Le but est d’obtenir des portraits de phase volume-débit a la
bouche.

Ces courbes illustrent la capacité du modeéle a reproduire des expé-
riences de spirométrie. Mais une des questions est : quelle est 'adé-
quation réalité/simulations en ce qui concerne ’écoulement tridimen-
sionnel ? De plus encore une fois, les efforts appliqués pour retrouver
les bons ordres de grandeurs des volumes et débits semblent étre
en dessous des ordres de grandeurs réels bien que des non-linéarités
aient été prises en compte : non-linéarités venant du fluide gréace a la
résolution des équations de Navier-Stokes dans la partie proximale et
prise en compte d’une raideur non linéaire (non explicitée ici). Cela
indique encore une fois que le modele néglige certains phénomeénes
cruciaux a prendre en compte pour la description de manceuvres de
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FIGURE 14. Courbes déplacement—débit (en m et m3 -
s71) pour différentes valeurs de k : k = 40.172 + 10573,
s =20,...,6. La zone des débits positifs correspond a la
phase d’expiration et en inspiration les débits sont comptés
négativement. Le début de 'expiration se fait au point de
volume minimal. Dans une premiére phase le patient respire
normalement, puis inspire profondément, expire et inspire
une nouvelle fois.

respiration forcée. En particulier lors de I'expiration, I’hypotheése de
rigidité des bronches est stirement questionnable.

6. Applications des modeles couplés arbre-parenchyme

Ici on présente des résultats obtenus lors de la theése Cifre de Nico-
las Pozin en collaboration avec Air Liquide [Poz17] ot un modeéle
d’arbre irriguant un domaine 3D élastique incorporant des données
d’imagerie médicale a été mis en ceuvre numériquement et simulé afin
d’explorer deux questions :

« Peut-on voir un impact sur la ventilation en fonction des mé-
langes gazeux inspirés ?

« Peut-on utiliser nos modeéles afin de détecter des patholo-
gies qui affectent l’arbre bronchique, tel 'asthme ou les broncho-
pneumopathies chroniques obstructives (BPCO) ?
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Dans les deux cas, le modele considéré est le modele suivant : on se
donne Q C R? et on décompose  en N sous-domaines €; et chacun
de ses sous-domaines est irrigué par une sortie d’'un arbre résistif.
Dans ce domaine, on suppose que ’on a un matériau élastique et on
cherche a résoudre le probleme suivant :

ps0id — divo(d) + Vp =0, dans (,

N
(27) Pl = — > Ajj / div d,d,
(3 ; Q.

J

d=ugy, sur 0f2,

ou A;; représente I'arbre, et o est le tenseur des contraintes qui satis-
fait a (19). Le systeme est discrétisé en temps et résolu par la méthode
des éléments finis. Les hypotheéses que 'on fait sur les données sont
les suivantes :

« la géométrie est reconstruite a partir d’'images médicales : a la
fois ’enveloppe du parenchyme pulmonaire, les premieres bronches de
I’arbre et, dans la premiére application, les résistances qui leurs sont
associées (basées sur une estimation des rayons et des longueurs) ;

. on connait ug qui est le déplacement de la surface du poumon.
En effet contrairement a la pression appliquée au poumon qui n’est
pas mesurable, le déplacement de la surface peut étre déduit a partir
de données d’imagerie. Ici il a été reconstruit a partir de deux images
a deux niveaux d’inflation différents ;

« on se donne les parametres élastiques du parenchyme pulmonaire
(ici A et p).

6.1. Application a I’étude de ’influence des gaz porteurs

Le but de cette étude était de regarder si, lorsque 1’on remplace
I’azote par I’hélium dans les mélanges inhalés par les patients et
patientes, ceux-ci et celles-ci en tirent un bénéfice en terme d’effort
respiratoire. La différence entre I’air et les mélanges hélium-oxygene
est en particulier la densité du mélange bien plus faible dans le cas de
I’hélium-oxygene. Or la densité du gaz n’apparait pas dans le modeéle
précédent. Le modele a donc été modifié afin de prendre en compte
les effets inertiels du fluide en considérant que la résistance dans un
tube cylindrique de longueur ¢ et de diametre d s’écrit

R = maX(RpOiS7 V(Re d/£)1/2RPOiS)’
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ou la résistance de Poiseuille Ry,ois est défini par (2), et Re désigne le
Reynolds dans la bronche : Re = 4p¢Q/mvd. Cette formule est une
formule calée a partir d’expériences (voir [PSS70]). Pour des débits
faibles la résistance est la résistance de Poiseuille et pour des débits
élevés on voit alors apparaitre les effets inertiels. Nous avons donc cal-
culé numériquement une valeur approchée de la solution de (27), sur
la méme géométrie mais en faisant varier les rayons des branches pour
simuler des broncho-constrictions. Le parameétre de sortie est le travail
de la force exercée par le patient pour respirer a 'inspiration, noté W.
On constate ainsi une grande variabilité entre « patients » simulés,
ce qui est constaté également dans les études cliniques. Le mélange
d’hélium-oxygene apporte une amélioration de 24% en moyenne et
jusqu'a 30%. On note que W est augmenté en moyenne d’un fac-
teur 6.7 des cas sains au cas d’asthme en respirant de l’air mais
d’un facteur 5.2 lors d’inhalation d’hélium-oxygene. La variabilité est
réduite lorsque seules des broncho-constrictions modérées sont simu-
lées, mais il y a un bénéfice a respirer de 'hélium-oxygene dans tous
les cas pathologiques. Noter qu’en moyenne, la respiration est plus
difficile avec de nombreuses constrictions modérées qu’avec quelques
graves; mais la variabilité est beaucoup plus élevée dans ce der-
nier cas.

6.2. Application a la détection de broncho-constriction

Dans cette derniere sous-section, on illustre comment des simula-
tions numériques peuvent étre utilisées comme base d’apprentissage :
on parle alors de données synthétiques. Elles peuvent contribuer a
I'identification de parametres du modele adaptés au patient.

On souhaite ici pouvoir identifier les, ou certaines, résistances de
I’arbre bronchique. On suppose que pour un patient ou une patiente
les variations de volumes dans les sous-régions {2; du parenchyme
pulmonaire sont connues grace & des données d’imagerie. On suppose
également que l'on sait mesurer le déplacement de chaque point de €2
que I'on note dpes. Si on avait un moyen de calculer les pressions en
chaque nceud de ’arbre, on aurait alors acces a toutes les résistances
de Parbre grace a une relation de type (1).
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effort (Pa)
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FI1GURE 15. Moyennes et écarts-types sur un cycle respira-
toire dans différentes configurations : un patient en bonne
santé, cinquante configurations d’asthmatiques avec bron-
cho-constrictions, cinquante patients avec seulement des
broncho-constrictions modérées diffuses (plug free) et cin-
quante patients avec seulement des broncho-constrictions
importantes isolées (plug uniquement). Comparaison des
efforts pour de ’air ou un mélange hélium-oxygene.

Dans un premier temps nous utilisons un algorithme de classifi-
cation afin de réduire le nombre de bronches qui ont le plus proba-
blement des constrictions, les résistances des autres branches étant
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supposées connues et fixées a une valeur saine, de fagon a ce que 'on
soit dans une situation otu, connaissant les pressions en bout d’arbre,
on puisse remonter aux pressions aux nceuds les branches identifiées
comme pathologiques. Cet algorithme d’apprentissage s’appuie sur
des données simulées : on utilise le modele adapté au patient (i.e.,
avec une géométrie du parenchyme et de I'arbre et un déplacement
de la surface du poumon provenant de données médicales) et on simu-
le des scénarios de respiration en faisant varier les résistances de
I’arbre. Cela constitue la base d’apprentissage. Les données réelles
de ventilation sont ensuite comparées a ces données simulées et une
classification des branches pathologiques déduite.

La deuxieme étape est d’estimer les pressions en bout d’arbre. Pour
cela le probleme de minimisation suivant est résolu

min | ps02 dimes — div o (dimes ) + Volla-1(0),

N
p=22-:1 pilﬂi
p=p;, dans €,

ou le domaine i correspond & un domaine irrigué par un chemin sain
dans larbre et H~1(Q) désigne le dual de I'espace Hj(S2).

Ainsi on connait une estimation de la pression en bout d’arbre,
ce qui permet de calculer les résistances identifiées comme patho-
logiques. Cette méthodologie a été testée, mais malheureusement
uniquement sur des données synthétiques bruitées, avec un taux de
85.2% de détection des broncho-constrictions.

7. Conclusion

Nous avons ainsi présenté une série de modeles permettant de dé-
crire la ventilation et d’explorer différents scénarios. Ces modeles sont
bien siir imparfaits, cependant leur étude souléve a la fois des ques-
tions mathématiques et numériques originales, et ils apportent éga-
lement de nouveaux outils pour aider a la compréhension de la phy-
siologique, ou méme construire de nouvelles approches pour aider au
diagnostic.
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