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I.

Soit la forme quadratique quaternaire
(1) O(x,y,z,u)=A(x+ u?)+ Ay + A2+ (By -+ Cz)(x—'u)-|- Dxu-+Eys,

avec les relations
A A C

(2) AT AT B A(D +E)=BC(;

je consideére les équations

2, =X[—(A+D)z+Cs—Au]j

+Y[Brx+Ay+(E—A)zs—Bu]+Z(Ay+A"z)+U(—Az — Cs+ Auw),
y1=X[—(A+D)y+ A"z]

+Y[—Az—Cs—(A+D)u] +Z(—A"2+Cy+A"u)+U(—Ay—A"3),
3 =X(—A'y —Az)

+YA'r—Bs—Au)+2Z[—(A+D)x+By—Au]+ U[A'y— (A +D)z],
uy,=X(Ax+By —Au)

+Y(A'y+Az)+Z[Cx +(E—A)y+A"5—Cu]+U[—Az —By—(A+D)u];

(3)

nous dirons que le systéme z,, ¥, 5,, u, vésulte de la composition du sys-

(1) Cette forme quadratique a été obtenue en remplacant dans la forme (16) (voir plus
loin) les coefficients numériques par des lettres et en attribuant a ces lettres les propriétés
évidentes de ces coefficients.

Comparer deux Notes de M. Bianchi : Sopra una classe di gruppi fuchsiani reducibil.
a gruppi modulari et Sui gruppi di sostituzioni lineari e sulle forme quadratiche di
Dirichlet e di Hermite (Rendiconti della Accademia dei Lincet, 18go, 18g1), et le M¢é-
moire fondamental de M. Picard : Annales de I’Ecole Normale, 3¢ série, t. 1.
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G.2 X. STOUFF.
teme X, Y, Z, U avec le systéme x,y, 3, U, et nous écrirons
(z Y15 B tl,) = (X’ Y, Z, U) (‘T9 Ys %, w).

Désignons par
)\11’ )\12’ 113’ 7\16’
)\21' )‘22’ )‘23’ )‘257
)‘319 )\32t )\33’ )‘359
)Lkl, )‘42) )\43’ )\/o’w

les coefficients de X, Y, Z, U dans les équations (3). On peut se proposer

d’ordonner les équations (3) par rapporta x, y, z, u, et 'on arrive au ré-

sultat suivant :
T =Apx 4+ Apy +As— A u,

Yi=Apx +Apy — Az + Ay v,

5y = Az — Apy + Az + Ay 1,

(4)
e u, :A“x—l-Any—t—Amz +A22U.

Ici chacun des coefficients A n’est autre que le coefficient désigné précé-
demment par la lettre minuscule correspondante ot I’on a remplacé z, y,
s, u respectivement par X, Y, Z, U.

On peut aussi se proposer de résoudre les équations (3) par rapporta X,
Y, Z, U. Pour les résoudre par rapport & X, par exemple, je les ajoute
aprés les avoir multipliées respectivement par — %,,, A,,, A3y Ay, ety en
opérant d'une maniére analogue pour trouver les valeurs de Y, Z, U, il

vient
X = hoo @i+ Ao ¥y + hyss, + hyg ity
(=D —2A)®(x, y, 3, u)
Y — Ay oy — Ay + )\2351+7\2a111’
T (=D —2A)®(x, y, 3, v)
(5) <

7 __ )\3155’14‘7\32}’1—)\uz1+)\34’1|’
T (=D —2A0)@(a, y, 5, u)
U— Mg @y ha Y1+ Az sy — Ay, Uy
T (=D —2A)®(x, y, 3, )

On vérifie aisément que
(—wy, 5 —x) (2, 5, 5, u)=[®(a, y, 5, u), 0, 0, ®(2, ¥, 5, u)].
Nous dirons que les deux systémes
(w55 —x), (x,y,5 u)

sont inverses ’un de Uautre.



(6)

(9)
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Je forme encore les combinaisons suivantes :

| —(A+D)z,+Cz— Au,

=D +2A)[XPD2x—Cs+Au)+Y(—Bz—A'y —Ez+Bu)+Z(—Cz—A"z:)+UA 7],
Bz, +A'y,+(E—A)z,—Buy,

=D +2A)[X(—Bz +As)— YAz +Z(—Ez+Au) + U(—A'y —Ez +- Bu)],
Ay, +A"z2;=(D +2A)(— XAy — YAu—7ZA"2 — UA"z),
— Az, —Cz+Auy;=(D 4+ 2A)[XAz + YAz +Z(Cx—Ay)+ U(Cs —Au)].

En multipliant par — «,, y,, 3,, — &, respectivement les deux membres
de ces équations, puis en les ajoutant membre 4 membre, il vient

(7) @ (zy, y1, 51, u1) = (D +2A) X, Y, Z U)®(x, y, 5, u).

Les formules (3) permettent donc de composer avec elle-méme la forme
quaternaire Q.
Nous appellerons le systéme

X,Y,Z,U)Y=(—u,y, 5, —2) (X, Y, Z, U) (=, y, 5, u)

transformé du systéme X, Y, Z, U par le systeme x, y, z, u. X', Y/, Z/, U’
sont des fonctions linéaires homogeénes de X, Y, Z, U.

X' =p X+ g, Y+ pZ+ g U,
Y =po X+ 0 Y 4+ s Z + po, U,

(8) |
( L' — pgy X + p3e Y + s Z + pg, U,
U=puX +meY + pZ +p,, U

Les coefficients . ont les valeurs suivantes :

i == Mihs ++ Aiakay ++ Aighyy — A3, a1 = — Aoy Mgy = Raahay + Aashyy — Aoy gy,
Pr2 = A1k — Aahes — Ayzhae 4 Ay, Pas = Aarhue— A2, — Rgydys - Aadys,
13 = Ak — Aados — Ayghgs + Ay dys, P2z = AarAys — Raghas — Rashys = Ay Ay,
B =— Mihay = Aa ey + Aishsy — A Ay, M2 =— Aar At —+ AagAgy ~+ Rashsy — Ay hyy,

a1 =— s Ry + Rgaday 4 Asshsy — Agydyy, ot = — Ay Ay Mooy + Ayshay — Audyy,
Psz = Asshia — Asahas — Ayahap —+ Az Ay, Pae = Ay1dsz — Kyadge — Ayshsa - Agy Ay,
Pas = Asihiz —Asades — A3, Asldyy, Baz = Apgdis — hyaRas — Ayshys 4 Ay Ay,
Peae = — Az Auy = Rgaday + Agghgy — Agudqy, Pas ==— A2, a4 Ayadgy = Ausdsy — Auhyye
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On vérifie aisément les relations

P2+ P2 = s + s = 0,
P+ g = pg + P =— (D 4+ 2A) ®(x, y, z, u),
( Par —+ [as = P31 =+ g =0,

Pt = s = pag + Py =— (D +2A) B (x, y, 3, u);

(10)

1l en résulte

(11) X'+U=—=(D+4+2A) (X +U)®(x, y, 5, u).

II.

Nous appellerons systéme unité un systeme x, y, z, u tel que les valeurs
de x,, y,, z,, u, fournies par les équations (3) soient proportionnelles &
cellesde X, Y, Z, U, quels que soient X, Y, Z, U. Pour cela, il faut, entre
autres conditions, que I'on ait

—(A+D)y+A"z=o,
—Ay—A"z=o,
—A’y—Az#o,

Ay —(A+D)s=o,

et en ajoutant membres & membres la premiére et la seconde de ces équa-
tions, puis la troisi¢tme et la quatriéme, on trouve que y et z doivent étre
nuls. On voit ensuite facilement que z doit étre égal & u.

Un systéme est nommé périodique quand une de ses puissances sera le
systéme unité. En effet, les puissances successives d’un pareil systéme re-
produisent périodiquement les mémes systémes. Dire qu'un systéme est
périodique, cela revient a dire que les équations (3) représentent une sub-
stitution linéaire périodique des variables X, Y, Z, U aux variables z,, y,,
3, U

On sait que I'étude de la périodicité d’une substitution linéaire d’un
nombre quelconque de variables a lieu au moyen de I'équation détermi-
nante qui est ici

Mi—0 hy iz n

)‘21 )\22_ 9 )\23 )\26 o
v R P S T

g hia Ay Ay —0
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En développant ce déterminant, il vient
6*+ 263 (x + u) (D + 2A)
+[(D +2A)2(x+ u)*+2(D +2A) &(z, y, 5, )]0
+20(D +2A)2®(x, ¥, 3 u) (2 +u)+ (D +2A4) (2, ¥, 3, u) =0
ou

(13) [62+ (2 4+ u) (D +2A)0 + D (z, ¥, 5, u) (D +2A)]?=o0:

ainsi le premier membre de I'équation déterminante est carré parfait. Pour
qu’un systéme soit périodique, il faudra que les rapports des racines de
’équation précédente pour ce systéme soient des racines de I'unité. Ainsi,
un systéme ne peut présenter que les périodes 2, 3, 4, 6, lorsque les coefti-
cients de la forme (1) sont rationnels.

I1I.

Voici une application. Je considére le groupe G,, défini dans un travail
antérieur ('), dont une substitution quelconque est de la forme

6 6 '
Xl =+ RS |
Sj z, h6=l /1:61 \’ 61123@;”
ZEYIL(J'/‘-*—J"") +28" (Jr+Jj")

h=1 h=1

ou le déterminant des coefficients est égal a 'unité. De plus, la substitu-

tion S; est telle que la substitution, obtenue en changeant dans S; j en j*,
6z+ 3

et la transformée de S; par 2 = (z, e

> soient identiques.

En utilisant les formules données dans le travail en question et en expri-
mant que le déterminant des coefficients de S; est égal & I'unité, on trouve,
pour une substitution impaire,

(14) 13(0‘161—3171):1;

on ne peut vérifier cette équation par des valeurs entiéres de «,, B, v, 43

(1) Sur certains groupes fuchsiens formés avec les racines d’équations binémes (An -
nales de la Faculté de Toulouse, 1891).
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donc le groupe G, ne contient pas de substitutions impaires. Pour une
substitution paire, on trouve, au contraire, la condition

(15) { —8.10(“[4—7560:16'1—1080(17,
10
I +169 01,0, — 176437+ 463 8] 7, — 936 818,— 3672 + 1087, 9, — 8432 =1,

qui, en ordonnant autrement les termes et en remplagant 38/ par §,, de-
vient

— 84 (ai+01)—1963} — 36y}

(16) y
+ (252831 —108y,) (o, — 8,) + 169, 0, + 1558, =1.

Le premier membre de cette derniére équation est précisément de la
forme de la fonction ®(x, y, z, «) avec la relation D + 2A =1.

Désignons par S et S deux substitutions quelconques de G, ,, les nombres

A, B}, Ty, A, relatifs au produit SS sont donnés par les formules sui-
vantes :

A=y (— 852 — 108y, + 843) + B1 (736 %, — 17645, + 7177, — 7563, )
+71(— 25287 — 367,) + 8, (84, + 1087, — 843,),
Bi=o, (=858, —127,)+ B, (84, + 1087, — 859, )
+ 71 (122, — 10837 — 128,) + &, (84 B + 123,),

T, = o, (588B] + 847,) + B, (— 588w, — 7367, + 5883, )

+ 71 (— 830, -+ 75657 + 843, ) + 8, (— 58837 — 857,),
A, = ay(— 842, + 7368} + 845,)+ B (— 1764 B} — 2527,)

+71(—1082,+717B7 —367, +1083,) +8,(84 6, — 736 &, —833,).

(17)

Si 'on fait la substitution

set, g% wob
ces équations prennent la forme (3).

La recherche de solutions de I'équation (15) en nombres entiers parait
d’abord assez difficile. On en forme aisément par la méthode suivante.
Donnons-nous I'invariant I de la substitution, qui est égal & a, + ¢,. Po-
sons
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' I . ) . o
En résolvant I'’équation (15) par rapport a «,, aprés y avoir remplacé ¢,
par I — «,, on trouve

— 3024p — 2160 + 3371 = /156 (7p* + pg — 120%) + 337 (12— §)
(18) o= 674 .

Dans le cas ot I est pair, on peut simplifier un peu cette formule. En po-
sant I = oT’, il vient

—1312p — 1080 + 3371' == /39 (702 + pe—120%)+ 337 (12 —1)

(19)  oy= 33

La forme 7p*+ po— 1242, qui parait jouer un réle fondamental dans la
théorie du groupe, a pour déterminant 337. Cette circonstance suffit &
indiquer la nature trés complexe du groupe G,,.

Pour que les formules (18) et (19) fournissent pour «, des valeurs accep-
tables, il faut que les valeurs numériques des quantités placées sous les
radicaux soient carrés parfaits. Par suite, le groupe n’admet aucune substi-
tution dont I'invariant soit divisible par 3. En effet, si I était congru a zéro,
mod 3, la quantité placée sous le radical dans la formule (18) serait con-
grue & — 1, mod 3, et non reste quadratique de 3. Distinguons maintenant
deux cas: .

I est impair; 337(I*— 4) doit étre reste quadratique par rapport au
module 156.

I' doit étre congru & o, =1, == ¢, =11, mod 26, sous réserve de n’étre
pas divisible par 3.

I" est pair. 337(1'* — 1) doit étre reste quadratique mod 39. I’ doit étre
congru d o, =1, *=2, 36, mod 13, sous la méme réserve.

La valeur de I ou de I' une fois choisie, on aura a résoudre en nombres
entiers 'une des deux équations

156 u + 337 (12— 4) = o2, 3gu +337(1"—1) =192,

par rapporta et & ¢. Il faudra ensuite chercher & représenter le nombre «
par la forme 702 + oo — 1242,

Quand dans les équations (18) ou (19) on a trouvé des valeurs de e, a1
ou I qui rendent les quantités placées sous les radicaux des carrés parfaits,
ces mémes valeurs rendent foujours entiére 'une des deux valeurs de o,,
et, par conséquent, fournissent une substitution du groupe de G,;. En effet,
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2
le produit des deux valeurs de o, est §4;T;—1 ; donc 'un des deux numéra-

teurs dans (18) doit étre divisible par 337, qui est premier; que I soit pair
ou impair, les deux numérateurs sont toujours pairs. Donc une des deux
valeurs fournies par la formule (18) est non seulement rationnelle, mais
entiere.

Ce procédé, en décomposant la difficulté, rend le probléme praticable et
permet de rechercher méthodiquement les plus simples substitutions du
groupe. Remarquons que,une substitution une fois obtenue, on peut en dé-
duire immédiatement cinq autres en la transformant par les puissances de

la substitutionz- Voici les résultats ('). Les quatre nombres inscrits dans

chaque parenthése indiquent les valeurs des coefficients a,, B}, v,, 3,.

I =1 (période 3).

2
(_' ‘{h — 1,7, 5)22 ’
(— 82, — 19, 127, 83), (—88, —19, 145, 89), (—118, — 25, 193, 119),
(— 142, — 31, 223, 143), (—136, — 31, 205, 137), (—106, — 25, 157, 107).
— 2 (paraboliques).

(— 83, — 19, 132, 85), (;— 98, — 21, 163, 100), (—131, — 28, 213, 133),
(— 149, — 33, 232, 151), (—134, — 31, 201, 136), (—101, — 24, 151, 103),
(— 89, — 21, 136, g1), (— 86, —19, 141, 88), (—113, — 24, 187, 115),
(— 143, — 31, 228, 145), (—146, — 33, 223, 148) (—119, — 28, 177, 121).
1 =4 (hyperboliques).

(_”5, — 26, 187) 119)’ (_145, —31, 2427 149)’ (— 190, —41, 307’ 194)»
(— 205, — 46, 317, 209), (—175, — 41, 262, 179), (—130, — 31, 197, 134).
I =11 (hyperboliques).

(— 35, -9 63, 46), (— 47’ — 11, 877 58): (— 65, —15, 113, 76)’

(— 71, —17, 117,82), (— 359, —15, 95, 70), (—41, —11, 69, 52).

I =13 (hyperboliques).

(— 397, — 89, 649, 410), (— 511, —109, 851, 524),

(1) Les substitutions placées sur la méme ligne horizontale sont dans 'ordre ou elles sont
écrites, les transformées de la premiére de cette ligne par les puissances successives de =.
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(— 35, — 10, 62, 49),

I =14 (hyperboliques).
(_ 29, — 87 58’ 43)’

(— 597 — 14, 106, 73)’ (— 65, —16, 110, 79)s

(— 65, —17, 113, 82),
(— 125, — 29, 209, 142),
(— 152, — 37, 247, 169),
(— 272, — 61, 439, 289),

(— 103, — 26, 178, 125),
(— 199, — 46, 326, 221),
(—r109, —— 26, 196, 131),
(— 193, — 46, 308, 215),
(— 124, -— 31, 209, 146),
(— 232, — 53, 379, 254),
(—133, — 31, 236, 155),
(— 223, — 53, 352, 245),

(— 10, — 5, 33,

(26’ 3’ - 19) ‘_‘I)’

35),

I =17 (hyperboliques).

G.g

(- 41, — 10, 80, 53),
(— 53, — 14, 88, 67).

(— ;/-1, —17, 131, 88), (—1or, — 23, 179, 118),

(—r19, — 29, 191, 136),
(— 164, — 37, 283, 181),
(— 260, — 61, 403, 277),

I =22 (hyperboliques).

(— 121, — 28, 218, 143),
(— 181, — 44, 286, 203),
(— 151, — 34, 266, 173),
(— 151, — 38, 238, 173),
(— 139, — 32, 247, 161),
(— 217, — 32, 341, 239),
(— 184, — 41, 319, 206),
(— 172, — 43, 269, 194),

I =25 (hyperboliques).

(29 _Sa 11, 23)y
(14, 1,3, 11),

(— 89, — 23, 143, 106),
(— 224, — 49, 379, 241),
(— 200, — 49, 307, 217).

(— 169, — 38, 292, 191),
(— 133, — 34, 212, 155),
(— 193, — 44, 322, 215),
(— 109, — 28, 182, 131),
(—193, — 43, 332, 215),
(—- 134, — 41, 256, 176),
(— 229, — 52, 377, 251),
(— 125, — 32, 211, 149).

(20, 1, — 15, 5),
(—' [h - 3’ 29, 29)'

(— 89, —17, 123, 114), (--112, — 29, 183, 137),

I =26 (hyperboliques).

(—r101, — 26, 170, 127),

On trouve les relations

(5, 1, 7, — &)= (— 35, — 10, 62, 49) (— 35, — g, 63, 46)
=(—35, — 9, 65, 46) (— 41, — 10, 80, 55),
(— 35, — 09, 65, 46) (— 88, —- 19, 145, 89) = (— 29, — 8, 58, 43).

Le groupe Gy, est contenu dans six autres groupes. En effet, considé-
rons les solutions en nombres entiers de 'équation (16), pour lesquelles §,
n’est pas divisible par 3. @, est alors fractionnaire. Rien n’empéche cepen-
dant de construire avec ces nombres une substitution S; (*). On trouve que
Y20 Y35 Yar Ys» Yo SONt fractionnaires.

(') D’aprés les formules de la page g du Mémoire déja cité.

Fac. de T. — V1.
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Les formules de composition (17) montrent d’ailleurs aisément que les
coefficients A, B, I',, A, obtenus en composant deux de ces systemes sont
entiers. Donc'ensemble des solutions en nombres entiers de 'équation (16)
définit un groupe de substitutions S; que nous appellerons G',, et qui con-

tient G ;. En transformant ce groupe par la substitution Z et par ses puis-

sances, on obtient cinq autres groupes distincts entre eux et du premier G/,
" (6)
GY,, ..., G
On peut former les substitutions de G, par un procédé analogue a celui
qui a servi & former les substitutions de G,,. Posons dans la relation (16)

Bi=—100—3, /1= 21p+ 20, o =1—a,

ct résolvons par rapport & «,, il vient

_ 3391 —9576p — 9360 == y/337 (12 - 4) + 52 (14p* — 1hps—2g?)
= 677

(20) oy

Lorsque I est pair, posons encore I = 21’; la formule devient alors

3371 — 4788p — 4685 /337 (12 — 1)+ 13 (1422 — 1506 — 25%)
(21) oy == 357

Tout revient a obtenir des valeurs de I, I, ¢, o rendant les radicaux (20)
ou (2r1) rationnels. On trouve que les seules valeurs de I qui puissent con-
venir a des substitutions du groupe sont celles congrues & o, 1, 2, 4, 9, 11,
12, mod 13.

On pourrait obtenir, pour le calcul des substitutions du groupe, des for-
mules plus curieuses, mais moins commodes que les formules (20) et (21).
Posons, dans la relation (16),

B,=271p — 3360,
v =— 5670 47030,
on aura

o 3391 + 259056 — 2918165 == /337 (12— 4) — 52 (7p* + pg — 120*)
' 337 ’

ol figure la forme qui entrait déja dans I'équation (18), mais avec un signe
contraire. D’ailleurs cette forme 7¢? 4 g5 — 1252 et son égale et de signe
contraire —70? — pg + 120* sont de la méme classe, comme on le reconnait
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en développant leurs racines en fractions continues. On pourrait donc ob-
tenir une formule analogue & la formule (18) etoula forme 7p* + g6 —120°
serait affectée du signe +, mais les coefficients de cette formule sont extré-
mement compliqués.

Voici les valeurs de «,, B, y,, ¢, pour quelques substitutions du
groupe G, :

(—10, — 1,15, 10), (—15, —12 23, 15), (—r11, —1I, 18, 11),
3 3 ) 3
(—35’ "‘2759 53) 36); (399 —%7 597 [ll),
(— 44, — 3, 67, 46), (— 79, — 3¢, 118, 81),
(—5, —3%, 10,9), (—76,—% 115, 8o).

Citons encore un cxemple de la forme ¢(x, y, z, «). Il s'obtient en
adoptant pour j une racine 15¥m¢ primitive de 'unité et en considérant le
groupe G,; des substitutions S :

S <.- ;3 + by
Vs ad )
ol les coefficients sont des nombres complexes de la forme
2l .
a;=Yonj"  (h=1,3,4,8),

et ot le changement de j en j* dans S réalise la transformation de S par la

22>- On trouve que les B, doivent étre

substitution de période 4 <z, ”1
pairs. Soit B, = 28,;.
Le déterminant d’une substitution paire est

—gal+14o B — 140y + 1500, —14BP— 208y, — 140, 0, — 14y? + 14,0, — 70},
By

En remplacant 3 par =, on trouve précisément une forme .

Le déterminant d’une substitution impaire est
—baj+100 B\ —100y, —150, 0, — 103 — 103y, —10B3] 0, — 10y} + 107,06, — 532;

il n’existe donc, comme dans le cas du nombre 13, pas de substitution im-
paire a déterminant 1 (').

(1) Comparer le travail de M. Fricke : Ueber eine besondere Classe discontinuirlicher
Griippen reeller linearer Substitutionen (Mathematische Annalen, 1891), ol I'isomor-
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Iv.

Nous allons maintenant rechercher si, & chaque systéme z, y, z, u, on

as + B
s> par
Y3+ 0

peut faire correspondre une substitution d’un groupe fuchsien,

les formules
[ A=Np& += Ny + 0135 +71,,U,

(A) s (3:70211'—*—'022}"’"’7235+"72:~U:

' 7= 03X Ny Y+ N335 + N0,

0= Ny X Ny —+ Ny35 + 0Ny U,

ou les vy sont seize nombres fixes; de telle sorte qu’au systéme x,, y,, 5,, u,,
composé de x, y, z, uetde X, Y, Z, U, corresponde la substitution

as+3 T ys+d
i . S ’
nES T pasd
75+O

nous aurons ainsi les équations

Ny Xy Ny -+ N3 N Uy
= (X +0,Y+n,72+ 0 U) (g + Np) + N3s N, u)

(2 X 402 Y 0532 + N2, U) (03,2 + N32) + N335 + N3 U), ceey
qui, si I'on y remplace x,, Y1y %y, Uy par leurs valeurs (A) doivent se réduire
a desidentités. On obtient ainsi soixante-quatre relations entre les 7. Elles
se partagent en quatre groupes. J'écris seulement les équations du pre-
mier groupe :

Ny + NNy =— (A +D)n, + An,,
NN+ NN =— (A +D)nyy— A'n;+ Bay,
NNz —+ NoyN33=Cny + A0 — Ay,
|

NN+ Ny Ny —=— Any, — Any,,

Ny N2~ N2z Ny = By — A+ Alny,,

Ny NNy =A'n, + Ay,

N2y =+ Na2 33 = (B — A)nyy — Gy, — By + Ay,
NN+ Moy =— By — (A +D)nj,— Alny,;

phisme de certains groupes avec eux-mémes est réalisé par une substitution de période 4.
Ce travail porte la date du 7 janvier 1891 et, par conséquent, est un peu antérieur au tra-
vail de 'auteur Sur certains groupes fuchsiens formés avec les racines d’équations bi-
nomes (Annales de Toulouse). ‘
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N1 N3+ NesNa=— A"n1,— (A +D)ny; + Cny,
N1aN13+ NazNae = ANy + Cnpa+Bas+E — A)ny,,
Nty NNy =A"ny+ Ay,

N3Ny~ Naa Nz == A" Ny — Any3— Gy,

NN - N Nay =— Any — Any,,
N2 frs —+ NayN3a=— A+ Ay — Bayy,
N3N+ NoyNaz=—Cnyy— A" — (A +-D)nys,

N, S ung=Any— (A + D)y,

En éliminant v, 72, 133, N, cntre les quatre premiéres et les quatre
derniéres équations, il vient

Nar __ nf A +D)nyy—Any, gt + (A +D)n+ Alns— Ay,
Ny NN+ Ang+Ang, NN+ AN —A'n;;+ Bny,

- Ny N3 — Gy — A"+ Ay, . NN+ A, +An,
e e — 5
Nz + Cny A0+ (A + D)y i, Any+ (A +D)ny,

ct, en ajoutant termes a termes les deux rapports extrémes,

_ A (0, +D 4+ 24)
>
N (N + 0+ D+ 24)

I'’hypotheése ::—” = 22 o5t inadmissible, car elle conduirait & poser tous les 7

14 Moy

proportionnels : donc

Np+np==—0D—2A et Ny = N2, = 03
ces équations deviennent alors des identités. On trouve facilement
M3y + Mg, = O, Ny + 0y =—D —2A.

En éliminant v,,, 134, 7,3, 7, entre les quatre premiéres équations et les
quatre suivantes, il vient

a0y, +(A+D)n— Ay, e+ (A+=DYnn+Ala,—An,

N2 Oyfa— B+ Any—Ala; i, — Ay — Ay,

L’égalité du second et du troisitme rapport fournit une relation entre v, ,,
Ni2y Niay Niv5 Tendons cette relation homogéne a I'aide de I'égalité

Ny = Ny

D —2A "
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il vient, apres simplifications,
Ant =A%+ Alaty 4+ At - (B + Cnyg) (g, — 0y ) + Dnyynyy+ Eaygng, =o.

On pourra prendre pour n,,, 1,4, 14, %, quatre nombres quelconques
vérifiant cette équation et I’équation

7]“+7]“:—‘—D — ZA;

les autres nombres v sont alors déterminés (*).

V.

Plus généralement, soit un systéme de quatre nombres x,, z,, x,, x, ;
nous conviendrons, pour abréger, de représenter ce systéme par (z).. On
dira que le systeme (X) résulte de la composition du sysiéme (x) avec le
systéme (X'), si I'on a (:?)

[Vl ’ .
(22) X=X o, NaXi  (i=1,2,3,4),

=1 h=1
et Pon écrira

(23) (X) = (=) (X).

On peut se proposer de chercher les conditions que doivent remplir les
cocfficients @, pour que la composition des systémes suive le principe
associalif, c’est-a-dire que I'on ait

(24) (@) [(2') (X")]=[(2) (2")](X").
Désignons par (X') e produit symbolique (z") (X”). On aura

13 3 .
(25) X=X ai NawXi  (h=1,2,3,4),

k=1 h=1

(1) Lamarche suivie ici est la méme que celle adoptée par M. Bianchi dans son travail :
Sopra certi gruppi fuchsiani reducibili a gruppi modulari (Rendiconti della Accade-
mia dei Lincei, 189o). La forme ® présente beaucoup d’analogie avec la forme quadratique
a indéterminées conjuguées de M. Picard, qui sert de point de départ a M. Bianchi.

(2) Comparer les travaux de Kronecker : Ueber Composition von Systemen dans les
derniéres années des Sitzungsberichte der Berliner Akademie.
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ct, en portant dans (22) les valeurs de X fournies par les équations (25)

4y b *
— ’ "
(26) X;= El x;xr X E QAijhApri-
Tk I=1 h=1

Soit (2”) le produit symbolique () (z"); on a

13 *
- U — ﬁ ﬂ !
(2/) Lm = Zj QAmjk e

j=1 k=1

D’ailleurs on doit avoir
(X) = (2")(X"),

et, par suite,

13 13
w " "
(28) xi: xllnEaim[xl)

m=1 l=1

et, en éliminant les «,, entre les équations (27) et (28), on obtient

13
’ "
(29) X, = E x;x X} E Ak Aimie

IR NSS! m=1

On doit donc avoir, pour tous les systémes de valeurs de j, &, k, /,

13 13
B Wl
(30) 2 AijnAnii— 2 AnjhkQimis

h=1 m=1

Ces ¢quations sont au nombre de deux cent cinquante-six, mais elles ne sounl
¢videmment pas toutes distinctes, car, d’apres ce qui préceéde, nous en posse-
dons des solutions contenant des constantes arbitraires. Sans les discuter
complétement, on peut en déduire quelques conséquences intéressantes.
Si dans I'équation (30) on donne a j, k, [ la méme valeur, il vient

R .
. |\ i
(31) Zflhjj(afjh-—ainj): 0.

k=t

Dans (31) donnons a ¢ les valeurs 1, 2, 3, 4. Nous obtenons quatre équa-
tions dans lesquelles les coefficients de «;;; sont nuls, ces équations étant
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homogénes par rapport aux a,;;, il faut, ou bien que 1’on ait

apjj=o0 - (hZ)),
ou bien que tous les déterminants de la matrice

(M) laijn— ainjls
ou j est fixe, ol 7 prend les valeurs 1, 2, 3, 4 et & les mémes valeurs, moins
la valeur j, soient nuls. Cette derniére hypothése paraitla plusimportante,
car elle se présente dans les formules (3).

On obtient encore aisément les relations

13

. Wl
(32) Z Lanji(@un— aint) + prj(@inn— Qi)+ Qnii(@ijn— Xipy)]=o0
h=1

(i=1, 2, 3, 4);

chacune de ces équations ne contient que neuf termes, parce que les multi-
plicateurs de @z, @ujy @ss sont nuls respectivement pour o =1, k, .

Cherchons la condition pour qu'il existe un systéme unité (£), c’est-a-dire
pour que les nombres du systéme () soient proportionnels & ceux du
systéeme (), quel que soit («). On devra avoir

&

(33) Nambi=o  (j#0),
h=1
et
4
(34) Zaiih}ih:sy
h=1

S désignant un certain nombre, le méme pour les quatre valeurs 7 =1, 2,
3, 4. Les conditions d’existence des nombres £, et S s’expriment par la nul-
lité d’un certain nombre de déterminants qui s’écrivent sans difficulté.
Quelles sont les conditions pour qu’a chaque systéme correspondent les
substitutions d'un groupe de substitutions linéaires, de telie sorte qu’au
systéme formé en composant (x) avec (X’) corresponde la substitution ob-
tenue en multipliant la substitution correspondant au premier systéme par
la substitution correspondant au second. C’est une généralisation du pro-
bleme du § IV ? En définissant les nombres x comme dans ce paragraphe,
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~

on doit avoir
%

(35) 'f)lj'ﬂlh+'n2j'f13h:2771iaijh

i=1

13

,
(36) NyjNan = N2jNuh :Z“flziaz‘jh
i=1

} (j111:1’2,3’4)°

4
—
(37) Nizj0O1h—+ Nyy ‘ﬂs/;:zflsiaijh
i=1
4
(38) N3jTiah —+ NyjN, ;:Z'ﬂsi(lijh

i=1 !

Si la correspondance a licu, il existe évidemment un systéme unité, et,
comme a ce systeme doit correspondre la substitution unité, on a

& 1 13 . 13
(39) Zghnlh:Ezhﬂalz:T, Ezhﬂzh:zihmh:&
h=1

h=1 h=1 h=1

Parmi les équations (35), je considére celles qui sont relatives & j =
h=1,2,3,4,ctjeles ajoute apres les avoir multipliées par &,, &,, &,, &,.
vient

N1 (S—T)=o.

On voit facilement que 'hypothése v, , = o ne convient pas. 1l faut donc
que T et S soient égaux.
En éliminant les v, entre les équations (35), on obtient les relations

3 13 4 &

Y
NipNyn E Qimr N+ NrNim Elainhnli-"ﬂucnjnzaii)zlznli—ﬂllznlr)l E AinkNii

i=1 i=1 i=1 i=1
(40) ¢ b v .

N
-+ Zaimhﬂli Eainknli — zainknli Eaimknli =o

\i=1 i=1 i=1 i=1

(hy ky my n=1, 2, 3, 4).

Toutes ces relations doivent se réduire a une seule, en tenant compte de
la relation T = S. En effet, il doit exister, si la correspondance est possible,
une infinité double de nombres v qui réalisent cette correspondance. Enfin

la relation (40) doit s’abaisser au second degré, car sil'on considére deux
Fac. de T. — VL. G.3
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systémes inverses 1'un de l'autre, en exprimant que le produit des deux
substitutions correspondantes est égal a 1, on obtient une relation du second
degré entre les v}, qui n’est évidemment pas identique (*).

NOTE RELATIVE A CERTAINES SUBSTITUTIONS COMPLEXES.

Dans un travail antérieur, j’ai mentionné, mais sans donner de méthode
générale pour les former, des substitutions complexesz formées avec une
o - j
racine pi*m de I'unité, telles que

(1) Ejsz...Ejpp%:l.

On peut employer les procédés suivants, que je me bornerai a expliquer
sur des exemples. Soit p = 7. Les racines primitives troisiémes de I'unité
vérifient I’équation

(2) w4+ w-+1=0;
considérons la substitution de z & z" définie par la relation

3 S 20+ )0) SHJ S 202 +0)
( ) ! ;2 ;3 2( ;b '3 - -7 ;6 2( 42 5) 7
Sy ew (- )0) 34)++ 20 () + )

dans chacune des deux fractions, le dénominateur ne différe du numeé-
rateur que par le changement de w en w*. La forme (3) montre évidem-
ment que cette substitution jouit de la propriété (1); mais elle ne contient
pas . En effet, par un calcul facile, on trouve

A==t ) =S+ =2 ()
- 34+/+]° '

=
&

c’est une substitulion complexe qui jouit de la propriété demandée.
Considérons une substitution de la forme

o [ G 70 4 ma (/%) 4 m (P13 - R (%) 2a (/7)1 (P /),
[Pi(J 4%+ pe(f2+7°) + ps (P44 ) 5+ g1 (J +J°) + q2 (2 -+ 7°) + g3 (/*+JY)

(1) Voir le Mémoire déja cité de M. Picard.
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‘n posant

nous pourrons remplacer la substitution précédente par une substitution &
deux variables

‘ 2= [m(J 4%+ ma (S + )+ m (/)]

VI G+ e (/) s (P

’ Y= [p G+ P (s +ps (Pl x

L [ G e (P (P )

(4)

Soient
@ (j+p)=a, ()= 2 ()T L
LAVETLOES TRV D ES N A VAR DA (1
(=, @)=, 2 (PS)=
Y= ye YU =0 Y PEY
La substitution complexe (4) est remplacée par la substitution & six va-
riables

xy=(my— my)xy + (my + my—2m3) Ty
4 (ng—a2amy)xs—+ (ny— n3) y, + (ny+ ny— 203)ys+ (R —2n3) ¥,

= (my—2m,) xy+ (ms—m) T,
—+ (my 4+ mg—2m)) X3+ (Rg— 2 1) ¥y (s — 11) Y2 +(ny+nz—2n,)ys,

2y = (my +my—2my) Ty 4 (M3 — 21, Xy
4 (Mg — M) g+ (g Ry —21,) Yy == (B3 —2 1) Yo+ (R — ny)ys,

Yy = (pa— pa) X+ (P pa—2P3) T
+(pr—2ps) 23+ (qa— @3) Y1+ (q1+ 2 — 2q3) Y2+ (71— 295) ¥

Yy=(P2a—2p)) &+ (ps——P1) %,
A (Pa+ps—2p) T+ (q2—290) Y1+ (gs— q0) Y2+ (72 §3— 241) )5

Ys=(p1+ps— 2p:) T+ (Ps— 2Ps) Ty
'-. (pr—p2) X3+ (qr+Gs—292) Y1+ (g5 — 292) Yo+ (§1— 72) )5

1 suffit d’exprimer que celle-ci est de période 6, ce qui aura lieu d’aprés

une théorie connue.



