SUR QUELQUES
INEGALITES DE LA LONGITUDE DE LA LUNE,

PAR M. H. ANDOYER,

Maitre de Conférences a la Faculté des Sciences de Toulouse.

1. Amené par des considérations théoriques a étudier les séries qui
représentent les coefficients des principales inégalités de la longitude de la
Lune, je n’ai pas tardé a reconnaitre que les résultats que je trouvais ces-
saient de concorder avec ceux donnés par Delaunay, & partir du huitiéme
ordre inclusivement. Les coefficients sur lesquels porte le désaccord résul-
tent donc uniquement, dans I'ccuvre de Delaunay, du Chapitre X de sa
Théorie du mouvement de la Lune, intitulé : Reckerches supplémentaires
sur la longitude de la Lune; c’est dans ce Chapitre seul, en effet, que sont
calculés les termes dont I'ordre est supérieur au septiéme.

En conséquence, je me propose simplement, dans ce Mémoire, de pu-
blier les résultats quej’ai obtenus en calculant, avec la méme approximation
que Delaunay, les coefficients des inégalités de la longitude de la Lune qui
ne dépendent que du rapport des moyens mouvements du Soleil et de la
Lune, ainsi que de la premiére puissance de I'excentricité de la Lune; je
donne aussi, dans les mémes conditions, la partie du mouvement du pé-
rigée lunaire qui ne dépend que du rapport des moyens mouvements du
Soleil et de la Lune.

Ces résultats ont été obtenus concordants par 'emploi de deux méthodes
absolument distinctes, ce qui donne toute la garantie désirable pour leur
exactitude. J’exposerai successivement ces deux méthodes, dontla premiére
m’est propre, et dont la seconde est empruntée, avec des modifications de
nulle importance, au beau Mémoire : Researches in the lunar theory,

publié par M. G.-W. Hill, au tome Ldel’ American Journal of Mathematics.
Fac.de T. — VL. J.1
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Je dois, d'ailleurs, adresser ici mes vifs remerciements & M. Saint-
Blancat, de I’Observatoire de Toulouse, qui a bien voulu m’aider & déter-
) » q
miner exactement I'un des nombres les plus pénibles a obtenir.

2. Le probléme que je me propose de résoudre peut étre énoncé ainsi :

Etudier le mouvement de la Lune sous Uaction de la Terre et du
Soleil seuls, en supposant en outre : 1° que Uon néglige les dimensions
de ces trois corps; 2° que la masse M de la Lune est absolument négli-
geable, et que celle de la Terre, M, est négligeable en comparaison de
celle du Soleil, M’y 3° que le Soleil décrit, d’un mouvement uniforme,
une circonférence autour de la Terre; 4° que le mouvement de la Lune
s'effectue dans le plan de cette circonférence; 5° enfin, que l’on néglige
le rapport des dimensions des orbites de la Lune et du Soleil.

Dans ces conditions, soit choisi comme plan du mouvement le plan
des zy, les axes de coordonnées ayant des directions fixes et 'origine O
étant la Terre. Soient 7 et ¢ le rayon vecteur et la longitude de la Lune;
a' le rayon vecteur constant du Soleil et N'= n't + ¢, sa longitude, »’ et
¢, étant des constantes, ¢ représentant le temps; soit enfin f le coefficient
d’attraction. La fonction des forces dont dépend le mouvement étudié est
alors, en posant H =0 — N/,

M+ M,
—

) L
fM= + M [(a’2+l‘2—2a’r005H) ! COSH]i.

a/‘:

Or fM'=rn?a’® en vertu des hypotheses faites; jappelle 2 le moyen
mouvement de la Lune, et je détermine a par la condition

J M+ M) = n?a®;

I'expression de la fonction des forces deviendra, en ne conservant que les
termes qui contiennent les coordonnées de la Lune et qui sont indépendants

du rapport —;;,,

2 43 12 .2
M[n a +n/l (1+3c052H)].
_or 4

Les équations du mouvement sont donc, en employant la forme de La-
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grange, ct représentant les dérivées a 'aide d’accents,

n?ad n'zp
"”"‘""'2‘*‘,.—3— 2 (14+3cos2H)=o,

ar' o'+ r(¢"+2n?sinall) =o.

Je vais ¢liminer 7 entre ces deux équations, et jobtiendrai ainsi 'équa-
tion différentielle qui détermine la seule longitude.
Différentiant la seconde équation, il vient

20"+ ' (3¢"+ 2n2sin2H) + r[¢"+ 3n"2(¢'— n') cosaH] =o.

S I . Y I Y n?a®
intre ces trois équations, j’élimine 7, 7, 7" en considérant —— comme une
constante; on obtient aisément

2 na? !l 2 1% 12 12 9 5,/
Ly =20 — 30" fot - an202— I p

—6n'20"sinaH + 6n"2¢'(2¢0'— n') cos2H + In'* cosiH.

Je prends les dérivées logarithmiques, et je remarque que, en vertu de
la seconde des équations du mouvement, on a

9"+ 3n"sinaH
T T T a7
1 se trouve alors complétement éliminé, et 'on obtient finalement I'équa-
tion suivante ne contenant plus que la longitude et ses dérivées

0= ¢2plV 1 plkpl %‘,/ o o — —311'2 pl2pl %v”—i—- 13721 n't "

+n2sinaH(— 3204 18n/¢'3 — 33 p/2p/2 — 2Ll oW ALl 243 pli)

+ n'2cos2H(—150"20"+ 210/ ¢’ o)
+ n'tsinfH(— g¢"2+ £2n'¢")

“+ n'*cos4H(— Hto")

+ n'¢ sin6 H(— £%).

3. Conformément a la méthode générale que j’ai exposée dans mon Mé-
moire Sur les formules générales de la Mécanique céleste, publié au
t. IV des Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, je vais intégrer
cette équation par la méthode des coefficients indéterminés de la fagon sui-
vante.

Soit N = nt + ¢,, ¢, étant une constante arbitraire, » le moyen mouve-
ment de la Lune qui joue aussi le role de constante arbitraire d’intégration
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je fais K=N— N, et soit G un argument, déterminé par la suite des
opérations mémes, de la forme g¢ + @, @ étant une constante arbitraire,
& un coefficient convenablement déterminé. On pourra alors poser
¢ = N + A, A étant une série de la forme suivante

A=2h,,¢sin(pK 4+ ¢G),

oli je supposerai que p et ¢ peuvent prendre toutes les valeurs entiéres pos-
sibles (les valeurs de p étant d’ailleurs nécessairement paires, puisque les
multiples pairs de H figurent seuls dans I’équation), et ot 'on aura, en
outre, pour la symétrie et la commodité des calculs,

Ap—g=— Apge

Ces cocfficients A,, seront fournis par 'application de la méthode des
coefficients indéterminés, ainsi que je vais le faire voir. Ils dépendront
d’ailleurs d’une constante arbitraire nouvelle (correspondant a I'excentri-
cité), et que je prendrai égale au coefficient A,,, de sinG; appelant ¢ cette
constante, on aura donc A, , = ¢. Alors chacun des autres coefficients 2,,,
est de la forme

— lgl (30 (2) 22 1 304 o4
Apg= e (A0, + A7pe?+ Ay et 4 L),

les A étant eux-mémes des séries ordonnées suivant les puissances du
rapport m des moyens mouvements du Soleil et de la Lune.
De méme, la quantité g est de la forme

g=n(g+ g2+ Ze*+...),

les g; étant des séries analogues aux A\ .

J’ajoute d’ailleurs qu’en disant que les formules qui sont ainsi fournies
vérifient les équations du mouvement, j’entends simplement que le calcul
peut étre poussé assez loin pour que, aprés substitution de ces formules
dans les équations, les résidus soient d'un ordre aussi ¢levé qu'on voudra
par rapport aux quantités m et ¢, considérées comme petites du premier
ordre. '

Comme je l'ai dit plus haut, je me propose simplement ici de calculer

avec la méme approximation que Delaunay g,, les A, et les A7’ .

4. L’¢quation dont dépend A est aisée a former. Remplacant ¢ par N+ A
et, par suite, H par K + A dans I’équation qui donne ¢, il viendra, en dé-
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veloppant le tout par rapport aux puissances de A et de ses dérivées,

0= n2AV+4 A (nt—3ntnt4 Ln'Y)

+ 2n WAV — LN+ NN (4n®— 3nn'?)
4+ MY LA - 2078 - AN2AT (62— SR/2) 4 4NN - NN
+n' sin6K[— 2 + 22202 +...... e e ]
+ n't cosGK[—%7\+%7\3+..... .............................. ]
+nt sinfK[— gn?+ nn'+ N (—18n + %2 n')

4 LN — N2 X2 (7202 — A5nn') 4+ 2N (1440 — 45 1)

— 59N + 72BN A (—gbni4-6onn'y ...l ]
+ ' cos{K[— YLV 4+ A(—36n2+2Enn' )+ AN (— q2n + 42 n')

~+ 1I1Q2)" — 36202+ A* (96 n?— Gonn')

+ RN (1g2n—60n )b ]
+ n't sin2K[— 32 n*+18n3n'— 32 n2n/24 2int

— 2 a N 4+ N (— 66+ 54n2n'— 32 nn'?)

— LW LA AN (Bon? — 27 nn')

-+ N2 (—g9n?+ 54nn' — 332 n'?)

+ A2(33n*—36n%n'+ 32 n2n'? — Ziip't)

+ 2L a0+ WA (6on — 27 n') 4+ A3 (— 66n +18n')

-+ AN (132n*—108n2n'+ 33 nn'?)

-+ ZLR2NQT — LLLD2Q2 - 30 AN2 N + A2A" (— 20n2+18 nn')

— 3N X212 (198 n2— 108 nn' + 22 n'?)

+ M (—r11nt+12n3n/— Lln2n't 4 Sph

— InkN + BNV (— bon +18n") + NN (132n — 362')

+ MW (=44 36n2R —11RR") . ]
+ n'?cos2K[A'(—15n2+ 2 nn')

~+ A(—33n*+36n3n'— 33n2n'24 23 p't)

— 2Lnd"+ NN (—3on+ 2n')

“+ A (—132n®+108n%n'— 33 nn'?)

— TN AT 4 L2 — 1 5020+ X2X" (3o n®— 29 nn')

+ A2 (—198n?+ 108 nn'— 32 n'?)

+ A (220t — 24n3n'+11020'2— $Ln't)

+ 7N+ 22NN (6on — 27n") + M3 (— 1321 + 361/

+ A1 (88n*—1y2n?n'+ 22nn'?)

+ FRNAT— BLR3N24- 3022 A 2N + AN (— 1002+ gnn')

— 33A\"* 4 X3A"2(132n2— 720’ +11n'?)

+ A (—2pbp2hp3pl _ Upeple SLpty ]
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5. Je remplace maintenant, dans cette équation, A par sa valeur, que je
supposeral écrite, pour plus de simplicité, sous la forme 2, sin V,; puis je
développe le résultat de la substitution suivant les sinus des arguments V P

Le cocfficient de sinV, (V, étant un argument quelconque) doit étre
¢galé & zéro, ce qui donne I’équation générale écrite ci-dessous, propre a
déterminer par approximations successives chacun des cocfficients 2.

Dans cette équation, on a désigné par k,n le coefficient du temps dans

n'
Pargument V,, de facon que le rapport == = m des movens mouvements
arg P con q PP 7 Yy

du Soleil et de la Lune figure seul a la place de n et »’. En outre, lo
premier membre se compose de plusicurs parties dont les unes ne corres-
pondent qu’a certaines valeurs indiquées de V,, ct dont les autres sont les
sommes des termes correspondant a toutes les permutations distinctes pos-
sibles d’arguments V,,, V. ... vérifiant des conditions indiquées.

I’équation s’écrit alors sous la forme suivante, claire d’elle-méme en
vertu des explications qui précédent,

0=y [k k2 (— 1+ Fm? — 13im)]

V,=-=+=2K) £ m(— 33 4 gm — 33 mP 4 23t
V) ==4K) Emi(—5+Em)
V,=:=6K) £ mb(—- Sk)

Voot Voo =V0) = B0, 0 (2 ky ko — A2 K+ hp K2 (— 4 + 3m2)]
+ 2 Mo Mg, Lo, Koy by — e K2, K,
A+ BKE KR KR A K kp K2 (— 6 4 3m?)]
+ D Aps o, by (— b ep Ko, Koy K2,
+ 2, g g g M, (— g hip, Koy o K2

. IR ; S, 6 243 — 729 729 i
Vpl—x—Vp,f...~V,,+6K) +m Z;—m P+ m)\pl)\pg—w)\pl)\p,)\ps—f—...;

Vot Vo =VpehK) - mt B0, [HLA2 &=k, (— o + 4m) — 18 4+ 43m]
+Aphp [ Yo kp oE sk kp,
+kp (— 36+ 42m) == (— 36 + ¥ m)]
+ 2 hp by [ KY — 18 kp Ky,
Ehkp(—724+%m) — 48 + 3om]
4 hp, hp, hpg by [ 3L A2 2 36k Ky,
“+kp (—96+30m)=(—48+30m)]
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Vp+Vpe=Vpx2K) - m2E\h, [£% LAy A k(8 —Fm)
= hp, (— 33 +29m — 3m?)
— 3 4 8m — EmP 4 HEmt]
+)p‘)p [___/‘p’;\a — 111 Lz k2
2L kp + kp‘APi(la—Tl)z)
ikpl(la——i’g—"m)
=k kp (— 8 4 2ym — 3Em?)
+ kp, (— 66 + 54 m — 22 m?)
= (— 32 4+ 18m — 3Em2+ Him')]
Ay hp by (B by k3 — SR R - Ak ke
i%k{;li/{ ,,6(30—— Tm)
= kp kpkp,(— 33 +9m)
+ Kk}, (15 — 3 m)
+ kp, kp,(— 99 + 34m — 3Em?)
== kp, (— 66 + 54m — 3P m?)
—11+12m—tm? Hmt]
D b b by [ B K kD T S kR R 15 Ky ke, k),
= Rk, kp kK,
4+ Tk} kp k7, (30 — 2im)
~+ kp kp kp,(— 66 +18m)
= kp, (10— gm)
= kp kp,(— 99 + d4m — 32 m?)
+ kp, (— 44 + 36m — 11m?)
= (— L+ 6m — m? 4 Elm))
4 Lo hp oy hp M L3 Ky KD — Bk Kp A= 10 Ky Ky K,
— 33 kp kpkp kp,
= iky Ekp k) (20—9gm)
= kp kpkp,(— 66 +18m)
+ k3 (5 —§m)
+ kp kp,(— 66 + 36m — Llm?)
p(—22 +18m — Lt m?)

1l 12 11 81 %
+ 2 m—tim 4 Fymt]

6. Un coup d'eeil jeté sur celte équation montre tout de suite que A’ est
d’ordre | p| par rapport & m, et que A, est d’ordre p par rapport & m si p
est positif, d’ordre — p — 1 si p est négatif.

Appliquant alors I'équation precedeme ct utilisant la remarque qui preé-
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céde, on obtient immédiatement les formules qui sont écrites ci-dessous
pour déterminer les quantités que j’ai en vue avec 'approximation que j’ai
déjaindiquée et qui est celle de Delaunay.

Dans ces formules, les termes utiles sont seuls écrits; j'indique en méme
temps jusqu'a quel ordre inclusivement elles permettent de calculer les
inconnues sans qu’il soit nécessaire de les compléter; d’ailleurs, dans les
résultats, je n’ai pas toujours atteint cet ordre, puisque je m’en tiens a
P’approximation de Delaunay.

On a ainsi, en posant g =1 — m pour simplifier Pécriture,

Ay, jusqu'au neuviéme ordre :

o= 2 [16p*+ p2(— 4+ 6m>— 11 mt)]
A= 5 gm — 32t 3]
240,240} [1600 25+ p? (— 66 + 48 m?)]
+ (2550)° [— 1296 p° + pt (— 96 + 24m%)]
- N, [ 5 (18 ) 18 — $m]
+ m2AQ  [— 1683+ p? (120 —108/m)
+p.(132——-108m+33m2)——3§i+|8m_1‘§m2+%%m4]
4+ m2(AP0))2[375 pt + P (162 — 54m) 4 p2(— 378 +- 270m — 33 m?)
+ p(—132 4+ 108m — 33m?) + 82 — 54m + 22m?— 122 m*]

A jusqu’au onziéme ordre :

o= A2, [256p 4 p2(—16 + 24m?— 1lm!)]

b [— g 4Em]
+ (A0 ) [—112p8 4 3 (— 32 + 24m?)]
+ W0 A5 [8160p° + i (— 192 +144m?)]
4+ (A20)20 [— 8832 pf + pt (— 768 ++ 192m?)]
+ (50%) [— 23614°]
+miay [153
-t () [— 27 72 — 5]
+ m22Q (212 + p2 (30 — 27m)

+ p(— 66 + 54m — 33m?) — 32 +18m — 3Zm2 i mt]
+ m2ALY [— 567 pd 4 p? (270 — 243 m)

—+ p(198 —162m + P m?) — 33 +18m — 2 m2+ H3imt)]
+ m2 AL AL, [1776 b+ p3 (1044 — 432m) + p2(— 600 + 540m)

+ p(— 264 + 216m — 66 m?) + 66 — j2m + 33m?— 3imt]
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+ m2 (AL} )3 [852pt + w3 (— 1092 + 360m) + p2(— 912 + S4om — 66m*)
+ @ (264 — 216m + 66m?) + 22 — 24m +11m* — L m*]

Ay jusqu’au neuviéme ordre :

o= AL, [1296 p*+ p2(— 36 + 54m*— L5 m#)]
-+ mS[— 3L
S M, [— 9605+ 2 (— 192 + 144 m?)]
(M) (48 + g2t (— 96 + afm?)]
3 mA AL [ - p(— 18 = 4 m) — 18 + 4Em))
+ m?A0 [168 p® + p2 (120 — 108 m)
+ p(—132 +108m — 33m?) — 32 - 18m — 3Em* 4 $iim*]
+ m? (ML) [— 6gp* + p3 (162 — 54m) + p2(— 138 + b4m — 32 m?)

+ p(—132 +108m — 33m?) — 32 +18m — 2 m? + i mt]

. , c e . . A0
g0 jusqu’au dixiéme ordre (en faisant V,= G et remarquant que Ay, =1):

0= gi+gi(—1+Fm—tm)
AR [—hp(2p — o) —22p2 (2 — &)
+A4pP (o — o)+ Bopt (2 — &)
(2 — £0) (8 — 6m?) + pE(2p — ) (— 16 + 12m%)]
+ 200200 [Ap(2p + go) + 22p7 (2p + £0)°
—GhpP (2 £0)*— 32pt (21 + $0)
(2 o) (— 8 4+ 6mf) + p (201 -+ &) (16 — 12m2)]
R [—8p(hp — &) — 88p2 (bt — &0)?
+352pP (4pr — go)*+ S12pt(hpr— &)
(4 — £0)P (16 — 12m?) + p2 (b — go) (— 64 + 48m?)]
A RN [Bp(bp + g0) + 882 (hp + £0)°
— 352 (hp+ o) — Srapt (4 + &)
+ p(hp+ £0)*(— 16 -+ 12m2) 4+ p2 (4 + go) (65 — 48m?)]
+ (290)°[8p*gs — 680 pt gf + p? g7 (— 48 +-12m?)]
“+ (A00)*[32p2 g5 — 10880t gf + p? g5 (— 192 + 48m?)]
-+ )‘(20,137‘20,)0)‘(22)—1 [—16p2(2p— g0) — 88 (20 — $)?
+ 2896 (2 — g0)* + 16003 (2 — &)

+ P (2p — £0)°(96 — 24m?) 4 p?(2p — £0) (— 192 + 48 m*)]
Fac. de T.— V1. J.2
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AR AR, [16p2 (2 + g4)* + 883 (2 + £o)?

— 2896 p* (2 + g9)* — 16003 (2 + g4)

2 (20 £0)H(— 96 + 24m?) 4 3 (21 + g0) (192 — 48 m?)]
O8N =4 (hp— 80) — 4P (hp — £0)?

—164pt (Ap — go)* —112p® (G — o)

12 (G — ) (2% — 6m%) + 3 (h i — g0) (= 96 + 2§ m?)]
H QPR AP (A + £0)* + 44122 (e 4 50 )°

+164p (A + g0)* 11205 (G + 80)

P (hi - 0 (— 24 +6m?) + 3 (G + go) (96 — 24 m?)] *
+ (9000 [— 384 gt ]
+ (50195, (960 (22 — go)*— 1920t (22 — £0)]
+ (A% )3)*2,1[ 963 (212 + $0)2 41924 (212 + 84)]
+ (M) [— 96x‘“2

. m* 0)

— g (i — g0) (— g+ Hm) +18 — i3 m]
) [-, b g (b ) (9 — Hm) — 18 -+ 5 m)
+m* A0 [— —;—gg 3422+ p(— 288 4- gom ) + 144 —gom]
M, [ (g — g0 — 18 (o — ) -+ e
+ (2 — o) (36 —*2m) + p(72 —2Em) — 52 + 43m )
4+ m AR A [— T (2 + g0) 18 (o + gy) — L

2+ go) (— 36 +2m) 4+ p(—72+ HEm) +72 —43m]
+ mP (AR ) [ g3 + 198 w2 + (376 —180m) — 288 +180m ]

L B (op — 80 + (20 — &0)* (— 4 + %m)

+ (2 —g) (—33 +27m —32m?) + 32 —18m + 332 m? — 3 m* ]
- n2A0 [— 2 (2 4 g9)2 + (20 + g9) (42 — 3 m)

+(2p+80) (33 —27m 4+ PEm?) — 32 +18m — P m?+ Him*
A+ 2 AR [ p2 gt 4 pgd (60 — a7 m) + 84 ud

+ gi(— 30+ 27m) + p*(— 120 + 108 M)

+ p(— 264 -+ 216m — 66m?) + 66 — 7am + 33 m?— LEmt]
+ m20 0 [— B (op— g —200p2 (2p — 20— 1683 (20 - &)

+ 3 (2p — g0+ p(2p — 50)2(— 6o + 27 m)
pi(ap — g) (240 —108m) — 336 3
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+ (2p— &o)2(15 — Fm)
+p(2p— &0) (396 — 216 m + 33 m?) + p2(240 — 216 m)
+ (2 — 5o) (— 66 +54m — 22m?)+ p (264 — 216m + 66m*)
— 33 +36m —32m?+ ZrEmt]
4 m2 NN [2p (o 4 g6)° + 2222 (2 1+ §0)* + 168 P (2 + £0)
— 3 (2p+ &)’ + p(2p 4 80)* (60 —27m)
+ p2(2p + go) (— 240 +108m) + 336 °
+ (2p+ &) (— 15+ Fm)
+ p(2p —+ o) (— 396 + 216 m — 33m?) + p*(— 240 + 216m)
4+ (2 + &) (66 — 54m + 23 m?) + p(— 264 + 216m — 66 m?)
+ 33— 36m <+ 32m?— 2 mt)
+ om0 L [ p (b — £0) + A (G — 80) 2107 (A — o)
+ 23 (hp—50)° 4+ p(hp— 0) (= 30 +34m)
-+ p*(4pr— &o) (60 — 27 m) — fap?
+(hpr— o) (— 15 +3m)
+ p(bp— o) (— 198 + 108 m — 32 m?) 4 p2(— 60 +- d4m)
4+ (hp— o) (— 66 + 54im — 22m*) + (132 —108m + 33m?)
+ 33 —36m + B3 m?2— Timt]
+ m2 0 00 [— B (b4 80) — (G + 80P — 202 (G + 80)
— 2L (hp -+ 80) + p(bpr+ £0)* (30 — 3Tm)
+ 2 (4 + 8o) (— 60 +27m) + hap?
+ (b o) (15 — 3 m)
+ (4 + o) (198 —108m + B m?*) + p? (60 — Hhm)
+ (b + go) (66 — B4m +32m?) + p(—132 +108m — 33m*)
— 334+ 36m —32m2+22mt]
4+ m2RP 00, [1350p2 g7 + 5232 pt 4 pgi (120 — 54m) + p3(216 + 432m)
+ g2(— 60 + 54m) + p2(— 4368 + 2808m — 264 m?)
+ p(— 528 + 432m —132m?) + 132 — 144 m + 66 m* — 2 m* ]
- m2 (M), [ p(2p — &0)0 — 201 p2 (2 — &)* + 1027 (20 — o) — 474 !
— 82 (2 — &)+ p(2pr — 0)* (60 —27m)
+ (2 — o) (— 756 + 270m) -+ p? (324 — 108m)
+ (20— &) (15 —&m)
4+ p(2p— go) (— 396 + 216 m — 33m?)
-+ p2 (1308 — 756 m + ggm?)
+ (2p—g0) (198 —162m + 32 m?) + p(— 264 + 216m — 66 m?)
— 33 +36m — 32m?+ ZEmi]
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+ (1) A [— Hp (o + 80)° + 201 p2 (2 + £0)*— 1623 (20 + &) + 4740
R 2p+ g0+ p(2p + 80)*(— 6o+ 27m)
P2 4 g0) (756 — 270m) - ¥ (— 324 + 108 m)
+ (20 + £0)*(— 15 + Hm)
+p(2p 4+ go) (396 — 216 m + 33m?)
-+ p2(— 1308 + 756 m — ggm?)
“+ (24 g,) (—198+162m — 2 m?)+ (264 — 216 m 4+ 66 m?)
+ 33 —36m + P m?2— 2k3mt]
+m? (A9)° [— 786p7 g7 — 3480 p
+ pgi(—120 4+ 54m) + p3(— 4296 + 1296 m)
+ g2(60 — 54m) + p2 (2304 —1512m +132m?)
+ (528 — 432m +132m?) — 132 + 144 m — 66 m? + 22 m*)

Ay, jusqu’au huitiéme ordre :

o= 1 [(2p—g) + (2 — &) (— 1+ im?— tm*)]
+ AN [—hpgi—oapiglH4hpigi3apt g
+p g (8 —6m?) + p? go(—16 +-12m?)]
+ R AN [—8p(2p + g0) — 881 (2 + £0)?
+ 352p2 (2 + o)+ Sr2pt (20 + o)
+(2p + 80)? (16 —12m?) 4 p2 (2 + go) (— 64 + 48m?)]
R A L [ (hp — go) + 222 (b — 80)?
— 443 (b — 8o)*— 32p* (b — o)
+p(hp— g0 (—8+6m) + p*(hpr — g0) (16 —12m*)]
RS [8p (6 — £0) + 88 (6 — 0)°
—352p (6 — g0)* — Br2pt (6p — £0)
+ (6 — £0)*(— 16 -+ 12m%) + (6 — g0) (64 — (8m?)]
AL [—16p7 g5 — 882 gf+ 2896t g7 + 1600 p° g4
+ 285 (96 — 24m?) + p? gy (— 192 + 48 m?)]
—+ (AP APL, [Bp (2 — 8o )t — 68opt (20 — §)*
4+ pi(2pr — £0)*(— 48 +12m?)]
(AR [B2p* (2 — g0)  —108Bopt (2 — g0)?
P2 (2 — &) (— 192 + 48m?)]
A (AR [— dp* (2 + &0)* — GhpP (2 2+ )
— 164 pt (2 + o) —112p3 (21 + o)
+pt(2p  £0) (24— 6m?) + pP (2 + go) (— 96 + 24 m?)]
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HADOAN AL [16p2 (4 — £0)" + 88p2 (G — £0)°

— 2896 p* (4pr — g0)? — 1600 p° (4 — £0)

+ (61— §0)2(— 96 + 24m?) + p*(hp — &) (192 — 48m?)]
)R, [P (B — g0) + G (B — 80)°

166 (61— $0)* + 112125 (61 — £)

+ p2(6p — g0)2(— 24 +6m?) + P (6 — gy) (96 — 24m?)]

+ (200)*[96p° g7 — 1922 80]

+ (AP, [— 384 pP (2 — £0)*]

+ (A0 ML [— 9612 (b — 80)* +192p* (G — 80)]

+ (A0 AP [—96pt (212 — £0)*]

+mA [ p+ g0+ (2p+ go) (— 9 +1m) +18 —Fm]

+mAROL [ (6p — g0)*+ (6 — 0) (9 — 13m) — 18 + Hm]

=m0 [ 85 — 18 g0+ L pt 4 50 (36 — Em) 4 p(72 — fm) — 72 + 45m]
4+ mA AR [— LA (2p — go)t— 342 p2+ p(— 288 +-gom ) -+ 144 —gom ]
+m AL [ (G — &0)? 18 (b p — o) —

+ (G — g0) (— 36 +E2m) + p(— g2 +42m) + 72 — 45m]
-|—nz‘()\;",{,)ﬂ\{;’r’_l[J—Z’J(zy—go)‘2+198p‘*‘+ (576 —180m) — 288 <+ 180m ]
+ mA[ gl 4 g5 (— 4 +m)

+ &o(—33+o27m —32m?) + 3 —18m + pm?— 3im]

+m 0L [ 5 (hp — &)+ (hp — g0)* (B — 5 m)

(b — g0) (33 —aym+32m?) — 32 418 m — 3imi 4 Him']
+ m [~ A pgl—222pgl — 1687 g

+ 2rod + pgi(— 6o+ 27m) + p2gy(240 —108m) — 336

+ &2(15 — 3m) + . g,(396 — 216m + 33 m?) + p? (240 — 216m)

+ &o(— 66 + 54m — 332 m?) + (264 — 216 m + 66m?)

— 33+ 36m — 3Em?+ 2EEimt]
e m RN [ (ap — g0)* -+ 1 (2 — )} (6o — 27 m) + 8

+(2p— g0)2(— 30 +2ym)~+ p2(—r120 +108M)

+ p(— 264 + 216m — 66m?) + 66 — 72m —+ 33m? — 23 m*]
+m A [ (2p + )P+ A (op + go) 21 (o + g0)

+ 2 (ap - g0)’+ (2 + £0)* (— 30 + Fm)

+ pr(2p + 80) (60 — 27 m) — fop?

+ (20 + 80)(— 15+ 3m)

+ p(2p+ go) (—198 +108m — 23Em?) + p2(— 60 + S4m)

+(2p+ &0) (—66 +54m — 232m?) 4 p(132 — 108 m + 33 m?)

+ 33 — 36m + 3Em?— 253 mt]
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HmR AL (B (b — o)+ 2222 (4 — £0)* + 1681 (G — o)
=2 (4 — &)+ p(bpr — £0)* (60 — 27 m)
+ (4 — go) (— 240 +108m) + 3363
+ (G — g (— 15+ 3m)
A (b — go) (— 396 + 216m — 33m?) + p2(— 240 + 216m)
+ (4pr—g0)(66 —34m—+ 22 m?) + p(— 264 + 216 m — 66 m?)
+ 33 —36m + 3Em?— 23 mt]
om0 0L [ (6 — 80)* — 1P pP (B — g0)* — 21 (61 — g0)
— 5 (6p—g0)*+ p(6p— £0)* (30 — 3'm)
+ p2(6p — g,) (— 60 + 27m) + 42 p?
(B — g0)* (13 — 5 m)
+ p(6p— gy) (198 —108m + 22 m?) + p* (60 — 54m)
4+ (6 — g4) (66 — Bhm +33m?) 4+ p(—132 + 108 m — 33m?)
— 33 +36m — 22m242imt]
+m? (A0 ) [H gt — 2012 g5 4-162p3 g0 — A74pt-
— gt +pgi(6o—a7m)
“+ p2go(— 756 + 270m) + p? (324 — 108 m)
+ g5 (15 — &tm)
+ 1 go(— 396 + 216m — 33m?) + 2 (1308 — 756 m + ggm?)
+ £0(198 — 162m + P m?) + p(— 264 + 216 m — 66 m?)
— 33 4 36m— 3Fm?+ 2rimt]
+ mA AL RO A0 [1350p2 (2 — go)? + 523apt
+ p(2p — g9)2(120 — 54 m)+ p3 (216 + 432m)
+ (2p—80)*(— 60+ 54m) + p2(— 4368 + 2808 m — 264 m?)
+ p(—528 +432m —132m?) + 132 — 144 m + 66 m* — 2mt]
+ 2 (1) R [—Fp(hp—g0)* +201p? (hp—g0)* — 162 (A p— g0) + 4741
+ G — &)+ p(4pr — &0)*(— 60+ 27m)
+ p2(Ap— 80) (756 — 270m) + p?(— 324 + 108 m)
+ (hp — &o)*(— 15 + 2l m)
+ (4 — £) (396 — 216 m - 33 m?)
—+ p2(— 1308 + 756 m — ggm?)
+ (hp—go)(—198+162m — 22 m?) + (264 — 216 m + 66 m?)
+33 —36m + 32im?— 2:3m*]
e m (40} PR [— 786 (210 — g0)*— 3480
+p(2p— g0)2(— 120 + 54 m) + p?(-- 4296 + 1296 m)
+(2p—g0)2 (60 — 54m )+ p2 (2304 —1512m +132m?)
+ (528 —432m +132m?) — 132 + 144 m — 66 m?* -+ FEm*|
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Y, jusqu’au huitiéme ordre :

o= M4[(p+g0)+ (2p+g0) (— 14+ im*— imt)]
_{_)ro)o[_”}‘g —20p2gd — fhpPgl4 3aptg
+pgi(—8+6m?) + p co(—16+12m2)]
+ ML [—8p (o — g0)' — 88p2 (20 — 50)°
+ 35207 (2p — g0)* + S12pf (2 — £0)
+p(2p—g0)2 (16 —12m?) + p2(2p — o) (— 64 + 48m?)]
RN [Ap e+ o) +22p2 (A + £0)°
— A4 G 50)°— S2pt (A + 80)
+ U+ &) (— 8+ 6m?) + p(hp + &) (16 —12m?)]
+ AL A0 [16p2 gl — 88pd g8 — 2896t g% ++1600 PP g
+ P83 (— 96 +24m?) + g (- 192 +- 48m?)]
+ 0L [— 4 (2p — £0)' — 44 (22 — 80)°
—164pt (2 — go)* —112p° (210 — £0)
+pi(op — &) (24 — 6m%) 4-pP (2p — g0) (— 96 + 24m*)]
+ (AL AL B2 (2 + g0)'— 680t (2 + §0)*+ 2 (2 + £0)* (— 48 +-12m7%)]
+ (W0 [—96p° g5 — 192p" 40 ]
+mPL [ (p— g0) + (2p— &) (— 9+ {3m) + 18— m]
+ om0 [— e — Bp gy — A p?
+ £0(36 —EEm) -+ p(— 72+ BEm) 4+ 72 —45m]
+m?[3l el + g2 (AP —21m)
+go(—33+27m —33m?)— 33+ 18m — 232 m?+ i mt]
+ PN [ (G + 50)+ (dp + 80) 2—5—%"1)
+ (A +g0)(33 —a2ym —+3Em?) — 32 + 18m — 3 m? 4+ Zd ']
4+ mEARN[— Bl gd + 20002 g2 — 1680 g,
+ et + pgi (6o —27m) + p2g (250 — 108 m) + 336 3
+ @ (—13+Fm) 4+ gy (396 —216m + 33m?) + p?(— 240 +216m)
“+ Zo(— 66+ 54m — 32m?) + p(— 264 + 216 m — 66 m?*)
+ 33 — 36m + 3Em?— 2x3 i)
+ m AL [ (2 — g0) = P (2 — g0) 21 P (20 — &)
+E(op— Z0)’+ (2 — 50)*(— 30 + % m)
+pi(2p —go) (60 —27m) — fapd
+ (20— g0)(—13 + 4 m)
+p(2p—go)(— 198 +108m — 33 m?) + p2(— 6o + dim)
+ (2p — g0)(— 66 +55m — 332 m?) + (132 — 108 m + 33 m?)
+ 33 — 36m + FEm? — 22 mh)]
1, (101 2 (2gn - g0) - (2 §0)? (6o — 27m ) + 84 3
+ (2p+ g9)*(— 30 4+ 27m) + p2(—120 + 108 M)
+ p(— 264 +216m — 66m?) + 66 — 7am + 33m>— T2 m*]
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+mF(A00) [F gl -+ 20102 g3 + 162 3 g+ 4yl pb
— 280+ 181 (— 60 +27m)
+ P28 (— 756 +- 270 m)+ p3 (— 324 +108 m)
+gi(—15+34m)
+ p&o(— 396 + 216m — 33m?) + p?(—1308 +- 756 m — ggm?)
+ £0(198 — 162m + 2 m?) + (264 — 216 m -+ 66 m?)
—|—33—36m—|—3§~3m2-——2;—43m4]

AL, jusqu'au septiéme ordre :

o= ML [(hp—g)"+ (b — 80)(—1+m2— 15m")]
+ M0 [—8pgt —88u2gl + 35apd gl + Brapt g,
+pgo (16 —12m*) + p2 gy (— 64 + 48m?)] .
A AL [Ap(2p — g0t — 222 (2 — g0)°
— 4P (2p — g0+ 32 p (20— &)
(2 — &) (— 8 +6m?) 4+ p2(2p — g0) (— 16 + 12m?)]
+ ML [Ap (B — g0)t + 2207 (B — g,)?
—h4pP(6p — &0)*— 32 p (6 — )
(6 — o) (— 8+ 6m*) + 2 (6 — ) (16 —12.m?)]
+ (0 [— hprgs— AapPgt— 164 pt g3 — 1128 g,
+ p2g3 (28 — 6m*) + gy (— 96 + 24 m?)]
ARV I0L [16p7 (2p — &) — 88p? (2 p — g,)?
— 2896t (2 1 — g9)2+ 16007 (21 — g,)
(2 — 80) (— 96+ 24m*) - P (2 — g0) (— 192 + 48 m?)]
+ AR B2 (G — £0)*— 680 p (hpr — )+ p2(hir — £40)? (— 48 +12m?)]
(AL AL [— 961 (22— go)*— 192t (212 — 4]
+m [Tl + g (— 9+ fim) +18 —4im]
+m A0 AL [— e — g0 ) —18p(2p — gy) — Ltp?
+ (2 —g0)(36 —¥2im) +p(— 72+ m) + 72— 45m]
-+ m‘z)\(go’)_l [E(2p— g0)+ (2p— 80): (2 —23m)
+(2p—go)(—33+27m—32m?) —33 18m — B4 2Amt
=m0l [— 5 (6 — 80)*+ (60— g4)2 (4 — 2T m)
+ (6 —g0)(33 —2ym +22m?) — 32 118 m — BEmi+ 2 mt
om0 [Bpgl gl ety
+Egr g (— 30+ m) 4+ p2g (6o — aym) — fop?
+gg(——15—|—27"’m)+;.Lg0(—198+108m—%im?)—|—y"(—60-+—5im)
4+ &o(— 66 4+ 54m — 2 m?)+ p (132 —108m -+ 33m?)
+33 —36m + 3Em?— 2imt]
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Al AL [ — e (ap — &)+ o222 (2 — 50— 1682 (2 — 20)
+H(2p — g+ p(2p — g9)2 (60 —27m)
+p2(2 p— go) (240 —108m) + 336 u3
+ (2p— £0)* (—15 + Hm)
+p(2p— gy) (396 — 216m + 33 m?)+ p2(— 240 + 216m)
+(2p—gy)(—66+54m—32m?)+ u(—264 +216m — 66 m?)
+ 33 —36m + 2Em?— 23 mt]
=m0 0L (1 p2 (G — go)*+ p(hp— £0)2 (60 — 27m) + 84
+ (4 — g0)2(— 30 +27m) + p*(—120 +108m2)
+ p(— 264 + 216 m — 66m?) + 66 — 72m -+ 33m2— 243 ]
+m2 50 0L [ (p— g0 )P 2012 (2 —g0) 162 0% (2 pr — g) -+ 474 o
— 5 2p— 80+ p(2p — ) (— 6o + 27 m)
(2 == g0) (— 796 4+ 270 m) + p3 (— 324 +108m)
+ (2p — &) (—15 + Y m)
+p(2p— g0) (— 396 + 216 m — 33 m?)
-+ p2(—1308 + 756 m — ggm?)
+ (2 —g,) (198 — 162 m + 82 m?) 4 (267 — 216 m 4 66 m?)
+ 33 — 36m + 32 m?— 253 ]

A" jusqu’au sixiéme ordre :
0 =10 [(hp+ &)+ (41t + §0) (— 1+ Fm? — Lhlm*)]
+ 200 [Bpgy —88urgl —3bapiel + Sraptg,
+pge (—16 4-12m?) + p? gy (— 64 + (8 m?)]
+ AN A p+ g0)t — 222 (2 + 0)°
—A4p* (2 + o)+ B2 pt (20 + )
+p2p 4 80)(— 8+ 6m%) + p2 (2 + g,) (— 16 -+ 12 m?)]
+ 09 [Aptgs —4hpd gl +164pi gt — 112pP g,
+ PP g5 (— 24 +6m?) 4 pd gy (— 96 + 24 m?)]
+m AT et + g (—o+ & Bm)—18+ ¥ m]
+m21<20,)1[981(21*’*“{‘00)3‘*‘(25’-"‘&0)2(1*;_%'”)
+ 2+ go)(— 33 +27m — 2m?)— 33 - 18m — 2 m? - 2 mt ]
=m0 [ gl — gl 2 pig,
A0+ pgs (30 — Fm) +p2g, (60 —a7m) + fap?
+g§(15—‘~'2—7m)—|-1,:.00(-198+108m~33m2)+y"(60——54m)
+ &o(— 66 4+ 54m —22m?) - p(—132 “+108m — 33 m?)
— 33+ 36m — 33im? 4 253 m4]

Fac. de T. — VL. J.3
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Ay, jusqu’au huitiéme ordre (deux formules sont ainsi réunies en une
seule) :

0 =A% [(6p £ g0) + (6= )2 (— 1 + 3 m2 — it m*)]
A [Frapgs —198p2gf - 11887 gf - 2592 pt g,
Fpgs(— 24 +18m?) + p2 gy (—144 + 108 m?)]
+ AN AL [Bp(2p == 80)' — 88pt (ap £ gy)?
— 3dopP(ap 2 g)* + Srapt(2p = g)
4 (2P o) (—16 4 1am?) -+ p2 (2 p 7 g0) (— 64 + 48m?)]
FRNAL A pGpE go)—2ap2(Gp=g)°
— AP (G go) 3ot (A== gy)
T go)* (= 8 +6m*) + p2 (G == go) (—16 +12m2)]
+ R A0 [F16p2gf — 264780 £1136p0g3 — gbopis,
= p2gi (— 96 4 24m?) + g, (— 576 +144m?)]
O AL A2 pE &) — G4t (2 == g, )
+164pt (2p = gy —112p8 (2 £ gy)
TR E L) (— 25 +6m?)+ PP (2= go) (— 96 + 24 m?)]
+ (AL [F 32785 —192p4g0]
+ m [ 33

+m AL [E5 (2 = 202+ (2 = go) (— 9+ 43m) — 18 ++ *3im |
+ m')\“” [+ 171 ,,2 —18[.1." =+ i‘IlH
+Zo(— 36 +4Em)E p(—72 +4m) = (—72+ j5m)]
0L (5 (A 2 o)+ (A =2 80)2 (3 — 3m)
(A g)(—33 +a27m —23m?) — 232 - (8m — 33 m2+4 23 m*
+ n2A0 [Blugd gmooaple? + 1683 g
+ 2t go+poo(6o—27m)+p00(240—108)71)—*-336;;
g3 (15— Ym)
+ 8o (— 396 4+ 216m — 33m?) = p? (240 — 216 m)
¥+—g0(—66+54nz——3,—2"nzi)iy(—264—!—2161}1——661;1’)
= (— 33+ 36m— 3Em?+ 2kimt)]
+ mA AL [Frp(ep ) — Hpt(ep = g0 )+ 21’ (2 p = gy)
3 (ap gy) + p(2p = g,)* (30 — Him)
+ pE(2p 2 gy) (60 — 27 m) + fapd
+ (2 40)* (15— 3 m)
+ P2 go)(—198 + 108m — 232m?) + p2(60 — 34m)
+ (2= g0)(—66 +54m —32m?) 4+ (—132+108m — 33 m?)
— 33 +36m —32m? 4 2Rimt]
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+mE (M ) [B gl T 8rpigd + 162 pPgy T 138
+ et ug(6o—27m)+pig,(—276+54m)Ep3(324 —108m)
=g (15 —%m)
+ pge(— 396 + 216 m — 33 m?) == p? (— 276 +108 m — 33 m?)
+ &o(— 66 + 54m — 32 m?) = p(— 264 + 216 m — 66 m*)

£ (— 33+ 36m — 32 m?+ 223 m*))

7. La résolution de ces équations par la méthode des approximations
successives fournit aisément les valeurs des inconnues développées suivant
les puissances de m. On trouvera plus loin ces valeurs qu'il est inutile de
transcrire ici: elles sont, en effet, identiques a celles que fournit la deuxiéme
méthode que j’ai employée et que je vais exposer maintenant. Comme je
I'ai déja dit, d’ailleurs, cette méthode n’estkque le développement de celle
donnée par M. Hill dans son Mémoire : Researches in the lunar theory
(American Journal of Mathematics, t. 1). Toutefois, pour plus de
clarté, je vais en reprendre I'exposition dés le début et sous une forme un
peu différente, qui me permettra d’appliquer aisément les procédés de réso-
lution qui m’ont déja servi.

Le probléme a résoudre est le méme que précédemment. Je prends les
¢quations du mouvement sous leur forme habituelle (voir mon Mémoire,

déja cité)
1 d*(r?) f(M—I—Mo) .
2 de f(dR)_r— 0
cE_Ic_l’_r f(M—|—-M.,)+IdR
de? rode rd ror 0

ol, comme on I’a déja vu, et en gardant toutes les notations déja employées,

n're JR JR

R= A (r+ 3 cos2H) et (dR)_—-d + ——dv.

dv

Jélimine f entre ces deux équations; il vient, en représentant les dérivées
a 'aide d’accents,

arr’ 4 r't— rv”—zf(dR)-——zr——— o.

Comme les coordonnées du Soleil ne figurent dans R que par N’, 4 cause
deH=v¢—N,ona

f(dR) —R— %n”fr’ sin2H dt.
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D’ailleurs, on a toujours I'équation employée antérieurement
d 2/ 3 5272 12 o3
jt(r-v )+ 2n2r2sinaH —=o,

de sorte que celle déja obtenue peut s’écrire finalement sous la forme
arr’ - r— 22— on/r2¢' — 2n'2p2(1 4- 3 cos2H) = const.

Ce sont ces deux derniéres équations que je vais utiliser.
Je fais toujours ¢ = N + A et je remplace 7 et ¢ par

x = rcos},

y=rsin},

de sorte que les nouvelles inconnues sont les coordonnées rectangulaires de
la Lune dans son mouvement relatif par rapport & des axes mobiles, O.r
¢tant la position moyenne du rayon vecteur de la Lune.

Les équations deviennent alors

d
gz[n(xﬁ + ) +axy'— 2yl +3n2xycos2K + 3n"2 (22— y?)sina K=o,

2(x2" 4= yy") + &4y —2(n+n') (zy' — 2'y)

— (224 y?) (R 200+ 3n") — S0 (22— y?) cos2 K+ gn'2.xy sin2 K = const.

8. On peut développer . et y comme j’ai développé X dans la premiére
méthode; je pose done

r=o(1+ Zx,cosV,),

y=oaly,sinV,,

les V, étant les mémes arguments que précédemment (o exclu), et la sy-
métrie des séries étant toujours supposée conservée. Le terme constant, «,
dans  est unc constante arbitraire qui s’introduit comme conséquence de
la méthode employée : on la déterminerait aisément en revenant aux équa-
tions primitives. D’ailleurs, il y a une autre constante arbitraire véritable
(correspondant & excentricité) que j'appellerai v et que je prendrai égale
au coefficient de sin G dans -]o—;, de sorte que y, , = 7.

Alors les cocfficients x, ,, y,, seront de la forme

— g (D) IS IRITI
Tpq= 01" (2 -+ 20+ 26t +. . ),

Ypqg= ‘fllq'(}’;}?,}; d Vgt et ),
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les .9 99 étant analogues aux AY) . De méme, g sera de la forme
Py P o P9 =
g=n(gw+ g+ gmn' + 8@ +...),

les gy ¢tant analogues aux gi; gy doit, d’ailleurs, coincider avec g,, de
sorte que j'écrirai simplement g, partout.

Je substitue maintenant ces valeurs dans les deux équations; le résultat
se développe, pour la premiére, suivant les sinus des arguments V, et, pour
la deuxiéme, suivant les cosinus des mémes angles. J'égale alors a zéro les
coefficients de sin'V, et cosV, dans ces deux résultats de substitution (la
valeur o de V, étant exclue), et j’obtiens les deux équations suivantes, que

I'on comprendra comme celle qui donne A,

Vp, = Vp,=Vp) S[kp(hp—kp)xpYp 4 kp(Vp Y po— Tp, ZTp,)]

Vp,+Vp, =V, 2K) +m2E[22, Yo, = (Y, Vpe+ Xp, Zp)] =0,

V), +Vp,=Vp) S((kp kp,—bkp—1—2m—3m*) (yp, ¥ p.— Zp,Zp,)
- 2(1 + 'n) (kl’t - k!’a)xl’nypa]

Vp|Pi— VI’2: Vp'_:ZK) -+ nlgz[%(ypx)’l’i_’_ xplxpﬂ) =+ %xl’nyl’»:] = 0.

Dans ces équations, V, et V, peuvent prendre la valeur o : il est clair,
9 . " M R . . — B —_
dailleurs, que, si V, = o, on doit faire x, =1, y, = o.
Dans la premiére ligne de chacune de ces équations, je mets en évidence

_ . . .. V,, { o .
les termes qui proviennent de la combinaison vo§ = |y, buis, entre les
Pe p

équations ainsi éerites, j’élimine x, mis en évidence : jobtiens I'équation
suivante propre a déterminer y,

A') ,—r—V 2:V) 3 . .
r ’ ,> 2hp2ghp kp (Yp, Y ps— 2p, Zp,)

Vo Vp, #o0
. —|—kp(/.‘,'§—l+§m2)2(/{pl—k,,,,)x,,, V.
R (kg — 1+ )y, = s

Vp+Vp,=Vpx2K) +m?[3k,E3(I+14+2m 4 im?)]

1 , 1.
X Z(?)’f’l} I’~:+ ?‘rplxl’ii ‘TP:.)/PQ)'

Quant & ., je reprendrai, pour le déterminer, la premicre des deux
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équations obtenues plus haut en I’écrivant sous la forme

k,

Lp=— 5

Vp, -+ Vpa = Vp)

vp ’vl) #o %Z(k!’x— kl’z)xpluyps_l__ Z%(.}/nyps_ ‘rpl‘rp-:)

3 m
vl’:‘*‘v[’izvl):‘: 2K) = Z T Z(—%ypl‘yl‘x_F %xp.xp-:i wl’:yl’i)'
! 4 Ap
Telles sont les deux équations fondamentales que je vais appliquer; on
voit, d’ailleurs, avec quelle facilité le calcul relatif a x, pourra étre achevé

quand on aura fait celui qui donne y,, les mémes quantités se reproduisant
dans les deux équations.

9. Si maintenant on remarque que

Zy,sinV,
T v
1+ 2x,co8V,

) =arc tangg = arc tang

on obtient aisément la relation suivante pour déterminer %,

Ap=Yp

Vo, +Vp, .=V | . .
Vl v P> z ;"'Tpx)'pa""%}’p;)’m.}’pa_xpllpeﬁ'paypf*‘%J’nyp:)’myp.;)’ps"‘"'
Py Vpyy ooy ZO

+ _ .
t Xy Zp Yy Tp X p Tp, Y p 2%y Tp, ¥ p, ¥ p, Ve

X Xp, Xy, Xp Y p,

Cette relation déterminera en particulier la relation qui existe entre ¢ et v;

. . &
si I'on fait - = 0, g sera de la forme

0 =0, + 082+ og,et+. ...

10. Les coefficients que je me propose de déterminer sont, comme pré-
cédemment, ceux de la forme x),, '\, )., ¥, ct, en outre, g,; on
fera d’ailleurs, sur P'ordre de ces coefficients, les mémes remarques que
celles faites sur 'ordre de A}, A3 les conclusions seront les mémes.

On peut alors écrire les équations suivantes, dans lesquelles les termes
utiles figurent seuls : j'indique en méme temps jusqu'a quel ordre elles
permettent de calculer les inconnues sans qu’il soit nécessaire de les com-

pléter.
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Y Yy, MY, jusqu’au neuviéme ordre :

hpr (b —1+3m*) Y,

J.23

(0) {0) 7]
Z2,0) 2,0

=32 (YLt + 22 20)) —rept(hpt— 1+ im?) (2, ¥, + 20 ¥,
+mE(Qp A 6pt 4§+ 3m 4 am?) [§ — (%) + (243)*]
(g — Ot — § — 3m— L) [y 't HOA) ) —
LT
T = e — 3 (@ ¥+ 2 y00) — (0 -+ 2 #))
3m?
8{;, ______(},(0) )i_l_(x(o)) ]
3m?
I 814, [x(bo)o__ym) + 1 (),10) )z (xm) )2_1.(00),(20)
TN
K= i — S iy = () (@)
Yiws @45 MYy jusqu’au onziéme ordre :
16 42 (16 P2 —-1—|—§m2)y(°’
=163 () — (@) + 9685 (i + 20 wi%))
_321"‘ (16,u ———1—|—3m2)(x‘° (0) +-l'(00}’(0)
+nr(18,u+24p.-—|-—+3m—|-7m2)
< (@ P Yy Ol i+ 2 % — i)
+m?(18p — 24 p2— 2 — 3m — Im?)
X (@0 — Y0+ YLy, + @) 2, — 20, i) — 20 ),
T e e e e
o= 2y — Ap (@ + 20 )
-+ 1 [(y(()) (x(o)o )2] (y(O' (0) _i_x(o) ‘T(O)o)
+ 3ms (@0, + 40 o 7 0 @), -+ 20, y40) (0) 1,(0)
16 Y20 =X, + 2302, Z30Y 40— Zi0) 50)
3m?
) )
J— m y(o y(o) (0 + x(o‘ x(O) x(zo)o (60)0 — x(‘oo},{o)
T e
S 0) (0) (
K= e — @y — 2y + 20y

+2 ,(0) (‘}/(0) )2__|_(xf0)) ]+2‘Z’(0 (0) [(y(o) )2 (x(o)) ]+.."
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)
Vv Tios Moy jusqu'au neuviéme ordre :

36p2(36p2 — 14 2m?)y)
=960 (¥ 0 — @ @) 1207 (36 p® — 14 I m?) (— 22,y + 20 ),
+m2(27y.+541.1.‘-’+%+3m—|—%m?)

><[a:’°' },‘0)_'_ (Y(zo,)o)z‘l‘%(x(zo,)o)?_*‘77(00,},0/]

J0) (0) — a0 y40) (0 (00 2,00) __ 22(0) ot
Lglo — 31‘”’ + p(— 2 Yo =X, 0)’20)“".7 0o — Xy T

+'§;( o X () 2 (@) -+ 2
+

(0) — ad0) _ 20(0) A, (0) i) (0) \3 (0)
)‘oo——Je,o Zay0) k0 xw)]zo"‘ ()’ o)+ (29 }’g,o

2, jusqu’au dixieme ordre :

go(gs —1+3m?)

=28 2ppr—g) Lyl Y@l 2p (4 g0) (L R+

2,17 2 ’0 )
+4P~([IP~_‘00)(}’(0) 7’5,—1+x(00w4 1)“‘4“(4“4‘570)(.7(5(:)0 (50,)1“_1(4?}0‘1'(4({)1)]

+ 8o(gi—1-+3m?)

X [— (bp— 00)(‘%;0)0 ‘;’__’_1—}—.}/(0’x‘o_l)—(_hu,—i—oo)(xz 0.721 Yoo xy,

— (Bp — &) (@il +r 0o #0l) — B+ 80) (00000 + 00 2]

.1

+m* (804385 + 3+ 3m+im?)

=< [ac“)’ _)(20’)_1 _ Vlo) +a‘“}’ x“” +x‘° _)’{20,)0'1'(00.)1
)’(0] V(O)—l —|—.Z"2°)0 ’0) xkoo)’\ho,)—l +J/(”0‘0‘Z\40,)—1
B el el —rte)
+m?(3g,— 382 —3—3m—Im?)
X [l — 28+ + 2t ol — o, — % o
e+ ot —
— L)+ 2, 2 ”—xé(’&).}(f)l 2 ]
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P

x,, jusqu’au septiéme ordre :

. g _ B . P
== S = (G = o) (e
— (G g ) (@200 + o 20))

— (8 — ) (@000 + 0 20

a0 (0] (0) n00)  _ ay(0) a(0) _ a(0) a(0) _ an0) ar 00 a(0) .0)
DaoXa 1 — Za ooy — Va,0) 21 L0021 T Vo e—1 T Lia Ty
—i—é ’ng(lﬂro) — Oyl 0] 00) 00 (0) o)
b gy Tt T e Y20 2,0 To,1 2,0 —JV2,0%0.1
P
0 0) (0) (00 n(0) o000 (01 i 0)
YooXutr H &R0 — 2Py =y all))
3 m?
I r0)  _ a(0) (0) A2 (0) 20) __ a(0) __ Ad0) a(0)
Vg (23} Y1 T Ya0 T a5 0%0 Zy0 —Va2,0%0.1
>0 .
(0) 300 (01 100) (0) 200 __ 2,(0) pl0)
— Yo ye Al a2 vdl — vl ey l))
I et e e i e e e e e e e e e

g, jusqu’au septiéme ordre :
5o= A + By, 4 B2 | 4+ Cpf - Ca? -+ Dy, -+ Dl 4.,
en faisant

A= (=0t (@ )],

B=— i)+ 2(— yRyh - oihaly) + 30— ()]
B'=—y2+2( @0 — @0 r) + 380, [(ve)— (20)2],
C=— x;‘:’o,

I —
G'= )’(.’0)0’

_ (0) (0) \2 (0) \2

b =—xy, + (5 )+ (29,3
I ) (0) 4,(0)

Di=— y 0 + 229, 7).

Yooy Ty s Ny, jusqu’au huitiéme ordre :
(p—g)?[(op—go) —1+im* ]y,
=200 = 8) 28l + 220+ 2p(bp — g0) (P L, + 2l 20
Fap (e 80) (VL0 + 20 200
hp(6p—g0) (P Yl + 22l
+(2p— o) [(2pr — 50) — 14 3m?]
[ (21 £0) (@) + 7% 2l%) — (Bt — g0) (a2 yl8., =y} pL,)
— (Bp g0) (@0, 70+ ¥ 20%) — (10 — 80) (@8 Y40, + ) 200 )]
Fac. de T. — V1. J4
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+’”2[%(2H_go)+§(21~‘ 80)+ 3+ 3m+im?)

(= Py a2l L, —
i it ety i
— P ) e — Yt
T ) op— g 3~ o
X0 = Y L ) — alt 0 —

}/’0) —I—JJO) x(O) __l_a.(o) ),(0) 1(0)

(0) 1,00) z0 (0) 4,00) 0) 1
20}’6,_,—!—1' —Z50Y6,-1 T Y20 xdl))
-+, e e e e e e et C et ettt et e e e
20— 2,
£0) — Ty S50 .(0) (0)
Ly =7 — P Yali+3 ["‘(2#‘*‘00)(‘25 ,0‘5_.)’ xo,n)
_ _ (0) Yo, 2
(6p &o) (Y 0.7@,—1 0 TYL))
_ (0) 000 (0) ,(0)
(6p—+ g9) (2 X 2,1 Yo Ty, 1)]
— Y 0 0 ) 0 01 0] (0) g0 (0) .0
Y20 Ly 0Ly 2,0 1 T Lyl g XYL — Y o.yz,l To Ly
3 m?
2 - L00) .(0) (0) 3(0)  __ .00 v
+ 4 QIJ-—"o(l Nl Bl ROV SRS S oL 1+x2,o.72,—1 Jroda
4 8
Y 20 g0 (0) A0 )0 )
20}/’1 La0 Ly — &y o.) + ) 20%2
__.3_ i (20— 4o > + i) x“” — ) 400 o)
A — 2 byt — V1 0.77--1 o.}-,—l JFaoda
(0) (0) (o) H0) pl0)
— )+ 2l + & — Yo%

b T

M, = —(Ay, L By B 4 Cyl0) 4 Gl - Dy

Y X300 WY jusquiau huitieme ordre :

(rpr80) [(2p 4 g0 ) — 14 §m2 ]y}
2(?P‘+’)0)[2H00()/(20)0_‘T2 VR
Fhp(2p— g0) (VL rel 2 2
H2p (b +80) OV + o 2]
+ (20 4+ go) [(2p+ g0) — 1+ §m?]
XL(Q‘-’*_ao)(r‘O)'“ (O)x‘ol)
_(GH*go)(xi03}2,—1 ](40)0$0) )_(6H+00)(‘r20y+0,1+),(201."l‘0’l)l
+m?[%(zp+go>+%<2u+go>2+%+3m+%m2]
< (ot + 1 — Ay S+ L, — Sy, Sl

' (
_)'20.1),"220,)1 +a o) x(?o)l —|—.1‘“” \20)1 },(0) 1"0) )
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[ (g + g

=< (x“’)

(0) +J(o) +w0)x(0) x(b%_ {i%xtoo’)l
F RN @2 — 2y — R )
B B
= T o — g0) (@) — )
—(6[-1- oO)(x.,oy(0)1+V(o) o) )
— (64 g0) (24 )0y + Py 2]
YR @& — YO L — a0 @0 — i ) — ) )
3 e (el SN L — L
yIO) 0)]_‘_.1"20)0)/'20‘1 .)/2 Ox(20)1)
_23;_ zp.'j— go(xrol —)”“” +y<o) —|—x“” x“” _1.(07__}«)) x“”
+ eyt + oyl — "’,’oy L= Y0 T)
B L
MY = (Ay‘_",’ + By L+ B2l - Cy 4+ €2, + Dyl | + D2l ).
Yol 0L, A jusqu'au septiéme ordre :
(hr— &) [(Ap — go)* — 1+ Fm2] yoL,
=2(hp—g) [2p(2p — 80) (PR YL, — 2Py 2
+4f""00(.7(0) (0)0*1'(00,)1)
+2p(6p—g) (VLo yel, + 2P a0l )]
G —8)[Gpr — 50)*— 1+ §m?]
X [go (008 — ¥y 2Ply)
— G5 (200 + ¥ 2 0h) — (B — go) (@) yoL, + ¥l )]
+ P3G — o) + (4P — o)+ 2+ 3m -+ 2m?]
e (x(o) ' +.}’(=.:0,)—1 —_ (0) _l_x(o) x(O) x(o) +y\0) x(o(:)l
__‘},l203:.},(k0)_1 + x(O (50)—1 -+ .Z.(()oy(b(’i,‘_1 — V(Oox(O)
+m (A —80) —3(Ap — £0)*— 3 — 3m — 2m?]
X (Gl =yl Yyl R O — @0 ) — 9 20l
malv S AR e A U —»T‘:’oy“” YoxPly)
4

I T

—Hep+ ) —3—3m—im?]
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20 __L”‘L“"'(O O L gy (2] yio 10) xsm )
hy—1 — P SR SolXa0)a,—1 — V2,0%2,1
. (0) ()
— (4p -+ go) (2 + ¥ xe))
(0) (0) (0
‘_(8["' gO)(‘rz oY 6,—1 + 508 ’1)]
0 (0)  __ Anl0) (0)  ___ Ap0) (0) !0!_ A0) ) (0!
-+ 3"2,’—1 W ko T Xy 0Ty Ye, ool — syl
3 m?
- ( \20)_1 (‘20)—-1_)'(0, +x(o> x(o‘ (0) -+ ‘un 1“”
b hp— 8 ’
(0) 0) ~(0) A0 A0) pt0)
)z P e S WY 70}+~1_. <
. m? (20 0 4 O ) - o) W i)
0 — gy et — e, Yoy RIS A
0) 4.(0) ) J(0) (1) 0
+ Yo )2t x 2 2P — 2y Y=
.. TN . ot 6 e e et e e e st et ettt e et

>‘gl:_(m A B B Oy e G - Dy e D e,

13

YA, WY jusquiau sixieme ordre

(=g 4R+ g )P —14+5m2 ]y,

=204+ g [Arge (0P — 2y 2l +ap(ep 4+ g0) (0 — Pl

+ G+ g)[(4p 4 go)* — 1+ 5m?]
XA =g (2 — ¥ @Ph) + go(— @, ¥l + x5l 1))
S+ m5 (A o)+ (A 4+ go)P+ 5+ 3m 4+ Fm?

< (@ 0 o el el )

; (ana, ) !
____,“ =y A s [ = g0) (2 — i)

+g0(——lrx v 2]

2,0

»0) {0 (0) A0 _ (0) 0}
Vo T o Lo ) o.)/ Ty Ta

3 m?
-+ = (x" _'_} 0) _|_]0) +x(0) l’““ _}_1.(_)0:) -%)("’x"' )
EPEE .
N i
o e e et e et e e e e e e e e e e
A— ( Ay + By =B =Dy D 4.
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Vil Lok, AL, jusqu’au huitiéme ordre :

(632 0 [0 & g — 1+ by,
=2(6p 2 &) [62 80 (V& T 2, 20}
+2“’(4}*i—oo)(}’w))’(ao,l-l'"x(zooﬁm
HAp(ap = o) (PP — & 2]
+ (6p = ) [(6p == g0)* — 14+ 3m?]
X [E (6 =F o) (&) o—k—)f(m‘”(oz)
+ (2pEg) (—a 20.7(0) +y‘°) ?74‘{L1)+(2H1g0)($(00)‘2‘1) _)’20,0*1(4041)‘[
2 [3(6p = g)) +3(6pEg))+ 3 +3m+ im?]
X(l'[f,o,l_n’F}'(r‘O,): +y(0) x(o)x0)+x(0 +)\o)xf0

(0) ) (0 (0 (0) L(0) (0)
SR SR SNV S AV SN ‘rz,)o)’a.:l e L)

eSS S
) 6u = o
N — S50 ) (0) H0) n00)
N 5 =1ty [—(6F+ o) (2§ o—&-.}eolo,\)
0) (0 A0) pt0
+(2pEgy) (— 2P e 290 20L))
0) (0) ,.(0)
+(°U'+oo)(*7'4,o (z+1_) xz,rl)]
(0) (0) (o A0) L(0) a00) 0) (0) (01
e 4 WIS S A VL SN AL S AL UL A e
9
3 m
z (0‘ ,(01 ,«0) Hl) —|—on (0)
46{“_,,( wer Yk B2 2 AR
_'_)(20.)0‘(0)—1 -+ *Z"O} xw)ﬂ 4+ 2Py Pk, -+ Yo aey)
B T
. 1 .
P ’-_—[A) B),H—FB’x, L+ Dy + DRl
To
) 0) 01 4000 (0) () Ay
-1—y0+“——x50+2()2,0 40‘*"3 i) 2P [3 (Y% (901

R e A e A T e oy‘;”’o — ¥y L))+ 3 (xR
T ].

Li. Ces équations, résolues par la méthode des approximations succes-
sives, donnent les valeurs ¢erites ci-dessous des inconnues développées sui-
vant les puissances de 72; comme je 'ai dit, d’ailleurs, les valeurs des &, et
de g, obtenues ainsi sont identiques a celles que fournit I'application de la
premiére méthode. Enfin je fais remarquer encore une fois que les calculs
ont ¢té menés de facon a obtenir, dans les valeurs des &, et de g,, la méme
approximation que Delaunay.
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Voici les résultats :
o Iy 59 893 ., 2833 16671997
) R — 2 . 3 5 <
B e N —+ YT m* 4 5.3 7 —+ e ms
211202789 . 83566343101 15 423 553 283
212, 35,5 213, 36,52 211,37 53
. 19 32 . 1475 8032171
I = -?:m“’ R PR 3535 m? 213.3; 2
20334845 . 19114763 8300239033
1,,4 A2 gt — QI TIATDS s 9_ m+. ..
o2 33 213,365 212,37, 52
N 1 39 893 . 2835 . 8304449
(0) — 2 3 ¥ 3 - B
b =g Gt o Rt e 212, 3 v
102859909 . 37481753 501* " 475 281653*
—I———“——Q-Q——Qm‘ 732 770 2 5 A L M.
21,335 212 36 52 28,3753
.25 371 104 023
SO0 —— b m? — 6
Yo = 5s + 25.3.5 28,32, 52
5561611 5298846601
+ = m’ _ ———mi4. ..,
28,33%.58 o1%. 33,54
: 811 12154 3421109 .
aly = mt = = m® 4,9 & 4——9m‘ R
o 27.3.5 28, 32,52 27.3%.5%
201 6 647 623
2O = = mt - 49 _ s A ms
o 29 2%, 3.5 28,32, 52
31363361 .  8a6j9o012303* | .
7 — me ...
28,33,53 otk 3+ 5t
76 1570
0 — 729 7997 pyt e ..
Yoo — 3.3 +212.3.5.7 -+ >
, 2
ady = _2?39 mé4...,
15 664 571
o :37 6 i 57 mi4...;
W 9123 2!1.3.5.7
3, 225 hojt . 265493
o :1-——;m-———2?m3— S M —on m?®
12822631 . 1273925965
21,3 T oy ™
31253* 28 924 18g*
__ 66702631253 ms_297268 924189 .
218,33 223, 3%
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.I,‘m)

1 3 ,, 103 . 12933
— = 4+ —m*+ me° - m*
2 23 29 1

I

615.8“' s 22 87739 +1230127413

7
S3 Y L SRR

5 e 3013 b 280 879
al0 o1k

|\1

gy

I
|

N
@

0742 201 3 362 o7 79109
2/“. 32 vt — 219, 33 U

15 67 48 761 . 470887
w}‘l"’)_l_ﬁ m—l—— m? 4 3 md /9 5
128267143 . 2064 622 069
2'14./33 m’~+ 219 36
6 155 897 818+~ 717 , 53 393 048 083 583
21 35 5 218 36 52

m*

mé. ..,

311 311

2t 26 2103 7T Tol0 32

107 695 621 S 84717 323 16_12352910703241

7\3‘1’_,_1077 —|—-9—m—|—4§2;7 +18?:)§)§7n

130 463 405 s . 4389108 607
Siv 33 M+ 216 3%

1391770912 969 389929802 993113
221 35 223 36:‘ m +’

7, 17 1103 . 591361 s
23 23.3m3+ 26,32 mn 2tz 33 "
19 835 681 132082/6009
Tang M Tomgs o M

8 . 6103 630763

13

G 3T SnE
12 445 843 . 325461413

ol4 3% 218,35 Tt

m2—

o

+ 16 232 479 . 342 449 669* T

— mi4-. ..
215 33 o1 3% 22235 5 -+

J.31
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o
. 100 1 g1 N
‘,107 l_ ”13+ 9 ()

28 29

, 342843893

m*—+

ANDOYER.

r e/

I 231419

n’

2%.3.5

et 21387 963091

ol% 32 52 919 53 R
v 5 1353 363
{0y —— 7 3. 4 9 7 5
=Mt — o m —3—m
40587119 459861461911 .
MRETE YR I TR
. 235 s701 . 619755
W = e L b 219799 s
*y DY 2!3
456 153 881 e 194906 017 201*
-+ 215,325 m 18,37 52 mi—-. ..
167 697 2 680 87~
0 / 4 9997 5 77 6
Py = Srmt 593 5™ + ST 3E 5 M e
. 18 2
) :Wzm“—b- —smii. ..,
’ .5
=4
. 09 15 403 14 881 477,
10 = mb e T S L m
1 28 27.3.5 211,32, 52
2505 sh 141
S0) 5 / 4 6
Y= M - mé ...,
) 2805
[ R p— H
Pl = e mi
<oy _ 4635 . 6033559 '
re—1 = oIl 2133 T
3971
{0 _
yba - 913 3 m’—+ ’
G0 —
Xy = e ,
171171 -
S0 2/t .
/\671 = i3 md—...;

12. Dans ces formules, les nombres marqués d’un astérisque sont ceux

b
qui different des coefficients correspondants donnés par Delaunay dans sa
Théorie de la Lune (Mémoires de I’ Académie des Sciences, 1. XXVIII
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et XXIX, sauf pour la valeur de g, que I'on trouve aux Comptes rendus
de I’ Académie des Sciences, t. LXXIV). Comme je I'ai annoncé au début,
ce sont tous les coefficients qui correspondent (en tenant compte de 'excen-
tricité ) aux termes d’un ordre supérieur au septiéme, et qui, par suite, ré-
sultent du Chap. X de I'ceuvre de Delaunay, intitulé : Recherches sup-
plémentaires sur la longitude de la Lune. v

Je ferai remarquer, en outre, que le coefficient de m* dans A’} se trouve
donné exactement dans la Théorie de la Lune de de Pontécoulant, et qu’en
transformant convenablement les résultats donnés par M. Hill dans le Mé-
moire que j'ai déja cité, on retrouve les mémes valeurs que ci-dessus pour
les quantités A, A0, ALY

Je me propose de continuer trés prochainement ces recherches en consi-
dérant, d’une part, d’autres inégalités de la longitude de la Lune non moins
importantes, et, d’autre part, en étudiant, au point de vue du calcul numé-
rique, les formules ct développements en série que I'on rencontre dans ce
Mémoire.

Fac. de T. — VI. J.5



