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Notre série est donc absolument et uniformément convergente pour x ~ u sous
la seule condition que, si l’on pose

la série

soit elle-même convergente. On a alors

en posant t

ce qui définit une fonction entière dejr.
Cela étant, reprenons la formule (i i). Soit

). étant compris entre o et i, et o variant de o à 27r. On a

Supposons x positif. Tout revient à chercher le maximum de la partie réelle
de 

t 

quand t décrit le cercle de rayon ),. Or cette partie réelle est~ p

Appelons /?~ sa valeur. Il vient

On voit que n2 doit être tel que

d’où

Finalement



et, suite,

o.

Si donc un peu trouver un nombre y, supérieur à 1 tel que la série

soit convergente, la fonction

est intégrable de o à + ~, quel que soit l’entier positif p.
Cela posé, cherchons à réaliser les égalités

Posons

Il viendra, en vertu de la formule (7),

Or soi t

L’égalité précédente peut s’écrire

d’où

c’est-à-dire

Finalement

Mais



On a donc

Le problème des moments est résolu, mais par un calcul purenzent formel.
Il faut maintenant discuter la solution obtenue. Je me bornerai sur ce point qui
demanderait des recherches spéciales, à donner quelques indications générales
et à signaler quelques exemples.
Tout revient à étudier la fonction définie par les formules précédentes.

Une méthode consisterait à poser

Si ail est le coefficient général d’une série de Taylor ayant un rayon de conver-
gence fini, il en est de même de comme le montre la transformation

d’Euler, et alors la série ~~ (x, z) converge certainement pour les petites valeurs
de z. Le théorème de M. Hadamard permet d’ailleurs d’exprimer 2~ au
moyen d’une intégrale définie portant sur les deux séries

qui sont supposées connues. Il resterait enfin à effectuer le prolongement
de Cf (x) z) et à étudier cette fonction comme fonction de x et z à la fois, parti-
culièrement au voisinage du point z == ] x demeurant positif; et c’est à quoi l’on
parviendrait sans peine en faisant sur les a,~ des hypothèses semblables à celles
du Chapitre IV. Mais je me bornerai, pour abréger, à quelques remarques.

Imaginons d’abord qu’il existe un nombre p- supérieur à i tel que la série

soit convergente. Alors, en vertu des lemmes établis plus haut, la série

est absolument et uniformément convergente pour x> o; elle est intégrable terme
à terme dans l’intervalle (o, + et l’on a



M et t la désignant deux constantes positives assignables. Dans ces conditions, il

a pas de difficultés; nous avons une solution effective du problème des mo-

ments. Cela a lieu notamment si ( 0394(n) czo |1 n tend vers avec I , pan exemplen

si a,t est une fonction entière de n inférieur à 1. . Un cas particulier
intéressant est celui où cc" est an polynome entier en n : 03C6(x) s’exprime alors par
une somme d’un nombre limité de quantités D", car est nul à partir d’un
certain rang.

Quoi qu’ il en soit, le problème des moments est résolu pour les nonzbres «,t
de la foinze

G désignant une fonction entière d’ordre inférieur à 1 ; ; et la fonction 
qui prend place alors dans les formules

est comparable pour les grandes valeurs positives de x à une exponen-
tielle = const. > o).

Cela posé, je vais montrer que, de toute solution du type précédent, on peut
déduire une solution analogue pour les nombres an b,t, ~,l la forme

En effet, soit

avec

M et li désignant deux constantes. On a

d’où

c’est-à-dire

avec



L’interversion des signes est ici légitime, à cause de l’inégalité que q vérifie,
si l’on a

N étant une constante positive assignable. On peut alors écrire

Or

pour x positif et t compris entre o et i. D’autre part, dans les mêmes conditions

d’où

/3 /e~ ~ /~

G(n) désignant une fonction entière de n inférieur èc i (1).
Je vais généraliser ce résultat en suivant une marche analogue il celle du

3~~. 

Soit

avec

pour x > o. En général, cette formule définira comme fonction analytique
de n, holomorphe dès que la partie réelle de n sera supérieure à - I . Cette

remarque explique et justifie les hypothèses que je vais faire.
Soit

( 1 ) Un raisonnement identique à celui du n° 36 montre que la mème conclusion subsiste

pour les nombres «,t de la forme ra ! G ( n) H ( dt], H désignant une fonction
~ , 

0

en tière.

,



une fonction régulière dans le cercle de rayon i . Je supposerai tous ses points
singuliers situés à gauche de l’axe imaginaire, et même, pour simplifier l’écriture

(mais cela n’a rien d’essentiel), je supposerai que le point - i est son seul point
singulier. Cela posé, je prends

La méthode de sommation exponentielle donnée par M. Borel conduit à la for-
mule

ou l’on a posé

Cette formule est valable dans toute la région du plan située du même côté que
l’origine par rapport à la parallèle à l’axe imaginaire menée par le point 2014 I,
en tout cas dans une région contenant toute la partie positive de l’axe réel du

plan Il.
On peut écrire 

~ /,

C étant un contour fermé qui entoure le point x = o et qui est assez grand pour

enfermer toutes les singularités de (I x). On prendra, si l’on veut, pour C un

cercle de rayon supérieur à i. Rien n’empêche d’ailleurs de déformer ensuite ce

contour, pourvu que, dans sa déformation, il n’arrive jamais à rencontrer le

point - t .
Soit A un nombre compris entre o et i. Choisissons le contour C de la façon

suivante ’ I° un cercle C j de rayon 03BB03C0 2a décrit de 0 comme centre ; 2° un cercle C2

de même rayon décrit du point - I comme centre; 3° une portion L de l’axe

réel pour relier les deux cercles : le chemin d’intégration est ainsi une sorte de

double lacet (’ ). Quant à a, c’est un nombre positif quelconque susceptible de
varier de o à + oc.

Tant que x reste sur C, la partie réelle de e-ax est positive, car l’argument de

cette quantité a pour valeur o sur la portion considérée de l’axe réel et 2 ’

(-.~ allant de o à 2~) sur chacun des deux cercles : dans les deux cas, cet argument

( 11 i Pour les petites valeurs de a, on suppose, en outre, À  ~~, afin que Ci et- C~ restent

extérieurs l’un à l’autre.



reste moindre en valeur ahsolue . On a donc
J

d’où

avec

il vient alors

si l’on pose

Le problème des moments est ainsi résolu pour les nombres cle la

mais il faut discuter la soliition 

Donnons à a une valeur positive quelconque. Le contour G est dès lors fixé et

la formule (i) a toujours lieu. ’

Il faut maintenant étudier Dans ce but, appelons le maximum du

module de 1 a ( - ) quand x décrit le contour C.x x
Je distinguerai les trois parties C,, C2 et L de C. Soient respectivement 03C81, 03C82,

û3 et ~,, c~2, ~3 les fonctions analogues à ~~ et c~ qu’on en déduit. On a

Cherchons des limites supérieures du module de ces six fonctions.
Sur C,, on a

d’où

A désignant une certaine constante.



Sur C2, on a

B désignant une deuxième constante.
Enfin, sur L, on a

d’où

C désignant une dernière constante.
On voit déjà que la formule (2) a lieu pour toute valeur positive de ~.
Examinons maintenant la formule (3) et, pour cela, considérons l’intégrale qui

donne ~. 
’

Supposons que 

ait un sens. Alors ~~ existe ainsi que

pour toute valeur positive de Il.
Cela étant, on a

Pour y > o, cette intégrale a sîlrement un sens, à cause de l’hypothèse faite
sur 6(a) donc ~2 (y) existe. Mais on peut assigner une limite supérieure D à
e-a 9(a) quand a est positif; d’où

Faisons le changement de variable

il vient



c’est-à-dire

Donc les Intégrales

ont un sens à partir de Il = i.

Enfin

Posons

il vient

c’est-à-dire

En utilisant cette limite supérieure de c~~ ~, ainsi que celle qui a été obtenue
plus haut, l’une pour les grandes valeurs et l’autre pour les petites valeurs de a,
on voit que ~3 existe. On a même 

’

E désignant, une constante. Donc les intégrales

ont un sens à partir de n = i.
En définitive, on voit que le problème des moments se trouve résolu avec une

entière rigueur.
La seule condition, outre celles qui concernent la nature analytique de cr,l

regardé comme fonction de son indice, est que l’intégrale

ait un sens ( ~ ).

( 1 ) Inutile de faire remarquer que, si a( t) est une fonction entière; le contour C se réduit
à Impartie Ci.



Si elle est remplie (’ ~, on peut écrire 
’

9(X) étant pour de l’ordre de grandeur d’une exponentielle telle que
e-hx (,Z - const. > 0).

F’inalement, nous savons résoudre le problème des moments pour tous les
nombres de la forme

étant le coefficient général d’un développement taylorien étudiable 
l’un des procédés du Chapitre 1 v.

Je n’insisterai pas sur quelques généralisations évidentes qu’on obtient soit en
formant une combinaison linéaire de formules telles que (4), soit en faisant dans
celle-ci une substitution x= ~x’, ~ étant une constante. Mais je vais montrer
que, si la formule (4) s’applique aux nombres et t ~,~, le problème des moments
peut encore être résolu pour les nombres u,l yl. Cela nous permettra d’atteindre
tous les nombres de la forme

c~" ayant les mêmes caractères que ci-dessus.

Posons, en effet,

on a

C~~UtI

avec

La discussion est bien aisée. On peut écrire, en effet,

n

(1) On peut prendre, par cxelnple, 



Posons

Il vient

or

quand z varie d’où

Mais

par su i te,

ce qui justifie nos calculs.
On a ainsi, pour le problème des moment un théorème analogue au théorème

de M. Hadamard, étudié dans le Chapitre V.
Remarquons que, dans tous les cas signalés, la fonction qui résout le

problème des moments, est comparable pour x _-_. -~- oo à une exponentielle de
l’un des types e-x ou C’est donc toujours une des fonctions appelées par
M. Borel 1 ’ ) fonctions de Stieltjes. ,

On a alors les résultats suivants :
i° Il n’y a pas deux fonctions de même espèce donnant lieu aux mêmes éga-

lités

~° La série toujours divergente

est une sér~ie de Stieltjes. De pareilles séries conduisent à des fonctions bien oé-
terminées ~ 

-

. ( 1 ) Mémoire sur les séries divergentes, IIIe Partie, § V (Annales de l’École Normale
supérieure; 1899 .



holomorphes dans tout le plan, sauf peut-être sur la partie négative de l’axe réel.
3° Chacune de ces séries est la différence de deux fractions continues conver-

gentes du type étudié par Stieltjes.
~° La somme, la différence, le produit de deux de ces séries est encore une

série de même espèce.
5° Une de ces séries n’est identiquement nulle que si la fonction correspon-

dante l’est elle-même, et il suffit que la série vérine formellement une équation
différentielle algébrique pour que la fonction qui lui est associée soit une inté-
grale de cette équation.
M. Borel, qui a démontré ces théorèmes, écrivait à ce propos : « Malheureuse-

ment, sauf dans le cas très particulier que Stieltjes a traité à l’aide des fractions

continues, nous ne pouvons indiquer aucune méthode précise pour reconnaître
si une série donnée est une série de Stie.ljes (’) ». On voit que les résultats

obtenus dans le présent Chapitre permettent de comhler cette lacune dans un cas
assez étendu.

Je ne doute pas d’ailleurs qu’on ne puisse généraliser beaucoup ces résultats.
Mais je me contenterai d’avoir cité quelques exemples nets, et, sans plus insister,
je terminerai par quelques remarques.

47. Le problème des moments est lié très étroitement m de lo

représentation d’une série de par une intégrale prise entre o et

- -E- ce.

Soit

avec

gn étant 1 e coefficient général du développement d’une fonction entière G. On a

Une discussion facile permettra souvent de déduire de là les propriétés de f(z)
dans une région du plan plus étendue que le cercle de convergence.

Pour faire la discussion, en notant par G’ la dérivée de G, on devra d’abord

( 1 ~ I). 1 2,2.



établir que les intégrales

ont chacune un sens, et convergent uniformément tant que reste dans un cer-

tain domaine T qui contient l’origine; puis, il faudra s’assurer que l’intégrale
~f’(; ) est développable autour de o en série entière. Ces points élucidés, on aura
défini dans T une fonction analytique de z prolongeant la série donnée. J’ajoute
que la discussion ne soulève d’ordinaire aucune difficulté sérieuse, et c’est pour-
quoi je n’insiste pas.
On remarquera que le procédé de prolongement dont il vient d’être fait men-

tion ne diffère pas, au fond, sinon par la généralité, de celui que M. Borel a pro-
posé sous le nom de méthode des séries divergentes soniniables (’ ). Lui-même
avait signalé quelques-unes des généralisations possibles. Comme il a donné sur
ce sujet tous les éclaircissements désirables dans ses remarquables Mémoires, je
ne fais que passer.

Voici un exemple. Soit

avec

une série possédant une infinité de pôles simples aux environs = 1,

semblable à celle flue Poincaré signale au Tome II de ses Méthodes nouvelles
en Mécanique céleste (’’), sauf qn’elle a un cercle de convergence. On a

(Fou

L’intégrale n’a de sens que si la partie réelle de z est inférieure à 1. Dans ce cas;

( 1 ) Journal cle Mathématiques; I896, et Annales a’e l’École Normale; I899. 2014

111. Rorel prend systématiquement F(x) - e-x.

(’) Page 3. Oo a ici f(z) = z cxe .

1 1 -a-- _ - ~



d’ailleurs, il est visible que l’intégrale f(z) fournit la somme de la série a,i z>i.

1

On voit que celte série définit donc une fonction holomorphe dans la région
du plan située à gauche de la parallèlè à l’axe imaginaire ayant + 1 pour
abscisse.

- ~
Une relation, établie plus haut à propos de 03A3wpe, permet d’étendre ces

conclusions au cas a une valeur quelconque réelle ou imaginaire : on a le

moyen f(z) comme fonction de z et w à la fois. En effet,

Alors, par changement de l’ordre des intégrations,-

en remarquant que

Soit maintenant,

il vient

Regardons f( z) comme une fonction de : ses points critiques restent fixes
quand z varie, f(z) est d’ailleurs holomorphe dans tout le plan (w), sau, f’
pour cw = i et cw = ~, et elle n’est pas uniforme. Regardons ensuite f( z)
comme une fonction de z : elle est holomorphe dans la région du plan (z) où

la partie réelle de I + I est positive, cette région est d’ailleurs formée

par l’ensemble des points du plan ( z) extérieurs acc cercle décrit sur le 
ment (1 , 2) comme diamètre. Tous les points singuliers de sont donc con-

tenus, quel que soit cw, à l’intérieur de ce cercle. En changeant le chemin d’inté-
gration par la formule



? devenant la nouvelle variable d’intégration et w restant fixe, si l’on pose

on trouve comme coupure

un cercle quelconque passant par les points i et 2 du plan (,~). On
voit ainsi que les points singuliers de f(z) sont distribués le long de ce seg-
ment (1 , 2).
On se rend compte, par cet exemple si simple, de la manière dont on peut va-

rier l’emploi de nos méthodes et dont on arrive à faire l’étude complète d’une
fonction donnée autour de l’origine par une série de Taylor.

48. Les procédés d’étude qui viennent d’être exposés sont susceptibles de
Initie variations.

Pour ne citer qu’un exemple, remarquons qu’il serait facile de trouver les con-
ditions de développement d’une fonction arbitraire en série procédant suivant les
polynomes PIl on pourrait utiliser, pour cela, les remarques données par M. Dar-
boux dans son Mémoire Sur les fonctions de grands nonzbnes, à propos des
séries ordonnées suivant des polynomes qui forment une suite de Sturm.

Sans m’appesantir là-dessus, je ferai seulement remarquer que, si l’on a

il 1 vie nt, en vertu des formules (i) et (2),

d’où la déterminalion des coefficients du développement de ~.~~x), lorsque celui-ci
est possible.

Soit donc .

Posons

on a



d’oii

et, par sui te,

Si 9(x) est pour x positif et très grand comparable à e-llX, on vo!t en posant
~ = a + Z 3 que est holomorphe pour

Quelle est la coupure? Pour a = ;, on a le cercle de rayon i , qui est le cercle
de convergence. Pour a = l, on a la droite u = I . on a un

cercle tangent en 1 au cercle de convergence et contenant celui-ci à son intérieur.
l’our a > 1, on a un cercle tangent en i au cercle de convergence et extérieur à
celui-ci. Une discussion aisée fait trouver dans ces divers cas des propriétés im-

portantes de f~~~ on est ramené à la discussion de pour les grandes va-
leurs positives de x.
On aura sans peine des généralisations de cette méthode, toutes les fois qu’on

pourra poser 

et qu’on connaîtra la fonction génératrice des A,1.

49. Toutes les remarques précédentes peuvent être étendues au cas où l’on
cherche à réaliser les égalités

à quoi l’on parvient à l’aide des polynômes de M. Hermine.
J’en puis dire autant du cas où les Hmites de l’intégrale sont finies, ce qui nous

ramène à notre point de départ.
Soit, par exemple,

Cherchons à résoudre ces égalités par rapport les x,t étant donnés.

Posons



les Xp étant les polynômes de Legendre. Il vient

désignant ce que devientXn(x) quand on y remplace xp par ap. On est

alors ramené à discuter la convergence de la série l (2 n + i ) Xn (a) Xn (x).
o

Si cette série est absolument et uniformément convergente pour - 1 x  i ( ~ ),
f (~) est holumorphe en tout point du plan, sauf si z est réel et plus grand que I

en valeur absolue. Si même la série en question définit une fonction de x holo-
morphe au voisinage du segment (- i, -I-1), f(z) n’a pas d’autres points singu-
liers à distance finie que - i et -t-i, mais alors cette fonction n’est pas uni-

forme.

Si, par exemple, les an sont donnés par les équations linéaires

aisées à résoudre de proche en proche, il vient

en tenant compte de la relation

qui donne

On aurait d’ailleurs des généralisations immédiates en considérant, non plus les

polynomes de Legendre, mais les polynomes hypergéométriques généraux. .

VII. - APPLICATIONS DIVERSES.

50. Je ne puis songer à énumérer toutes les a pplications que l’on peut faire des
méthodes précédentes. J’en citerai seulement quelques-unes, se rapportant encore

(i) Il suffit que la série en question définisse une fonction j(x) telle que l’intégrale

+1-1 [ y(x) [ dx ait un sens.



(pour rester dans le même ordre d’idées) à l’étude des fonctions définies par cer-
taines séries.

Tout d’abord, il est clair que notre méthode n’est au fond qu’un procédé de
sommation des séries. La transformation d’une série en une intégrale, suivant les
modes indiqués plus haut, est parfois très avantageuse au point de vue du calcul
numérique, comme l’a montré M. A. Janet ( ~ ~ sur un exemple auquel je me con-
tenterai de renvoyer le lecteur.

Cette remarque trouve une application immédiate dans la théorie des fonctions
entières, c’ést-à-dire des fonctions holomorphes en tout point du plan.

Soit, par exemple,

Cette nouvelle expression fournit plusieurs renseignements sur G(2) : : on voit,
par exemple, que Inéquation 

~ , ,

d’où

on a

n’a pas de racines réelles, que l’on a

pour 2 ~ o, que G(z) tend vers zéro quand z devient infiniment grand et né-
gatif, etc.

Posons, en général, 
-

a désignant une constante quelconque et p un entier positif. Supposons que l’on
ait

Soit w une racine primitive de l’équation binôme

(1) A. JANET, Comptes rendus de l’Académie des Sciences ; 18g4.



il vien t

On peut alors assez généralement, en suivant une marche exposée par NI. Poin-
caré dans sa Théorie analytique de la chaleur (1), trouver la valeur asympto-
tique de G(z) ou tout au moins des inégalités asymptotiques auxquelles G(z)
obéit.

Signalons encore un cas simple, qu’on généraliserait d’ailleurs aisément. On a
l’identité

Si (p entier positif), on voit que G(x) est le produit de e~’ par un po-
lynome de degré p en x. Si est une fonction entière de n d’ordre inférieur à t,

G(x) est le produit de ex par une fonction entière de x d’ordre inférieur à i.
En résumé, si est de l’une des formes examinées au Chapitre IV, la méthode

de sommation exposée dans ce Mémoire peut apporter une utile contribution à
l’étude des fonctions entières de la forme

autour de leur point essentiel à l’infini.
Je n’insisterai pas davantage. Mais je vais montrer maintenant que l’emploi de

cette même méthode ne nous confine pas nécessairement dans la théorie des

séries de Taylor. 
’

51. . Une fonction représentée pan une série. trigonométrique est-elle ou
non analytique? Une réponse peut être donnée à cette question dans des cas
étendus.

Soit, pour fixer les idées,

avec

( 1) Carré ; Paris, 1895. - Voir le Chapitre XII.



il vient

Les coupures sont

c’est-à-dire

Comme x varie de o à i en restant réel, ces coupures sont les parallèles à l’axe
imaginaire du plan (z) menées par les points de l’axe réel d’abscisses 2 kTC. On

voit donc que f( z) est une fonction périodique de z holomorphe dans chacune
des bandes ainsi délimitées.

Des résultats semblables peuvent être obtenus pour des séries autres que les

séries trigonométriques, dès que l’on connaît la fonction génératrice des fonctions
suivant lesquelles procèdent ces séries (i ).

Soit

les lettres Xll désignant les polynomes de Legendre, dont la fonction génératrice
est

Si l’on a

il viendra

La coupure est

x variant de o à i par valeurs réelles. C’est la portion (-+-1, +00) de l’axe réel du

plan (z). On voit que f( z) est holomorphe en tout point, sauf peut-être pour z
réel et supérieur à 1. . La discussion peut d’ailleurs être poussée plus loin,
comme il a été déjà dit; et, d’autre part, l’intégrale qui exprime est bien

développable pour - I  z  + 1 suivant la série donnée.

( 1 ) En particulier, la méthode s’applique aux séries de la forme 1 03B1n[03C6 ( z )]’t.
o



Soit encore

les lettres PIl désignant, les polynomes déjà considérés, définis par la fonction
génératrice

On a, cette fois,

et l’on voit que f(z) est une fonction entière de z.
La mème conclusion est vraie pour les polynomes de M. Hermite donnés par

l’égalité

On pourrait multiplier ces exemples.
A propos de toutes ces questions, on aurait des théorèmes précis en se repor-

tant aux conditions suffisantes trouvées plus haut pour que

Des propositions analogues subsistent d’ailleurs évidemment si an, sans être de
cette forme, peut être mis sous quelqu’une des autres formes de même espèce
que nous avons examinées. J’ajoute enfin que ces divers procédés peuvent servir
pour attribuer à des séries divergentes un sens bien défini, particulièrement pour
construire, à l’aide de la méthode de sommation de M. Borel, des fonctions géné-
ratrices irrégulières à l’origine, comme il a été fait à propos des polynomes Pllo
Mais c’est là un point qui demande un examen spécial. 

. VIII. - APPLICATIONS A LA THÉORIE DES SÉRIES DIVERGENTES.
’ 

~ 

52. Les considérations développées dans les pages précédentes sont en relation
étroite avec le problème des séries divergentes. C’est ce que je vais expliquer.
Mais, pour cela, je dois commencer par poser nettement la question.
Etant donnée une fonction analytique, que nous supposerons pour
plus de simplicité, l’un des objets importants de la Théorie des fonctions est d’en



construire une représentation analytique au moyen d’une expression tellement
choisie qu’elle explicite, autant qu’il est possible, les diverses particularités de la
fonction qui lui correspond. Si l’on veut une représentation parfaite, il faut que
l’expression trouvée soit aisément maniable dans le calcul; il faut, en outre,
qu’elle soit unique pour une fonction donnée; il faut enfin qu’elle puisse servir
à définir la fonction envisagée dans tout le domaine où celle-ci existe. D’autre
part, comme les fonctions interviennent surtout en Analyse par leurs singula-
rités, ces dernières doivent être mises en évidence dans l’expression considérée.
Or, si l’on en reste aux notions élémentaires de convergence et de limite, le pro-
blème de la représentation analytique des fonctions n’est pas complètement résolu.
En effet, on en a bien proposé plusieurs solutions ; mais, parmi ces solutions, les
unes (comme celle de Taylor au moyen d’une série entière, ou celle de Cauchy
à l’aide d’une intégrale définie) présentent le double inconvénient de ne pas ma-
nifester les propriétés de la fonction représentée et de n’être valables que dans
une partie du domaine naturel d’existence de cette fonction; et les autres (séries
de fractions rationnelles de MM. Runge et Painlevé ou séries de polynomes de
M. Mittag-Leffler), outre qu’elles sont d’un calcul difficile, ne sont pas déter-

minées sans ambiguïté quand la fonction est donnée, en sorte qu’elles peuvent
représenter zéro sans être identiquement nulles. En se résignant à des restrictions
sur la nature des fonctions étudiées, on peut, il est vrai, parvenir à des solutions
meilleures (par exemple, la solution de M. Mittag-Leffler pour les fonctions uni-
formes n’ayant qu’une infinité dénombrable de singularités); mais, au défaut de
n’être pas facilement maniables dans les calculs, ces solutions joignent celui de
ne se rapporter qu’à des fonctions d’un certain type. Que faut-il donc faire?
Devons-nous entreprendre la recherche de nouveaux modes d’expression des fonc-
tions ? Ne serait-il pas plus conforme aux principes ordinairement suivis dans le

développement de l’Analyse de s’ingénier à tirer parti des représentations déjà
connues, en élargissant au besoin les définitions sur lesquelles elles reposent?
Quelques observations vont nous fixer à cet égard.
La série de Taylor, si simple, si facile à obtenir et si connue depuis tant

d’années qu’elle s’est imposée, présente des avantages indiscutables pour la repré-
sentation des fonctions :

1° Elle s’est introduite d’elle-même comme un élément essentiel de l’Analyse; 1
elle apparaît comme un fait inévitable, et, d’ailleurs, elle est très aisément

maniable dans le calcula notamment aux points de vue de l’intégration et de la
dérivation ;

20 Elle est unique pour une fonction donnée, en sorte qu’elle ne peut repré-
senter zéro sans être identiquement nulle;

3° Elle peut servir à définir des fonctions quelconques, uniformes ou non
uniformes;



4° Bien qu’elle ne converge qu’à l’intérieur d’un certain cercle, elle caracté-

rise la fonction qui lui correspond (notion du prolongement analytique, d’après
Weierstrass) et fournit le moyen, au moins théorique, d’atteindre cette fonction
dans tout son domaine d’existence à l’aide d’un ensemble dénombrable d’opéra-
tions régulièrement classées (remarques de M. Poincaré sur les fonctions non uni-
formes générales); elle sig~ni~ fie donc quelque chose, même quand elle diverge.

Son seul défaut est donc de diverger en des points où la fonction qu’elle repré-
sente existe encore et, à cause de cela, de ne pas mettre en évidence les singula-
rités de cette fonction. Si l’on parvient à étendre la notion de représentation
taylorienne jusqu’à la débarrasser de la double restriction que je viens de citer,
on aura complètement résolu le problème que nous avons posé. Cela conduit à
voir ce que l’on peut faire des développements tayloriens divergents, pour lesquels
les notions élémentaires ne donnent plus rien, mais qui n’en remplissent pas
moins formellement le même rôle que les séries de Taylor convergentes.
La marche que nous suivrons consistera donc à généraliser les notions élé-

mentaires concernant les séries, de façon que nous en arrivions à faire usage
de celles-ci, même quand’elles ne convergent plus, en sauvegardant toutefois
le principe de la permanence des formes opératoires (1), comme on a fait
dans la Théorie des équations alg~ébriques en inventant les racines imagi-
naires. C’est ainsi que se pose le problème des séries divergentes.

53. Il importe de se rendre compte, par avance, des difficultés que l’on ren-
contrera.

Etant donnée une série numérique convergente ou non,

on devra lui donner un sens arithmétique au moyen de conventions telles que la
valeur qu’on lui attachera soit celle que prend pour z = i la fonction définie par
la série entière

à supposer que cette série soit convergente dans un certain cercle décrit de z = o
comme centre. Plusieurs conséquences découlent de là. 

"

D’abord nos conventions devront tomber en défaut lorsque la série 
. 

0

aura son cercle de convergence comme coupure (du moins, tant que nous n’au-
rons pas généralisé la notion de prolongement analytique). On sait que c’est le
cas général, si l’on part d’une série arbitrairement donnée. Mais, dans la pratique

( 1 ) HANKEL, Vorlesungen über complexe Zahlen.



les séries que l’on rencontrera seront liées à des fonctions analytiques générales,
c’est-à-dire engendrées par elles et non posées a priori; or, les fonctions inter-
venant surtout par leurs points singuliers, il faut regarder comme général le cas
où la distribution de ceux-ci est quelconque ; alors la série de Taylor correspon-
dante aura sur son cercle de convergence un point singulier au moins et trois
au plus; le prolongement sera possible. Nos conventions seront donc valables
pour la plupart des cas usuels.

D’autres difficultés paraissent plus sérieuses. On voit sans peine que les con-
ventions à faire doivent être telles qu’une série à termes tous positifs puisse avoir
pour somme (quand elle est divergente) un nombre négatif ou même imaginaire.
Il peut même se produire des circonstances (à cause de la non-uniformité des

fonctions) où notre série devra avoir plusieurs sommes suivant le chemin suivi
par z pour arriver au point 1 ( ~ ). En un mot, dès que l’on abandonne les notions
classiques de convergence, il est forcé que l’on rencontre des périodes pour les
séries comme on en a trouvé pour les intégrales.

, 

54. En parlant du problème des séries divergentes entendu comme je viens de
le dire, je me trouve amené à signaler un autre problème connexe dont j’aurai
aussi à m’occuper.

Existe-t-il des raisons permettant d’attribuer un sens à certaines séries de
Taylor dont le rayon de convergence est nul et, si oui, quelle fonction faut-il
attacher à une pareille série de Taylor ?

On sait que l’on rencontre souvent, au moyen de développements ordonnés
suivant les puissances d’une variable, des solutions formelles de certaines équa-
tions différentielles : : on verra que, dans des cas très étendus, ces solutions

formelles définissent des solutions effectives.

55. M. Borel ( 2) est le premier qui ait abordé méthodiquement, du moins pour
le cas général, l’examen du problème dont je viens de rappeler l’énoncé. Avant
lui, Stieltjes s’en était déjà occupé, mais seulement pour les séries développables
en fractions continues convergentes d’un certain type. Après lui, MM. Leau (3)
et Servant (4) ont examiné les mêmes questions, sans apporter toutefois un prin-
cipe de solution noueeau. Je terminerai ce court Historique par une seule re-

( 1 ) Exemples : LI I-z = n n ( pour z = - 2, z = + 2) et I I-z = zn (pour = 2),
(2) E. BOREL, Journal de Mathématiques; i8g6, et Annales de l ’Éco le Normale; 1899.
(3) LEAU, Comptes rendus; 1898.
(4) SERVANT, Comptes rendus ; I899.



marque : Cauchy fut le premier à faire comprendre la nécessité des discussions
de convergence et le premier aussi à montrer (notamment à propos de la célèbre
série de Stirling) qu’on pouvait tirer légitimement parti des séries, même lors-

qu’elles étaient divergentes. On connaît enfin les travaux de NI. Poincaré sur les
séries asymptotiques dans la théorie des équations différentielles linéaires.

Sans parler des généralisations possibles (indiquées d’ailleurs par l’auteur lui-

même), la méthode de M. Borel consiste à faire correspondre à la série numé-

rique a,t la série entière 03B1nzn et à celle-ci l’intégrale
0 0

M. Borel montre que la somme ainsi donnée à une série entière coïncide avec

la somme ordinaire lorsque la série est convergente. Nous avons eu déjà l’occasion
d’utiliser plusieurs fois ce procédé de sommation. Mais il est temps maintenant
de présenter quelques observations à son sujet.

Si la série définit une fonction entière, elle est convergente dans tout
0

le plan (z) et la méthode de sommation de M. Borel ne peut rien donner de plus
que la méthode ordinaire.

Si la série possède un cercle de convergence fini, on est ramené à
0

l’étude de la fonction entière associée

L’emploi de la méthode de M. Borel a donc pour résultat de dilater le cercle de
convergence jusqu’à l’infini. Mais cela ne constitue qu’un déplacement de diffi-
culté, utile seulement dans des cas particuliers (si l’on excepte ceux où l’on par-
vien t ainsi à montrer que la série donnée admet son cercle de convergence comme

coupure). En réalité, on a balayé toutes les singularités que possède 
o

dans le plan et on les a condensées à l’infini : il faut ensuite faire une étude aussi
difficile que l’étude du prolongement de la fonction donnée, celle de la fonction
entière associée aux environs de son point essentiel à l’infini.

«

Au contraire, si la série 03A3 03B1nzn a un rayon de convergence nul, la méthode de
0



M. Borel apporte quelque chose de tout nouveau. La fonction associée présente,
en effet, alors (au moins dans des cas étendus) un cercle de convergence fini.
L’intégrale peut donc définir une fonction analytique bien déterminée que l’on

attachera à la série toujours divergente an zn. La question est ramenée à l’étude
0

du prolongement de la fonction associée : on a, en somme, analysé les singu-
larités primitivement mêlées en 0 en les dispersant le long d’un certain cercle,
et l’on possède alors, en quelque sorte, le germe d’une fonction bien définie.
On voit, pour conclure, que la méthode si intéressante de M. Borel invite à

chercher, par d’autres voies, des procédés de prolongement qui permettent de
l’appliquer autrement qu’à des exemples tout à fait particuliers. C’est à quoi nous
amènent sans peine les méthodes exposées dans les Chapitres précédents.

56. A la série numérique divergente

j’attache la série entière

Supposons d’abord que celle-ci ait un rayon de convergence fini. Soit la

fonction qu’elle définit. Admettons, pour fixer les idées, que existe dans

tout le plan et soit holomorphe, sauf en des points singuliers isolés. A la série
numérique donnée, je fais correspondre la valeur f (I~, unique ou non suivant
que f( z) est uniforme ou non, finie ou non suivant que z = I est ou non un point

singulier de f(z) ( i ). Cela fait, je dis que la série x" est sommable et qne sa

o

somme estf(I).
Les méthodes exposées plus haut, permettant de mettre f (â) sous forme d’une

intégrale définie et ainsi d’étudier cette fonction dans tout le plan, établissent des
caractères de sommabilité des séries.

Il est visible que, si la série est convergente, la somme que nous lui attribuons

par le procédé que je viens de décrire coïncide avec la somme ordinaire ; la notion
de série sommable constitue donc une généralisation légitime de la notion de

série convergente.
Les propriétés bien connues du prolongement montrent en outre que, si l’on

suit plusieurs procédés de sommation différents pour la même série, on retombe

(,1 ) Il peut se faire reste fini bien que z = i soit un point singulier.



toujours sur la même somme; en elfet, une série entière ne définit qu’une seule
fonction, comme l’a montré Weierstrass. La somme attachée à une série som-
mable est donc un véritable invariant par rapport aux procédés de calcul qui
peuvent la fournir.

Parmi toutes les manières de mettre f ~z~ sous forme d’intégrale définie, il y a
évidemment celle de Borel, dont on retrouve ainsi comme cas particulier le

procédé de sommation. On peut remarquer que nos méthodes établissent, en
somme, des caractères de sommabilité (en prenant ce mot au sens de M. Borel) (f).
Mais il n’y a pas avantage ensuite à recourir au procédé de M. Borel, puisque ces
mêmes théorèmes donnent immédiatement le prolongement cherché. En outre, la
méthode que je propose offre cette propriété, qui peut être précieuse, de se prêter
à des variations innombrables suivant les besoins du calculateur.

Nous arrivons aussi à généraliser l’idée de limite, la quantité an ayant une

limite généralisée si la série (an - 03B1n-1) est sommable.
0

Les divers procédés de sommation que l’on peut appliquer à la même série con-
duisent à la même fonction, mais les régions de sommabilité peuvent être diffé-

‘ 

rentes. Ainsi l’on a

La première intégrale n’est valable que si la partie réelle de z est inférieure à i,
tandis que la seconde est valable pour tout le plan. 

’

On remarquera que l’emploi des intégrales définies étudiées plus haut fournit
en général une région de sommabilité aussi grande que possible, ce que ne donne
pas directement l’emploi des intégrales à limites infinies telles que celles de

M. Borel. En outre, nous arrivons à trouver, à partir d’une série de Taylor, les
diverses branches de la fonction envisagée, ainsi que les points singuliers de
celle-ci et leur nature. Possédant une expression analytique valable pour
tout le plan, nous avons aussi le moyen de calculer numériquement cette fonc-
tion en tout point où elle est régulière. « Il me reste, disait M. Borel à la fin de

son premier Mémoire sur les séries divergentes (2), à émettre le voeu de voir la

(1) En effet, la fonction entière associée à une fonction étudiable par les méthodes des

Chapitres précédents peut être mise, elle aussi, sous forme d’intégrale délinie telle que

dix et l’on sait alors en calculer la valeur asymptotique, en sorte que l’on par-
vient à discuter l’intégrale de M. Borel.

( 2 ) Journal de Mathématiques, I8g6.



notion de somme s’étendre aux séries divergentes dans lesquelles Sn augmente
indéfiniment par valeurs de même signe et pour lesquelles notre méthode ne
donne aucun résultat. Rien ne prouve qu’il soit impossible de parvenir à ces
sommes et de jeter ainsi un jour tout nouveau sur l’étude des fonctions analy-
tiques et, en particulier, des fonctions non uniformes. )) C’est pour répondre à
ce desideratum que j’ai entrepris les présentes recherches ; on voit que notre
notion de sommabilité s’étend à bien des cas laissés de côté par M. Borel.

Les séries sommables peuvent être maniées dans le calcul comme si elles

étaient convergentes, par exemple au point de vue de l’intégration ou de la déri-
vation terme à terme.

Il faut remarquer qu’une série divergente sommable numérique est toujours
calculable par un procédé qui ne dépend que de la valeur des termes successifs

ce

de la série donnée. Soit, en effet, cette série. Si l’on se reporte au Cha-
o

pitre II du présent Mémoire, on voit que la somme de notre série est la limite de

l’expression

lorsque t tend vers i par valeurs réelles croissantes. Il n’y a d’exception que si la

droite joignant l’origine au point 1 passe par un point singulier de la fonction

ce dernier point étant en outre compris entre l’origine et le point i.
Si an est une fonction analytique d’une variable complexe il holomorphe quel

que soit n tant que u reste dans un certain domaine 
T et si l’expression

tend uniformément vers une limite dans les mêmes conditions, il est clair que

cette limite sera une fonction analytique de u holomorphe dans T.

Voici un exemple. Prenons la série trigonométrique

et supposons que un soit de la forme



tendant vers zéro avec ; . . La série en question peut être divergente. Con-
sidérons alors la fonction associée

convergente pour |z| ; i . On a

G désignant une fonction entière. D’où

On voit donc que :
~ ° Notre série trigonométrique est sommable ;
2° Sa somme est une fonction analytique de u, admettant la période 27t et

régulière sur toute parallèle à l’axe imaginaire du plan u dont l’abscisse n’est pas
égale à l’un des nombres 2k7t (k entier) ;

3° Les séries obtenues en dérivant terme à terme la série donnée sont encore

sommables et ont pour sommes respectivement les dérivées de la somme de la

série primitive.
Bref nous pouvons faire complètement l’étude de la série en question et il en

sera de même pour toute série trigonométrique dont les coefficients auront l’une
des formes envisagées au Chapitre IV.

57. Passons à l’examen des séries entières dont le rayon de convergence est

nul. L’observation des faits analytiques naturels nous apprend qu’en bien des cir-
constances une fonction précise doit être à l’exclusion de toute

autre, comme définie par un tel développement. Un calcul formel quelconque,
exécuté sur la série divergente, correspond alors à un calcul semblable portant sur
la fonction associée. Les écrits des anciens géomètres abondent en exemples de
pareils phénomènes. Mais comment régulariser cet aperçu ? La résolution du pro-
blème des moments nous a fourni une première méthode basée sur l’emploi de
certaines fractions continues. Toutefois il y a lieu d’insister davantage. D’ailleurs,
fidèle à l’esprit dans lequel j’ai commencé ce Mémoire, je ne m’occuperai pas
d’être complet sur la nouvelle question que j’aborde ainsi : mon but sera surtout
de découvrir des cas bien nets que l’on puisse traiter pratiquement.

Soit



un développement taylorien qui n’est convergent que pour z = o. Imaginons que
l’on ait mis un sous la forme

la série

ayant un cercle de convergence fini et définissant une fonction F(,~) qui n’admet
pas son cercle de convergence comme coupure. Je pose

et je conviens de dire que la série divergente (i) est sommable et a pour
somme la fonction J(z).
Une discussion s’impose. Je supposerai d’abord F(z) holomorphe à l’intérieur

d’un certain angle ayant son sommet au points = o et s’étendant jusqu’à l’infini.
Je supposerai, en outre, que F(z) se comporte, pour les valeurs de z dont le mo-
dule est très grand et dont l’argument reste compris entre les deux limites qui
définissent l’angle précédent, de telle façon que les intégrales

soient absolument et uniformément convergentes, F(p) désignant la dérivée

d’ordre p de F et z restant dans l’angle de régularité défini plus haut. Si ces
conditions sont remplies, on voit aisément que f(z) est une fonction analytique

holomorphe dans l’angle considéré.
Remarquons que admet le point z = o comme point singulier. En utili-

sant une expression introduite par M, Borel (f), on dira que f(z ) est une fonc-
tion d’espèce (A). Cela signifie, comme on sait, que les quantités

tendent respectivement vers les coefficients ocp quand ,~ tend vers zéro en suivant
un chemin contenu dans l’angle d’holomorphisme.
Un lien manifeste existe entre la méthode que je viens de rappeler et le pro-

blème des moments. D’autre part, les procédés de prolongement analytique

( 1) Mémoire sur les séries divergentes l’École Normale supérieure, t8()()).



étudiés au Chapitre IV trouvent ici leur emploi en permettant de reconnaître
pour des cas étendus que F(,) satisfait aux conditions prescrites. Jl est bon de
noter une fois de plus combien sont étroitement connexes ces trois problèmes des
séries divergentes, du pr~olongement analytique et de l’inversion des inté-

grales définies.
Plusieurs fonctions f(z) correspondent à la même série divergente (i). Cela

tient à ce que l’on peut, en général, décomposer de plusieurs façons différentes le
coefficient un sous la forme indiquée et aussi à ce que le problème des moments
n’admet pas une solution unique. Bref, il y a des fonctions (A) ( 1 ~ pour lesquelles
tous les un sont nuls. Telle est, par exemple, la fonction

De semblables fonctions jouent, dans la sommation des séries divergentes, le
même rôle que les constantes arbitraires dans une intégration. On pourrait en
chercher la forme générale. On pourrait également chercher de quelle manière
peuvent être modifiées les fonctions c~ et F sans que l’intégrale (3) cesse de repré-
senter la même fonction f. L’intégration par parties et le changement de variable
fournirait, à cet égard, des théorèmes simples sur lesquels je n’insisterai pas. En
se bornant aux solutions du problème des moments obtenues dans le Chapitre VI,
on écarte toutes les fonctions telles que (4). Il ne reste donc que deux questions
à examiner : Peut-on faine un choix entre les diverses fonctions f(z) qui 
respondent à une mênie série (I)? Quel rôle sont susceptibles de jouer dans
le calciil les fonctions ainsi choisies? 

’

On a déjà donné deux réponses différentes à la première question. Il faut d’ail-
leurs remarquer que, si les deux méthodes qui en découlent sont à la fois appli-
cables à une même série (1), elles conduisent à la même fonction f(z).

La solution de Stieltjes consiste à poser systématiquement

c’est-à-dire

Je ne m’en occuperai plus.
La solution de M. Borel consiste, au contraire, à laisser F quelconque, mais

à poser

C’est cette solution que je vais étudier, en la modifiant un peu.

(1) } J’étends un peu le sens donné par M. Borel à cette locution.



Soit la série

que nous supposerons complète, ou du moins préalablement rendue telle par un
changement de variable z’ _ zq (q entier). Bornons-nous au cas où an est de la
forme

p désignant un nombre positif et an le coefficient général d’une fonction F(z)
remplissant les conditions énumérées plus haut ( ~ ~. Ce cas est celui que l’on ren-
contre le plus souvent dans la pratique. Il est clair que, les étant donnés, on ne

peut jamais ni les décomposer de deux manières différentes de la façon que je
viens de dire, ni les mettre sous la forme ~-oulue pour deux valeurs distinctes
de p; cela résulte immédiatement de la considération de la valeur asymptotique

. 
1 .

de la fonction r et de ce fait que (a"~n doit avoir l’unité pour limite supérieure
quand n devient infini.

Cela posé, on a

d’où

Nous avons là un principe de choix permettant d’associer à la série diver-

gente (i) une fonction f(z) bien déterminée et unique. Pourp = i, on retrouve
la méthode de sornmation exponentielle de M. Borel.
Dans bien des cas, on pourra sommer la série (1) sans faire usage de la marche

régulière que je viens de décrire. Il arrivera souvent qu’on obtienne toujours la
même somme. Mais ce sera un point à établir directement dans chaque cas.

58. On peut étendre au cas général que nous envisageons les théorèmes dé-
montrés par NI. Borel pour/) = i : je vais l’indiquer brièvement.

J’introduirai la notion de série entière d’ordre p : cela signifiera une série
m

~n pour laquelle an sera égal à r ( pn + an étant le coefficient général
0

d’une série entière dont le rayon de convergence est différent de zéro et de

l’infini.

(1) Des généralisations s’offrent d’elles-mêmes : leur étude conduirait à classer (autant

que faire se peut) les types de divergence.



On établit facilement les propositions suivantes : .

10 Une même série ne peut pas être à la fois de deux ordres différents;
2° Une série peut n’êlre d’aucun ordre assignable;
3° Une série d’ordre o a un cercle de convergence fini ;
4" Une série d’ordre négatif définit une fonction entière pour les séries

d’ordre négatif, on pose xn = ;

5° Une série d’ordre positif est toujours divergente.
On voit que l’ordre p mesure en quelque façon le degré de divergence de la

série.

Je m’occuperai surtout des séries d’ordre positif. Une pareille série divergente
sera dite sommable dans un angle a issu de l’oriyine si le procédé régulier de
sommation indiqué au n° 57 lui fait correspondre une fonction holomorphe à l’in-
térieur de l’angle x dont le sommet est en 0 et dont l’ouverture peut varier
de o à 27~.

Je me propose de démontrer deux théorèmes : :

1° Les séries divergentes sommables sont maraiables dans le calcul comme
des séries convergentes;

2° Il suffit qu’une sér~ie divergente sommable formellement une
équation différentielle algébrique pour définir une intégrale efléciive de
cette éq uation.

Quelques remarques nous conduiront au but. 
"

Soit d’abord

Si tous les an sont nuls, f(z) est identiquement nul. Réciproquement, 
est une fonction d’espèce (A) et si toutes ses dérivées f ~q~(z~ tendent vers zéro
quand z tend vers zéro en restant dans l’angle d’holomorphisme, J(z) est iden-
tiquement nul, ainsi que tous les an. Donc une série sommable d’ordre p ne
peut représenter zér~o sans être identiquement nulle et, par suite, deux séries
d’ordre p sommables dans le même angle ne peuvent représenter la même
fonction que si elles sont identiques.

Il est clair aussi qu’une combinaison linéaire quelcon,que à coefficients con-
stants de séries d’un même p sommables dans un même angle est encore
une série sommable d’ordre p. I.a somme de la série finale s’exprime à l’aide des
sommes partielles, comme le coefficient général de la série finale à l’aide des coef-
ficients de même rang des séries combinées. La même proposition s’étend d’ail-
leurs à une combinaison linéaire de séries sommables d’ordres différents, pourvu



que l’on puisse regarder celles-ci comme de même ordre en introduisant au
besoin sous le signe des fonctions enti.ères), sans que la sommabilité cesse de
subsister pour les séries en question dans un même angle (J. l’ordre final est alors
l’ordre maximum des séries combinées.

Cela posé, j’appelle transformation de M. Hadanzard la transformation qui

fait correspondre la aux et £ 3,l zn. Si les séries

0 0 0

composantes sont sommables dans un même angle et respectivement d’ordres p
et q) la transformation de M. Hadamard donnera naissance à une série ré-
sultante qui sera encore sommable et d’ordre p + q. Cela résulte de ce que

et de ce que, d’après le théorème de M. Hadamard, la série

est prolongeable si les séries â" et bnzn le sont elles-mêmes, comme cela
0 0 ,

a lieu par hypothèse (’ ).
On étendrait facilement ce théorème comme au Chapitre V.

Nous pouvons toujours supposer que la région de sommabilité de la série

~ un â" contient les points correspondant à des valeurs réelles et positives de z.
0

11 suffit, pour obtenir ce résultat, de faire au besoin d’abord une substitution

(,~, étant convenablement choisi. On peut alors écrire, après un change-
ment de variable évident,

(1) Il faut se rappeler qu’on a

en sorte qu’on peut appliquer les méthodes du Chapitre IV à l’étude de la série



(lette formule, immédiatement établie pour z réel et positif, s’étend d’ailleurs
sans difficulté au cas général.
De là peut se déduire, en suivant une marche tout à fait semblable à celle que

M. Borel indique pour le cas de p = i, le théorème suivant : :
Étant données deux séries d’ordre p sommables dans le même angle, leur

produit effectué comme si elles étaient convergentes est encore une série som-
mable du même ondre, dont la valeur est égale au produit des valeurs des
deux séries facteurs.
Un cas particulier intéressant est celui où l’une des deux séries données se

réduit à un polynome entier en z : l’ordre ne varie pas par le fait de la multipli-
cation, la sommabilité subsiste, la somme est multipliée par le polynome envisagé.
En effet, posons .

il vient

Le raisonnement de M. Borel, relatif au cas de p = I, peut alors être refait ic
sans modification notable ( ~ ~.

Je me bornerai à développer tout au long comme exemple la démonstration du
théorème suivant: :

Étant donnée une série sommable d’ordre p, la série dérivée est encore
sommable et du même ordre et sa somme est la dérivée de la somme de la
série prtmitive.
On a, en effet,

ou bien

Une intégration par parties donne

( 1 ) Cf. BOREL, Mémoire sur les séries divergentes, p. 92-g4 (Annales de l’École Nor-
ma.le supérieure, r8gg). ’



c’est-à-dire

Or correspond à z f’(.z) comme à f’(a~. D’où la conclusion
annoncée.

De toutes ces propositions réunies, on tire immédiatement le théorème sui-
vant : :

Si l’on a un polynome entier par rapport à une variable z, à une série

sommable 03B1n zn et à ses dérivées j.usqu’ à un certain oodre, ce polynome est
0

lui-même une série sommable qu’on peut former en effectuant tous les cal-
culs comme si les séries maniées étaient convergentes.

La somme de la série finale est d’ailleurs composée avec la somme de la série
donnée comme le polynôme lui-même l’est avec celle-ci. Si donc la série finale
est identiquement nulle, c’est-à-dire si la série donnée vérifie formellement
l’équation différentielle obtenue en égalant le polynome à c’est que la

somme de la série donnée est effectivement une intégrale de cette équation.
Ces dernières propositions montrent bien que l’attribution de la somme f( z) à

la série divergente 03B1nzn, par le procédé du n° 57, correspond en fait à une

réalité. La série 03B1nzn représente, sans ambiguïté, la fonction f(z) qui lui est
o 

attachée. Le choix de la fonction f(z) pour être associée à la série ~ n’a

o

rien d’arbitraire, mais, au contraire, il s’impose Impérieusement.
Ces résultats divers ne sont pas très nouveaux. M. Borel en avait déjà exposé

le principal. Mais il s’était borné au cas de p == 1. Je devais reprendre la question
rapidement pour en généraliser la solution.

Je vais maintenant établir des caractères de sommabilité qui permetLent de
manier pratiquement les séries divergentes. Auparavant, je citerai quelques
exemples relatifs à des séries classiques.

59. Soit la série

on a



C’est une fonction holomorphe dans tout le plan, à l’exception des points o et oo.
La partie positive de l’axe réel est en apparence une coupure : cela tient à ce que
f(z) n’est pas uniforine. Ses diverses hranches se déduisent de la branche princi-
pale par addition du terme 

on voi t que, pour ce terme additif, z = o est un point singulier essentiel; pour
la branche principale, au contraire, z = o est un point singulier de l’espèce (A),
c’est-à-dire que et ses dérivées y restent finies, sauf peut-être si z tend vers
zéro par un chemin qui rencontre l’axe réel du côté positif.
On connaît le rôle que joue dans la théorie de logarithme intégral

On sait aussi est la valeur de la fraction continue de Laguerre.

60. Un des usages auxquels on peut employer la série (i) consiste à trouver
une fonction génératrice des quantités an. Ici, il n’y a pas de discussion spéciale
à faire, tous les procédés de sommation sont également bons.

Cherchons, par exemple, une fonction génératrice des nombres de Bernoulli B,l,
sous la forme

on a

On peut donc poser

~c’es t-à-di re

D’autre part, si l’on suit le procédé régulier de sommation, on doit faire p == 1,
et l’on trouve



~ (s) désignant la fonction de Riemann

d’où

Par suite, on peut poser

En écrivant le second membre sous forme d’une série d’intégrales, et en chan-
gean t x en px dans le terme général de cette série, il vient

En intégrant par parties, on constate que

Donc les deux procédés de sommation conduisent ici au même résultat : c’est là
fin fait très fréquent.
Remarquons que, pour calculer f2(,~~ régulièrement, nous aurions dû poser

.~~’_ :’ afin de rendre la série complète. Il aurait fallu prendre alors p --. 2. Mais
on aurait retrouvé le même résultat, à condition de faire le changement de va-
riable x2 = x’. C’est là un fait g~énéral, comme on le voit sans peine.
La fonction f( z) trouvée est d’ailleurs bien une fonction génératrice des B,~,

puisque c’est une fonction (A) (~ ). Nous avions déjà fait un raisonnement sem-
blable à propos de la fonction génératrice des polynômes Pn(x) étudiés plus
haut.

61. Soit maintenant la série de Stirling

Le procédé de sommation qui nous a donné tout à l’heure f, (z) fournit ici,
comme fonction attachée à la série de Stirling, l’intégrale

(1) 



on en déduit, en intégrant par parties,

or

d’où

après une transformation très simple. Toutes ces formes équivalentes de f(z)
correspondent à des procédés de sommation différents que l’on définirait aisé-
ment.

D’autre part, le procédé de sommation régulier donne ici

En Intégrant par parties, il vient

C’est la même chose que

comme on le voit en changeant x en px dans chaque terme de la série obtenue.
Mais

0U

On retrouve bien la même fonction f( z).
Les diverses expressions que nos procédés de sommation fournissent pourra

fonction f (z), attachée à la série de Stirling, montrent que l’on a



comme il le fallait. (Voir) par exemple, le Cours lithographié de M. Hermite,
XIV Leçon . )
Dans les deux derniers exemptes de séries sommables, la coupure est J’axe ima-

ginaire tout entier. La région de sommabilité est donc constituée par une moitié
du plan (z). Les intégrales obtenues sont d’ailleurs les unes paires, les autres

impaires, par rapport ’à z..

62. Considérons encore les intégrales cle Fresnel, que l’on rencontre en

Optique dans la théorie de la diffraction

Cauchy a montré que lron pouvait poser

QI et N étant certaines fonctions de .:~. Ces fonctions, si l’on essaye de les or-

donner par rapport aux puissances de z ~, donnent les développem.ents divergents
suivants :

qu’on désigne sous le nom de séries de Cauchy. Or si l’on tient compte de la

formnte

on trouve, en faisant successivement p = 2 n dans la relation précédente et dans
celle que l’on en déduit en changeant p en p -t- 1, que les séries de Cauchy sont

très facilement sommables



Les deux fonctions ainsi associées aux séries de Cauchy sont holomorphes, mais
admettent, comme coupures ( apparentes) les bissectrices du système des axes du
plan ~~~. 

’

Je ne m’arrêterai pas à vérifier que le procédé régulier de sommation donne ici
le même résultat. Mais, en supposant z réel, je vais faire voir que les fonctions
que nous venons de déterminer permettent de calculer effectivement les intégrales
de Fresnel.

Dérivons les formules (i) par rapport à z. On a

Il suffit de vérifier ces formules (2), ou, ce qui revient au même, les formules

qui n’en sont qu’une combinaison linéaire.
Or, posons

dans les intégrales M et N. Il vient

La vérification est alors immédiate.

63. Prenons, pour terminer, un exemple plus général, y où nous aurons à nous
servir de nos méthodes de prolongement.

Soit

avec

1

la quantité |0394(n) b0 |n tendant vers zéro en même temps que 1. La série associée



4

G désignant une fonction entière. Si z n’est pas réel et positif, x variant de o
à -~- oo, cette fonction est holomorphe; d’ailleurs, quand zx devient infini, ce ne
peut être qu’avec un argument non nul et alors la fonction associée reste finie.
On a donc

La série étudiée est sommable : sa somme est une fonction holomorphe
pour toute valeur de z, sauf peut-être pour z réel et positif.

Des conclusions semblables subsistent évidemment si F, au lieu d’être de la
forme indiquée, est d’une façon générale étudiable par nos procédés de prolon-
gement. Nous avons ainsi des cas très étendus oic l’on peut faire correspondre
une fonction bien définie à une série entière dont le rayon de convergence
est nccl. Cela résulte, comme on le constate aisément, de ce fait que les diverses
séries dont nous avons appris, dans les Chapitres précédents, à effectuer le pro-
longement restent finies ou au plus comparables à une puissance de z pour les
valeurs de z dont le module est très grand et l’argument différent de certaines
valeurs critiques.

CONCLUSION FINALE. - Une série de Taylor dont le cercle de convergence
est évanouissant définit, sous de très larges conditions relatives à la nature

analytique pour n infini de son coefficient général x,z, une fonction holo-

moyhe à l’intérieur d’un occ plusieurs angles issus de 0, et cela par l’em-

ploi d’urz procédé régulier de sommation qui fait correspondre à une série
donnée une fonction bien déterminée et unique.

Je n’insisterai pas sur les conditions précises trouvées plus haut pour que a,~
soit de l’une des formes visées ici.

64. Je dis, pour terminer, que nos séries sommables appartiennent à la caté-

gorie des séries asymptotiques étudiées déjà par 31. Poincaré.

Soit, en effet, une série divergente



avec

Posons

il vient

en écrivant

Pourvu que z ne soit pas réel et positif, on voit que (zx) reste inférieur à un

nombre fixe assignable, quand x varie de o à -(- oo. Donc le rapport ‘° tend

uniformément vers zéro en même temps que z. C’est la définition même

donnée par M. Poincaré des séries asymptotiques.
La même conclusion subsiste évidemment quel que soit le procédé de som-

mation adopté.
Les règles de calcul des séries asymptotiques démontrées par M. Poincaré au

Chapitre 1 du Tome lI des Méthodes nouvelles en Mécanique céleste sont donc
toutes applicables à nos séries sommables.

En particulier, revenons à l’exemple cité plus haut. Supposons que z ait une
valeur réelle et négative. Supposons, en outre, que la fonction soit positive
dans l’intervalle (o, i), en sorte que tous les coefficients an soient positifs.
On vérifie aisément alors que .

d’où

L’inégalité

montre que, si l’on s’arrête à un certain terme de la série divergente donnée pour
l’évaluation rapprochée on commet une erreur moindre que la valeur
absolue du premier terme négligé. Si les termes commencent par décroître pour
croître ensuite, il y a intérêt à s’arrêter immédiatement avant le plus petit terme;
l’erreur est alors minimum et, d’ailleurs, d’autant plus petite que 2 I est lui-
même plus petit. Cette circonstance avait déjà été signalée par Cauchy à propos
de la série de Stirling; on voit qu’elle est très générale. C’est sur une remarque
de ce genre que l’on peut baser un emploi légitime des séries divergentes dans le
Calcul numérique, notamment en Astronomie ou en .Physique.



J’ajoute que les conclusions de ce paragraphe subsistent mutatis mutandis
si F(t), au lieu d’être de la forme prise ici comme exemple, est de l’une quel- ....
conque des autres formes étudiées au Chapitre IV. ’

65. Finissons par une dernière remarque, que je me contenterai encore d’établir
sur un exemple. -

Soit

on a

eL

d’où

Mais, d’autre part, en employant, le procédé de sommation de Stieltjes, on
trouve

avec

On voit que le procédé de sommation de Stiell}’es et celui de M. Borel con-
duisent ici au même résultat. C’est là un fait qu’il serait aisé de prouver en
général.

IX. - CONCLUSION.

66. Il est bon de résumer en quelques mots les principaux résultats acquis
dans le présent Travail et de rappeler, avant de finir, le but que nous nous pro-
posions d’atteindre.

J’ai développé, dans ce Mémoire, une méthode qui permet, pour des cas

étendus, l’étude complète d’une fonction définie par une série de Taylor ou par
d’autres séries analogues. J’arrive ainsi, grâce à l’emploi de certaines intégrales
définies, d’une part à effectuer pratiquement le prolongement analytique d’un
développement taylorien qui admet un cercle de convergence fini et, d’autre part,
à donner un sens à certaines séries entières toujours divergentes.

L’idée qui m’a dirigé dans ces recherches est la suivante : : une intégrale dé-



finie est une expression beaucoup plus simple qu’une série, du moins en ce
qui concerne la représentation de certaines fonctions usuelles, du type de celles
qu’on rencontre le plus fréquemment dans les applications.

. 

Plusieurs des résultats que j’ai obtenus ont été publiés déjà par MM. l3orel
‘ 

et Leau dans des Mémoires qui n’avaient pas encore paru au moment où ines
recherches étaient terminées. Mais, en ce qui concerne l’étude des fonctions

données par leur développement taylorien, la méthode que je propose me selnble
fournir plus de renseignements que celle dont M. Leau s’est servi. En outre, elle

’se prête à une foule d’autres applications, concernant en particulier la théorie des
séries divergentes. Sur ce dernier point, j’ai cherché surtout à compléter les tra-
vaux récents en découvrant des cas précis et suffisamment généraux, où l’on
puisse utiliser, dans la pratique, certaines méthodes de sommation dues à Stieltjes
et à M. Borel.

J’ai été conduit à distinguer certains ensembles dénombrables de coefficients 
jouissant de la double propriété suivante :

10 est une fonction analytique de rt = 03C1 ei03C9 holomorphe pour p > po
et 1 w  Wo, po et (Oo désignant deux constantes positives.

2~ 
L ~ tend vers zéro avec I , P quel que soit w pourvu que l’on ait ( w ~C mo.

Pour me borner ici au cas le plus simple, je supposerai

G (n) étant une fonction entière d’ordre inférieur à 1. On peut alors énoncer les
théorèmes suivants :

ce

THÉORÈME I. - La fonction 03A3 03B1nzn est holomorphe dans tout le plan, sauf
o

peut-être pour z réel et supérieur à 1 : elle est d’ailleurs représentable dans
tout le plan pan une certaine intégrale définie qui fournit, à partir de la
série donnée, les éléments d’une étude complète de la fonction envisagée.

~~> 
.

THÉORÈME II. - La fonction entière £ r a’L 
(p entier et, positi f )) 

’

o

peut être mise, elle aussi, sous la forme d’une intégrale définie qui permet
généralement d’en calculer la valeur asymptotique.

m

THÉORÈME III. - Une série trigonométrique telle que 1 03B1n cos nz est con-
o

vergente ou sommable. Sa somme est une fonction analytique dont on peut
obtenir les dérivées successives par dérivation terme à terme. On peut d’ail



l’étude de cettefonction dans tout le plan, en encore

une intégrale définie ; et ces conclusions s’étendent à d’autres séries

procéant suivant des fonctions clont on connaît la fonction 

THÉORÈME IV. 2014 Le problème des moments peut être résolu Sans 

des nombres do n nés de la forme n ou (n!)203B1n.
oe

THÉORÈME V. - Les divergentes du type 03A30393(pn+I)03B1nzn sont

o

asymptotiques et sommables.

Ces résultais ont été généralisés de bien des façons ; par exemple :
i" Si 1 est développable pour les grandes valeurs de n suivant les puis-

sances de 1;
n

2~ Si x~ == ~~ étant du type

et G désignant une fonction entière d’ordre inférieur à i ;
3° Si 

les ~p désignant des nombres donnés et les des quantités présentant, quel
que soit p, par rapport à n, les caractères indiqués plus haut.

Il est sans doute inutile de faire remarquer combien il resterait de travaux à

poursuivre dans les diverses voies que j’ai abordées. J’ai voulu surtout indiquer
un principe de recherche et montrer, par quelques exemples. avec la connexité
de certains problèmes, l’intérêt qu’il y aurait à développer le calcul inverse des
intégrales définies. Mais bien des questions demeurent en suspens, qui feront
l’objet d’autres Mémoires.

Je termine en énonçant la possibilité d’étendre la plupart des conclusions et
des méthodes que je viens d’exposer au cas des séries multiples et des fonctions
de plusieurs variables indépendantes.


