LES SOUS-GROUPES

DU

GROUPE LINEAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES :

SOUS-GROUPES A UN ET A DEUX PARAMETRES,

Par M. R. LE VAVASSEUR,
a Lyon.

CHAPITRE 1.

GROUPES A UN PARAMETRE.

1. Soit
af

szz(aaﬁxapﬁ), a,@:1,2,3,[‘, pB:m
a, f

la transformation infinitésimale la plus générale du groupe linéaire homogéne a
quatre variables.

Pour trouver les équations finies du groupe de transformations de premiére
espéce (& un paramétre) engendré par X f, il faut considérer les équations diffé-

rentielles simultanées

d 13
(1) %:E(aﬂa}/ﬂ)’ xa=1,2,3,4.
B:l

La solution sera complétement déterminée par les conditions
Ya= Zy, pour t=o, a=1,2,3,4.
Envisageons 'expression

U= C &+ C&y+ C33+ C, .

On a

Xu :E(aagwacg).
B
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Si I'on veut déterminer les coefficients ¢, de fagon que le plan u = o soit inva-

riant en vertu de la transformation X f, on devra avoir

Z((lap%zcﬁ) =ag(c1 &+ Cay+ c3x3+ c,x,).

B
Donc

&
E(aagcg):aca, a=1,2,3,4.
ﬁ:l

o sera déterminé par I'équation

ayy—a (227} Qg3 Ay,
21 Qgg— G Qi3 Agy
A(o)= =o.
i aszy Q39 A33— 0 s,
I Ay (4%} Qpp— @

En général, cette équation a quatre racines distinctes et différentes de zéro.
Désignons par oy, ., 53, o, ces quatre racines.

Je désignerai aussi par Ayg(s) le premier mineur de A(s) qui correspond a
I’élément situé dans la ligne de rang « et dans la ligne de rang {3 :

dA(O').

AO(B(O'): daaﬁ

Dans le systéme d’équations (1) J’effectue le changement d’inconnues

Yo=Y [Agy () yy].

T=1
On trouve, aprés un calcul facile,

dYa

de :UOCYOU a=I,2, 394

Ainsi, pour le changement de variable considéré, la transformation infinitési-
male envisagée se raméne a la forme suivante, qu'on appelle la forme cano-

nigue,
1) ATy Pr+ QX Py~ A3 XT3 P+ A, 2, P,

avec

(a1 — a3) (ay— a3) (a1 — @,) (@ — a3) (2 — a,) (az— @,)aya,a;a, 34 0.
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Les équations finies du groupe (1) sont :
Vo= Ty et a—=1,2,3,4,

A étant un paramétre variable.

La forme canonique (1) reste invariable si I'on fait le changement de variables
Zr=ay,, «fz:b)/% T3=CY3 xbzdyw

quels que soient les coefficients «, b, ¢, d, tels que abed £ o.

2. Nous prendrons comme groupe (2) le groupe obtenu en supposant que
I’équation caractéristique de la transformation infinitésimale correspondante admet
une racine nulle.

La forme canonique sera
(2) Ay Xy Py A Xy Py~ AL Ty P

(Equalions finies... y,=ax, Yo xye%t, V3= eash, ¥y =z, e%r).

3. Supposons, maintenant, que A(s) a un zéro double, et que ce zéro double
n’annule pas tous les premiers mineurs du déterminant A (o).

Soient &y, &, les deux zéros simples, 3 le zéro double.

Posons

Vs h=1, 2,3,

puis

On a, d’autre part,

) A (o, JA

da[nl

et, comme o3 est un zéro double de A (s),

> [0 A(a,) 0*A(aoy) JA(ay)
Z [ ()a//c 00'3 a/u/c:l g3+ )

- 3
X . f)a/m 00’3 ()a/m

de sorte que

Ay p
d—[h.—_Uth’ h=1,2,3, et —— =0 Y,+ Y,

Fac.de T., 2°S., VIII.
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De 14, on déduit pour la forme canonique

(3) Ty Pr—+ Ay Xy Py -+ A3 (T3 p3s -+ X, p) + 23 p,

a1aya;(a,— ay) (ay— az) (a,— az) # o.
Si I'une des racines simples est nulle, on a le type

(4) Ay Py —+ a3 (T3 3+ 2, p,) + 23 Py,

ayas(ay— ay) = o.
Et, sila racine double est nulle, on a le type
(5) AN\ X) Pr+ A Xy Pyt Ty Py,

a,a,(a,— a,) Zo.

4. Nous allons chercher quel changement de variable conserve cette forme

canonique
A\ Xy Py A2 Xy Py a3 (23 Ps—+ X4, o) + T3 Py

Pour cela, considérons le systéme d’équations différentielles

dz, dz, " dx, dz,
W:alx,, W — Q,2,, ‘—Czt— = azx,, E—:$3+a3$4.

Effectuons le changement de variables

xu:Ebo{B}’ﬁy 05’6:]) 2, 3, 4,
B

et cherchons a quelle condition I'on a

p d d dy
%:al_}’h %:%)’2, —[T'y;:a&ysy 'c—lt—b:y3+a3y’"

On trouve les formules

xri=ay,,
Zy=1by,,
T3==C Y3,

z,=dys+cy,

(abc 3£ 0), d’ou 'on déduit, si I’on pose
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O
)

el

Voici les équations finies des groupes (3), (4) et (5) :

Groupe (3)... yi=ae%t,  yy=asewd,  yy=axgett,  y,— et (has+x,),
Groupe (4)... y;=a,, Yo Ly et 3= xzenh, yi= % (hay+ x,),

= Yi=hxy+ 2.

Groupe (5)... yy=x,e%,  y,=xse%t, )

5. Je vais supposer, maintenant, que le zéro double annule tous les premiers
mineurs de A(s) : il ne peut annuler tous les deuxiémes mineurs, sans quoi ce
serait un zéro Lriple; et méme, il p’annule pas tous les deuxiémes mineurs prin-

cipaux.

On fera d’abord

S0 A
Yd:}‘ T‘i;?“sz, a=r1,2,
Y

ce qui donne

dY
Ttl =01 Yy,

de

Et— = O'ng.

On prendra ensuite

Ys=c y1+ Cya+c3ys+ ¢ ),

Y.=c\yi+cy e+ 3 ¥+ €\ s

r ! ’ ! M : 3 M
Cyy Cay C34 Cx €L €y Cy, C3, C, satisfaisant aux €quations

(an—ogy)e + @y12Cy -+ Ay3C3 -+ @y, Cy =0,
Ay €+ (A — T3)Cy+ Ay3C3 —+ as,C, =o,
231 Cy+ a3, Csy “+ (ay—03)c;+ s, C, =o,

a, ¢+ Ay Cs -+ Qa,s; Cy +(a,, — o3)c, = o,

équations qui se réduisent a deux, par hypothése.
Alors, on aura

dY, e
di ——0'3Y3 et W—USY"
Je déduis, de la, la forme canonique
(6) Ay 2y Py~ Ay Ty Py + a3 (25 P+ 2, p),

@ asas(a;— ay) (a; — a;) (a,— az) 2 o.
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Si I'un des zéros simples est nul, on trouve le type
(7) Ay Xy P+ A3 (T3 Py 24, Py),
asas(a,— az) # o.
Et, si c’est le zéro double qui est nul, on trouve le type

(8) Ay T\ Py Q35 Py

a,ay,(a,— ay) 7 o.

6. Si Pon cherche quel changement de variables reproduit I'une des formes

canoniques (6), (7) ou (8), en suivant la méthode indiquée au n°® 4, on trouve :
Xy = (l)’,,
ay= by,
xy=cy,+ dy,,
T, = 9y3+f,}’¢§

d’ou
1
Pi‘——a(]n
1!
p‘l_ bq?v
po— ST
BT of —ed
cz/,—d(h
Pv= cf — ed

Les équations finies des groupes (6), (T), (8) sont les suivantes :

Groupe (6).... y,= x4, Y= Tpett, Yy xgett, ¥, = x,ewh,
Groupe (7).... yi=wxy, ¥y, et Yy= xzent, Y= z,e%h,
Groupe (8).... y;=x e% Y= xyenl, s = &y, V= X4

7. Jarrive au cas ou A(s) admet deux zéros doubles n’annulant ni 'un ni
Pautre tous les premiers mineurs da déterminant A(s).
Soient 5, et o3 ces deux zéros doubles.
] 3

On posera
J A( O’a) .
Ya_z Jas, a=1,3,
et 5
Ys— 20 A(Ua) y =2,4,

agy (lao Ty == 0T, g, —= 03.
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On arrive ainsi a la forme canonique

(9) a(xypy-+ 22 p2) + @y (23 ps+ 2, p,) + 24 P2+'x3l"a,
a,ax(a,—a,) Zo.

Et, si 'un des zéros doubles est nul, on trouve le type
(10) (23 ps—+ 2, p,) + Xy Pa+ 23 Py, a3 o.

Les équations finies de ces deux groupes sont
Groupe (9)... y, =z, e%, y,—etr(hzy+x,), y;=xze%}, y,=—emr(hzs+a,),

et

Groupe (10). yi=a,, Ya= Az, + 2y, y3:x3e“z)‘,.yk:e“a)\()\x3+x4).

8. Le changement de variables qui laisse subsister la forme canonique (9)

ou (10) est le suivant :
)= ay,

Zy=by,+ay,.
Z3=CY3

x,=dys;+ cy,;
d’ou je déduis

I b
P1= a‘]x— ?92,
1
Pa= a%,
. I d
Ps= 593_ EE%’
o
Pi= c‘h-

9. Nous supposons maintenant que A(c) a deux zéros doubles, dont I'un
annule tous les premiers mineurs du déterminant A(s).

On a alors la forme canonique
(11) ay (21 Pr+ Za Pa) + ay (23 ps+ 2, p,) + @ Py, a,ay( a,— a,) 7 o.

Puis, en supposant que I'un des zéros doubles est nul,

(12) a(xy py+ Za pa) + 4 P, a; Z o
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el
(13) Qs (23 Py X, i) + Xy Py Az FO.
Les équations finies de ces trois groupes sont les suivantes :

Groupe (11)... yy=az e,  yy,—evr(hx,+ 1,), y;=x,eM%,  y,— et
Groupe (12)... y,=xze%  yy= e (A + x,),  y3= V=T,

Groupe (13)... y,=ay, Vo= hzy+ x4, V3= X3 €M, Y=z, €M,

10. Le changement de variable qui laisse inaltérées les formes canoniques (11),

(12) et (13) est le suivant :

Ty=ay,,

xy=by -+ ay,,
xy=cy;+dy,
zy=eys+ [y

[a(cf — ed)# o], d’ou je déduis

o b

Pi—g%— ?92’
I

P2— Eqﬂy

_ J9s—eq.
P:‘_—cj‘—-ed ’

_ C‘]b_d‘la.
Pe= o —ed

11. Supposons, maintenant, que chaque zéro double de A(c) annule tous les
premiers mineurs du déterminant A(s).
On aura les formes canoniques

(14) a (21 i+ 2y Ps) + Ay (23 ps+ 24Py ), a,as(a,— ay) Zo
el
(15) @y ps+ @, ;;k.

Equations finies (14). y,=xe%},  yy=— xyeth,  yy—axgett,  y,— @,edh,

Equations finies (15). y,—, Vo= &y, ¥y = xse’, V=, et

12. Voici pour quel changement de variables ces formes coniques restent inal-
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térées

zy=ay,+ by,

Zy=cy, + dy,

Ty=—eys —I—fyk ‘

2, =gys+hy, s

(ad — be)(eh — fg) # o.

On en conclut

dq,—cqs _ 29:—bq, _hgs— . eqi -~ J9s .
P ="ad—bc’ P*= ad—bc’ T eh—fg P eh—jg

13. J'arrive au cas ot A(s) a un zéro triple et un zéro simple; le zéro triple
n’annulant pas tous les premiers mineurs de A(g).
Soient g, le zéro triple, o, le zéro simple.

0% A (
2 dag v EOagy ;;,

d A(O'] ()A(0'4
Y3_Z dagy do} Yo Y, ——E dagy rre

Posons

On trouve alors

dy dy. dY, ay
'E'l:o'lYl’ —EZ:O’IYg—i—YI, Tti:U’Yg‘i—ZYz, 'F;‘b:O'QYI,.

De la, nous concluons aux formes canoniques suivantes :

(16)  a\(@1py—+ @y pyr~+ T3 p3) + AT, Py + Ty P2+ 2235, a,ay(a;— ay) Fo,
(A7) ai(@ypr—+ 22ps—+ 23 p3) + 2 pa+ 225 ps, a7 0,
(18) asz,pi+ 21p2+ 223p5, a,Zo.

Voici les équations finies

Groupe (16)... y1=e%rz,, y,=ewr(ha,+ x,), ys= e M Nz, + 2hzy+ 23), ¥, =z, €%,
Groupe (47)... y,= e}, Ya= €4 (Ao + xy), yy= e (W + 2+ 23), Y=,
Groupe (18)... y,=u=,, Ye=Ax + xy, Ys= Nz + 2z, + a3, Vi = Ty e0,

14. Le changement de variables pour lequel les formes canoniques (16), (17)
et (18) restent inaltérées est le suivant :

ZTy=ay,
2y =by,+ ay,,
Zy=cy;+2by,+ ay;,

Xy = d}/h
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d’ot
1 b 2b? c

Pr=—q1— ¢]2+ @ @ q 35

1 2b
p2~5q:—— an’

1
P3= aqsy

1
Pi= Ziq“

15. Supposons que le zéro triple de A(s) annule tous les premiers déterminants
mineurs du déterminant A (s), mais non tous les deuxiémes mineurs, o, étant le

zéro triple, les équations (1)
Zaaﬁcﬁzglcd (“:I’ 2 3, 4)
B

se réduisent a deux.

Posons

Y1:2(0a}’o¢), Y2:Z(C&_)’a),
o4 o

les coefficients c,, c, satisfaisant aux équations (1), puis
O [ I¢s 0A(q,)
Y=Y (5 et Y _2
3 Z(do’, Yo ¢ dagu Y
o

c, étant le zéro simple.

Alors

dy dyY, dY
—d—tl =aY, T =a, Y, E?:UIY}A—YQ, — =a,Y,.

On trouve, par conséquent, les trois types suivants :

(a,—as)a,a,# o,

(19) (21 Py ZaPa—t+ T3 P3) + Ay X, Py Ta P,
(20) ay (2 py~+ Zopy—+ X3P3) -+ Ty P3, a7 o,
(21) Ay Xy Py + Xy P, as#o.

Les équations finies de ces trois groupes sont respectivement

Groupe (19)... y,=ae%,  y,=axent,  yy— et (Aay+ a3), Y= xy€r,

Groupe (20)... y,=ajet, yy=axpett,  yy— e (Amy+a3),  yi=a,

Groupe (21)... y, =, Y= &, Y= hay+ 23, Vo= x, €M%,
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16. Voici, maintenant, le changement de variables pour lequel les formes cano-
_niques (19), (20) et (21) restent inaltérées :

xy=ay,-+ by,

Zy== CYy,
zy=dy,+ey,+cy;,
Z, = [y,
d’out
d
P12571—E93,
. ﬁ b e

Pr=— ot o \on —a)
1

Pa~5q3,
I

Pb—f(]a

17. Jarrive au cas ou la racine triple de I'équation A ()= o annule tous les
deuxiémes mineurs du déterminant A(s).

On a immédiatement les trois formes canoniques suivantes :

(22) a (2 P1+ Ty Py~ XT3 P3) + A, P,y a,a,(a; — ay) 7o,
(23) Ty Py~ Ty Py + Ty Py,
(24) Z, Py

Voici les équations finies :

Groupe (22)... Y= Zpett,  yy=xpetd,  yy=apett,  y, =z,
Groupe (23)... Y=z, Ya= xyeh, Y= &€, V,=x,,
Groupe (24) ... V1=, Vo= T, Y= s, Vo= x €M

18. Voici maintenant le changement de variables qui laisse inaltérées les formes

canoniques (22), (23) et (24) :

Zy=0by y1+ by + bisys,
Zy= by y1+ by ys+ by s,
23= b3, ¥+ b3 Y2+ b33ys,

X, = byb‘

Posons
B = (04,05, 043),

Fac. de T., 2* S., VIIIL. 38
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on a

_0dLogB N 0 LogB + 0 LogB
Pr=q1 9b,, q: P qs 90, ’

__0LogB + dLogB N dLogB
b= g, T Tk, T 0k

__0dLogB d LogB d LogB
P g, TP 0k T b

I

Pi= 39

19. Dans le cas ot A(s) admet un zéro quadruaple, si 'on pose

~ dc d2c e
[ o o

o
o, étant le zéro quadruple, on en déduit

dy,

dy, dy,
dt dt

dt

d
=Y +aY,, %:2Yz+01Y3, %:3Y3+01Y6;

= UIYI’

d’our je conclus les deux formes canoniques

(25) a (2 p1+ Ty pa—+ T3Py -+ T, Py) + Ty P2+ 22,3+ 3 3P4, a,Z o

et
(26) Zy Py + 22y ps—+ 323 Py
Les équations finies sonl ici
yi=ziett,  yy=et (Ao 4+ xy), Yy et (May 4 2h 2+ x3)
et

yi=e“*( Wz, + 3N xy+ 3hay;+ 2,),
pour le groupe (25), et, pour le groupe (26),
Yi=&), Y= AT A&y, Y= Rxp2dayt a2y, =Ry + 302,43 Az + 2.

20. Quant au changement de variables qui laisse inaltérée I'une ou l'autre de

ces deux formes canoniques, le voici :

x,=ayy,

Zo=0by, +ay.,,
Zy=cy;+2by,+ ays,
z,=dy;+3cy,+3by;+ ay.;



(27)
(28)
(29)
(30)
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d
+E 9

d’ou je déduis

c 6 b 6bc
@)\ T @

3¢

a_-{>qh

307

21. Si le zéro quadruple annule tousles premiers mineurs du déterminant A (),

on pourra poser, ou bien

Y1:Z(Coc.7a);

o

ou bien

Yizzca)’a,

o

dcy

-

-3

YQ:H(;{_G'-:'},“

o dcy
Yz—E%; Yoas
o

d?cy
), Y?’—E—c—l_a—%—)“’
-2

Yo=Y chym

o®

De la les formes canoniques suivantes :

(27)
(28)

et

(29)
(30)

équations finies

Y1= emry,

Y11= Ty,

— I3
Y11= ethay,
v’)‘lley

ya= e (hx,+ x,),
Vo= ha, + 2,
yo= e (A + @),

Y= Axy+ @,

Ay (xy Py~ Ty Py~ Ty Ps -+ T, pi) -+ Xy Pa—+ 225 P,

Ty Pyt 225 P3,

a\ (2 py+ 2y ps+ X3 ps + 2, p,) + Ty Py T3Py,

Xy P2t T3Py,

y3: eai)‘()\le—i— 2)5&'2_‘_ .1‘3),
YVs=Nx,+ 2dzy+ x5,
y3= ettay,

Y3 = L3,

Ykzz C&}’a,
3

de;
V=3 oo Ve
« 1
al77—40)

a7 0,

Y= ea‘)\xb;

Y= Tiy

Y= es(hay + ),
Y= Axz+ z,.

22. Le changement de variables qui laisse inaltérées les formes (27) et (28) est

Xy = ay,,

o= by, + ay,,

Zy=cy,+2by,+ay;+dy,
xz,=ey,+ [y;
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" d’ou 'on déduit

b Y c de e
ad F_‘"W 73—21794,

I
P1= —~q1— (—ls‘h‘*‘

a
1 2b
P2= 592— ra 935
I
Ps=— ¢_z(/3’

a2
.pk—qu— aqu'

23. Relativement aux formes (29) et (30), on trouve

xy=ay, + bys,
Zy=cy+ay,+dy,+ by,
Zz=— ey, +fy3,
Ty =gy1+eya+hys+ [y

d’ou
_ Jai—eqs (ed — fe)(fq.— eq,) (eh — fg)(ag, — bg,)
Pr= af — be + (af — be)? - (af — be)* ’
_ J9—bq,
Pr= af — be ’
__aq;— bg, (bc—ad)(fqz—eqh)+(bg—a/z)(aqb—bq?)
Pr= af — be (af — be)? (af — be)? ’
_ 29, — bq,
Pi= af —be

24%. Dans le cas d’un zéro quadruple annulant tous les deuxiémes mineurs,
mais non tous les troisiémes mineurs, la forme canonique de notre transformation

sera

(31) a (2, Py—+ ZaPo—+ T3Py~ X, Py) + Xy Pas a7 o
ou

(32) Zy Pay

équations finies

(31) Y1=— &4 e, y2:e“17*(7\x1—|—x2), .}’3:3’;33“‘)‘, ykzx'bed.)\,

(32) Y1= %y, )’2:7\w1+xe, Y3= X3, Yi= &y

25. Voici le changement de variables qui laisse invariables les formes cano-
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niques (31) et (32),
Zy=ay,
Zy=by +ay,+cys+dy,
Zy=ey1 + SV +8Y0
o =hy,+iys +JjYi;
d’ou je déduis

pziq_gq_gmrmn_ﬁUm—wn_dﬂ—ﬂwaa<M)
Tal' @ e fj—ig e fj—ig a*(fj —1g8) ?
1
P2= p q2y
J9s—iq. id—je

= Vs g -+ < - ,
="l Ta(fi—ig)"
Jo.—89; cg — jd

fi—ig " alfi—ig) "

Pi=

26. Enfin, sitous les troisiémes mineurs sont nuls, on a la forme canonique
(33) Xy Prt+ Xy Pyt Ty Py~ Ty Pue

Les équations finies sont
}’cl(:-%'cxex (OC:I, 2, 37 [l);

tout changement de variables transforme cette forme en elle-méme.

CHAPITRE II.

GROUPES DE DEUXIEME ESPECE DONT LES TRANSFORMATIONS
SONT ECHANGEABLES DEUX PAR DEUX.

27. Nous allons chercher les groupes de deuxiéme espéce en commengant par
ceux dont les transformations sont toutes deux par deux échangeables.

Soit d’abord
Xf=a 2, py+ ayx2 py+ a3 p3 + a, z, p,.

Posons

Xf:Zbagxapp;
«p
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exprimons que l'on a
(XY)=o,

on trouve les conditions b,g = o si « est différent de (.
On en déduit deux types de groupes :

) ATy Pr+ A Ty Pyt A3 X3 P53+ AL, X, Py,
l by pi~+ byzyps+ byxsps+ b,z p,

et

@) ( @aaps+ aszyps+ a,z, py,

by s py+ by 23 py+ bz, p,,

équations finies :
Vo= TgeMatitby (a=1, 2, 3, 4).

28. Envisageons maintenant les transformations (3), (4) et (5) du Chapitre I.
Soient
Xf=a12p1+ ay 2y py+ as (23 py+ 2, p,) + 23 p,
et
X /=Y bagzaps.
o B

Si nous cherchons a quelle condition l'on a

(XY)=o,
on trouve pour Y f la forme

Y/ =0bnx pi+ byyxspy+ byy (23 ps+ 2, p,) + by, x4 p,.

Si 'on applique & la transformation Y f ainsi obtenue le changement de variables
du n° 4, Y f ne change pas.
De la les trois types de groupes suivants :

ALy Py~ Ay Ty Py —+ @y (X3 p3~+ 2, p,) + X3Py,

@) bizy\pi+ byxypy+ by(xyps+ 2, p,) + b, 25 p,,
(4) 5 Ay Ty Pyt a3 (X3 Ps+ 24 py) + T3Py,

' by s py+ by (25 py—+ 24 i) + by pyy
(5) ( erzypr—+ ayzy py+ 23 py,

?. bz pi—+ by xy py+ b, x3p,.

29. Jarrive aux transformations (6), (7) et (8) du Chapitre 1.
Soient
Xf=a,21+ ayxs+ as(x3ps+ 2, p,)
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et

Y/ =Y bagaaps.
@,

Cherchons a déterminer Y/ de maniére que I'on ait

(XY)=o,
on trouve

Y/=0buzipy+ by @y ps—+ byyxs py+ by, p+ b3, 23 py+ by x, ps.

Faisons le changement de variables indiqué au n° 6.
Alors

1
Y/f= bi1y191+ bnyaq.+ 67_—ed[ (

311

bsscf — bycd + byzef — bued)ysqs

—+ (— by3ce + by c? — byze? + byec ) ysq,
+( bydf — by d? + by f2— b fd)y.q,
+ (— bssde -+ by,cd — b ef + bufec)y.q.].

Ici deux cas sont & distinguer :

Supposons d’abord
(b33— b4, )* + Lbs b3y, Z o,

alors on pourra poser
by, + (b, — by3)ce — b,,e2 — o,

b‘%dz—i—(b“— bss)df— b“,f’:o

et satisfaire 4 ces équations simultanément, sans que c¢f — de soit nul.

On trouve alors la forme réduite

‘ X Py~ Ay Xy Pyt A3( X3 Ps—+ 2, Py),
)\ b\ pi+ by, py+ by, py+ bz, p,, b; £ b,

nous sommes ramenés aux types (1) et (2) déja obtenus.

Mais soit maintenant

(bps— b33)* + 4 b3, b, 3= 0.
Supposons d’abord
bis= b3, = o,
et, par suite,
by3 = by,.
On trouve les groupes

(6) | @121 P11+ @y Xy Py~ a3 (23 3+ 2, P, ),
byxypy+ by 2y py+ by (23 py + 2, p),
(7) [ p,, Zyps+ 2, P, ],

(8) [z1p:is 22p,].



312 R. LE VAVASSEUR.
Supposons que b,3 et by, ne sont pas nuls tous les deux. Soit, par exemple,

bz 7 o.
by d* 4 (by,— bys)df — by f2 =0,

Posons

alors, dans Y £, le coefficient de y;¢; est nul. On peut donc reprendre le calcul au
début en supposant b,; =0 et b33 = b,;. Si 'on veut qu’en effectuant sur Y fle
changement de variables du n° 6, le terme en y,¢; ne réapparaisse pas, il faut

supposer d =o (d’ou ¢f£ 0). Alors
Y/=buy1q1+ bay:qe+ by (Vsqs+ yiq:) + bsz%]’s%-

Si by, 7 o, on retrouve l'un des types (3), (4), (5) (n°28). Sinon, nous retom-
bons sur les groupes (6), (7), (8) trouvés tout a I’heure.

30. Jarrive a I’examen des transformations (9) et (10) du Chapitre I.
Soit
XS =a(2,py+ X3 p2) + ay( 23 ps+ Z,py) + Ty P2+ T3P,
et

Yf:E bap o pg.
B
Déterminons Y f de fagon que l'on ait

(XY)=o,
on trouve

Xf=by(zpy+ z2p;) + bas(2sps+ 2, p,) + bpxy py—+ by, x5

Le changement de variable du n° 8 reproduit Y 7. Il o’y a donc pas de réduction
8 P y p
possible, et 'on trouve les deux types suivants :

5a:(le1+x2P2)+a2(1‘3P3+be4)+ ZyP2t+ X3Py,

(9)
( by (21 pr+ 23 pa) + by(@3ps+ 2, p,) + by, py+ b, x3 pu,

. (10) i Ay (3 Py Ty py) + TP+ Xapy,

by(x3ps+ x, p,) + by py+ b, 2,3 p,.

31. Prenons maintenant les transformations (11), (12) et (13).
Soit .

Xf=a;(@1p1+ 2 p3) + Ay (23 ps+ 2, i) ~+ &) Pa
Déterminons

Yf—:zbaﬁxapﬁ,
o B
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de fagon que I'on ait
(XY)=o,

on trouve
Y/=0bu(xipi+ x2p3) + by 23 ps+ by @y py+ b1 2 pa+ by 3 py + bys 2, py.

Si nous effectuons sur Y f le changement de variables du n° 10, on trouve

Y/f= bu(}ﬁ?t"‘yz‘]z)
+ b9+ Tl?i[ ( bucf —byed + bef — bued)yqs
| —~+ (— byzce + by c* — byze? + by ec)ysq,
+( bydf — by d* + by fP— by fd)y.qs
+ (— bysde + by de — byyef + by, fe)y.q.].
Sil'on a
(byy— by3)* 4+ 4 by, byy 52 0,

on peut alors poser simultanément

by c® 4 (by,— bys)ce — byze* =o,
by @~ (byy— byy)df — bz f?=0

et satisfaire & ces deux équations sans que ¢f — ed soit nul.

On trouve alors les groupes

ﬁ a,(z1pr—+ x3ps) + ay(x3ps+ 2, p,) ~+ 2Py,
l bi(z,pi+ x2py) + byxypy + by, p,+ by, p,.

On retombe donc sur les types (3), (4) et (5).

Soit maintenant
(bys— 033)* + 40,30,,= 03

si

biy=1by,=o,
d’ou

byy=b,,=o,

on obtient les groupes suivants :

‘ a (21 P+ X3 Pa) + (23 py+ 2, p,) + 2, Py,

(11)

i by(z\pr+ 22 ps) + ba(X3py+ 2, p,) + byz, ps,
(12) [2ypi+ @, pe, @, ps],
(13) [#sps+ 2 pos 21 P2 ]

Si l'on suppose que by, ou by, soit différent de zéro, par un raisonnement ana-
Fac. de T., 2* S., VIII. 39’
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logue a celui qui a été faita la fin du n° 29, on démonlire que ’on retombe sur les
g q ) q

types (9) et (10).

32. Je passe aux transformations (14) et (15).
Soit
Xf=a, (1 p1+ x3p2) + @s (255 + 2, Py )-
Déterminons ‘
Yf_—_E bagxupp
@B
de fagon que I'on ait
(XY)=o,
alors
Y/= Obuzipi+ b2y ps+ by xapy+ by 75y

+ by3 23 Py by 3 pr 4 by, py+- by 2, p.

Nous avons ici a utiliser le changement de variables indiqué au n° 12. Les
résultats qu'il donnera se voient sans difficulté.
On trouvera d'abord les groupes

ay (21 py+ 23py) + ax(x3ps + 2 py),

bixypy + byxspy + byxsps + b, p,,
avec

(by—3)(b3—b,) F o,

ce qui nous raméne aux types (1) et (2).
Puis les groupes

( ar(z1pr+ 23 ps) +az(’x3]93+ Zy Pi)s
l byzypy + byxapy+ by(2sps +xup) + byzsp, - (by— b2 0),

c’est-a-dire les types (3), (4) et (5), si b,52 0 et, si by=o, les types (6), (7)
et (8).

Enfin les groupes

a (21 Py XaPy) + A (T3 ps+ 2 Pi)s
by (2, py+ 23 py) =+ ba(23ps+ 2 py) + by 21 pr+ b3 piy

si Pon a b3b,5£ o, on trouve les types (9) et (10).
Si I'un des deux nombres b;, b, est nul, mais non pas 'autre, on retombe sur
les types (11), (12) et (13).

Reste enfin le cas ou b3= b, = 0. On trouve alors le type nouveau

(14) [, p1+ @3 P2y Z3ps-+ 2o pi].
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33. Je passe aux transformations (16), (17) et (18) du Chapitre I.
Soit
Xf=a,(x\py+ 23ps+ 3p3) + Ay 24 Py~ Ty Pa+ 225 Py

Déterminons

Yf:Z bag-rapﬁ
B
par la condition que 'on ait
(XY)=o,

on lrouve
Y/=bu(2py+ zypy+ 23 ps) + by, pi+ bya (2 pa+ 22, p,) + byy 2, ps.

J'applique 4 Y £ le changement de variables du n° 14. Je constate que ce chan-
gement de variables laisse la forme Y £ inaltérée. On a donc les trois groupes sui-

vants :
(15) (a(z\py+2apr+23py) + Ay, p -+ 2, py+ 22, D3y
Lo (2 pr+ 2y py+ 23 py) + by, p,+ by(2,py+ 22, p3) + b, 2, ps,
(16) ? al(xlpl‘sz])z"’st:s)+1’1]92‘|"2-sz3’
b1 (21 i+ Ty pat+ 23 py) + by (2, py+ 225 p3) + b, 2, s,
(1) ATy Py~ Xy Py 224 Py,
byzip, + by(2py—+ 22, p3) + b,z ps.

On a, en outre, les trois groupes que voici :

(15 A (21 Py~ Ty Pr+ Ty P3) + 2, Py -+ X, py+ 22, ps,

U by (@1 pr+ 2y pa+ X3 p3) + by, p,+ b (2, py+ 22, P3),
(16") [z1p+ 23 po+ 23 py, 2, py+ 22, py],
(17) [Z4pus 21 Py + 224 ps].

34. Examinons, maintenant, les transformations (19), (20) et (21).
Soit
Xf=ay(2\pi+ x,py+ 23p;) + a, Ly Pr~+ X3 Ps.

Si 'on cherche a déterminer Y £ de facon que

(XY)=o,

on trouve

Yf=buzp + bas (3 pr+ 23 py) + bz, p,+ by, py—+ by zypi+ by, p,.



316 R. LE VAVASSEUR.

Appliquons alors & Y f le changement de variables du n° 16. Alors

d a’l
Y/ =buyi1q1+ b2 (yaqa+r395) + b g+ [( byy— bn)z; -+ bl3'EJyl qs

b c bd b d
-+ [(bu— 299! P -+ bu;]]’z’]l"‘” [(bzz'_ bn)a + bys c by P -+ b23])'2(/3-

Supposons d’abord b, 3£ b,,; alors, on pourra poser

d(byy— byy) = by3a, O( b2y — byy) = by,
alors on trouve

‘ a (2, py+ Zaps - T3Py) -+ QT Py -+ Ty P,y
? byxypy + by(xapy—+ 23 ps) + by, py 4 by ps.

Nous retombons sur les types (3), (4) et (5).

Soit, maintenant,
bu= bas.

Alors
Y/ =0bu(y19:1+ Y29+ ¥:95) + buy.q.

a c b d
-+ bl3E Y195+ s 2 D2qy+ <013'g — bz:; -+ bza),}"z 435

st by3b4, £ 0, on peut poser

a
bis— —=2by—>
130 Zla

d’oui le groupe

ay(Zypy+ Xy Py—+ X3 P3) + ATy Py Ty Psy
by (21 py+ 23 py+ @3 p3) + by py~+ by 2y ps + by (221 py =+ 23 py),

c’est I'un des types (15), (16) ou (17).

Si by3 =0, by, 54 0, on aura les groupes

(18) { @1(zipy 4 Zapy—+ T3p3) + @y 2Py X3 Py
2 b (21 py+ P2t 23p3) + bo2, po+ b3 o ps+- b, 24 pys

| @, (24 Py~ X3 P2+ T3P;) + Ty Ps,

(19)
? b(x,pr~+ 2ypa+ 23 p3) + by ps—+ by 22 pys
Ay X4 Py —+ Xy P,
(20) S 2%, P Ps
( byxypy + byxaps+ by 2spy.
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Si, au contraire, on a 0,332 0, by, = 0, on a les groupes

g A (X P+ ZaPs 4+ T3 Ps) + ATy P+ ZaPs,

(21)

? bi(zypy+ @ py+ x3p3) + baxy po+ by 2o py—+ by ps,
(22) | a, (2 Py + Xy Py XT3Ps) ~+ TPy,

? bi(zypi+ &2 P2+ 23 p3) + by 2o py+ by ps,

( Ay, p, =+ XapPs,
(23) { @22 p Ps

2 byx,p, -+ byxyps+ by, ps.
Enfin, si b,3= by, = o, on a les groupes

{ a(zypy+ Ty pa+ 23 ps) + @y, p, + 2y Py

(24)

b (g py+ Zap2+ 23 p3) + by xy po+ by, py,
(25) Lz pi+ 2y ps+ 3 p3, 23p5],
(26) [z pis 22ps]

35. Je passe aux transformations (22), (23) et (24) du Chapitre 1.
Soit
XS =a,(xp1+ &2 P2+ 23 P3) + @, 2, p,.
Déterminons
Y /= bugzaps
B
de facon que I'on ait :
(XY)=o,
on trouve
X/S= buxpi+ bpxps+ byzxp;

+ by @y Py by @y py+ byyxy Py
+ by 2y py+ by 2y py+ bysxspy+ by, py.

D’aprés le changement de variables indiqué au n° 18, nous pouvons énumérer
les cas suivants :

Soit
by—o by, bys
B(o)= by byy—o 29
ba: b32 bsa“ g

Le premier cas est celui ot B(s) a trois zéros simples.
On a le groupe
( @ (z1pi+ Zypat X3 ps) + a2, Py,
?. byxypy+ byxyps+ byxyps+ bz, p
avec

(61— ) (by— by) (by— by) Z o

Nous obtenons ainsi les types (1) el (2).
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Si B(s) admet un zéro double, on aura la forme canonique

@ (2, Py~ 2Py + 23 p3) + ay 2, p,,
[ b2p+ by(2aps+ 23py) + byx,p,+ b, 2,p;.

Sil'on a b, o, cela donne les types (3), (4)et (5) et, si b, = o, les types (6),
(T) et (8).

Enfin, supposons que B(s) admeltte un zéro triple.

On ales types que voici :

A (2 Py~ 2,py+ Z3py) + a,x, p,,

(27)

b\ (21 pr~+ 2o pa+ 23 py) + by, py+ by(z, py+ 223P3);
(28) [z p1+ 2aps+ 23 ps, 2, py+ 22:P; ],
(29) [zipis @ipat220py].

Ce sont les types (15), (16"), (1T') trouvés au n® 33.

Si la racine triple annule tous les premiers mineurs de B(s), on retrouve les
types (24), (25) et (26). Enfin, si la racine triple annule tous les deuxiémes mi-
neurs de B(s), on a le groupe

(30) [zp)+ @yp; + @y ps, z,p. ]

36. Examinons, maintenant, les transformations (25) et (28) du Chapitre I.
Soit
Xf=ai(@\pr+ 2, py+ 23p3+ 2, p,) + 2, py+ 22, p5 + 3y p,.

Déterminons

Yf= Ebaﬁl'rx[)ﬁ,
o,
de fagon que
(XY)=o.
Alors

Y/=b,(x,p+ z,p, + ZyPs + 2,y )
+bi3(@py 4+ 32,p,) + by (2 pa+ 22, py+ 3xyp,) + bz, p,.

Le changement de variables du n° 20 laisse cette forme inaltérée, de sorte que I'on
a les deux groupes suivants :

S A (2 Pyt Xapr - ZyPy+ X, PL) S+ T Pyt 22, p5+ 323p
(31) bi(zipr+ xypr+ 2y py+ 2, p,)
4 by (2 Pyt 2@y py 4= 32, py) -+ by (2, py+ 3a,p,) + boxypy
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et
(32) ‘ X Pyt 229p5+ 31’3]35,
? bs( &y ps+ 3z2py) + b, 2, p,,

puis les groupes

(@1 (1 pr+ 2y Pyt 23 s+ 24 ) + a5 (@, py+ 22y P34 323p,) + ay (2, ps—+3.2,p,),

(31")

b,(x1p1+x2p2+x3p3+xkp4)+ bz(x1P2+2x2P3+3-‘1'31)5)+bs(“’:Pa"' 3z,p,),
(32) [z pe4 229 p;+ 3x3py, 1 ps+ 22,0, ],
(317) ; ay(xyp1+ Xy ps+ a3 ps+ Z,p,) + ay (2 py+ 22, ps+ 325 p,) + Az p,,

U by (21 Py + @y py + @3 P+ @, ) + by (2, pa+ 22 ps+ 323 p, ) + by, pyy
(32") [z pa+ 22, p3 + 323 p,, z p,];
enfin,
(32") [Z1ps+ 225 ps+ 325, Xy Pyt Ty Pat+ X3P+ 2, ]

37. Jarrive aux transformations (27) et (28) du Chapitre I.
Soit
Xf=a\(x,p1+ x3py+ X303+ @4 p,) + 2, py+ 22, ps.

Déterminons

Yf:z‘ bag x4 pg,
B

(XY) =o.

de fagon que
On trouve

Y/ = b1y (2, py+ 23 p2 + 23 p3)
+ bz, py+ by (2, P24 223 p3) + bygy py+ by py+ b2, p,.

Appliquons & Y f'le changement de variables du n° 22.
Il vient

Y/=0bu(y,q: +YeGat ¥3qs) + by g+ 012(01 @+ 2y0q3)
d d
-+ [(bu“‘ bu)a—;‘— bui -+ bau% -+ b13]}’1(]3
e a d ’
-+ [(bu—bn)f =+ bn]] Y1qu+ [(bn— bu)(—l +eaa‘£» Yz
Supposons d’abord
b1y by,
On pourra poser
(bu— bn)d:basf9
(by1— by )e =bya.
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On aurait les groupes

(2P Xy pa—+ X3Py Xy ) + TPy 22,3,
L Oi(@1pi+ Zapa+ 23py) + b2, pu+ by (@ py+ 223p3) + by, py, b — by o.

Ce sont les groupes (15), (16) et (17), si b % o.
Si b,= o, cela donne les groupes (27), (28) et (29).
Supposons maintenant
by =by,.
Alors
Y/=bu(yiqi+ 020+ Y0+ 1) + 00a(Yiqa+2y2q5)

e d a
-+ <b13+ bm(—z — bl&,f)yl g3+ buf)’lf]a+ b,; g}’l?x-

Si 0,354 0, on peut poser

e d
b+ bma — [)1'.7 =03
puis, par exemple,
a
bu; = bw{':;

d’ou les groupes

(33) (21 p1—+ Zapy—- Typy+ X, Py) + L Py 225Dy,
(2 py+ Zapa—+ X3Py~ X, py) + Xy P+ L3

(34) [zp.+22:p5, 2P+ 2,p,s ]

Si b,r,:;#(), b|4: 0, on fera
by d=0byf,

ce qui déterminera d; d’oti le groupe

(35) a)(Z,\py+ Pyt Xy P+ 2, p,) = 2Pyt 2225,
bi(x,py—+ 2apy+ Xy Py 4 T4 Py) -+ T P3,

et le groupe
(36) [x1/72+2x2[337 1’5[7.-;]‘

Supposons
b,,—o, b, Fo.
On fera
b43e:— ablii;
d’ou les groupes
(2, Py~ XyPy = Xy Py~ Ly Py) + T Pa+ 2.3 Pss

(37)
(@ pr XaP2r+ Ty Ps—+ T Py) + 2Py
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et
(38) [2yp2+ 229p3, 2y p,].

Enfin, si b,y= b,3=0, on aura les groupes
(39) a (2P~ ZyPy-+ T3Ps—+ X, Py) + X, Py + 22,5,

by (w1p1~+ Zapar -+ 23 ps + 2, py) + by, py;

(40) [x1p:+ 22, p;, xyp;].

38. Examinons maintenant les transformations (29) et (30) du Chapitre I.

Soit

XS =ai(x1pr+ Xy pr+ X233+ 24py) + 24Py + T3 Pae

Déterminons

Y/= 2 bapzapg,
B
de facon que I'on ait
(XY)=o.

On trouve

Y= bu(xpr+ 2ops) + by (2yps+ 2, py)
+ bys (2, p3 +22p,) + by (23 p1+2, o)+ b1y 2, Pyt by 2y it bgy 25+ by x3py.

Effectuons sur Y f le changement de variables du n° 23.
Supposons que I'on ait

(b3s— byy)2+ 41)]3[)31#0‘
On pourra alors poser
bisa*+ (bys— by )ae — by e* = o,
bi30* 4 (b33 — byy) bf — by f2=o0

et cela avec 'hypothése
af — be=AFo.

Cela revient a supposer que dans Y/ on fait b,3 = b;, = o. Nous voulons, en
outre, que, si 'on fait sur Y f le changement de variables du n° 23 (ou un cas
pacticulier de ce changement de variables), les termes en y, g5, ¥2q4, ¥3q1, ¥4 ¢
ne réapparaissent pas. Comme on suppose

(b3z— 011 )2+ 4 b1y b5 0,
cela revient & dire ici, si by3= b3, = o, que ’on a

. by # byy.
Fac. de T., 2 S., VIIL 4o
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On pourra, par exemple, dans le changement de variables, faire b=e¢=o,
af # o, puis déterminer g et d par les équations

(byy— by3) g = bra,

(01— by3)d =— b, f.

On trouve alors le groupe

( a1(Zypr+ Xapy+ Zyps+ Zypu) + Ty P2+ T3Py,
? by(xypy+ xypy) + by(z3ps+ xupy) + by P+ byx3p,,

ce qui redonne les types (9) et (10).

Supposons, maintenant,

(bss— b1)*+ bbby =o.
Nous pourrons, par exemple, supposer by3=0; de plus, nous aurons
bys=by1.

Si nous voulons appliquer le changement de variables du n° 23, de facon que
le terme b,5()1 ¢s+ ¥2q4) ne réapparaisse pas, il faut supposer que I'on a

e=o, af # o.

En écrivant que le terme en 3, ¢» a le méme coefficient que le terme en y;q;,
on trouve

g b
21’31% :Zbu,}- “+ by, — bya— bsz"(é’

équation qui déterminera g sil'on a
b3y 7 o.

Alors, & cause de la présence de la transformation Xf dans notre groupe, on
pourra, dans Y f, supposer nul le coefficient commun des termes en ¥, g2 et ¥3¢q,.
On pourra, en outre, écrive que le coefficient de 35 ¢ est nul (il suffira de faire
b=o).
On a alors les deux groupes
( a1(zypr+ Zapa— T3Py~ Tpy) + T1Py+ T3P

(4
) ? by (&, py—+ Tapa+ T3 ps+ T4 Py) + T3pr+ Ty P2+ bexipy;

( Ty P2+ T3Py,

42
(42) ? Z3py—+ 2Pyt by 2y pys
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puis les deux groupes

A\ (Zy P+ Xy Py T3P+ Ty Py) + @y (X4 py+ 23 p,) + as(xy ps+ 23ps),

(41")

by (1 py+ 2y po+ 23 p3 + 2, p) + by (2 py+ xapu) + by (2, ps+ Zypy)
et
(42") [z1pe+ 23 pyy 2y ps+ 2,3p,].

Nous avons, dans ce qui précéde, supposé by, £ 0. Soit maintenant by, — o. Alors
les termes en ¥, ¢3 + y2qs, ¥3q1 + ¥4 g2 ont des coefficients nuls.

On peut encore égaler les coelficients de y, ¢, et y3q4- Silona b,5£ 0, I'équa-
tion obtenue,

b S
2by,— = bg— by, + by -
hf 12 1% 32 d,
déterminera b. :
Alors, & cause de la présence de X £, on peut, dans Y £, supposer nul le coefli-
cient commun aux termes en ¥, ¢a, 3 ¢i, et I'on a les groupes
(23 Py ZaPs + T3Py X, P,) - TPyt Ty py,

(43)
bi(z\pr+ Zopr+ 23ps+ 2, p,) + by, py~+ byxyp,y;

(44) [z1p2~+ z3pyy bazypy+ byzyp,];
enfin le groupe

(45) [Z1pi+ @2 pa+ X3 ps—+ 24 puy @ py+ x3p,].

39. Jarrive aux transformations (31) et (32) du Chapitre 1.
Soit ‘
Xf=a\(21p1+ 2y py+ @3ps =+ 2,py) + 2, ps.

Déterminons
Y/ =S buprarn
a B "
de maniére que P'on ait
(XY)=o.
Il vient
Y/ = by (2, py+ x2py) + bsz05ps+ bz, p,
+ b1 2y py+ by ps+ by 20 p, 4+ byszspy+ by, 23p, + by py+ bysz, ps.

Nous effectuons sur Y £ le changement de variables du n° 23.
Nous allons d’abord supposer que ’on a

(bus— b33)*+ 4 by by Z o,
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Alors on pourra poser simultanément

by f2 4 (byy— byy)if — b =o,
by g4 (byy— b33) gj — byyj*=o,

et supposer en méme temps
J— gt F#o.

Ainsi on peut supposer nuls by, et b,3, et en méme temps by3 52 b,,. Pour que
les coefficients by, et b3 ne réapparaissent pas lorsque 'on effectuera sur Y £ le
changement de variables, on fera, par exemple,

g=i=o.
Supposons by — byy 5% 0, byy — by 7 0, faisons

b,a = b, a ’ c— by f

[)w,/'
bn_‘[’a's’ bu—bu bsa'“bu,

d= —=2

‘= bu—‘bn.

Remarquons enfin qu’a cause de la présence de X f on peut supposer que le
coefficient de ¥, ¢, dans Y f est nul. Il vient

s a (1 p1~ TPy ZyPs—+ Ty Py) + L1 P2y
( bi(x1py+ x3py) + byxypy+ by, py, (by— by) (by— bs) (by— by) o,

On retrouve les types (3), (4) et (5).

Si I’on suppose b3y = by, alors on a nécessairement

bu 2 by
puisque, par hypothése, on a

b3 7 buse
On pourra toujours poser

_ bya _ by
]2_ bll__ bh&’ d— bk-’o—bll
Siby3bss3£ 0, on fera
b & = b7
137 — U32 al

on a alors les groupes

Ay (X P TyPo—t XyPs—+ TuPy) -+ L1 Py
by (&P + Zapa—+ Z3ps) + by, pu—+ by(Zyps+ Z3p;)-

On retrouve alors les types (15), (16) et (47), etec.

Soit maintenant
(byy— by3)*+ 4 bys by, =0,
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on pourra toujours poser

by g+ (byy— bys)gf — busj>=o.

Cela revient & supposer b;3= o0 dans Y f. Alors on a, en méme temps,

Pour que le coefficient de y,q; ne réapparaisse pas dans la transformée de Y f,

il faudra supposer g =o.
Si by35£ b4y, on fera

e— b13a
- bn"‘ b33’
puis
. bysia — by,af — byef
hf —ie = = 14 3
b33_ bll ’
ce qui déterminera k. Ensuite,
. d
c(byy— bs3) + by f 4 byal — 1)35—‘{‘—/.— —=o0

déterminera ¢ et »
(byy— by3)d +byyj =0
déterminera d.

On trouve ainsi

a (21 py+ 23p2 + Z3ps-+ Ty Py) + Ty Py
by (@4 pr—+ 23 Pe) + by (23 ps+ 2, pu) + byx3pis by — by o.

Ce sont les types (9) et (10).
Si by = o, on retombe aussi sur des types déja obtenus.
Revenons sur ’hypothése by35£ by4. Soit byg= by
Si 03452 0, on délerminera e et d par les équations

byef = byzia — by, af,
Jjd

by, 7 = bys [+ €43l+

Quelles que soient les hypothéses faites, on retrouve des types déja obtenus.
Soit alors by, = o0; voici les groupes que I'on oblient :

(46) A (2 Py Ty Py Ty Py Ty Py) + ATy Py A3y P,
by(&,pr1+ Xapr+ 23 ps+ 2, py) + byx p3+ byxapy;

(47) [z psy @2ps]
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et

48) a (X Pr+ Zypa+ 23 py+ 2, p,) + @y 2, py+ ayx, p,,
by (2 pr+ Ty Py T3 py+ @, p,) + by, py+ by, py;

(49) [z1p2y 21 ps];

(50) [21p1+ @2 pa+ 23py+ 2, py, 21 p, ]

40. Reste la transformation z, p, + ZyPa—+ Xy Pyt 4 Py

En I'adjoignant successivement aux 33 types de groupes de premiére espéce,
nous aurons autant de groupes de deuxiéme espéce a transformations toutes
échangeables :

(@12, p1+ ay23py + a3 23 py+ a, 2, ay, Xy Py Ly Py+ Xy P34 2, py)
rentre dans le type (1), méme si @, = o.
[ai2p1+ ayz, py+ 3(Z3 Ps—+ Ty Py) + T3 Pyy Ty Pr—+ Ty Py+ Z3 3+ 2y Py |

rentre dans le type (3), méme si @, = o ou si ay= o.

[a1z1py+ aszaps+ as (23 ps+ 2, p), 21 py+ 23 py+ Z3Ps+ 2, pi]

rentre dans le type (6), méme si @, = o ou si a;= o.

Lai (2 py+ 23 ps) + ay(2spy+ 2, p,) + Zy Py~ T3 Piy Xy P+ TPyt Xy Py—+ 2, Py |

rentre dans le type (9), méme si @, = o.

[ai(@ip1+ 22 p2) + as(x; ps+ ZyPy) = Ty P2y Ty Py Ty Pyt Xy py+ z,p, ]

rentre dans le type (11), méme si @, = o ou si a;=o.

[ai(@ pr+ @y ps) + @y (23 ps+ 2, py)y 24Py + X3 py+ Z3p3—+ 2, p,]

rentre dans le type (14).

(@1 (21 pr~+ Ty P+ X3 P3) + @2, Py + Xy Pa—+ 229 P3y T4 P+ Ty Pr+ Ty P3+ 24 Py ]

rentre dans le type (15), méme si @, = o0 ou si ay=o.

[ai (2 pr4 23 py+ 23 p3) + Ay, p, + 2, P, Xy P+ Ty Pr+ X3 p3+ x, Py ]

rentre dans le type (18), méme si @, ou a, est nul.

[ai (21 py+ 22 ps+ x3p3) + @y %, Py By Pyt By Py T3Pyt z,p, ]

rentre dans le type (27), méme si @, ou a, est nul.
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De méme,
[2yps+ 22, p3+ 323 psy Ty P+ XyPa—+ T3 P3+ z, py ]

est du type (31).
[2, P2+ 223 Psy Ty Pr—+ Xy Pa+ X3P3—+ 2P ]
est du type (39).
[z pa—+ X3 piy @ PL+ T2 P2+ X3 s+ 24Py ]
est du type (45) et -
[#1 P2y @1 p1+ @2 py+ T3 ps—+ 2, pi]

est du type (50).

Tous les groupes ainsi obtenus ont donc été déja énumérés.

CHAPITRE III.

GROUPES DE DEUXIEME ESPECE DONT LES TRANSFORMATIONS
NE SONT PAS TOUTES DEUX A DEUX ECHANGEABLES.

41. Nous allons maintenant chercher les groupes a deux paramétres, dont les
transformations génératrices ne sonl pas échangeables.
En appelant X f, Y f ces transformations génératrices, on a

(XY)=2X[f+ pY/f.
Remplagons Y par Y — aX,

(X, Y —aX)=(XY)
=M X+ pY=2AX 4+ p(Y—aX) +paX = (A + pa) X + p (Y — axX).

On pourra donc, si I'on suppose i1 5% o, disposer de « de fagon & avoir
A+ po =o.
C’est dire qu’on pourra toujours s’arranger, si . est différent de zéro, de facon a
avoir
(XY) = Y.
Prenons d’abord les groupes (1) et (2) du Chapitre I. On a

Xf=a,2,pi+ a, 23 P2+ ay 23 p3 + A, 2, py,
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soit

Yf:E ba,{i-rapﬁ-
a,f
Si nous posons
(XY) =X [+ pY/,

1l vient d’abord .

buglas—ag—p)=o,  azf,
puis

7\aa+Hbaa:0, a=1, 2, 3, 4.

De ces derniéres équations il résulte que, si 'on suppose - =o0, on en dédui-
rait 2= o. On peut donc supposer 11 > o, et par suite A = o, d’aprés la remarque
faite au début de cet article; cela revient  dire que 'on a

bom(:O7 x=1I, 2, 3’ 4.

Dés lors, I'un des coefficients byg (@ 5% B) est différent de zéro. Supposons, pour
fixer les idées, by, 52 0. Alors, on a

W =a;— a,.
On en déduit
biy= b1, = byy= b= b,y =0,

(2a,— a;— az)by;=o, (ay+ ay—ay— a,) by, =o,
(20— ay— a,) by, = o, (a,+ay—2a,) b, =o,
(a2 + az—2a,)by;=o, (ax+a,—a,— az)b,;=o.

Si nous supposons qu'il n’y a aucune relation entre a,, as, a3, Ay, ON €N con-
clut que, sauf b,,, tous les autres bag sont nuls. On a donc le groupe

(I [aiz1p1+ a2, py+ a3 py+ A2, Py Ty P2 ]

Les équations finies du groupe sont, en posant p, = )\M—Hd—)[e"(“n““ﬂ—- 1],
17 G2

N=@@h, = n (a4 m), )= aeh,  y = aeh.

42. Je garde les notations du n® 41.

Je suppose que I'on ait
a,—=2a,—a;,

alors,
by= by =bz=o, (2a;— ay— a,)by,=o,

( a,—3a,+2a;)b,,=o,

Yf= bz, ps+ by, ps,
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ou, en faisant usage du changement de variables indiqué aa n° 2,

a b
Yf—'-‘—”wz}’ﬂ]z"* bzs—c',}’i%- .

On pourra poser
b=ab,,, ¢ =0b0by;= aby; by;.

De 14 le groupe

(1I) [(2ay— @)z, p1+ @y 2, Py + A T3 Py~ A2, Py Ty P2+ Z3ps ]
Les équations finies du groupe (IT) sont, en posant p, = mfi—ag)[&(ai— @) —1],
Y= a0, eh 204, Y= My 2y + Z,),

ys=en(lpl e+ o 2a+ 7y), ‘y.*:e)ﬂ-sx‘.

43. Nous gardons les notations du n® 42, je suppose

ay—=2a;—a,
et, par suite,
a,=3a,— 2a,.

Alors
a b c .
Y[f= bz ps+ by, ps+ bsyxyp, = bIZZ Yiq2+ bz3z,}’z’]x+ ba'.;l,}’a']s;

on posera
b=ab,,, c=ab, by, d =ab,,b,,b;,,

d’ou le groupe
{ Baz—2a,)x,p; + (2a;— @) 2y Py + Ay 23 p3+ @, TPy

(11
) 2 Ly Pa—t Ty P3—= T3Py

En posant py= )(a—”a—)[e“ara‘)_l] on a, pour les équations finies du
N 3 Y .
groupe (III),
yl: xleluaj—!a()’ '),2-: (IJ‘OxI + x2)e)\(2a!_a‘)’

Vo= (GRS T+ oy + @) €%, Y= ([P I o @+ 2) e

44. Je reviens au n° 42; je fais maintenant
a,=3a,— 2a,, ay,=2a,— a,.

La substitution (2, z,2;2,) nous raméne le groupe trouvé au groupe (III).
Fac. de T., 2° S., VIII. 4]
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43. Je reviens au n° 41. Je suppose

ay,=2a,— a,.

Alors

by3= by, = b,;=o, (Bay—2a;—a,)b,,— o, (ai+a,—2a,)b,,=o.
Avec I'emploi de la substitution (z1x22,), on retrouve le groupe (II).

v

46. Je garde les nolations du n° 43.

Je fais
a=2a3;— a,
d’ou
ay,=3a;— 2a,.

Avec I'aide de la substitution (z, 2,2, 2 ), on retrouve le groupe (III).

47. Je reviens au n° 43.

Je fais
a,=3a,— 2a,, avec a,=2a,— a,.
La substitution (z, zyx3) fail retrouver le groupe (11I):

48. Je reviens au n° 41. Soit

G =a,+ a; — a,.

Alors
by =b,3=o,
(ay+ a,—2a;) by;=o, (2a,— ay— a;) by =o, Ba,—ay—2a;)b,,=o,
, a c
Y/=bpx,p,+ by 3 p, = bml—).}’ﬂh‘i— bssa}’s(]a;
on posera

b=uab,,, d = cb,,

*

d’ou le groupe

(IV) ( (@ a,—a)@ py+ ayxs py+ ay 23 py+ a, 2, p,,
( Xy Pot T3Py

En posant p,= )(TH—Q—)[&(“F“:) — 1] on a, pour les équations finies,
. 3T

1=z eMaa-a) Ye=e % (pyx,+ xy), Yi= My, Y=t (o + @&y).

49. Je garde les notations du n° 48. Je suppose

Ay =2a; —a,,
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on a
ay=3a;— 2a,,

puis
et 'on retrouve le type (III).

50. Je reviens au n° 48. L’hypothése ay= 2a, — a@; étant inadmissible parce
qu'elle entraine a, = ay, je fais

a,—=3a,— 2a,.

A Taide de la substitution (2, 2,) (23 2,), on retrouve le groupe (1II).

51. Considérons maintenant la transformation
Xf=a,zp)+ ay 2y ps+ ay x5 ps.

Comme I'hypothése
(XY) =X + Y,

ou

Y =Y (buszapp),
o B

entraine, par exemple, la condition
ha,+pb,=o,
si 'on suppose = o, on a aussi, nécessairement,
A=o.
Donc on a w7 o et alors, d’aprés la remarque faite au n° 41, on peut supposer
quelon a
(XY) =pY,
c’est-d-dire que )\ = o. Il reste alors a discuter les équations suivantes :

bya(ay— a,—p) =o, by (ay—a;—p)=o,

bis(ay,— az—p)=o, by (a,—a;— p) =o,

by (a,— ) =0, ba, (ay— ) =0,
by (a3—a,—p)=o, b (a,+ ) =o,
byy(as—ay—p)=o0,  by(ay+p) =o,

by, (a;— p) =o, by (as—+ ) =o.
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52. Supposons d’abord b2~ 0. Faisons donc "=a,— a,.

Alors (n° 41),

b3 =b,,—=byy=0by3=0b,,—=o,

by (2a,— ay— az) = o, by, (ar+ay—a,) =o,
by (2a,— ay) =0, by (ay—2ay) =0,
by (ay+a;— 2a,) = o, by3(ay—a,— a;) =o.

On a d’abord le groupe

(V) [aizypy—+ arxyp, -+ asxs py, o, py ],

dont les équalions finies sont, en posant p,= i—(g“—a)[e“aﬁa:)—- 1],
1= Ay

Y1—= Ty e, y2:e)"(l2(f*0“'1+x-z)v .}’3:3)“1"”3’ Y= Ty
53. Je reviens au n°® 32. Je fais, en plus, I'hypothése @y = 2a,— a;. Tout se

passe comme au n° 42, avec I’hypothése ;= o en plus.
On trouve le groupe

(V) [(2a,— ay)z, py~+ ay o pr+ Ay py, 1 py+ x,p3],

dont les équations finies sont, en posant p,= )\—(;—ET)[@““:—%) —1],
2 Ay

V1= &y e, yzze)'“i(yoxr*—xz), )’3—e)'as(‘épgx1+Hoxz+$3), Y= Xy

54. Je garde les notations du n°® 33, mais je fais I'hypothése a,=2a;, d'olt
a,=3a; (voir le n° 43).
On trouve le groupe

(VII) [3zypi+ 22aps+ T3 p3y Ly Pa+ Ty Ps—+ T3Py ]

En posant po= %(e)— 1) on a, pour les équations finies du groupe,
yi=ax et Ye= (o @1+ 23) €™,

Yo=(Gpi e+ oyt @)et,  yy =R E b R @ Tt 2

55. Je reviens au n° 83. Je fais ax=3as. J'obtiens alors un groupe qui, par
I'emploi de la substitation (x,z2252,), prend la forme canonique

(V1) [22 P2+ 2@3 P34+ 3@, Py Xy Pat Zops—+ T3P ]
Les équalions finies du groupe peuvent s’écrire, en posant (= [;i(l —e™h),

V1=, .)'226)‘(£J~ox1+x2),
Yi= @GR @+ &)y Y= € Gpd o Il @yt po@s ok @),
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56. Je reviens au n° 52. Je fais a, = 2a,. Alors

byy= by, = b, =0,

puis '
(a3— 3as) by, = o, (ay+a;)b;=o.

On obtient ainsi un groupe que la substitution (23 2;) raméne i la forme

(IX) [2a,2,py+ @y 23 ps+ A3, Py, Ty Pyt T3 P3]
et qui a pour équations finies, en posant p,=— F o (era—y
qui a pour équations finies, en po o }.a2<e )

yi= et Y= (o &y + Zy), V3= 3o Ty P Ty Ty, Yyi=e"%x,.

57. Si, au n® 56, on suppose a; = 3a, avec a; =24, en faisant sur le groupe
obtenu la substitution (2, z;z;), on retombe sur le groupe (VII) (n° 54).

58. Si, au contraire, au n° 36, on fait @; = — @, avec @, = 2a,, on trouve un
groupe que la substitution (z32,) améne a la forme

(X) (22, py~+ 2y pa— X, Pyy T P2+ ZaPy—+ T3P ]
et dont les équations [inies sont, en posant o= %(ek—- 1),

.)’1:x162)‘) .72:"}(#0“1‘*‘332),

Ys=hpla o poZat+ Ty Ye= e M GFRE@ R X+ o Tyt T)-

59. Je reviens au n° 52. Je fais 'hypothése a; = 2a, — a;.
Alors

by = by, = b,y =0, (3ay— 2a3) by, —=o, (@, — 2a3) b3 = o.

La substitution (z,z,2;) raméne le groupe trouvé au groupe (VI).

60. Si,'au n° 89, on fait @, =} a; et qu’on effectue la substitution (z, 2, 2;), on
retombe sur le groupe (VII).

61. Si, au n° 39, on suppose a, = 24a,, la substitution (z,z;z,2,) nous fait
retrouver le groupe (VIII).

62. Je reviens au n° 52. Je fais @y = a,+ a;; alors

byy=b,3=o0;
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de plus
(ay—2a3) byy=o, (ay+ a3) by =o, (ar+2a5)b,y=o.
On a d’abord le groupe

(XI) [(as + as)z, py+ @y 2y py+ ay 23 py, 2, py+ z3p.]

qui, en posant p,= )La(e)‘“a—— 1), a pour équations finies
+e3

Y=z eMate), Y= u(pxy+ x,), Yi= €Mz, Y= o %3+ 240
63. Si, aun® 62, je fais @y = 2y, d’odt a, = 3 a, je retrouve le groupe (VII).

64. L’hypothése a, = — ay, faite au n° 62, entraine @, = o. Elle est inadmis-

sible. Soit donc a,=— 2a;. Avec la substitution (zy23) (2224), le groupe
obtenu se met sous la forme

(XII) [z1py— xspy— 22, p4, ZyP2+ Zaps+ &3 Py

qui a pour équations finies, en posant o= %(e"—- 1),

y,:xle)‘, Ye== o Xy + Xy,
V=GRt eyt 23), =M (Epd ey Hipl et poay+ ).
635. Je reviens au n° 52. Je fais a; = 2a,. Alors
byy=bz;=b;=o,
puis
(3a;—az)by;=o, (ay+ as) by, =o.
Avec Vemploi de la substitution (z, z,z3,), je lrouve le groupe

(XIIT) [a12ypa+2a 23 ps~+ @y 2, py, &, py+ X33 ]
Equations finies :
it i),
=2, = AN(a - 2y),  yy= et n(Gpla - pd+ @), yi= et

66. Si, au n° 63, je fais a3 = 3«,, a;= 24y, la substitution (z,z,x;2,) nous
permettra de retrouver le groupe (VIII).
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67. Si, au n° 63, je fais @y = — a,, as=2a,, avec la substitution (z, z;)(x, ;)
on retrouve le groupe (XII).
68. Je reviens au n° 52. Je fais @, = a,— «;. Alors
byy=by,=o,

puis ‘
(as+ az) by, =o, (3az— a;)bs,=o, (2a;—a,) byy=o.

On trouve alors, en effectuant la substitution (z3z,), le groupe

(X1V) [(ay— as) 1 p+ @y 2, py+ a2, pyy 2y Py-+ 23 p, ]
. » . . B Y
qui a pour équations finies, en posant gy = .}\73[1 —e 7‘13],

yi=z eMaa), Y= (o 2y + 1), Y3 = T3 Y= (pox; 4 1)

69. Si, au n°68, je fais a; = — a3, a, = — 2a;, avec la substitution (2, 2,), on
retrouve le groupe (X).

70. Si, aun° 68, je fais @ =3 a,, @y =2 a;, al'aide de la substitution (z, 23z, x)
on retombe sur le groupe (VIII).

71. L’hypothése ay= 2a; (n° 68) entraine a, = a,. Elle est inadmissible.

72. Je reviens au n° 31. Je suppose u = a;.

Alors
bia=0by3="by, = by, =b,,=o,
(@as—2a,) by =0, (@ — ay— a3)bys=o, (as—2a,) by =o,
(as—a,— ay) bz =o, (ay+a,) b,y =0, (as+a)b,; =o.

Avec I'emploi de la substitution (z,2) je trouve d’abord le groupe
XV) [, 2, py+ ayzs ps+ ayx, p,, 2, ps].

Equalions finies :

po= 1—*;— (er—1),
Y=z e, Y2 == oy = Ly Y= &30, Y=y eh,

73. Je reviens au n° 72. Je fais ay— 2qa,. Alors

byy=bs =0,
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puis
(as—2a,)b;;—o, (ay—3a,) by =0, (as+a))bz=o.

Avec la substitution (z,2,) (z32,), on retombe d’abord sur le groupe (1X), n® 56.
74. Si, au n°o 73, on fait as=2ay, il vient @, = a3, I'hypothése est inadmis-

sible. Solent a3 = 2a,, ay= 2a,, la substitution (z, ;) permet de retrouver le
groape (VIl), n° 54.

73. Si, au n°73, on fait a;=— a,, @,= 2a,, avec I'emploi de la substitution
(2, 2,)(z32,) on retombe sur le groupe (X), n° 38.
76. Je reviens au n° 72. Je fais ’hypothése @y =a, — a3, d’'ou

. byy=1b,3=0o0,
puis

(2a;— ay)byy=o, (3as—2a3)b;;=o, (2ay,— as)b,,=o.

La substitution (z,z;,) montre que l'on retombe d’abord sur le groupe (XI),

n° 62.

77. L'hypothése ay= 2a; (n° 76) donne @y = a;. Elle est inadmissible.
Soient donc

2 —1
A3— 3y A= 3z

La substitution (2, z32,) montre que 'on retrouve le groupe (VII), n° 54.
q group )

78. Si, au n° 76, on fait @3 = 2a,, d’olt @, =— @, avec 'emploi de la substi-
tution (2,232, ), on retrouve le groupe (XII), n° 64%.

79. Je reviens au n° 72. Soit @y = — «a,; alors
by=0bspy=0b;=o,
puis :
(2a;4 a3) byy=o, (ay—2a,)bs;=o.

A I'aide de la substitution (2,2, ;) on trouve le groupe
(XV1) [ay2, py— ayx3ps+ a2, pyy 21 P2+ 3 p3],

dont les équations finies sont, en posant y = )\—P';(ela.— 1),
1

P @D,y X Ty, Y= e (i ek &), Y= e
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80. Si, au n° 79, on fait @;= — 24a, avec ay=— a,, puis si 'on effectue la

substitution (z,232,), on retrouve le groupe (XII), n° 64.

81. Si, au n° 79, on fait @3= 2a,, ay=—a, et si 'on effectue la substitu-
tion (z,#,x;x;), on retrouve le groupe (X), n° 58.

82. Je reviens au n° 51. Je fais "=—ay.
Alors
b= =byy=b=0b,=0
et
(2a;— a3)b,=o, (2a;—as3) by, =o0, (a1+a;— ay) by, =o,
( ai+a3) by =o, ( a-+ay—a;)by;=o, (a1+ a;) by, =o.

Si nous effectuons la substitution (z, z,z,), on trouve d’abord le groupe

(XVII) [ayzypy+ asxsps+ aryz, p,, x,p, ],
domt les équations finies sont, en posanl p,= 7\%([ —ea),
Yi=xy, Y= el (o + x3), V3=, e"“:, Y=z, era,,

83. Je gavde les notations du n° 82. Je fais a,= 2a,. Alors,
b= by, — 0.
Jai
(2a,—a3)b;z=o, (ay+ as) by, =o, (3a,—az)bys=o.
En effectuant la substitution (z, z,2;,) sur le groupe tout d’abord obtenu, on

retombe sur le groupe (XIII), n° 65.

84. L’hypothése a3 = 24, (n° 83) entraine @, = a;. Elle est inadmissible. Soit
donc a3 = — a,, avec ay=2a,. La substitution (z,z;)(2.2,) étant effectuée sur
le groupe obtenu, on retronve le groupe (XII), n° 64.

85. Si, au n° 83, je suppose a3 = 3a, et a;= 24, et que j'effectue la substitu-
tion (zyZ22;32,), je retrouve le groupe (VIII), n° 55.
86. Je reviens au n° 82. Soit @, = a, — a,; alors

by, = by;—o,

(ar—2a;)b5=0o, (2a,—3a;)b;3;=o, (2ay— ay) by, = o.

La substitution (z, z, ;) nous fait rctrouver le groupe (XIV), n° 68.
Fac. de T., »* S., VIII, b2
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87. Si, au n° 86, on fait @ay=2a;, a4 ’aide de la substitution (z,z.2,) on
retombe sur le groupe (VIII), n°® 55.

88. Si, au n° 86, on fait @3=2a,, a l'aide de la substitution (z,2,2;) on
retombe sur le groupe (X), n° 58.

89. Je reviens au n” 82. Je fais a; = — a,; alors

byy= by, = by;=o,
puis
(2ay+ a;)by;=o, (as—2a:) by =o.

La substitution (2,232, 2.) nous fait retrouver le groupe (XVI), n° 79.

90. Si, au n° 89, je fais a3 = — 2a,, & I'aide de la substitution (z,z;2,2,) je
retrouve le groupe (XII), n° 64.

91. Enfin, si au n° 89 je fais @y = 2a,, a 'aide de la substitution (z,2,2;) nous
retomberons sur le groupe (XI), n° 58.

92. Jarrive maintenant a la transformation (3),

XS =a,2,py+ g2, pa+ a3 (2303 + Xy py) + X3Py
Soit
Yf:Z baszqps.
a,f

Eerivons que
(XY)=2Xf+pYS.

On trouve d’abord
hag+ pb,=o,

de sorte que I’hypothése u = o entraine A = o. Le cas p.=A =0 ayant déja é1é
examiné (Chap. 1), on peut supposer p % o. Mais alors, d’aprés la remarque da
n° 41, on peuat supposer A = o.

11 en résulte
byy=byy=by=byu=bu="b=o,

puis
(ay,— ay— 1) by, =o, (ag— a;— p) by, =o,
(ay— az— ) by, = bys, (ay—az—p) by =0,
(ay— ay— ) byy =0, (az—ay-—p.) by, = b,
(ay—ay— )b+ b,y =o, (az—ay— p.)bzs-+ b,z =0,

(ag—ay— ) by =0, (ag—ay— ) b,y = 0.
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93. Soit

alors
byy=0b;3=">0,, = by=bs; = o,
puis
(2a,— ay,— ay) byy = o, (ay+as—2a,) by, + by =o,
(2ay— a,— az) by, = by, (ay+as—2a,) b, =o.

On a tout d’abord le groupe

(XVII) [a1zy py+ asxyps+ as (X3 ps+ 24, pi) + @3 pys 21 P51,

dont les équations finies sont, en posant py= )\—(a”—a)[eﬂarae)—— 1],
17 %2

=2 %,y @h(mex + &,), Yy = xerh,  y,=— e (has+ ).

94. Si, au n° 93, on fait @, = 2a,— a3, alors on a
a b
Y/f=by,zp,+ b24x2P4:b125,}’192+ bz:.z}’zqa (n° k).

On fera b = ab,s, ¢ = bb,,, puis on effectuera la substitution (z;2;) et 'on
trouve ainsi le groupe

(XIX) [(2as— a3)x pr+ a2y P+ A3 ( 23 ps—+ 2, D) + X, Py, Ty Pr—+ To Py ]-

Equations finies :

— P reNeay
("'D—‘)\(a2_a3) [e @ l]!

Y=z, el Y= %oz + ),

Ys= 6 (Iuley 4+ poy+ 2+ hay),  y,—e Mz,

95. Si, aun® 93, je fais @y = 2a, — a;, en utilisant le changement de variables
du n° 4 et effectuant la substitution (2, zs2;), j'arrive au groupe

(XX) [@a1@ypa+ (2a;— a3) 23 ps+ az (2 py+ 2, pi) + 2, P, 2y P2+ 223 ].

Equations finies :

Y Aa,—a,)
Ho= )\(‘13—“1)[6 ‘ I]’

y1=xeM%, .}’226)‘“’(}‘0"”1‘*'“'2),
Ve eM—a) (Lua 4uoxy+ @), yi=er(dz, +x,).
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96. Je reviens au n°® 92 et je fais p =@, — ;.

Alors
biy=byy= by, = byy= by =0,
puis
(ay+as;—2a,)byy=o, (2a3— a, — a;) by + by, =o,
(2a;— ay— a;) b,» —=o.

A T'aide de la substitution (22 2,) on arrive au groupe

(XXI) [a\zyp1~+ a2, py+ a5 (22 P2+ T3 P3) + T3 Pay T P2 ]

Equations finies :

~

= —— M ) —
Mo )\(al_aa)(e @ l),

,}’1:3716)‘“': ,}’2:‘3}‘“3({*‘0*@1‘*‘-’”2“‘)\‘”3), ,Yszxae)‘a" Y=z, e,
97. Si, au n° 96, je fais @y = 2a, — as, je trouve

b a
Y/ =byx,p + by py= by a.}’z‘]:‘*‘ bn‘g,’}’l‘]& (n° &).

Nous poserons @ = bbyy, ¢ = ab;.
Puis nous effectuerons la substitution (2, 22) (23 24)-
On retombe alors sur le groupe (X1X), n° 94.

98. Si,aun°96, on fait @, =2 a@;— s, puis sil’on effectue la substitution (z, x,),
on trouve le groupe

(XXI1I) [(2a;— @)z p+ a2, pi+ a3 (&, py+ XT3 P3) + T3Py Zy Py + X3Py ]

Equations finies :

— P reMaga)
Ho= )\(as—a‘z)[e ’ 1]’

)’1:-”1@)‘”“’_“2‘, yr——e"“s(powl—szﬂ‘-laa),

Y= ZzeM%, Vo= % (poZs+ 2.

99. Je reviens au n° 92. Je fais p=a;— ay.
Alors
byy = byy = byy= b1, = b= b= 0,
puis
(2@, — a@y— a3) by, =0, (a3 + az—2a3)bys =0,

(@14 ay— 2a;) by, = bas-
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Effectuant la substitution (z,z,2;), on arrive d’abord au groupe

(XXIII) [ai @2 ps+ @y pr+ as( 2y pr+ 24 py) + Z1Piy Ty P2]-
En posant po= ——-H———[e““a““x)—— 1], il vient pour les équations finies du
AMaz~—a,) v

groupe
Y= @@, = (- ), Yy 3%, yy=@u(da+ 1),

100. Si, au n° 99, je fais ay=2a, — a;, a 'aide de la substitution (z,zsx;)
je retrouve le groupe (XX), n° 95.

101. Si, au n° 99, je fais @, = 2a3;— a,, & 'aide de la substitution (xyz223)
je retrouve le groupe (XXII), n° 98.

102. J'arrive a la transformation (4),
ay %y ps+ az(23ps~+ 2, p,) + 23 p =X f

qui se déduit de (3) par I’hypothése @;=o. Si

Y=Y (bugzaps),
B
en exprimant que

(XY)=2Xf+pY S,
on trouve, entre autres, I’équation
hay—+ pbyy=o.

Il en résulte que '’hypothése p. = o entraine comme conséquence A=o0.Cecas a
déja été examiné (Chap. 1I). On peut donc supposer p3= o. Alors, d’aprés la
remarque faite au n° 41, on peut faire A = o.

. On arrive alors aux équations

(ay+ p)byy=o,
(ay— ) bay=o,

(as+ 1) bys =o, (as— @) by + by =o,
(as+p) b+ biy=o, (as— ) buy =0,
(ay— az— p)byz=o, (az— ay— ) b3s-+ bys=o,

(@2— a3 — ) by, = bysy (as— ay— ) by, —=o.
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103. Soil'd’abord p=—a,. On a

by =bi3="b;,=byy= by, — o,

(2ay—a;) by =o, (as+a) by + b,y=o,

(20— a3)byy=bys,  (ay+a;)b,  —o.
On a d’abord le groupe
(XXI1V) (ay 2y py~+ ay (23 py + @, p,) + 233, z1p, .
Equations finies :
= e,
M=y Y= @U@ 2y), Y=zl Y= (hay+ ).

104. Je reviens au n° 103 et je fais @y = — a,.

A Taide de la substitution (2 2323), on trouve alors le groupe
(XXYV) [as(zipy— x3p3+ 2, p,) + 24Py, 24 Pa+ 23p;].

En posant p, = > (e’ — ). on trouve pour les équations finies :
P o 2, ) P q

ylzxiex"u YYo= ko 1+ Xy,

y:’.:e_xa’(%}/-gxl"“lioxz‘*‘wa): .7423)‘%()\*”1“"“'4)-

105. Si, au n° 103, je fais a3 = 2a,, 4 l'aide de la substitution (z, xy), j'arrive
au groupe

(XXVI) [a2(@2pa+ 223ps+ 22, p,) + 2,ps, @, py+ 23 ps].
En posant p,= % (1—e™), il vient, pour les équations finies du groupe :
2

V=2, Y= U(pexy + @),

V=ML + Ty + T3+ hy),  y, =z, e,

106. Je reviens au n° 102; je fais p. = a,; alors

bis= byy= by, = b3y =b,;= o,

(as+ az) bjz=o, (as—2a,) by + by, —o,

(ay+as) by, + b3=o, (az—2a,) b,,—=o.
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On améne le premier groupe que I'on trouve, a I’aide de la substitution (z, 2, ),

a la forme
(XXVII) [azxypy—+ as(x3ps+ 2 py) + 23p,, 2Py ]-
Equations finies :
po= 3L (Ao —1),

}’1:5"713)‘“2, Ya= [T+ Ty, Y3:x33)‘a’9 .}’4:6’)‘“3(7\-”3"*‘ zy).

107. Si, an n° 106, je fais @, = — a;, j'arrive, & l'aide de la substitu-

tion (z25) (Z324), au groupe

(XX VII) [as(— 2 pr+ @3ps+ 2, p,) + 4 psy 21 P2+ 235 ]

En posant p, = )\—!;— (1—e74), on a pour les équations finies du groupe
3

.)’1:@'13—1“’, Y= o+ &y,

Y= s (tpio + oz + 25+ Awy),  y,= x,el,

108. Si, au n° 106, on fait a;==2a,, on trouve, a 'aide de la substitu-
) )

‘tion (x;3), le groupe
(XXIX) [ax(22,p1+ 22p2+ 22, ;) -+ 2, Py, 21 P2+ Z2ps].

Equations ﬁnies N
— P Aa
p. = e I
0 )\ 3 ( ),
)’x—xlez)‘“% }’2—-3)‘“2(#03”14" Z5 ),

Y= s X1+ oLy + Xy, )’4:6?1“’(7\1’1‘?‘”5)-

109. Je reviens au n° 102. Je [ais = —as.
Alors

bi3= b1y =bys= by, = b3 =b,;=o,

(2a3—ay) b3+ by, —o,
(ar+ a3) byy=o,
[ (2a;5— az) bys.

Le groupe que U'on trouve tout d’abord prend, lorsque I'on effectue la substi-
tution (2’32, ), la forme canonique

(XXX) [@as@ipy =+ as (22 py+ 23 p3) -+ 23 pay Zps].
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Equations finies :

___P'_ — p—ha,
Ho=— )\03([ 4 )7

Y1= Xy )”2:‘9)“1’(}-‘0“'1"‘“'2"‘ hay), .}’3:1‘39)‘“’: )’a:xbe)‘a*-

110. Si, au n° 109, je fais @y = — as, a 'aide de la substitution (z, z,) (x324),
je retrouve le groupe (XXVIII) du n° 107.

111. Si, au n° 109, je fais a;= 2a;, le groupe obtenu peut se mettre sous les
deux formes canoniques suivantes :
La substitution (x,2,) donne

(XXXI) [as(2yps—+ 23ps+ 22, py) + Z3P2y T1P2+ x3p, ]
La substitution (z,2;) donne
(XXXI) [as(z1p1+ 2y pi—+ 229 P3) + Z1Pyy Z1P2+ z3p,].

Nous choisirons, par exemple, la premiére forme canonique.

Les équations finies sont alors, en posant pry= )\Lag (1— e,
V1= Z1, J’z:e)’a’(Ho'”l“‘x-z“" hzy), Y= XM, = (st 2,). "

112. Je reviens au n° 102. Je fais p = a;.
Alors ’

buy=0by=by=">b,=0b,,= byy=o,

(@, +ay) by =o, (as—2a;) by;=o,

(ar— 2a;) by, = by,
On trouve d’abord le groupe suivant [en effectuant la substitution (2, z,25)]
(XXXII) [aszsps—+ as (@, py+ 2,py) + Z1P4 xyps ]

Equations finies :

PI= @, Y= Xy Xy, Y= Tyl Y= ez, + x,).

113. Si, au n° 112, on fait a,=— a;, a l'aide de la substitution (zy2223), on
retrouve le groupe (XXV) du n° 104.



LES SOUS-GROUPES DU GROUPE LINEAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES. 345

114. Si, au n° 112, on fait a,= 2as, le groupe obtenu peut se mettre sous
deux formes : avec la substitution (z,z,z,), on lrouve

(XXXI) [as(22ypy~+ 2y pa+ 23p3 | + 23 P2y 2y py+ 23 p,]
et, avec la subslitution (z,z,x3),
(XXXHI) [as(2@yps+ 21 py 4+ 2, py) + 21 pyy @1 py+ 23p, ]

Nous choisirons, par exemple, la premiére forme.

Alors les équations finies seront, en posant wy=— —— (e e — 1
q ) p %o ra, ’

Y1= 20, Vo= e (o + @y + hay),

V= T3, Y= o T3+ Z,.

113. Je reviens au n° 102. Je fais p = a,— a,.

Alors

(2a,— a3) bis=o, (2a3—ay) b3+ b,,—o,

(2a3— a,) b, =o.
A laide de la substitution (z, z;z,), on trouve d'abord le groupe

(XXXIV) [a:z,py + ay(Zypy+ 23P3) + T3Py 21 P2 ]

En posant py= )\(a—ip_—a—s)(e““s“‘s’— 1), on a pour les équations finies du

groupe

1=z, €M%, ’}’z:e)‘a“(}'-oxl‘i‘xz‘l‘ Azy), Vi = z3€%, Y= X

116. Si, au n° 115, on fait @y;=2a,, 4 I'aide de la substitution (z324), on
retrouve le groupe (XXVI), n° 1035.

117. Si, aun° 113, on fait @, = 2 a4, et si 'on effectue la substitution (izyzy),
on retombe sur le groupe (XXXIII), n° 114.

118. Je reviens au n° 102. Je fais "= a3 — a,.
Alors
b= b1y= by = by, = by, = b,, = o.
Puis
(2a,— a3) by =o, (2a3—ay) by;=o,
(2a3— a3) by, + by —o.
Fac. de T., 2* S., VIII. . 43
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La substitution (2, x,) donne le premier groupe obtenu sous la forme

(XXXYV) [ayzyps+ ag(@ py+ 2, p,) + 2Py, 2P, ]

Les équalions finies sont, en posant p,= )(8)‘(“3_“3) —1),

MMay— a,

ytzwte"“a y2:e7~“a(pox,+x2),

Y= 3, yi=ers(k x4 x,).

119. Si, au n° 118, je fais a;= 2a,, a I'aide de la substitution (zy23), Je
retrouve le groupe (XXIX), n°108.

120. Si, au n° 118, on fait 2, = 2.a;, et si 'on effectue la substitution (z,2,),
on retrouve le groupe (XXXI), n° 111.

121. Jarrive & la transformation (5),

Xf=a1zp1+ ayzspy + 24 p,.
On a (n° 92)
la,+ pb,y—=o.

Donc, si i est nul, A est nul aussi. Le cas ayant é1é traité, supposons u 3% o, et
appliquons la remarque du n° 41. Nous aurons a discuater le systéme
(ay—a,— p.) byjy—o, ,
(ag—a,—p) byy=o,
( (ag—p) by, = by, (ay— ) b3 = o,
?. (ay— p) bz=o, (ag— 1) by = by,
{ (@) by =10by,, ‘ (ay—+ p.) bza= b,
? (a,+p) by=o; f (ar+p) b, =o.

122. Soit d’abord p = ay — a,.

Alors
by = by3= by, = by,—=b,,—o.
Puis
(2a,— a,) by;—o, (2a,— ay) by; = byy,
(2ay—a,) by, = by, (2a,—ay) byy=o.

On a d’abord le groupe

(XXXVI) [aiw.pi—!—azx-zpz-!— T3Py 1'1])2]
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dont les équations finies sont, en posant p,= eMa—a) 1),

3
A(a,— a?)(

y,:x,ek"-, Y= eluz(po.z', - x,), Y= a5, Yi=Axz+ .

123. Si, au n° 122, je fais @, = 2a., et si j'effectue la substitution (x;32,), je
trouve le groupe

XXXVII) [as(2z,py+ 22p2) + 2, Psy 2, P+ 22P3]

1),

dont les équations finies sont, en posant w,= L(e“‘z
’ ' )‘az

N=2 e,y — @ (X + 2,y), Y3 bp o g+ 2y ha, Y=o

124. Si, au n° 122, je fais a;=2a,, 4 'aide de la substitution (z,z,z;),
j’obtiens le groupe

(XXXVIIT) [@2(Zopy—+ 223 p3) + @1 iy 2y Py + 233 ]
dont les équations finies sont, en posant p, = X’:‘—z (1—e™ay),

Y11=y, .)’2:‘3)‘“’(1"'0“'1"‘“'2), }’3:92)‘“’(%1"'3-771"‘Hox2+x3)v .}’b:)\xr*“ Ty

125. Je reviens au n° 121. Je fais p = a,.
Alors
b3 =015="033= by, = by, = b,;—o.
Puis
(ay—2a,) by,=o, (a;+ ag) bsy= by,

(ai+ay) byy=o.
A T'aide de la substitution (xy2,), on trouve d’abord le groupe

(XXXIX) [a,2yp1+ asz,p,+ 24p,, 21 ps]
dont les équations finies sont, en posant p,= ;—\%(e*‘h—- 1),
1
y1=x e, Ya== &y Ty Ay, Y= X3, Y=z, el

126. Si, au n° 123, on fait a,=2a,, et si l'on effectue la substitution
(zyx2) (232,), on retrouve le groupe (XXXVIT), n° 123.

127. Si, au n° 123, on fait ay=—a,, le groupe obtenu peut se mettre sous
deux formes canoniques acceptables au méme titre :
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Avec la substitution (z,2,), on trouve la forme
(XL) [ai(z\pi— @, pi) + T3 psy 21 P2+ 23p,].
Avec la substitution (z,z3), on trouve la forme
(XL) La)(@sps— 22ps) + 21y, 1P+ 23, ]
Choisissons, par exemple, la premiére forme. Alors, les équations finies du
groupe sont, en posant p,= 7\%_1 (er—1),

Y=z e, Y2 oy ~+ Ty + Ay, Y= 3, Yi=e M (poxy+ ).

128. Je reviens aun® 121. Je fais py = — a,.
Alors

buy=byy=b13= b, = by = by,— o.

Puis

(2a;—ay) byy=o, (ay+as) by =o,

(a;+ az) by, = bys.
A l'aide de la substitution (2, 2,2;), on trouve d’abord le groupe

(XLI) [ay@:ps+ ayx3ps+ 2, piy 74P5],
dont les équations finies sont, en posanl p, = 1%(1 — ey,
Y1= 2, .Yzzexa'(l*oxx"‘wz), ,}’3:3339)‘“’, }’s—_—7\9«’1+¢;-

129. Si, au n° 128, je fais a; = 2a,, & 'aide de la substitution (x,z.23), je
retrouve le groupe (XXXVIII), n° 124.

130. Si, au n°® 128, je fais ay= — a,, et si jeffectue la substitution (z, x,x3),
je retrouve le groupe (XL), n° 127. (Il suffit de changer a, en —a,.)

131. JYarrive a la transformation (6),

Xf=a;2,p,+ @y &y py+ a3 (23p3 -+ 2 Py )-
Soit
Yf :2 bupzapp-
B

Si nous cherchons a quelles conditions on aura

(XY)=1Xf+p. Y,



LES SOUS-GROUPES DU GROUPE LINFAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES.

on trouve le systéme d’équations que voici :

hay+ pb,=o,

hay, + pbyy,=o,

has+ pbsz=o,

7\a3—|—- IJ‘bk@: o,

P-baa: 0,

pbis=o,

(ay—a;— p) byjy=o,
(ey— az— p.) bjz3=o,
(ay—a3—p)byy=o,
(az—a,—p) byy—o,

(ay—ay— ) by =o,

(az— ay—p) byy=o,
(ag— az— ) byy—o,
(ay— az— p.) by, =0,
(az— ag— ) by —=o,

(az—ay— ) b,,=o.
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132. Sil'on fait p = o, comme Aa, + pub,; =0, a,5 0, on en conclut A =o.

Le cas a déja été traité (Chap. IT). On peut donc appliquer (en supposant . 5 o)

la remarque du n° 41; c’est-a-dire que ’on a

biy= by =b33= by, = by, =b,;=o.

I1 reste a discuter les équations

(ay—ay— p) bjy—o,
(ay—a3— p)by;—=o,
(ay— uz— ) by,=o,
(as— ay;—p Yoy =o,

(az—a;—p)byy=o,

133. Je fais d’abord p. = a, — a..

Alors

Puis

(az—a;— )b,y =o,
(ay—az—p)by3=o,
(ag— az— ) by, = o,
(a3—ay— ) b3y, =o,

(a3— ay— p.) by =o.

byy=b;;=b;,= by =b,,=o.

(2ay—a;—a3) b3 =o,

(2ay—a,—a;) by,=o,

On a donc, tout d’abord, le groupe

(XLII)

dont les équations finies sont, en posant =

Y=z, €M,

134. Je fais, au n° 133, @ = 24, — a;.

Je trouve

(ay+az—2a,)b;;=o,

(as+ az—2a,)b,, = o.

[aizpi+ @y s py+ a3 (23 p3+ 2, p,), 2p2],

Y= u(poxz, + ay),

A(a,—a,)

V3= xze% et

Y= b2, py+ bos®s ps+ by, 2y .

[ (eMa—a) ),

Y= x, €M,
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En effectuant le changement de variables indiqué au n° 6, il vient

a b
Y/=1b: Z}’x‘]z“*‘ Ejfyzd[(bzsf— by, d) g5+ (bayc — bye)q.].
On fera

b(b — by, d ab
buc b b%e —= 0, —-——-—-——( 2}f (l% ) = ———EH)
et 1’0[1 arrivera ainsi au groupe

(XLUL)  [(2@y— a3) ) pr—+ @y pa+ a3 (23 ps+ 24 Pi)y Z1P2+ ZaPs ],

ui a pour équalions finies, en posant wy = ——— (eMa:—a)
qui a pour éq ) €0 posant = 5o (elnma)—1),

Y1= eza—ay), )’2:‘31“*(!10‘2'1“‘ Zy),

Po= @B(FU T o+ 73), )= X,

135. Je reviens au n° 133, je fais a, = 24, — a;.

Je trouve
Y f= b2 ps+ by z3 py+ by 2, py,y
ou (n° 6)
a
Yf= bazz}ﬁq:’*' %[(bmc‘l‘ biue) ys+ (bud+ by f)y 1
Soit
a?
byd+byf=o, byc+ by e= 7 bys.

Effectuons, de plus, la substitution (z,2;). On arrive au groupe

(XLIV) [(2ay— a3)x3 ps+ ay sy pa+ a3 (2 pr+ T4 pi)s Ty1P2—+ Xaps].

q ; ; P Ma,—a,)
uations finies sont, en posant wy= ———— (eMa—a)
Ses équatio e ,enp o ;\(as___az)( * )

Y=z, e, Y= Moy + Zy),

Y= e)‘('z“z"‘“z)(%p.g Ty -+ Yo Ty~ T3), Y= @, M,

136. Je reviens au n° 132. Je fais . = @, —a;.

Alors
bia=byy=0by, = by =b,y=o0.
Puis
(a4 a;—2a,)byy=o, (2a3—a;—ay)bsp=o,
(2a3—a;,— a,)b,,—o.
On trouve

Y/f=byz ps+ bz ps
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ou bien (n° 6)

Y/ = e [ f = bud)gs+ (bue — bise) ]

On fera
byec—bie=o, bysf — bud=

4

)

cf—ed
a
puis on effectuera la substitution (z,2;), ce qui donnera le groupe
(XLV) [a, 2, py+ ay 23 py+ as(z2py + 2 pu)s 21 p:2],s
qui a pour équations finies, en posant p.o = S S (eMa—a) 1),
' A(ay— a3)

VI=@ €%, Y= (e Ty ), Yy = Xzerh,  y,=x, el

137. Si, au n° 136, je fais

~

Ay =20, — az, Y/ =bisz,p3+ b2, p,+ by x,y py,

ou bien (n° 6)

a b
Yf= cf——.-)-,led[( by f— by d)qs+ (by,c— byze)q, ]+ bu'd‘}'z(]:-

On fera
b —ed
by,c —bze=o, b13f_ bmd:ij%“)‘bzn

puis on effectuera la substitution (z,z.), et 'on retrouvera le groupe (XLIII),
n° 134.

138. Si, au n° 136, je fais
a,+ a,
Ayg=—m ——»
. 2
Je trouve

Yf=byx ps+ bz, p,+ by 3 pa+ biax, ps,

ou (n° 6)
Yf= cfa'_yled[(bxaf— by, d)qs—+ (byc— bise)q,]
-+ ‘(% [(bazc—l— bue)ya -+ (b32d+ bk‘lf)ya]-

On fera

by,c—byze=o, byd+ by f =o,

ce qui exige que l'on ait
bi3bys+ b, 0,57 0.
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Effectuons alors la substitution (2, 2;), on trouve le groupe

(XLVI) [2ay2pi~+ 2a,25p5+ (a,+ ay) (23 pp+ Zy Py )y Xy Pa+ 223 ],

dont les équations finies sont, en posant p., = eMa—a) )

i3
)‘(al_a2)<

ylleeg)‘a" .7’2:‘3)‘(“’+a’)(510$1+$2)y

yaze‘ﬂ‘“ﬂ(%ﬂﬁxﬁ- PoZy+ Z3), Yi=x,eNata),

139. Supposons maintenant

by3 by + by, b, =o.
Alors les équations

by,c—be=o, by¢c+ bye=o0

sont compatibles.

On fera
¢c=ab, e=ab,, b=10bsd+ by, f.

Si l'on effectue la substitution (xyx;x3), on trouve le groupe
(XLVII) [2a12yp1+ 20,2, po+ (a4 @) (23 pr+ X3 p3), 2y Pa+ 230, ]

Avec la substitution (x,x;x,), on 'améne a une autre forme
(XLVL)  [2a1x3ps+2a32: py+ (a1 ay) (@ pr+ 2, p,), @y pa+ 23p,].

En choisissant, par exemple, la premiére forme, on a, pour les équations finies

du groupe, si l'on pose py= (eMa—a) 1),

I S
Aay,— ay)

]’i:xleﬂ'a', )’226)‘(“‘_'_“’)(1*0“'1 +,), .}’3:‘”33)‘(“’_’-‘1’), .}’4:32)‘““({1-0‘2‘3—}—.1‘,, ).

140. Je reviens au n° 132. Je fais p = a;— a;.

Alors
by =b;3= byu=">by=b,,=o.
Puis
(2a,—as—a;)by=o, (ay~+ ay—2a;) byy=o,
(a,+ a,— 2a;3) by,= o.
On trouve

Yf=bsxsp4+ by 2o pr= %[(buc"“ bue)ys—+ (bud—+buf)y.]

On fera
by d + b, f=o, b, ¢+ b, e = a.
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En effectuant ensuite la substitution (z,x,x3), on arrive au groupe
(XLVIII) [a122p2+ ar @ py+ ay (2 py+ 2, p,), x,p:],

dont les équations finies sont, en posant p,= m”—a—)[eNaraJ-—l],
3T &)

N=wes,  y, =@+ 3y), y,=rveh,  y=x,e,

141. Si, aun® 140, on fait @, = 2a,— a,, alors

Yf=byxspy+ b, 2, p+ by, p,
ou

VS =D l(buc+ bue) yit (bud + buf) 1]+ b g 3190
Soit

2

byd+ b, f=o, by ¢+ bue:%‘bm;

3

3

effectuons ensuite la substitution (x,a;x3), on retrouve le groupe (XLIV),

n° 1335.

142. Si, au n° 140, on fait @y = 3(ay+ @), a laide de la substitution (2, 2,),

on retrouve les groupes (XLVI) et (XLVII), n°s 138 et 139.

143. Je prends maintenant pour X £ la transformation (7),

A 2Py + a3 (23 3+ 24Py, ),

si nous nous reportons au n° 131, comme Aa,+ pbi2=o0, 'hypothése u=o
exige A= 0. On peut donc supposer 11 3£ o, alors (n° 41), on peut supposer k= o.

Les équations du n° 132 deviennent

(ar+p)biy=o, (ar—p) by =o,
(as+p)biz=o, (@y—a;— )by =o,
(as+ p)bi=o, (as—ay—p)by,=o,
(ay—p) by =o, (ay—a,—p)byy=o,
(as—p)by=o, (ay—a,—p)b,=o.

144. Je suppose d’abord g = — @,. Alors

0y=b,;,=b,,= b;,=b,,= o,
(2a,—a;)bys=o, (a;+ a3) by =o,
(2a,— a;) by, =o, (a;+ a;3) b,y =o.
Fac. de T., 2 S., VIII, "
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On a d’abord le groupe
(XLIX) [a2y po+as(z3ps+ x4 py), 21ps],

qui a pour équations finies, en posant wy= — (1 — ¢~a:
| I q ) en p Po= 52 )

V1= Ty, J"z:e)‘a‘-’(P-o-Ti‘l‘ Z5), .)’3—_—1‘33)‘“’7 ys:xae)‘“3-'

145. Si, au n° 144, je fais ay= 2a.,, alors

Yf= by py+ byyxy py+ by, p,
ou

b 9
ined[( bas [ — bayd) g5+ (byc — byze) q,] (n° 6).

a
Y/= blzl—)quz‘*‘ of

On fera
byc—bpe=o0,  byf—byd= Z‘l (cf — ed) by,

On a ainsi le groupe
(L) [Zaps+2(xsps+ 20 p)), Ty P2+ a3 py]

dont les équations finies sont, en posant p,= %(1——@‘1),

Y11= &y, yz::ek(Ho‘Tl’*‘-Z&)y yazez}"(%f‘gxl'i'flomz"f‘ Zy), }’a-’—’—x'se?"‘-

146. Si, au n° 144, je fais @y = — a,, alors

, Y/ =bpxpy+ by zypy+ by, p,
ou (n" 6)

a
V/=bugriqet D (bue+ bue) ys+ (bud + b, /) .1,
On fera

2

bud +byf=o0,  byc+bye="5

l] bl29

puis on effectuera la substitution (2, z2a4), et 'on aura ainsi le groupe
(L) [zipy— @yps+ @, pyy @1 pa—+ 22 ps].

Les équations finies sont, en posant p,= %f(e*—— 1),

Y= ek, Yo == Ty Ty Ys=e NI e+ oy + 23), Y=z, el

147. Je reviens au n° 143. Je fais p. = a,.
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Alors

by,= by, = by, = b5y =0b,,=o0,

(a,+ a;) by =o, (a3—2a2)b32:0,

(a;+a3)b,=o, (a3—2a,)b,,=o.
A T'aide de la substitution (2, z,) on trouve d’abord le groupe
(LID) (@221 py+ ay (25 py+ @ po), @ ps ]

En posant py= %(em:—- 1), on a, pour les équations finies,
‘A2

— , R — \ — ’\
Y=z e, V2= o Xy Dy Y= @, €%, Y= x, €%,

148. Si, au n° 147, je fais @y =— a3, alors

Yf=0byx,y,+ bz ps+ bz p,,
ou (n° 6)
b 1
Y/=bu E.}’z‘]l“*—a)’:m[(bwf“ bud)qs+ (bic—byze)q, ).
On fera

by,c—be=o,

puis

b
by f—byd= ;(cf— ed) b,y.

Alors, & I'aide de la substitution (z,z,) on trouve le groupe

(LIIT) [— @ipi+ Z3ps~+ 2y poy &y Py+ 22p3]

“

donl les équations finies sont, en posant o= %(x —e™),
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yi=aze Y2= o Ty + Ty, )’326)‘(%}’-3-731"“}’-0-”2"‘ z3), )’539)‘“’&-

149. Si, au n° 147, je fais a3 = 2 a,, alors

Y/f=by 2, p1+ by s pa+ bz, py
ou (n°6)

b S
Y/f=0by 5}’271"‘ %[(baac +bne)ys+ (byd+ by f) y.].
Faisons

b32d + by f =0, bys¢ + bye =

SI

b;“.
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A T'aide de la substitution (z,2;) on arrive au groupe
(LIV) [@2p2+ 2(2y pr+ 2y pi), T2+ 23 p3].

En posant py= %(67\—1), on a, pour les équations finies,

.yl:xlez)\) y2:e7‘(1~*0-7"1+x2)9 V3= 1T A ot Xy yr—‘»vae“-

150. Je reviens au n° 143. Je fais p =— a,.
Alors
b1y = by3= by, = by = b1 =0,
(ay+az)b,;=o, (2a;— a;)bsy== o,

(2a3—ay)by=o.

On a d’abord

Y/=buz,p;+ b2 po=— e [(bysf — b1d)gs+ (biue — byse)q, ]
cf —ed

On fera

bic—bye=o0, byf—byd= cf; ea)

Puis on effectuera la substitution (2;2;). On obtient ainsi le groupe
(LV) L@y @; ps+ ay(2y o+ 2 pi), 21 P2,
. , . . _p -
qu1 a pour equations finies, en posant gy = m(l —e aa),
Y11= %4, }’zze)‘a’(}’-ox'l'*“zz): yazxse‘“r, ya———wae‘“u

151. Si, au n° 150, je fais ay=— as, de sorte que

Y /= by x, pr+ by p3+ b2y y,
ou (n° 6)

b .
Y[f=0by prAL e cfailled[(bwf— biud) g+ (buc — bize)q.],

on fera
blz, Cc = b13e,

puis on effectuera sur le groupe obtenu la substitution (z,x3), et 'on retrouvera
le groupe (LIIL), n° 148.

152. Si, au n® 150, je suppose a; = 2as;, on trouve

Y/f= bz ps+ b2 Py by 2y pa+ by 2, ps
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ou (n° 6) ~
Y/f= cfa—yled [(b1sf — bud)qs+ (bic — bize)q,]
+ L [(be + bue)yst (bud + b /)]
Supposons d’abord
b“bl,g'l" blsbsﬁ?{ o.
On fera

byc—bze=o, byod + by f =0,

a(byf—byd) _ byc—+ bne.
cf —ed - b

A Taide de la substitution (z,x;), on arrive alors au groupe
) P

(LVI) [22 pa+ 223 p3+ x, Py, Zy Po+ X3 P3 ],

qui a pour équations finies, en posant p,= —}%(x —et),

Y17= &y, y2-:.e‘(poxl+ Zy), _7'3:e‘-‘7~(;p§x1+ Po®y+ Z3), y,,:xbe}.

153. Supposons mainfenant

biy byt bisbsy=o0  (n°152).
On fera alors
b150‘—blae:0, b32c+br,2320,
a(by f—bud) 1

cf—ed —Z(bszd'f- b!.zf)-

Le groupe obtenu peut se mettre sous les deux formes canoniques suivantes.

A l'aide de la substitution (z,2,x;), on trouve
(LVII) [zyps+ 23 ps~+ 22, pyy T P2+ 23]
Tandis que la substitution (x,z;2,) donne

(LVII) [1'1p1+ 2X9 Pyt Ty Puy x1[72+x3[)6]'

En prenant, par exemple, la premiére forme, on trouve pour les équations finies,

si I'on pose py= %L(l —e),
Y1= &y ygzex(p»o:v,—i—xz), y3:x3e)‘, y‘:e?)‘(poxg,-d— &2y ).

154. Je reviens au n° 143, et je fais u = a;. Alors

byy=by;3=b,,—= by;,—=b,,—o.
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Puis
(ar+as)by=o, (ay—2a3)by;=o,

(ay—2a3)by,—o.
On trouve
Y/ =byxypy+ by 2, p,y
ou (n°6)

Y/f= %1‘[([’310 +bue)ys+ (byd+ buf))’aj-
On fera

by d + b, f=o, by c+ b, e =a.
Puis 'on effectuera la substitution (2, z,2;). On trouve ainsi le eroupe
223 group

(LVIII) [ayxsp,+ ay(Z,py+2,p,), z,p,]

. A . [ e .
qui a pour équations finies, en posant ., = N, (e —1),

Y1=xe'%, Y2= o Ty 2, Y= ;€M Y=z, e,
185. Si, au n° 134, on fait @y = — a3, alors .

Yf=bu2p,~+ by 23p,+ by, by p,
ou (n° 6)

Y/f=0b %)’l(lz"‘ %[(balc +be)ys+ (byd+ b f) ..
On fera

2

byd+ b, f=o, byc +bye= %‘blz,

puis 'on effectuera la substitution (xyzs2y). On retrouve ainsi le groupe (LI),

n° 146.

136. Si, au n° 154, je fais @y = 2ay, je trouve

Y/ =0byzypi+ by, py+ by, py—+ by, 2p,
ou (n° 6)

Yf= %[(baic‘i' bue)ys + (byd+ buf)r]

by ‘
-+ 57'_;26,[1[(1’23]’— b3 d)qs+ (byyc — bye) q,].

Sil’on suppose
bay by + by, b, Z 0,
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a Paide de la substitution (2,232, ), on obtient le groupe

(LIX) [221p1+ Zapa+ 2Py Z1P2+ 2aps ]
dont les équations finies sont, en posant u,= ;(el—— 1),

Yi=xe*, Ye=e"(pox;+ x3), Yi=Ipix, 4 poxs+ yi=cerz,.

157. Supposons, au contraire,

bs3 b33+ by by =0 (n° 156);
alors on peut poser
byd-+ b, f=o, bsyf — by,d =o,
(¢f —ed) (byc+ bye)=ab(byc— bye).

Effectuant alors la substitution (2 x22,), on trouve le groupe
(LX) [zip1+ 223p5+ @ psy 21 p2+ 23],
et, avec la substitution (2, x;z.), le méme groupe prend la forme
(LX) [2@py+ zapa+ X3psy 2P+ 23p,].
En ayant égard a la premiére forme, on trouve, pour les équations finies, si I'on
pose po= %(07‘—— 1),

Yi=xet, Y= T+ Ty, Y= a3}, Y= e)‘(yzo x4+ x,).

158. Je reviens au n® 143, et je fais u = a, — a;.

Alors on a
b= b3 =0, =bypy=10by=o,

puis
(2a,— a3) b, =o, (2a3— a,) by, = o,
Donc (2a3—a,) b,y =o.
V= atapet b = Tb—)’%l[( bnf = bud) g+ (byic — byse) i) (n° 6).
Faisons ‘

bye —bye=0,  byf—byd= i%‘ﬁi.

, . .o .
A Paide de la substitution (zy2322), on arrive au groupe

(LXT) [ayz,p,+ as(xopy+ Z,p,), Z1Ps]-
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Equations finies

P’ ___E._.._._ [e)\(a,—‘a3) J— I],

° May— ay)

y1=x16"“2, y2:e)‘a’(}‘ox1+ ,), Y3= &3,

Y=z, €%,

159. Si, au n° 158, on fait a3 = 2as, on retrouve le groupe (L), n° 143.

160. Si, au n° 158, on fait @, =24, en se reportant au n° 156, on voit que
I'on retombe sur les groupes (LIX) et (LX), n° 156 et 137.

161. Je reviens au n° 143. Je fais p=as— a,.

Alors
biy=byy=by,= by =b,,=o.
Puis
(2a;— a3) byy=o, (2a3— a,) b3 =o,
(2a3— a,) by, =o.
Alors

Yf=bypx,p,+ bz, py—= sz[( bysc + bue)y3+ (b3ad + bezf)}’z]
On fera

(n°G).

bysd + b,y f = o, bysc+ be =0,

A l'aide de la substitution (2, z;), le groupe prend la forme

(LXII) [a:@:p,+ ay (2, py+ 20pi), 21p2].

Equations finies

. - Aa,—a,) __
Ho—l(as—al)[e s

Y=z, e7~“s, Y= eMz(;.Loa;l “+ 23), Y= 3, Y=z era,,

162. Si, au n° 161, on fait @y = 2a3, la substitution (2, ;) nous fait retrouver

le groupe (LIV), n° 149,

163. Si, au n° 161, on fait @a,=2a,, on a

Y/ =buzypy+ b 2ipy+ byyzy ps+ by 2 p,.

En se reportant aux n° 132, 133, on voit qu’on retombera sur des groupes déja
P ’ ) q J
obtenus.

164. Je prends maintenant pour Y £ la transformation (8),

Xf=a,x,p,+ ayxsps.
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C’est la transformation (6) olt 'on suppose a; = o.

Si I'on se reporte au n® 131, on a ha,+p.b,,=o, de sorte que, si =0, on en
déduit A=o. Dés lors, le cas ayant déja été traité, nous pouvons supposer u £ o
et, par suite (n° 41), il nous est permis de supposer A = o, donc

byy=byy= by = bu:, by =by;;=o.
Il reste a discuter les équations suivantes (voir n° 132)

(ay—ay—p)by=o, (ay—a,— )by =o;

(a;—p)b3=o, (az—p)by=o, (a4 @) by =o, (ay+p)byps=o,
(ay—p)by=o, (ay— p) by, =o, (ay+ p)b,y=o, (@ +p)biy=o.

165. Je suppose d’abord 1 = @, — a,. Alors

Puis
(2ay,— a,)byy;—=o0, (2a;— a,) b3y—=o,

(2a3—a,) by, =o, (2a1— @) byy=o.

On a d’abord le groupe

(LXIII) [a12p,+ Ay ZaPayy TyP; ],
, . . 7 S —
dont les équations finies sont, en posant o= m[e (@=a) 1],
y1=x e, J’z:e)‘a’(lioxl‘l‘xz), )3s= X3, Y= ;.

166. Si, au n° 163, on fait @, = 2a,, on obtient le groupe
(LXIV) [22py+ 22 py, 21 py+ 22ps].

Equalions finies :
o= E.(e)\'_'l))
Y1=z e, Ya=eNpox, + ), V3= TP E1 T o Ta+ X, Y= Xy
167. Si, aun® 163, on fait @, = 24, et si 'on effectue la substitution (zyz223),

on trouve le groupe

(LXYV) [zops+ 22305, 2, py+ Zypy].
Fac.de T, 2° S., VIIL 45
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Equations finies :

po=L e,

I
S

-

V1= &y, J’z:e)"(f’-o@'l'l‘xz)’ y3:6’7\(%p3x,+p0x2—|—x3), Y

168. Je reviens au n° 164. Je fais u = a,.
Alors

bia= by == by, = by = b,y =o,
(ar— 2a,)by=o, (ay+ ay) by, =o,

(a4 ay) by, =o.

cfa_)_/Ied [(bisf — bud)qs+ (byc — bise)q,]  (n°6).

Y/=byz,\ps+ b2 p,=

A l'aide de la substitution (z, ;) on trouve le groupe

(LXVI) [z p,+ ay 2y p3, 21p:],

dont les équations finies sont, en posant p.,= L(C)‘al—l),

ra,
Yyi=x e7~“-, Y= Py &+ Ty, Ys= .1'36)“12, Y=z,
169. Si, au u® 168, on fait @y = 2a,, a I'aide de la substitution (z,z,) on re-
trouve le groupe (LXIV), n° 166.
170. Si, au n° 168, on fait a,=— a,, on trouve
Y/ ="0by2,ps+ by, 21 p,+ by s py+ by, py.

En se reportant aux n° 138, 139, on en conclut I'existence de deux nouveaux
groupes.
A l'aide de la substitution (2;23) le premier groupe prend la forme

(LXVII) [&1p1+ @3p3, @1 P2+ Xy ps].

Equations finies :
Fo= %(eh_“ 1),

Y=z, Y2 = o X1+ Loy V= e ML @+ po®y+ 1), Y=,

171. A Paide de la substitution (z,2; ;) le second groupe prend la forme.

(LXVIII) [z1p1— @y piy @1 P2+ 23p,]
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ou, a I'aide de la substitution (2, z32,), la forme
(LXVIII) [Zaps— x3p3y 21 P2+ 230, ]

Avec la premiére forme on a, pour les équations finies, en posant

1"’0:‘;—,.(6)'—])’

=z, Y= %y Ty V3= Ty yi=e Moz + ).

172. Je reviens au n°® 164. Je fais u = — a,.
Alors

oy = by = by = byy=b,y=o,
(ag—2a,)b;y,—o, (ay+ az)by3=o,
(ay+ ay) by, = o.
A Paide de la substitution (2, z,2;) on trouve d’abord le groupe
(LXIX) [a,zsps+ aszspsy, 2Py ]
Equations finies :
po= g (1= e7a),

Y1=—=Z1s Yo = P&+ Xy Y= x;3eM%, Y= Zye

363

173. Si, au n° 172, on fait @, = 2a,, a 'aide de la substitution (x,x,x;), on

retrouve le groupe (LXV), n° 167.

174. Si, au n° 172, on fait @, = — a,, la substitution (x,z,2;) nous fait re-

trouver le groupe (LXVIIL), n° 170, et a 'aide de la substitution (x,x,x,) on

retombe sur le groupe (LXVIII), n° 171.

175. J'aborde le cas ou 'on prend pour Xf la transformation (9) du Cha-

pitre I
Xf=a(2,py+ Z2p2) + a2 (2303 + X, pi) + &1 P2+ 7,y p,.

Si nous prenons
Yf:E bugxopp
«, B
et si nous écrivons que l'on a

(XY) =AXf+ uY/,
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il vient (n° 30)

hay+ pby = by, ) (@y— ay— )b+ by =o,
A+ by = byy— by, (ay—ay— )by + by, — by=o,
hay+ by = — by, (ai—az—‘p)b,s =o,
hay—+ pby;= b, (ay— ay— )by, = b,,,
A+ by, = b,,— by, (ay—a;— p) by, + by, =o,
hay+ by, =—b,,, (ay— ay— p) b+ b,y — by, =o,
by =—o, (ay—a;— p) by, = b,,,
pb=o, (ay—a;— )b, =o.

176. Sil’on suppose = o, comme 'on a

2ha;+ p(by+ byp) =o,

on en conclut 2 = o. Le cas a donc déja été traité (Chap. II).
Mais, si u5£ 0 (n° 41), on peut faire X = o.

On a donc
by =0b=o, bu="byu=10by;=10b,,=o0

et, par suite,

b= "0b;,= o.
Il reste
(@ — ay— ) bys+ by =o, (ay— a;— p)bsyy + by, =o,
(ai—.az—pn)b,,,-i— by, — by =o, (a—a,— p)byy+ by — b= o,
(ay— ay— 1) by =o, (ay—a;— p)b,, = by,
(ay— ag— p) by, = b3, (ay—a,— p)b,, =o.

177. Soit, d’abord, w = a, — a,. Alors
_ Y/ =by(x,ps+ x3p.) + by, py
ou (n°8) :
a by, a
Y/=bu (018s+029:) + | o5 (be—ad) + by = | 714,-

On fera
bys(be — ad) + by,ac=o (ac # o).

Si by5 est différent de zéro, on pourra, par exemple, de cette équation tirer d.
Le groupe pourra se mettre sous deux formes canoniques différentes. La substi-

tution (x27;) nous donne la forme

(LXX) [ai(zypi+ x3ps) + @y (2o pa+ TPy )+ &y p3+ Xy Py, Ty P2+ X3P, 1,
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et la substitution (x, 2., 2;2,) la forme
(LXX) [ai(zipr+ 23ps) + ax (22 pa+ wel’;)“*’“ ZyPr+ Ty Pay TyPr+ T3P,
Avec la premiére forme canonique on a, pour les équations finies, en posant
eMa,—a,) __ l],

_ -
to= Ma,— ay) [

Y=z e, Y= % (2, + 2y), }’3:‘37“1‘()\1/'14‘5"3),

Y= (At &y + A&y 4 o 5+ 24).

178. Si, au n° 177, P'on suppose b,3=o0, et si I'on fait la substitution (x,x,),

on lrouve
(LXXI) [ai(zipr+ 2 p) + as (22 Py~ 23 p3) -+ Xy Py 23 Pay 21 P ]

Equations finies :

— P rene—ay__
P‘O_)\(ai__ai)[e ']’

Y= x,e%, Y= €4 (o + 23+ Axy), Y= ez, yi=er(hr,+ 2,),

179. Je reviens au n° 156. Je fais p = a, — a, ; alors
Y= by (23p,+ 2, ps) + b2 23 Pae

La substitution (2, z3)(z22,) nous raméne aux cas traités aux n* 177 et 178.

180. J’arrive & la transformation (10)
Xf=a (@, p1~+ 23 p2) + 2\ pa-+ 23 psy

qui se déduit de (9) par I'hypothése a, = o. Le raisonnement fait au n® 176 sub-
siste, puisqu’il repose sur le seul fait qu'on a @ 3£ 0. On a donc a discuter le

systeme d’équations

(ay— p) bz + byy=o, (ay+ ) by — by =o,
(ay— ) byu+ byy— byy=o, (@ + p)byo— by + by = o,
(ay—p)by=o, (a)+ )b+ by=o,

(ay— ) by = by, (@ + p) by, =o.

181. Soit d’abord p = a@,. On trouve deux groupes (n* 177, 178); le premier

de ces groupes aura I'une des formes canoniques

(LXXII) [ai(@py+ x3ps)+ & p3—+ 23 piy 2y P2+ T3Py ]
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ou
(LXXII) [a (i py+ 23p3)+ 23 pi+ 2, P2y, 21 Py+ X3P, ]

Equations finies (avec la premiére forme):

— P (era
Fo= a, (er—1),
Y= e, Y=g+ &, yy=eru(da 4+ zy),
Vo= Aro®y 4 Axy + pox; + 2,
182. Dans le second groupe obtenu (n° 181) faisons la substitution (z.z,);
1l vient
(LXXIII) Lai (2 pr+ 2 py) + 2, put 23 pay 2y Py ]
Equalions finies :
— P (ora,
P’O e 7\‘11 (e ')’
Ni=x e, V= &y Xy Ay, yy=xy, yo= e (day+ ).
183. Je reviens au n° 180. Je fais . = — @, ; cela me donne deux groupes. A

I'aide des substitutions (z,z,x, ;) et (x,2,) je mets le premier groupe sous les
deux formes

(LXXILV) fai(zaps+ 2y pu) + 2y ps+ 22 ps, 2 P2+ 23p,]

ou
[ai(z2ps+ 2, py) 4 23 p1 -+ Xy pay 21 P2+ 23 ps ]

Equations finies (avec la premiére forme) :

—_— L — e—ha,
P‘O—— )\a‘ ([ € ),
Y1= Xy, yaze)‘“'(ﬂo$1+xz), J’;i:)\-T;"*‘xa,

Y= ela,()\y_oxl -+ )\J/‘z-—i— Mo X3+ ;Z';).

184. Le second groupe trouvé au n® 183, si I'on effectue la substitation (z;z,),
prend la forme

(LXXYV) [ay(zepe—+ 23 p3) + X3 P2+ 1 Py T4 P2 ]

Equations finies :

— P ea,
o= a,(l 4 )s

Y1= 2y Y= (2 + 23+ hay), Y= a6, Yi=Ax + x,.
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183. Jarrive au cas ol I'on prend pour X £ la transformation (11)

Xf=a,(x,p1=+ x20,)+ ay(x3p3+ 2, p,) + x, Pae
Soit :
Yf =Y, bug@apyp
@ @
En écrivant que 'on a
XY)=2X[f+p Y/,
il vient (n° 31)

ha,~+ pbyy= by, (ay—a;— )b+ by3—=o, (az—a;,— p)byy=o,
At pbyy= by, — by, (ay—a,— p) b+ by=o, (ay— ay— p) by = by,

Aay -+ pbyy=— by, (ay— ay— p) by —=o, (aa—a,— p)b,y=o,

ra,+ pby;—o, (ay— ay— 1) by, =o, (ay— ay— p) by, = by,

Aay +pb,=o, pbyy=o, pbiz=o, Py, =o.

186. Si je suppose p. = o, a cause de I'équation Aa, + pb33= o, par exemple,
on voit que A = o. Ce cas ayant déja été traité, nous pouvons supposer p3%£o et
appliquer dés lors la remarque du n° 41, c’est-a-dire supposer A = o.

On a alors
b= by = by, = b1, =byy= b= by = b,y =o.

Puis
(ay—ay— )b+ byy=o, (az—ai—'H)bn: by,

(@ —ay—p) b+ byy=o, (az—ay—p)byy= by,
(@y— ay— )by =0, (az—ar— )by =o,

(a1—as— )by, =0, (@, —a,—p) b, =o.

187. Soit, d’abord, p. = @, — a.,. Alors

Yf: b,3.z‘,p3+ buxl}"»

ou (n° 10)
Yf= cfa_'_’"ed[(b,sf— bid)gs+(buc— be)q,].
On fera by;¢c — bj3e =0 et, a I’aide de la substitution (2,2;), on arrive au
groupe
(LXXVI) Lai(®1pi+ 23 p3) + a3 (23 py+ 2, p) + 21 ps, 24P,

dont les équations finies sont, en posant p, = eMa—a) ],

i
7‘(“1"“2)[

=&, = (e + x,),  yi=en(da + ), yi=x,e,
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188. Je reviens au n° 186. Je fais = a;— a,; alors

Y/f="bpx;ps+ by, p,
ou bien (n* 10) :

Yf= 5’; [(bssc + bise) x5+ (byad + by f) 3,1
On fera bysd 4+ by f= 0, puis on effectuera la substitution (z,2;); on trouve
alors le groupe
(LXXVII) Lai (22 ps+ 23 p;3) + ay(@ pr + 24 pi) + 25 P2y 21 P2 ]
Equations finies :

P h””—) [eMemad—],

0= AMay,—a,

Y=z €M%, J’f——e)‘a‘(}’-oxl‘l‘xz‘l")\xa), )’3:3?36)‘“': .)’b‘——"*%e)‘a’-
189. Je passe & la transformation (12)
a () p1—+ Z2p2) + 2y Pae
Reportons-nous au n° 185. Comme on a simultanément
hay+ pbyy= by, hay 4 pbyy=— by,
on en déduit

aday+ p(by + by)=o.

Donc, si u =0, % est nul; on peut donc supposer 5% o et appliquer la remarque
du n° 41.
En conséquence, nous avons a discuter le systéme d’équations
(a,— p)byy+ by;—o, (ay+ ) bse+ by =o,
(a;— )by + by, =o, (a;+p) b+ b,y=o,
(ay— p)byy=o, (ay+p)bu=o,
(ay— )by, =o, (ay+ @) b,=o.

190. L’hypothése p.= @, donne, a 'aide de la substitution (z.z3), le groupe
(LXXVII). [ay(z1py+ @3 p3) -+ 21 p3s X1 Ps ]

Equations finies :
- ha
= (e 1-—])
to ).a,( ’

Y= @,y e &y, Yy (Ar - x), Y= T
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191. L'hypothése p = — a, donne, 4 'aide de la substitution (2 z3), le groupe
(LXXIX) [@(zsps~+ @3 p3) + T3 P2y T1P2]

Equations finies :
o -ha
=t (1—e
o )\al ( ’)9
V1= Ly ,Vz'—'em’(l-’-oxl““”z'*' Axy), }’3’——-7733)‘“" Vi = Z4s

192. Jarrive a la transformation (13)
X f=a,(x;ps+ 2 py) + X Pa-
Les considérations du n° 186 subsistent, et 'on a a discuter le systéme

(ay+ ) by3= by, (ay— ) b3y = b3y,
(@4 12) by= b, (@— ) by = by,
(ay+p)by=o, (ay—p) by =o,
(ay+ p)by=o, (ay— )by =o.

193. Si l'on fait p=—a,, & I'aide de la substitution (z,z3) on trouve le
groupe
(LXXX) [ @y (22 P2+ i) + @1 Py, 1Pz ]
Equations finies :
i ),

Y1— T )"2:6)‘“’(#0331"‘1’2)’ }’3"—'—')\33:““733: ykzek“*»’va-

194. Sip = a,, a l'aide de la substitation (z,2;) on trouve le groupe
(LXXXI) [ay(@ypy+ 2, py) + T3 P2y P2 ]

Equations finies :

M= €%, Y= X+ T+ Ay Y3 =2y, yb:xseh:, Bo= )\L;_(ela,_,).
2

7
193. Jarrive a la transformation (14)

Xf=a,(z;py—+ X3p2) + a2 (T3 + 24 Pi).
Soit
Yf:Zbangpﬁ.
B
Fac. de T., 2* S., VIIL 46
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J'exprime que
(XY)=AXf+p Y/

J'ai (n° 32) le systéme d’équations suivant

ha,+ pby=o, pb=o, (ay— ay-—p)bj;=o, (ay— a,— p) by =o,
hay+ pby=o, by =o, (ay— as— )by, = o, (@ay— a,— p) bz =o,
hay+ pby; = o, pby=o, (ay— ay— p) by —=o, (ar—a;—p)by=o,
hay+ pb,=o, b —o, (ay—ay;— )by, = o, (ay—a,—p)b,=o.

196. Si p=o, 'équation Aa,—+ p.b,,= o, par exemple, indique que A = o.
Donc (n° 41), on peut supposer

® 70,

A=o, b= b= b3 = by =0;,= by = b3, = b,3=o0,

et il reste a discuter les équations

(ai—ay—p)bjs=no,
(ay—ay,—p)by=o,
(a1—ay—p)byy=o,

(ay—a,—p )by, =o,

(ay—ay;—p) by =o,
(ay—a;— p) by =o,
(as—a—p)by=o,

(az—a;— p)b,;—o.

197. Supposons d’abord p. = a; — a..

Alors
Yf= b2, ps+ bz po+ by, p3+ buxﬁpx-

Appliquons le changement de variables du n° 12.
Si I'on suppose

by byy— byy by, 0,

on arrive, & 'aide de la substitution (2:23;), au groupe

(LXXXII) [ai(zypi+ @3 ps) + as (22 P2+ @ py), 2P+ 3P0 ],
qui a pour équations finies, en posant p= )—\(—af—n[eX(ﬂx—az>— 1],
17— %2

y1=$1e*“', 7223)‘“*(How1+x2)) .}’37———«1’33)‘“5 : y,,:ek“z(p.oxa—l—;rk).

198. L’hypothése by;b23— by3bs,=0 et la substitution (z,x;) donnent le
groupe

(LXXXIII) [@1 (2 1+ @3 P3) + @ (Z2pa+ 2ips)y Z4ps]
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Equations finies

— P Na,-a,) .
HO—)‘(al—““z)(e 28

Yi=x %, Ya= €M@y + 23), Yi= 2360, Y= z,e0%,

199. Jarrive a la transformation (15), z, pi + 2, ps.

Les considérations du n° 196 subsistent. On a a discuter le systéme d’équations
(1—p)bis=o, (1—p)by=o, (1— ) bys=o, (1—p)by=o0,
(1+p) b5 =o, (1+p)bspy=o, (1+p)b,y=o, (1+p)b,=o.

200. En faisant p==1, on est conduit & la méme discussion qu’au n° 97. La

substitution (z,x;) donne le groupe
(LXXXI1V) [z, p1+ 2305y 2, P2+ x;p,].

Equations finies :

o= %(6)‘—1),

yi=ae, Y2 = o &+ Xy = zse, Y= PoZ3+ Zy.

201. On trouve ensuite le groupe
(LXXXY) [zipi+ 23psy 21 ps]-

Equations finies :
Ho= % (et—1),

Y=z, Y2= o1+ X3y Y=, Y= Z;.

202. SiVon revient au n° 199 et si 'on fait u =— 1, une discussion analogue
donne deux nouveaux groupes. Le premier, a I'aide de la substitution (z,z,),

devient
(LXXXVI) [z2 P2+ 2 pys 21 P2+ 230, ].
Equations finies :
Po= ;(1 —e),
Y=, Ye= Moz, + 23), Y= 3, Yi=eMpoxs+ 2, ).

203. Avec la substitution (2, z,25) le second groupe prend la forme

(LXXXVI) [@yp2+ z3ps, 2, p,].
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Equations finies :
Fo— %(l—e—)')»

J1= Ty Yo= M2+ 23), ys=x3e’, Y= Ty

204. Jarrive a la transformation (16)

Xf=a,(x\py+ 23ps+ T3P3) + AL, Py Ty P2t 225 Py
Soit
Yf:E bag o pp-

. B
Ecrivons que I'on a

(XY)=AX/+p Y/
11 vient (n° 33)

hay+ pbyy= by, pbis=byy— 20y, (ay—ay— )b+ byy=o0,
A+ pbyy=by— by, p by = 2 by, (ay— ay— p) by + 2by =0,

ha + by =20y — by, by = o, (ai— ay— )by, =0,

21+yb23; 2 (b33— b)), Pbyp=— by, (ay—ay— p)b,y=o,

hay+ pbyy=—2by,, (ay— ay— @) bya= by,

ra,+ b, —=o, (ay— a;— p)byz=120b,,.

205. Si P’on suppose p = o, I'équation hay—+ pby;=o donne A =o. Le cas a
déja été traité. On peut donc supposer p 32 o, et alors (n° 41), %k =o0. On trouve

alors
byy= by = byy=0by= bn: byy= b= by = by=2>0y=o,

puis
(ay—ay— p)by~+ byu=0, (ay— ay— ) b= by,

(ay—as— @) by, +2by =0, (ay—ay—p)big=2by,

(ay—a,—p)by,=o, (as— a;— p) by, =o.
206. Soit d’abord p.= a; — a». A P'aide de la substitution (2, 2;) on trouve le
groupe

(LXXXVI) [a,(zyp1+ 2305+ Ly Py)+ Qe P2+ X Pe—+ 24 Py zps],

dont les équations finies sont, en posant p,= W—H——a—)[(ﬁ‘(“«““a) —1],
N 1 2

ylleela., Y= M (o Xy - Xg),y = (N, + x;+ 24 x,),

ri=eu(a + @)
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207. Revenons au n° 203, et soit u = a,— a,. Alors, & I'aide de la substitution
(2123 x224), par exemple, on améne le groupe 3 avoir la forme

(LXXXIX) [ay(@ypy—+ @3 ps+ ZyP )+ QT Pyt Ty Py 22, Py, TP ]

Equations finies :

e)\(a,——a‘) — ]’

R S
o= 7‘(“2'— at)[
V1= & €M%, Y= 4 (& + Ty Ny + 2hz,), Y= x3e,
Y= et (day+ ;).
208. Jarrive a la transformation Aam
Xf=a\(z,pi+ 22 ps+ x3p3) + ) p2+ 22, ps.
Des relations écrites au n°® 204 il résulte que 'on a
3ha;+ p(by+ byy+ by)=o.

Par suile, si =0, on a aussi h=o. Or ce cas a déja éé traité (Chap. 11).
Donc, on peut supposer 3£ o et, par suite, A = o (n° 41).
Le systeme d’équations & discuter devient alors (n°® 203)

(ai—p) b+ by=o, (a3 + )b+ by=o,
(@y— ) b+ 205, =o, (ay+ p) b+ 2b,,=0,
(a,—p) by, =o, (a;+p)be=o.
209. Sip=ay, et si l'on fait la substitution (2, 2,) on trouve le groupe

(XC) [al(‘rlpl_l_x3P3+‘rl«pb)+x1Ph+ 22, Py, Ty Pa].

Equations finies :

= P (era,
Fo— ra, (ehe 1),

)’1:3316)‘“'; Y= lo&y—+ Xy, ]'323)‘a‘()\2‘1‘1+x3+27\“'4)’ )’b:e)'a‘(lxt“f‘l’a')-

210. Pour p=—a,, en faisant la substitution (z1x3222;), on trouve le
groupe
(XCI) lai(zyps+ 3 py+ Z,Py) = TPt 22, Py Ty P )

Equations finies :

— _E_ — e—ha,
Fo== 1a, (1—e’a),

Y11=y .}'2=e)‘a‘(lloxt+x2+7\2x3+2)\“’6), Y= a0, Y= e (has+ z,).
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211. Jarrive a la transformation (18)
Xf=a,z,p,+ 2, ps+ 22, ;.

Les considérations du n° 203 subsistent, et I'on a a discuter le systéme d’équa-

tions
(as+ p) by, = by, (ay— ) bya= byy,

(@ + 1) by =12b5, (@a— ) biz=12b,,,

(ay+ p) by =o, v(az—li)bu:()'
212. Si p=— a,, a I'aide de la substitution (z,z;) on trouve le groupe
(XCII) [ayzsps+ 2y po+ 22, ps, 21 P2 ]
Equations finies :
o= e 1 e,

V1= Ty, Y= u(pox,+ 2,), Ys=MNz + 2+ 2)z,, Yi=hz,+ z,.

213. L'hypothése p.= a, donne, avec la substitution (z, 232, z,), le groupe
(XCHI) [ayz,py+ 23 p, + 22, P2, 2, P5].

Equations finies :

— (e,
Po= laz(e 1o

Y=z, €M%, Vo= P&+ Ty + Ny + 2Ry, Ys=Z3 Vi Aa+ .

214. Passons a la transformation (19)
_ Xf=a (2, p+ Zyps—+ X3 P3) + A X, Py + T2 Ps.
Soit
Yf= Z bapgxa pg-
B
Jécris que 'on &
(XY)=2Xf+pY/.

On a (voir n° 34%)

hay+ by =o, pwby,=o, (ay—ay— p.) by, = o,
hay =+ by = by, P bi3=— by, (a1 —ay—p) by ~+ by, =0,
b A by =by3 — by, Bbyy = by, (ay—ay—p)bs=o,
hay+ pbyy=— by, p-bsy=o, (az—a,—p)b,=o,
ha,+ p.by,=o, bz =o, (ay—a,— p)b,,=o,

(az— ay— p) bis= by
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213. Silon fait p=o, 'une des équations ha, 4 pbyy=o0, ou has+pbs=o,
donnera toujours k= o. Le cas a déja été traité (Chap. II). Donc on peut sup-
poser 1. >4 0, et alors (n° 41) A = o.

Donc
bis=b3=byy=by,= b1 = by = byy= by = bu="by=o.

Il reste les équalions

(ai'_az—l‘l')bﬂ_——os (ay—a;—p)by=o,
(ai_az—#)bu“‘buzoy (az—ax—F-)bn:O:
(ay—ay,— p) by, =o, (@ — ay— p) byy = by,.

216. Soit p=a, — a,. Alors
Yf:%[b“a)’,—i—(b“b+ bac) ], acf7=o (n°16).

Si 'on veut annuler le coefficient de Y2q., il vient
b1, + by c =o,

Si by, 5 o, celte équation déterminera b. Y fseréduit 4y, q,.
Si by,=o0, on a un autre groupé. Y f se réduit Ayaqs.
Avec la substitution (x,x,), le premier groupe prend la forme

(XCIV) [ai(xp+ T3P+ X, Py) + @y Py + ZyPsy 24P ]

Equations finies :
— [ MNa,~a,)
= — e 17 %2/ — 1
o AMay— ay) ] ) }
Yi=z et )’2:‘3)\“’(1*‘0‘1’1‘*'“'2)’ Y= e (x;,+ ha,), Yi=zyern,
217. Le deuxiéme groupe, a l'aide de la substitution (x, x, Z4), prend la forme
canonique

(XCV) [ai(zp;+ Z3Ps+ Xy P,) + a2y Py + 2 ps, Z1Ps ]
Equations finies :
S A MNa,-a,)
Ho—)\(al_%)[e )
V1= el Y=oz, + ,), Ys=eM Az, + ), Y=z, e,
218. Je reviens au n° 215, et je fais B =as;— a,. Alors

Yf= bux,p+ bz, ps,
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ou (n° 16)

et

) b, by, b,d
f=h@ﬂfm+(4ﬂ—4L)@] afeZo.

c ac
Si b4y # o, 'équation b,3a = b,, d déterminera d, alors
Y/=y.9:

Si b =o0, Y fseréduit a y,¢;. De la deux types de groupes.
Si I'on effectue la substitution (xyx,x;), le premier groupe prend la forme

(XCVI) [a(zyps+ 23ps+ 2, py) + Qa2 Pr+ 2,3y 1P ]
Equations finies :

- renaan_
Fo= )‘(az—ai)[e ’ t

yi= 216", Y=tz + 23), yi=eu(z;+dzy), ,}’5:‘”4‘3}‘“'-
219. A Tlaide de la substitution (x,x3;x:x;) le deuxi¢me groupe prend la
forme

(XCVII) [@i(22p2+ @3p3 + 2, i) + Ay 21 Pr+ 24 P2y Z1P2 ]

Equations finies :

N Aa,~a,)
o= )‘(az—ai)[e b

,'}’1:-”16)\%’ yZ:e)‘“l(lJ.oxi—sz—i— Az,), }'3'—_—'3333)‘“” Y= x, el

220. Jarrive a la transformation (20)
X f=a,(z,py+ 2:p2+ 23 ;3) + Xy P;-
Les résultats du n® 2135 subsistent et 'on a les équations

(a;—p) by=o, (as+ p) byy=o,
(ay— ) by + by, =o, (a1+p) by=o,

(ay,—p) byy=o0, (a,+ ) bis+ by =o.

221. Si p=ga, il y a deux groupes possibles. Avec la substitution (x,x) le
premier prend la forme

(XCVII) [ai(z1py+ 23 ps+ 2.py) + T4 P3, T1P2 )



LES SOUS-GROUPES DU GROUPE LINEAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES. 377

Equalions finies :

— ¥ (gra,_
Fo= ra, (e 1),

Y=z e, Y2 == o &+ X ysze)*“l(w3+ Azy), y;:xsel“n.
222. La substitution (x,x;x,) donne au deuxié¢me groupe la forme
(IC) [a,(x\p+ x3ps+ 2, p,) + 21 P3y 2, P2].

iquations finies :

— ra
_ T W —1
o ra, (6 )y
— . eha — — eha, () . — x., el
Yi=x,e"%, V2= Mo+ Ly ys= e (hx +xy), Y=, .
223. Jereviens au n° 220, et je fais u = — @,. On obtient encore deux groupes.
Avec la substitution (xr,x,x;) le premier de ces groupes prend la forme
(G) [ai(zops+ @3ps+ 2, p.) + Zupsy 21Ps ]

Equations finies :

— L e ha,
[J'O-" 7\“1 (I € )9

Y1=Zy, Ye= e (o, + 23), yi=eu(zy+de,),  yi=x,en

224. La substitution (2, 232, 2;) donne au deuxiéme groupe la forme
(CI) [ai(2yps+ 23 ps+ 2 py) + T4 P2y 212 ]

Equations finies :

__.L —e—ha,
Po= )\al(l € )v

Yi= %y, )’223)‘(1‘([4'0‘7"14‘ Zy+hz,), Y= ayel, Y=z, e,

223. Jarrive a la transformation (21)
Ay Ty Py ~+ X3 P3e
Les conclusions du n°® 215 subsistent, et 'on a a discuter les équations

(az+p) biu=o, (ar—p) by =o,
(ar+ ) byy= by, (@y—p) byy=o,
(ay+p) byy=o, (ay— ) by3= bys.
Fac.de T., 2 S., VIIL 47
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226. Si u =—a,, on a deux groupes dont le premier, & I'aide de la substitu-
tion (x,,), prend la forme

(CII) [aszsps~+ @ips, 2, 0,].
Equalions finies :
o= ib;—o (1— 3_7‘%)1 v

Y=z e, Yo = o1+ Xy V3= 34 Az, Y= Ty

227. Pour le deuxiéme groupe, la substitution (z,x,;2,) donne la forme
(CIII) [ayzaps+ 2y ps, 1 ps ]
Equations finies :

o= - (1 — e7hm),

0= T/
Ny

V1= Ty, .)’2:‘3)‘“3(}’-0-1’1‘*‘1'2), Y= hx,+ x3, Y= Z,.

228. Si u= a,, on a également deux groupes; le premier, a 'aide de la substi-
tution (z,x,2;), prend la forme

(CIV) [a:2,py+ @y py, 21p:]-
Equations finies :
o= )\Laz(e)‘“’—l),
SNI= &€ I X Xy, Y= & b, Y =2

229. La substitution (z,23%>2,) donne le second sous la fornme
(CV) [asz,p,+ 2, ps, 21p5].

Equations finies :

— P e,
!’-o—)\%(e 1),

Il
&

™~
.

)’1:'1713)*“*’ V2T [y Xy Ty ATy, Y3 = T3 Xa

230. Jarrive au groupe (22)

XS A4 ay(x,py =4 TPy~ T3 P3) + A2, Py
Soit
Y/= bugzapp.
a8
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Exprimons que I'on a
(XY)=2X/+pY/.

On a
ha,~+ b, =o, (al—ag—p) b, =o,
7\a1—|—p¢b22:0, (al-—az—y.)bu-:o,
ha,+ pby=o, (a,— a,— p) by, =o,
hay+pb,,=o, (ay—ay—p) b,y =o,

pbia=o, pbis=o, by =o, (ay—a,—p) by=o,
P-bz3: 0, (J’b:il-:oa Hbzzzoa (@ay—a;— ) b,;=o.

231. Comme a, et a, ne peuvent étre nuls simultanément, des équations
hay+ pbyy=o, Aay+ pbys+ o on déduit que, si p=o, on a nécessairement
A =o0. Or, le cas A = p. = o ayant déja été Lraité, on peut supposer u5%0, A=o0
(n° 41), donc .

by=byy=1>by3 =0, =b;3= by =b;3;= b3y = byy= by, —o.

1l reste
(“1*‘“2_[*) by=o, (a‘z—“t_‘l-’-)bhzoy

(ay—ay—p) by, = o, (ay—a—p) byx=o,
(a;—ay— ) by, =o, (az—ay—p) by=o.
232. Soit p = a, — a,. Alors
Y/ =0b,2p,+ byyxsp,+ by, 24p,.

En utilisant le changement de variables du n° 18, et en effectuant la substitu-
tion (2, ), on trouve le groupe

(CGVI) [a(zpi4 z3ps-+ 2, py) + @y X222, P51,

dont les équations finies sont, en posant po = 7\—((1—H—a——)-(e7\(a.‘az) —1),
17— 2

_y,:xle)~“a, J’z:e)‘a“(}’-omnﬂ"l’z)’ V&) = z;er, .}’!.:xsela“

233. Soit, maintenant, p = @» — @,. Avec la substitution (z,z,2;) on oblient
le groupe

(CVII) [ai(x2ps—+ 23ps+2,p,) + ayx py, 24P, ]

Equations finies :

- (e)\(az——a,)___ I)’

°T Mar—ay)

Yi=x e, yy— et (a4 ,), yy=axern,  y,=x, el
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234. Yarrive a la transformation (23)
Xf=a P11+ Xy P+ 3 Py

Les considérations du n° 231 subsistent. On a deux groupes :
Le premier est le groupe

(CVII) [z py+ &3 ps+ @y pyy 2Py ]
Equations finies :
Moo= %(6)‘—');
N=ael,  ya=peai ., yy=age,  y,=ageh.
235. Le second est le groupe
(CIX) L@ P2+ 23 p3+ 2o puy 21 ps].
Equations finies :
o= *{(;_— e);
Fi=ar,  yam= (@ L), ),3:'%6)" o
236. Si maintenant je prends la transformation (24), z, p,, les considérations

du n° 231 subsistent toujours, et 'on a deux groupes :
Le premier est le groupe

(€X) [22p2y 21 p2 ]
Equations finies :
po=E(1—e;
J1= Ty, Yo=eM(po@+ 2,), V3= Ty, Y= T4
237. Le second est le groupe
(CXI) [z p1, 21p2 ]
Equations finies :
Bo= %(Cx—‘ 1);
YI= X0, Yy X ey Y= Ty Y= Ty
238. Jarrive a la transformation (25)

Xf=a(z,\pi+ Ty pa+ T3 P3+ Ty pi) + Ty Pr+ 223 p3+ 323y
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Soit

Yf::z bapgzapg.
a,f
Je vais exprimer que 'on a

(XY)=2X [+ pY/f.

En me servant du calcul fait au n° 36, je trouve

ayh + by = by, pbyz=0by;—2by,,
A+ pbyy="bys— by, b =b,—3by,
ha, + pbyp=12b;,— by, P by =2by,

2k + by =12(by3— ys), Py =2b5,— 3 by,

ha, + pbyy=3byz;— 20y, P031=3b4,

3A 4+ by, = 3(bis— bs3), pbya=3bys— by,

7\a1—|—p.b“:—3b53, H/“':—'O, l’-bkz:—bsn P-ba:x:—'Qbaz-

239. St a2 0, comme
hhay+ p(byy+ bas+ byz+ by) = o,
on voit que I’hypothése p.=o entraine la condition A — o.

On peut donc supposer p 3£ o et, par suite, A = o (n° 41).

On se rend alors aisément compte qu’il n’y a pas de groupe pour @, o.
1 yap 8 p

240. Supposons @, = o, puis p =0, A 3% 0; & I'aide du changement de variables

du n° 20, on retrouve le groupe (III).

241. Jarrive au groupe (27)

Xf=a(@ pi+ Zyps+ Xy ps -+ T, Pi) + Xy Pa+ 2L, Py
Je pose

Yf :E bagZapg.
3

Jexprime que
(XY) =X/ +pY/,
On trouve (n° 37):

7-“1+I-’~b11:b21s I-’-bla"—_-bza"‘2b12’

A4 pbyy=0by— by, pou= b, Py =20y,
Aay 4+ pbyy=2b3,— by, pbyy =20y, pbsy=o,
2)\—|—[J-b23=2(b33“bzz); pbye=— by, pby=o,
hay + pbyy=— 2by,, pby=o, by =— b,

hay+ by =o, pbs=—20,,
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242. SiI'on suppose a;3£ o, on voit que I’hypothése = o entraine la condi-
tion % = o. Dés lors, on peut supposer u £ 0, puis A =o (n° 41).

On se rend alors aisément compte qu’il n’y a pas de groupe pour @, 5% o.

243. Supposons maintenant @, =o, g.=o0, A3%£0; 4 l'aide du changement de
variables du n° 22, on retrouve les groupes (XIX) et (XX) (n" 94, 95).

244. J'arrive a la transformation (29)

Xf=a (@, py+ Xy pa—t+ X33+ 2, Po) + Ly Pa—+ T3P,
Soit

Yf:E(bapxapg).

x, B
Ecrivons que I'on a

(XY)=2Xf4pY/  (n°38).
Il vient (n° 38) :

ha,+ pb,= by, pby3= by, phy = by,
h—4pbyy=by— by, b= by, — by, pbs= b, — by,

hay+ pbyy=— by, p.bz,::o, g, =o,

hay + pby = b, p-byy=o, pbn=— by,
b+ by =b,,— by, by =— by, @b, =o.

hay+ pby,—=— by,

245. Supposons d’abord @, £ o. Alors on a, par exemple,
2da; + @ (b + byy) =o.

Donc 'hypothése p.= o entraine A =o. Or le cas a déja été traité (Chap. II).
Si I'on suppose i £ o el, par suite, A =o0 (n° 41), on se convainc sans peine que
le groupe cherché n’existe pas.

246. Si ay=o0, p.=o0, hz£0, on remarque que l’équalion caractéristique
de Y f n’admet pas une racine quadruple, de sorte que l'on retombe sur des
groupes déja énumérés.

247. Considérons enfin la transformation (31)

Xf=ai(@1p1+ @2 P2+ X35+ 2, py) + Ty Pa-
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Soit

Y/f= E bagxapp.
) B
Ecrivons qu’on a

(XY) =2X [+ pY/.
On trouve (n°39) :

ha,+ pby = by, 015 = by,
A+ pby= by, — by, pby=o,
7\a,+y1')22:—- by, ®by, == o,
ha,+ pby=o, by =— by,
ha,+ pb,,—o, pbiy=o,
by =o,

b= b,,
pbyy=o,
pbs=o,
pby=o,
b, =—b,,.

383

248. Si l'on suppose a,5£ 0, comme Aa, -+ wbz3 =0, si w=o0, on a aussi
p 1 ) Iy ) }"' )

A=o.

. Donc on peut supposer 3£ o et, par suite (n°41), A =o.
On se convainc alors facilement que le groupe cherché n’existe pas.

249. Si a;=o0, 320, u=o, I'équation caractéristique de Y £ n’a pas quatre
racines égales, donc on retrouvera des groupes déja énumérés.
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TABLEAU DES FORMES CANONIQUES

( (1)
[ (2)
((3)
&
( (5)
‘ (6)
(T
L (8)

( (9
[ (10)
S (41)

(12)
 (13)

§ (14)
(15)

[ (46)

] (A7)

(18)
‘ (19)
! (20
(21)
(22)
(23)
(24)

— ——

\

CHAPITRE I.

GROUPES A UN PARAMETRE.

QT P+ ATy Py A3 X3 P3 =+ A, T, P,
Ay X3Py A3 Ty Py~ AT, Py
QX P+ A2, Py ~+ (X3 Py 2, py) 4 23 Py
Ay Xy P+ A3 (L3 Py Ty Py) ~+ T3P,
A X P+ Ay, Py L3 P,
a2, P+ QX3 pr+ ay (23 ps -+ 2, p,)
Ay Xy Pa+ a3 (23 Py + 2, Py)
A, TP+ QT3 Py
a (2, pi~+ 2, py) + ay(2yps + 2, p,) + X1 pa+ 2y P,
ay(xyps =+ 2y py) + 2, s+ 24P,
ay(z P+ 2y Pa) + A (23 P+ 2, Py) + Xy Py
a,(xypy1-+ 22 P2) -+ &y P
(23 Ps~+ 2, py) + X1 Ps
a, (2, p1~+ 2y py) 4+ ax(xZsps—+ 2, p,)
Ty Pyt Xy P,
a (2, P+ ZaPa+ T3 Py) + GT Py X1 Py 22,
a;a,(a,— a,) Zo
a, (2, p1+ 3P+ T3 Ps) + Xy P32, Py
X, Py Ty Prt+ 2T
a (2 pr+ Xy Pyt X3 ps) + AT, Py X2 Py
ay (&, pr~+ Zyps-+ 23 P3) + Ty ps
Ay T, Py T2 P3
a (2, p1—+ T3Pyt T3 P3) + TP,
Xy Py ZyPr—t+ X3Py

Z, P,

O0BTENUES.

Nes 1

13
13
13

15
15
15
17
17
17
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((28) ai(zipi+ z2p2+ X3P+ 2y p,) + X1 P2t 22, py+ 32, 19
2 (26) oz pat 2z, py+ 3P, 19
(27) ay (@ pi+ Xy po+ 3Py T, py) + Ty P2+ 202 P 21
(28) ZyPat+ 2223 21
( (29) a(zipr+4-22pr+23ps+ Ty Pi) + X1 P X3Py 21
t (30) Ty P2+ Ty Py 21
‘ (31) a (@i pi+ @y py+ 23 ps—+ 2, Py) + Z1Ps 24
[ (32) @ ps 2%
(33) z\pr+xaprt X3Pyt Xy 26

- CHAPITRE II.

GROUPES DE DEUXIEME ESPECE, A TRANSFORMATIONS DEUX A DEUX ECHANGEABLES.

(1) [z pi+ a2y prt+ a2 ps+a,x, py, bixypi+ byxypr+ by ps+ by p] 27
(2)  [@2Zypr+ @323 s+ a2y Puy by @3 pat+ 0323 ps+ bkl'kpa]. 27

(3) [arzipi+ arx,pr+ as(zyps+ Zy py) = X3 P
byx,pr+ byxypr+ by (23 ps+ 2, py) + b2z p ] 28

(4) [@yzs ps—+ as(23 ps—+ 2, py) =+ T3Py by s pr—+ by(xyps+ 2, py) + b,zyp,] 28
(5) [ai@pi+ ayxyps+ 25py, 12 pr+ by py+ b,xyp,] 28

(6) [ai@ pi+ ayx,ps+ a;(xsps—+ 2, Py)s bz, p+by 2, p+ b, (s ps+x,p)] 29

(7)) [xapss Zy Py + z, py ] 29
(8) [zip1, xaps] ‘ 29
(9)  [a(@ pr—+ 22ps) + as(23ps—+ 2, py) + Z P2+ Z3p,,

by (2 pi—+ x3ps) + by (23 p3+ z,p,) + by pr+ by 25 p, ] 30

(10) [ay(zyps+ 2, p,) + 2 pa-t T3 Puy Oa(23p3+ 2, p,) + byx, py+ b2y p,] 30

A1) Lai (@ p+ x2ps) + @y (23 ps—+ 2y Pi) + &4 Pay

by (2, py+ @apy) + by (23 py~+ 24 p,) + 032, ps ] 31
(42) @i pi+ a2 psy 21ps] 31
(13) [#; ps + 24 piy 21 p2] 31
(14) [@ipi+ x2psy 23 ps+ 2P| ) 32

(145) ( a(@ipi+ @2prt 23 p3) + a2, Py X1 P2+ 22, D3 33
2 by (2, pi+ Xy P2+ X3 p3) + by, pi+ by (2, py+ 22, p;) + by2 s

Fac. de T., 2°S., VIIIL. 48
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(16)

(47)
(18)

(19)

(20)
(21)

(22)

(23)
(24)

(25)
(26)
(27)

(28)
(29)
(30)

(31)

(32)

(31)

(32')

(31// )

R. LE VAVASSEUR.

[ai(z,p, + Zy Pyt Xy py) + X Pyt 22, ps,

bi (&, py+ 2ypy+ 3 py) + by(2, p, + 22, py) + by, py] 33
(@@, pi+ 2\ py+ 22, psy by, p,+ by(zypr+22,py) + b, 2, py] 33
[a(xp+ XyPr—+ Xy Py) + A, P+ 2y Py,

b1 (@i pi+2ypy+ 2y py) + by, p+ by, py~+ by py ] 3k
[al(-l’ll)1+1'2])2+i1’3[)3)+x2/73»

bx(“’xl’l"‘xz[?z"“ Zypy) + by, py+ by, p,] 3k
L@@, p,+ 2y py, by, po+ byxy s+ b2, p) ] 3h
[a\ (i pi+ 2ypy+ a4 py) + X, Py Xy Py,

(2 p1+ 2y py+ a3 py) + byx,p,+pyz,ps+ b,z py] 34
La(x, pr+ 22 py+ 3 p3) + 23 ps,

b1(1’1171+1'2P2+J’3P:;)+b3~"—'-zP3+ bbxll):}]’ 3k
[a: 2. py~+ 2y psy by, po+ by, ps+ b,z p;] 34
[at(x1171+$2132+ x3p3)+a2x4[)5+x2p3,

bl(‘Tlpl‘szPz‘*‘xal)s)‘Fbzxkl?r*— by, ps] 34
[1'1[)14“1"2172“'1’31)3; x5 py ] 34

[z, py, 22 p;]

[ (21 pi+ 2, py+ ZyP3) + @y, py,

Oi(@1p1 =+ &3 Pyt @y py) + by, py+ by (2, py+ 22, p;)] 33
(21 P+ @2 pr+ 2y py, 21 py+ 22, py] - 35
[&4ps, @i py+ 225 py] ' 35
[21py+ 23 py+ 2y py, @, p,] 35

a (2, p)~+ 23 py+ Xy P32y py) + 2 Pyt 22, py+ gleh
2 bl(-”"l[’l—“szz‘l“xs/’s—*‘szL.) 36
+ by (xy Pyt 22, ps+ 3y p,) + by(zyps+ 3xyp,) + b, 2y p,

Zy\ Py 22 py+ 3, p,, 36

by(zyps+32yp,) + by, p,

(2 pr+Zy Pyt-23 P+, ) +ay(z, py+22, 3+ 325 p,) +ay(2y py+3x,p,),

by(z1 pr+aapyt+x3py-+a, p,) + bz(x1P2+2'T2P3+3x3PL) +by(xy ps+32,p,)
(21 P2+ 2@2ps+ By po, @ ps+ 229 p,] 36

‘ (2 pr—+ Zypy+ X3 py+ 2, p,) + Ay (Zy Py + 22, p3+ 3xyp) + azz, py,

36
?\ by(2ypr~+ 23 ps+ X3 ps+ . p,) + by( 21 pr+ 223 s+ 3a3p,) + bszy p,
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(32") [@yps+229p;+323p,, x,p,]

( 32///)

(33)
(34)
(35)
(36)
(37)
(38)
(39)
(40)

(41)
(42)

(41')
(42')
(43)

(44)
(45)

(46)
(47)

(48)

[z pat22yps+ 323 p,, P+ 22 py+ 23 ps+ 2, p, ]

( ei(eipi—+ 2apy+ 23 py+ 2, p,) + &1 Pyt 222 ps,

) ? b1(1’1P1+x2P2+x3P3+$zl’4) + x,p,+ 2, Py

[zip2+ 22205, 2, p,+ 2, py]

( @(@pi+ 2y py+ @y ps+ 2y py) + 2y pr+ 22, ps,
3 bi(z1pr- 22 ps+ 23 py+ 2, p,) + 2, py

[Zyp2+ 22, py, 2, ps]

{ a(epi+xaps+ 23 ps+ 2, p,) + 2, pr+ 22, s,

? b\ (@ pi~+ 23 py~+ 2y py+ 2, p,) + 2, p,

[21p2+ 22, p3, x|

Ay (Zy pr—+ X3Py + T3Py X, p) + Xy Pr+ 2233,

b (@ pr—+x3py+ X3 ps+ 2z, py) + by py
[z1 po+22,p;, 2, p;]

a (21 py+ Ty pr+ 23 ps—+ 2, p,) -+ Xy Pyt X3 Py,

U bi(2pi+ 2yps—+ 23 ps+ 2, p) + 23 p, + &, pr+ by, py

5 Zy Py X3Py,
( Zyp1—+ Ty Pr+ by, p,

( a(Zipr+ Zapa—+ X3 ps+ 2, p,) + ay(z, ps—+ zyp,) + a;(xy ps+ 2, p,),
L 0y(@1p1+ @apy+ 3 py+ 2, pi) + by (2, py+ 2, p,) + by (2, ps+ 2, p,)

[z1ps+ 23 pys 21 p3+ 22 p, ]

(| a(Zypr+ 2ypy+ 23 py+ 2, p,) + Xy P2t Xy Py,

U by(2y py~+ 2y pa+ 23 ps + 2, p,) + by, p,+ by py
[z p2+ 3y, blepb—l—' bs2yp,]

[z 1+ 22 po+ 23 ps+ 2, puy @ pa+ 23]

{ (@i pr+ 2y ps+ 2y ps+ 2, p,) + @y, py+ ayz, p,,
? bi (2 pr+ @y py+ @y ps~+ 2, pi) + by, ps+ by 2, py
[#1psy 23ps]

{ @ (zipr+xapy+ X3P+ Ty Py) = Ay Xy P2+ A3 2y Py,
? by (z1pr+ 2y py+ 23 ps+ , p) + by, py+ by p,

387
36
36

37
37
37
37
37
37

38
38

38

38

38
38

39
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(49) [z,ps 21ps]

(80) [aypi+ 2opa+ 3 ps+ 2, pyy 21 P2 ]

GROUPE DE DEUXIEME ESPECE DONT LES TRANSFORMATIONS NE SONT PAS TOUTES

(I)
(1)
(III)
(IV)
(V)
(V1)
(VII)
(V)
(IX)
(X)
(XT)
(XII)
(XIIT)
(X1V)
(XV)
(XVI)
(XVII)
(XVIII)
(XIX)
(XX)
(XXI)

CHAPITRE III.

DEUX A DEUX ECHANGEABLES.

[aixypy+ ay 23 s+ @323 Py~ @2, pyy 24 Ps]

[(ra,— a3)x pi+ ayx,pri+ ayzy ps+ @, Py, 2, P2+ 23ps]

[(Bas—2a,)xy py+ (2a3— a,) 2, pa-t- Q323 Ps—+ A2, Poy Ty Pa+ Xy 3+ 230, ]

[(ax=4 ay— a,)xy py+ s @3 pa+ T3 Ps—~+ A, 2, Pyy Ty P2+ T3P, ]

[aizpr+ &2x2P2+“3x3P3v 1P, ]

[(2ay— ay) @) pr+ @2, pr+ a2y ps, 2P+ 2Py ]

[3ay py+ 22y p2+ Xy ps, Ty Py X2y ps+ 23 ]

[ @epat+2x3p5+ ?‘_xl.[)h Zy Pyt TaPs—+ 23 P, ]

(26,21 p1+ @y @y py+ A2, Py, @y P+ T35 ]

[22) pi+ 3 ps— 2, Py &4 P2+ X2 P3—+ 23 P ]

[(a2+ a3)x, py =+ ay @y py+ @z 25 ps, 'Tlpz‘l‘jfap&]

(@) p1— X3 p3— 22, Py Xy Pa+ Xy Py + 23, ]

a1z ps+ 2a,25ps 4 @y, pyy 21 P2+ 2 P3|

[(ay— a3) @, py=+ ay 2y ps+ a3, piy 2y p2+ 23 P ]

[ay 2y py+ aszy ps+ arz, py, zps]

[a,z pr— @12y ps—+ a2, piy &1 py+ 25 ps]

[ay @y ps+ ayx; ps+ @y, iy 21 Pl
[a 2z, p1+ @y @y pr—+ ay (X, p3+ 2, py) 4+ 23 Pyy Ty P2 ]
[(2as—ay) 21 p1+as @, Py - @y (23 Pyt 2, Pu) + 2, Pyy &1 Pyt 22 P3 ]
[a1Zspat+ (20— a3)x; ps—+ a3 (2 Py X4 P,) + 21 Poy Ty Pat-22P3 ]

[ayz, py+ ayzpo+ as (22 2+ 23 py) + 23 Pay 1 ps]

39
39

% |
42

b8
52
53
5h
55

58
62

65
68
72
79
82
93
94

96
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(XXII) [(2as— @) 2, py+a, 2, pot @y (22 pat-2y py ) + 2y poy 2 py+-23p, ] 98
(XXIII) [a1z:ps+ ayxy ps+ ay(x, py+ 2, p,) + Xy Pyy Ty Ps] 99
(XXIV) Larz, po+ as(2; ps+ 2, p,) + 23 pyy 2, p,] 103
(XXV) (@@ pr— xsps+ @y py)+ 21 pyy 21 py+ 3 py ] 104
(XXVI) [ax(zypy+ 22, py+ 22, pu) + 2, Py, @, py+ 2, ;5] 105
(XXVII) [z, pi+ as(2; ps+ 2, p,) + 25 pyy 21 ps] 106
(XXVII) [as(— @1 p1+ @3 ps+ @, p,) + 2, ps, &1 Pr+ Ty s | 107
(XXIX) [a:(22p1 + @3 py+ 22, p,) 2, p,, Zypy 2303 108
(XXX) [@: 2, pi+ a; (2 pr+ @3 ps) + 24 pyy 2, py ] 109
(XXXI) [a(@2ps+ @3 ps+ 22, p,) + 23 py, @y py+ 2, p, ] 3§
(XXXII) [aszyps+ as(@, py+ z, p,) -+ 2, pyy 2, ] 112
(XXXID)  [ay(2ypy+ @y py~+ 23 p3) -+ @3 Pay &4 py+ 23 p; | 11k
(XXXIV) [@a2 2, py+ ay(@s p,+ 23 py) + 23 oy 2, ps ] 115
(XXXYV) [@rxypo+ as(z, p,+ ZyPy) -+ 2y Pyy X, Py ] 118
(XXXYVI) [ayzypy+ ayzy py + 23 p, Z1p,] 122
(XXXVIL)  [ay(2@,p1+ @2 p,) + 2, py, @y py+ 2y ps ] 123
(XXXVII)  [as( @ypy-+ 22, p;) + &, p,, @1 py+ ENN| - | 124

XXXIX) [aixipy + ayx,p, + 23 psy ] 125
(XL) la(@ipi—2pi) + zyp,, Z1Pa+ 23, ] 127
(XLI) [arz2pa+ ayzs ps+ 2, py, 2, p,] 128
(XLIT) [alx,p,-i—a2x2p2+a3(x3p3+x4pk), 2z ps] 133
(XLHTI) [(2a2——a3)x,p‘+ Ay 2y Py —+ az (23 p3+ 2, Py ), Xy Py 24 py | 134
(XLIV) [(2a,— ay) @, py+ ay s py+ a3 (X1 pi~+ 2, py)y Xy py+ 24 ps] 135
(XLV) [ aizipi+ ayoypy+ ay(xyp,+ Zypy)y X1 Py 136
(XLVI) [2ay2,p, + 2a,25p;+ (a,+ @) (2o s+ 2y p,), Ty py+ 23 py] 138

(XLVII) [2a,2,p+ 2@, 2, P+ (a1 + ay) (2, py+ Z3py)y Ty Pat 3 i) 139
(XLVII) [aizsp,+ A T3 Py +a3($11)1+"’34}76)9 Zps] 140
(XLIX) [a;z,p,+ (23 ps—+ 2, p,), 2, ps] 144
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(L)

(LI)
(LID)
(L1II)
(LLV)
(LV)
(LVI)
(LVII)
(LVIII)
(LIX)
(LX)
(LXT)
(LXIT)
(LXIII)
(LXIV)
(LXV)
(LXVI)
(LXVII)
(LXVIII)
(LXIX)
(LXX)
(LXXI)
(LXXII)
(LXXIII)
(LXXIV)
(LXXYV)
(LXXVI)
(LXXVII)

" R. LE VAVASSEUR.
[22pa+ 2 (23 ps =+ 2 pi), Ty Pa+ Z2Ps]
[21p1— @3 ps—+ @i piy &1 P2+ 22 Ps]
(@22, pi+ as (23 ps+ 2, pi), 715 ]
[— @ pr+ 23 ps~+ Tu Puy @y P2+ 22 s ]
[@2p2+ 2(2 pr+ 2, p.)s TPyt 22Ps ]
[a223ps+ as(2apa+ 2 pi)s 212 ]
[Zapat+ 223 p5+ Zupy, 2 py+ T2 s ]
[@aps+ Zaps—+ 224 Py 1P+ X34 ]
[as2s ps—+ as (2, pi+ 2. pi), 21 P2
[22,pi+ @apa—t Xy Py T1P2+ T2 P35 ]
[ @ipi+2xyps+ 2, piy @ Pyt 253 ]
[as@, p+ ay(xps+ 2 ), 24 P2]
[@s@s s+ ay (2, pr+ 2 pi)y @12 ]
laizipi+ a, 22 ps, @1 )]
[22,p1+ Xypsy 2y Pr—+ 225
[ @aps+ 22;3p3 @ P2+ 22 ps]
[a12,p1+ aya; ps; 21 P2 ]
[#1p1— 23 psy 21 P2+ 223 ]
[21p1— @4 Py 1 P2+ 23]
[@ 2y pa—+ a2y sy 21 P2 ]
[@) (2, pr+ 23 p3) —+ @2 (2 Pat 2, Pi) + Xy Ps—t T2 Py Z, P2ty Py
(@1 (@ pit+@, p) + Qo (22 Pat- 25 p3) + Ty Pu+ T3 Pay T1 P2
[ @1 (@1 pr+ 23 P3) =21 P22 Py 1 Pr+25 P2 ]
[@1 (21 pr+ 2, py) + 21 put-Ts P2y Z1Ps]
[ @, (23 pat @, P) + Xy Pyt X3 Pos Ty Pat-T3 Py ]
[y (@ pat23Ps) + L5 Pat 21 Pis 1 P2]
[@y (@) Pty p3) -+ @y (X Pat T4 Pi) =+ X1 Pas 2112 ]

[@ (22ps+ 23 Ps) + @y (X P+ Py) T3 P 2, py]

161
165
166
167
168
170
171
172
177
178
181
182
183
184
187
188
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(LXXVII)  [@,(21pi-+ 2y p3) + @1 psr 1 ps ] 190
(LXXIX) [a)(xg pot 23 p3) + X3 P2y, 4 Ps] 191
(LXXX) [ax (@2 pat2, pu) 21 ps, 21 ps] 193
(LXXXT) La:(z1 pi+ 2y pu) + 25 Py 2, ps] 19%
(LXXXI)  [a (@ py4x3p3) +as (@, pyt-2, p,), &, pat 23 p, | \ 197
(LXXXIIT)  [@ (@ pr+a3 py) ~+ as (2 pot 2, i)y 1 Pa] 198
(LXXXLY) [z pi+ x5 pyy 1 pa+ 23 p,] 200
(LXXXYV) [ p1+ a3 pyy 2, p2] 201
(LXXXVI)  [@yps+ 2, piy 2 ps—+ 25 py ] ] 202
(LXXXVIL) [@;ps+ 23 ps, 2, ps] 203
(LXXXVIIL) [a) (@ pi+ @3 ps+ 24 p,) + @y, py+ 2, py+ 2.2, ps, 21 py] 206
(LXXXIX)  [a(@sps+ 23 p5+ 24 o) + Q) pr+ 2y py—+ 22, pay 2,5 ] 207
(XC) L@y (@1 p1+ @3 ps—+ x, po) + 2Py 22, psy @,y ] 209
(XCI) [ (@2 pat @3 py+ 2, p) + X3 py+ 22, pay 24 ] 210
(XCII) [asz, ps+ 2y p, + 22, p3, a1 ps] 212
(XCIIT) [arx,py+ 23 p,+ 22, pay 2y ps ] 213
(XCIV) [ai(®: pr+ 23 ps+2p)) + @y 23 py 4+ 2, py, 21y ] 216
(XCV) Lai(@ py+ 25 ps+ 2, o) + ay 2, py+ 2, Py, 2, Py ] 217
(XCVI) [ai(zopr+ 23 ps+ 2, p,) + @y, py+ 2, pyy 2, s ] 218
(XCVII) [ai(zope+ 23 ps+ 2, p,) + @y, py+ 2, pay 2, 3] 219
(XCVII) [ai(zpy+ 2y ps+ 2, p,) + 2, Py 2, ps] 221
(1G) [ai(zpi+ 23 ps+ 2, py) + &1 psy 2, 5] 232
(€) L@ (2:ps+ 23 ps+ x,pi) + 2, oy 21 p5] 223
(CIH La(zspe+ @3ps+ 24p,) + 2, pay 2, P, ] 224
(CI1) [ayzs py+ 2, ps, 2, p,] 226
(CIII) [ayzyps+ 2, py, 2, p,] 227
(CIV) [ @21 pi+ 2, p;, @, py] 298

(GV) [azwll’l‘i‘xs[)z; xyps] 229
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(CVI)
(GVII)
(CVIII)
(CIX)
(€X)
(CXI)

[ai(2, pr+ 23 ps+ 2, ) + @323 P2y 1 P5 ]
L@ (2, ps—+ 23 ps + 2, p,) + @y, P, 21D ]
(21 P+ T3 ps+ 2, Py, 21ps]

[2:p2+ 25 ps+ 24 sy 71P5 ]

[2.p2 21 2]

[z p1, 21 p2]



