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Notions metrlques liées a une vrbratlon moleculatre
| quatrleme pmssance B

Par Gapnizr VIGUIER e e

INTRODUCTION .. .-

Nous avons, dans de précédents mémoires, montré qu’il est possxble de ST
lier une équation différentielle aussi ancienne que l’equatlon de Riccati a des ,
notions de quanta et ainsi faire correspondre divers états energeuques a des. o o "5,
notions métriques classxques, telles que celles des courbes a parametrlsatlon S o
isométrique ou isoradiique, liées & ce type d’équation. - T S : .

L'examen des cas de l'oscillateur harmonlque et du rotateur sphenque Com el "y
nous a montré les possibilités d’analogie entre l’enchamement et la- quant:ﬁ- o o -
cation. Nous avons en outre vu, 4 propos de tes deux~exemples-la, qu'il était: = ERET
possible de traduire les propriétés des polynomes d’Hermite et celles des- poly- R IR
nomes de Legendre & partir de propriétés geomelrlques associées a-une équa- T T
tion de Riccati. S L

Avant méme d’envisager toute synthése, nous avons pensé quil était “utile.
et mdlspensable de pousser plus avant 'examen de certains cas partlcuilers,“ SR . "/ N
la lumiére ne pouvant apparaitre que de la multiplicité de ces études. Dans le '
present mémoire nous, nous sommes attachés a certains types de vibrations
d’anneaux plans, dans lesquels I'énergie potentielle, pour de petlts déplace=-
ments, est proportionnelle & la quatriéme puissance du déplacement ala
condition qu’il y ait liberté de rotation autour des liaisons de I'anneau. Ce
type de vibration, étudié d’ailleurs en particulier par R.-P. Bell joue un réle
" trés important car il sert notamment de pont entre l'oscillateur harmonique
base des travaux de Planck et I'oscillateur le plus général én "V (x) = a, "

i
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NOTIONS METRIQUES LIEES A UNE VIBRATION MOLECULAIRE
QUATRIEME PUISSANCE

Aux équations de la Mécanique classique du point matériel, la Nouvelle .
mécanique préfére I'équation de propagation d’un corpuscule de masse m
soumis a l'action d’'un’ champ de force dérivant de la fonction potentielle
V (x y z) et ou la fonction d’ondes est $. ‘

Cette équation, base de la mécanique quant’ jue, a la forme

(1) Al 81rqu} 4-uma¢

TR T

L’existence d’états stationnaires permet d’envisager des solutions mono-
chromatiques telles que

2 . .E,
(2) Y—2ﬁl—ﬁq’,~

Y, (xyz) désignant la nouvelle fonction d’ondes définie, d’apres (2), par

ani

®) Y, @y=4.e ',
I'équation initiale (1) prend la forme
@) AY, +8" (E,— V)Y, =0.

Pour un oscillateur unidimensionnel, les fonctions d’ondes et les niveaux
d’énergie sont en général calculés par déduction a partir d’'un certain nom-
bre de fonctions d’énergie potentielle dont la plus simple est la fonction
V(x) = ax* qui correspond a I'oscillateur harmonique.

Toutes ces fonctions ont la propriété commune d’avoir un rayon de cour-
" bure fini au point d’équilibre x = 0.

De méme lorsque I'on étudie les vibrations moléculaires par exemple, on
suppose toujours que les fonctions d’énergie potentielle sont fonctions qua-
dratiques des déplacements; des termes complémentaires sont par la suite
introduits pour corriger uniquement la forme de la fonction adoptée.

Or, il est des cas de vibrations moléculaires pour lesquels, I'énergie poten-
tielle variant comme la quatriéme puissance du déplacement, cette méthode
ne peut étre appliquée.

Nous ne voulons pas revenir sur I'étude de ces cas partlcullers qui ont été
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~abordés notamment par R.-P. Bell, Dunkam, Kemble, nous voulons s1mple-
ment'montrer que dans ces exemples 12, comme d’ailleurs nous I'avons précé-.
demment montré pour l'oscillateur harmonique et le rotateur sphénque il
est possible de rattacher ces notions quantiques a des notions me’tmques telles
que celles de courbes a paramétrisation isométrique ou celles des courbes a
" paramétrisation isoradiique liées 4 une équation aussi classique qu'estl’ équa- .
tion de Riccati, et ainsi aborder le discontinu par le continu ou 1nversement
Nous allons donc étudier l'oscillateur unidimensignnel pour lequel ‘nous’
avons V(x) = ax' et nous appellerons par la suite cette vibration, « vxbratxon

quatriéme puissance ». . - .
L’équation (4) exprimant les oscillations s’écrit :
Y, 8« ‘ :
(5) | d—x,1‘+ (E —aac)Yk_O - L

‘Si nous faisons le changement de variable indépendante

6 o — (Swl’lizm>—x‘/6‘. " .
la notation S o

o \=E,. (8 ’;:,’")’/3 a

nous permet de mettre (5) sous la forme |

® | d; — )Y, =0.

Pour la mesure des niveaux d’énergie on utilise la méthode d’ approx1ma-
tions Brllloum — Kramers — Wentzel Posant :

L

: u
9 : =
O | V=5 |
et utilisant les notations \
1 1/2 — 3/4 )
a0 A, =4 / -y .y . dy = 13,98

1 — 5/a 3/4 ’
A,=4f(1—y) Ly . dy = 2,636
il vient la relation - v
(11) : 2A,.0"—8x@2n+ 12— A, =0

d’ot1 nous tirons :

‘ . 2.,r(:n+.)[ \/ A A ] : o
\‘/4= 1 £3g
az.. * i "Vitsseniol L

1
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_ Si, en premiére approximation, nous neghgeons dans (11) A, devant les
autres.termes, (12) se reduxt a

4
13). = T @n+1).

Effectnant les calculs pour les premlers niveaux d’énergie nous pouvons
écrire (12) et (13) sous la forme

0,233 743

(14) n = 0,342 (2 n + 1)#/3 [2 + Bt Ty

(15) C 2= 0,867(2n + 1),

d’ou les valeurs :

Niveau d’éneigie. Equat. (14) ‘Equat. (15)
0 0.99 0.87
1 3.82 X
2 7.52 7.41
3 11.66 11.61
4 16.27 - 16.23

Si I'on excepte le niveau le plus bas, on voit que I'on peut prendre avec
une approximation suffisante la valeur (15). :

Remarquons maintenant qu'il est facile de passer de (8) 4 une équation
différentielle du premier ordre et plus particuliérement 4 une équation de
Riccati prise sous forme canonique en posant :

du

. 1 dy,
(16) o Y= ?-k "du
d’ou la nouvelle équation
d
an e —ut=0.

Faisons dés lors intervenir la théorie des développantes généralisées asso-
ciées a une courbe base plane (M); les coordonnées du point M étant :

19) N “=__;('4), 7= (1)
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on porte sur la tangente M{ le segment MN = y, (u). La tangente en N ala
développante (N) ainsi définie doit passer. par le point L ‘d’une courbe-- -

“adjointe (L) dont les coordonnées sont :

a9 . y F=F(u); G = G (u).

La fonction y, (u) avec de telles condltlons, est solutlon de l’equatlon de
Riccati.
. dyk ot v /
@0 du “—yk+°‘-—yk+°k=0 -
(l.). .

ou nous avons

@1 c’,"z{';"—}—‘q'z; tg a = —i 1\_'I>t; w,=1\7ﬁ4/\lﬁ7i.

J‘n‘l,s

Si nous identifions (17) a (20) nous en tirons

: ¢, =k, —u'
(22) v o, ., &
F—t=—4d. G——*q—x.)\k_u

_et le point L est sur la normale Mn a la courbe base.
La premiére des égalités (22) nous montre qu'’il est possible d’aborder le
probléme oscillatoire de la vibration quatriéme puissance a partir de courbes
planes 4 paramétrisation isométrique dont la fonction d’arc <, est égale a

4

A — ut
Prenant par exemple

o+

(23) F=0,—u)cosu; ='=(QO,—u)sinu

nous pouvons comme courbe-base, choisir.la courbe
v

(29 E=(,—u'+12 1" — 24)sin u — 4 u (u — 6) cos u
: n=— (,—u'+12u"—24)cosu —4u (' —6)sinu.

Comme nous avons « =1 la courbe adjointe (L) est définie par les
.équations : - N

(25) , v..,.F—§=—Sinu; G — 7 =cos u.

Il nous est dés lors facile de construire pour un niveau quelconque k les ’
courbes M) et (L,) auxquelles s’adjoignent la famille de développantes (N,). .

Lo

e

T
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Pour deux niveaux voisins k, et (k 4+ 1) nous avons les courbes (M,), (L,)
et (M,.,), (L,.,) prenant sur ces courbes le méme paramétre u nous obtenons
les égalités . : ' .

M

o M_L L, =), — ).

k-+1 k+1

£

Si les niveaux d’énergie sont suffisamment élevés, il est également possible
d’écrire avec une approximation suffisante

(26) My — N = 2,92Vk
d’ou
@7) M, M,=L,_ L =292Vk.

Nous allons également associer a l’equatlon de propagatlon (17) l1a « théorie -
des développées généralisées ».

Si au lieu de prendre le point N sur la tangente a la courbe-base (M),
nous le prenons sur la normale Mn, nous définissons une développée parti-
culiére donnée par I'équation dlfferentlelle

d . e 2 .
28) o B Y @ ) gy, =0,

Ce probléme n’est pas tellement distinet du précédent; en effet, la courbe-
base (M) admet une développée ordinaire (D) a partir de laquelle on a le
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segment DN qui est le segment MN du probléme des développantes généra-

lisées. Cependant les 'Eieux théories, associées 4 une méme équation de Riccati,

-ont droit & 1’ex1stence, car suivant les cas on aura intérét a préférer I'une a

l'autre. ) -
Identlﬁons (17) et (28), nous obtenons ' '

@ ‘» Fofmet

a_ls

. als

.

La premiére de ces égalités nons montre qu’il est également possible
d’aborder la théorie de la vibration quatrleme puissance a partir de courbes
~ planes a parametrlsatlon 1sorad11que pour lesquelles le rayon de courbure ¢,

- a la valeur \/u* — Ao - A
Faisant choix d’une courbe-base (M), si nous considérons deux niveaux . -
~d’énergie k et (k + 1) suffisamment élevés, nous avons pour ces deux niveaux
et pour une méme valeur du paramétre u

(30) = — 292V,

et comme, d’autre part, nous avons

1 2

(31) ~ M, Lk’ =pp + - 5
: Pu

posant par exemple

32 B Y=kt

nous pouvons écrire

— s~ s 292Vk+a,.
33 M ,LM “M, L, =—292,+7, . e
( ) k—+ k k k k k p’k (P’k—2,92\/ic-)

Ainsi donc, aprés l'oscillateur harmonique et le rotateur sphérique, la
vibration quatriéme puissance vient confirmer et appuyer les possibilités
d’analogies entre notions de quanta et notions métriques liées 4 une equatlon
de Rlccatl
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