MICHEL PARREAU
Fonction caractéristique d’une application conforme

Annales de la faculté des sciences de Toulouse 4¢ série, tome 19 (1955), p. 175-190
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1955_4_19_ 175 0>

© Université Paul Sabatier, 1955, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AFST_1955_4_19__175_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

" FONCTION CARACTERISTIQUE
D'UNE APPLICATION CONFORME

par Mickel PARREAU

L’objet du présent travail (*) est d’établir l’existence et d’étudier les
propriétés de la fonction caractéristique d’une application conforme quel-
conque. 1l s’avére en effet que la notion de fonction caractéristique, définie
par R. NEVANLINNA (cf. [18]) pour les fonctions méromorphes dans le plan
complexe ou le disque unité est susceptible de généralisalions étendues
(voir par exemple GUNNAR af HaLLstRoM [8], M. PARREAU [19]), qui n’ont
toutefois été faites jusqu'ici 4 ma connaissance que pour des fonctions a
valeurs complexes. -

Or, dans une série d’articles récents ([13], [14], [15], [16], [17]),
O. LEHTO, apportant un point de vue nouveau dans la théorie de NEVANLINNA
(essentiellement par la mise en évidence de la sousharmonicité de la fonction
appelée N (r, a) par cet auteur), a pu donner une définition plus maniable
de la fonction caractéristique; de son coté, M. HEINs, dans deux notes aux
Proceedings de I’Académie des Sciences des U.S.A. ([10]), développées
récemment dans un mémoire des Annals of Math. [11], a édifié une théorie
des applications conformes d’une surface de RIEMANN dans une autre (en
particulier en introduisant l'importante notion d’application de type Bl,
généralisation des produits de BLASCHKE), qui donne pour les fonctions
méromorphes des résultats analogues a4 ceux obtenus par LEnTO dans le
méme temps.

Comme ces deux auteurs, je prendrai comme point de départ la forme
précise de I'inégalité de LinpELOF. Dans un premier paragraphe, je rappelle
les conséquences qu’on peut en tirer, en allégeant leur démonstration au
moyen de considérations simples sur les mesures de RapoN, et en utilisant
le théoréme de convergence de H. CARTAN [6] sur les suites décroissantes
de fonctions surharmoniques. J’établis ensuite la généralisation de la
formule de Lindeléf (due 4 LEHTO dans le cas du disque unité) que permet
d’étendre la notion de fonction caractéristique, et je montre que celle-ci
posséde encore les propriétés classiques : premier théoreme fondamental
de NEVANLINNA, théoréme de FrostMaN sur le défaut, théoréme de NEVAN-
LINNA-FROSTMAN sur les limites radiales, étendu ici aux limites suivant les

(*) Les numéros entre crochets renvoient a la Bibliographie placée a la fin du mémoire.

(1) Une partic de ce travail a fait 1’objet d’'un exposé au Séminaire d’Analyse
(15 mars 1955).
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lignes de GREEN de la surface initiale. L’emploi sysiématique de la théorie
moderne du potentiel, et notamment du théoréme de convergence précité,
permet d’ailleurs une présentation nouvelle de ces résultats, méme dans
le cas classique.

Enfin, j’étudie les rapports qui existent entre fonctions de caractéristique
bornée et fonctions de type Bl, et jen déduis I'inclusion Ous = Oaw,.

1. — PRELIMINAIRES
Soient R et S deux surfaces de RIEMANN greeniennes, et f une appli-
cation conforme de R dans S. Pour tout couple de pointsp € R,q € S,
nous désignerons par m(p,q) la multiplicitt de p pour I’équation
f=q (m(p,q) =0 sif(p)q); nous appellerons v, la mesure de RADON
sur R définie par la masse m (p, q) en chaque point p de R (c’est-a-dire
la mesure v, =3 m (p, q) &, ¢ désignant la masse unité en p); v, est la

mesure associée a la fonction surharmonique (;}Z of®) ; le théoréme

de décomposition de F. Riesz donne donc la formule de Lindelof (cf.
M. Heins [11])

) G, =32m(r,q) Gu(p, 1) + u(p, s

Papplication p—u (p, q) étant harmonique positive sur R. M. HEINS a
montré qu’elle est quasi-bornée ({19]) pour tout ¢ n’appartenant pas a
un ensemble de capacité nulle, et que I’application q¢ — u (p, q) est quasi-
surharmonique (*) semi-continue supérieurement, sa régularisée v (p, q)
étant un potentiel de Green sur S.

Nous démontrerons ici ces résultats au moyen de théoréme de H. CARTAN
cité plus haut; nous aurons besoin en outre du lemme suivant

Lemme. — Pour toute fonction ¢ continue a support compact sur R

la fonction v (Q) = / ¢ dv, est continue a support compact sur S.

En effet, soit K le support de ¢, U un voisinage compact de K, ¢, un
point de S, p°, p°, .., p% les antécédents de g, qui appartiennent a K.
D’aprés le théoréme d’inversion locale d’une application conforme, I'image
réciproque d’un voisinage suffisamment petit W de g, se compose, dans U,
de k domaines V, contenant chacun un point p°,; si ¢ € W, chaque V,

e
(2) Etant donné un domaine (ou un ensemble ouvert D), nous noterons (Ly% (p) =
(}D (p, @) sa fonetion de GReEn de pdle g, prolongée éventuellement par zéro hors de D,

sauf aux points-frontiéres irréguliers. Le potentiel de Gaeen dans D d’une mesure # (ou
de la restriction de # 4 D) sera noté U%; on le prolongera aussi par 0 hors de D s’il
y a lieu.

(3) Rappelons que « quasi-partout » signifie « hors d’un ensemble de capacité (exté-
rieure) nulle ». Une fonction quasi-surharmonique est la limite d’une suite décroissante
de fonctions surharmoniques; elle est égale quasi-partout 4 une fonction surharmonique,
qui est sa régularisée semi-continue inférieurement (cf. H. CarTaN [6]).
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contient m <pj. , q,,) antécédents de q; de plus, si W tend vers {qp}. V;
tend vers {p°}. Donc, si q tend vers qo,; (@) =X m(p, q) v (p) tend vers

;(q‘,), puisque « est nulle hors de K. Enfin, ;(q) est nulle hors de f (K).
Le principal intérét du lemme précédent est de montrer qu’a toute

mesure de RADON o sur S on peut associer une mesure de RapoN ¢ sur
R, par la relation ¢ = / v, d 5 (q) (Pour l'intégration des fonctions vecto-

rielles, voir N. BoURBAKI, Intégration, chap. III, § 4; le lemme montre que
I’'application ¢ — v, de S dans I'espace 9 (R) des mesures de RapoN sur
R est continue pour la topologie vague, et méme appartient a I'espace
R (S),suivant la terminologie de cet auteur). On peut encore définir

Jdb (R)

5 par la formule / vdo= ,/s ;dc ; le second membre de cette égalité
R

est visiblement une forme linéaire (positive si ¢ > 0) sur l'espace h (R)
des fonctions continues a support compact sur R. De plus, si ¢ a un

potentiel de Green fini quasi-partout, il en est de méme de S, d’aprés
I’inégalité de LinpeLor. Plus précisément, on obtient en intégrant la rela-
tion (1) par rapport a ¢ (désormais supposée positive) (*)

@) U G@)=U )+ fuppda)

Ce qui montre a la fois que o est la mesure associée a Ug. [ et que

la plus grande minorante harmonique de U of est /llq d s (q).

En particulier, si nous prenons pour ¢ la mesure ¢, « de potentiel

Ge==
nous en déduisons que Su,de, .(s) <y,

D’autre part, un raisonnement analogue a celui du lemme montre que
qg—u(p, q) est continue lorsque R est un domaine relativement compact
trés régulier d’une surface de RiEMANN plus grande, et que f est encore
analytique sur la frontiére de R. En appliquant ceci 4 une exhaustion (R,)
de R, on voit que u (p, q), limite décroissante des fonctions u, (p, q) cor-
respondantes, est (pour p fixe) semi-continue supérieurement et quasi-
surharmonique (H. CartanNn [6] th 4); sa régularisée s.c.i. v (p,q) est

. q P .
inf ((3 s? a> (« moyenne linéaire » sur la courbe de niveau I', . =

d’ailleurs la limite de ses moyennes, c’est-a-dire l_i_)m / u(p,s)de,.(s);
@240 '

(4) L’intégrabilité des fonctions qui figurent dans (1) est une conséquence du lemame,
qui montre que ¢ Y m (r, q) (§+~ (p, r) est semi-continue inférieurement puisque

r —>(;p (p, r) lest.
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v (p, q) est ainsi pour ¢ fixe, la limite de la plus grande minorante harmo-

nique de inf( gg of, a>, qui est aussi celle de inf (u,, «); c’est donc la

composante quasi-bomée de u (p, q) (cf. [19], chap. III, n° 19, formule (1) ).

2. — LA RELATION DE LINDELOF-LEHTO

On peut généraliser les résultats précédents au cas ou R est une
surface de R1EMANN ouverte et S une surface quelconque, 4 condition de
considérer sur ces surfaces des domaines greeniens F et G, et d’appliquer

le théoréme de décomposition a la restriction a4 F de (;é o f . Nous

devons toutefois noter que (;qG (prolongée par 0 dans CG ) n’est plus
alors surharmonique partout, mais est au contraire sousharmonique dans

G

v . : G .
S — {q}. La mesure associée a cette fonction est ¢ — w, s . étant

la mesure harmonique de G en ¢ </30de' est la valeur en ¢ de la

solution du probléme de DiricHLET ordinaire ou « extérieur » dans G
avec donnée frontiere ¢ siq € G (cf. [4], [19]). La mesure associée a

q G s o - G
(;G of est donc v,— & g Ue sorte que l'on a, si v et &/ ont des

potentiels de Green dans F f{inis quasi-partout :
® Ge (F(p) ) =Ne (p, ) — Hrg (p, @) + ure(p, q)
en posant U:f (P)=Nr (p, 9), Uf?’= Hr,c (p, 9).
Pour q fixe, us, o (p, ¢) est harmonique dans F; c’est la moyenne de

G g o f en p dans F, puisque celles des potentiels Nz (p, ¢) et Hy, o (p, q)
sont nulles. On a donc

@ we( = f G (@) do (@),

ce qui montre en particulier que us ¢ (p, q) est positive.

La fonction Sra(p, ) =Ge (f(), @) + Hr e (p, q), égale aussi a
Nr (p, Q) +urc(p,q) d’aprés (3), est la plus petite majorante surharmo-
nique de @% o f dans F (ou encore sa plus petite majorante harmonique

dans F N c—;"(p)

D’autre part, Hy, ¢ (p, q) est le potentiel de GREEN de ‘7’5 on a donc :

Hre(p,q) = / Gr(ps 1) dcﬁf(r)= f f Gr (p, 1) dv, (r) dwf(s)
— f Ne(p, ) d o (s)
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Pour p fixe et ¢ € G, Hy, s (p, q) est donc la fonction harmonique dans
G qui prend a la frontiére les valeurs Ni (p, q) [et 0 a la « frontiére idéale »,

si G n’est pas compact]. Siq € CG, Hr. 6 (p, 9) = Nr(p, Q).

Lorsque F est relativement compact trés régulier, la fonction
q— Ny (p, q) est sousharmonique continue dans S — {f (p)}, avec un pole
logarithmique d’ordre 1 en f (p), d’aprés les résultats rappelés au paragraphe
précédent (on les appliquera a la restriction de f a F, prenant ses valeurs
dans f(F)); Nx(p,q) — Ga (f(p), ¢ est donc sousharmonique dans G,
et y admet comme plus petite majorante harmonique Hy, ¢ (p, ¢); il en
résulte que Hy, o (p, q) + Go ([ (), q) est la plus petite majorante surhar-
monique de Ny (p, ¢) (°) dans G (ou sa plus petite majorante harmonique
dans G — {f (p)}).

On voit ainsi que (toujours pour p fixe et ¢ € G) ur, ¢ (p, q) est un
potentiel de GREEN dans G; c’est ainsi une conséquence de la formule (4),

qui montre de plus que la mesure associée a ce potentiel est f (“’,,) [mesure

définie par la forme linéaire ¢ — /4¢0fdwisur3§(5)]. Notons que cette

mesure est de masse totale 1.

Si F est un domaine greenien quelconque, on I’approche par des
domaines relativement compacts réguliers contenus; comme Ny (p, ¢) croit
avec F, on voit que cette fonction est, dans le cas général quasi-
sousharmonique semi-continue inférieurement dans S——{f (I))}, et que
ur, o (p, q¢) est quasi-partout égale a un potentiel de GREEN vy, ¢ (p, ¢). La
fonction p — vy, ¢ (p, q) est encore harmonique et quasi-bornée (en tant
que limite des moyennes de uw, ¢ (p, q); le fait que ces moyennes soient
des fonctions harmoniques bornées de p résulte de l'intégration de la
formule (4).

3. — FONCTION CARACTERISTIQUE

La fonction Sr.c (p, 9) = Hra(p, 9) +Go (f (p,) 9) = Nr (p, q) + urc(p, q)
dont nous avons vu une double interprétation dans le paragraphe précédent,
est la généralisation de la fonction caractéristique de NEVANLINNA. En
effet, si R est le disque unité {Iz@ < 1}, S le plan complexe des w, F le
disque {|z] < r}, p le point z==0, g le point w = a, Ny (p, q) n’est autre
que la « fonction de numération » N (r,a) de NEVANLINNA, et uy, o (P, q),
moyenne de & o f dans F; n’est autre que la fonction m (r,a) de
NEVANLINNA-LEHTO (cf. [18], [16]).

Nous supposons désormais (sauf mention contraire) que p et G ont été
fixés une fois pour toutes, et que ¢ apparlient 4 G — {f (p)}. Nous porte-
rons notre attention sur la variation de Sy, ¢ (p, @) lorsque F décrit I’en-

(56) On peut encore dire que S, ¢ (p, @) est Vextrémale de Nr (p, ¢) pour G, au
sens de M. BrerLor ([3], p. 10).
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semble (filtrant croissant) F des domaines relativement compacts trés
réguliers de R qui contiennent p; ceci nous améne 4 changer de notalion
et a écrire a partir de maintenant cette fonction T (F, q) [T,,«(F, q) s’il
importe de préciser].

T (F,q) est une fonction croissante de F, puisque N:(p, ¢), donc
Hy, ¢ (p, q). croit avec F; par conséquent, lim T (F, q) existe. Nous dirons

Feg

que f est de caractéristique bornée si (5) lim T(F,q)<+ o . D’apreés la

Feg
signification de Sy, ¢ (p, q) en tani que fonction de p, cette propriété est

équivalente a la suivante : la forclion 9{1 o [ admet une majorante surhar-
monique sur la surface R (¢) [ou encore admet une majorante harmonique
dans R—f-(q)].

La condition (5) ne dépend donc pas du point p. Nous allons voir qu’elle
est également indépendante de G et de q.

Plus précisément, nous allons montrer que (pour p ﬁxe) la fonction
caractéristique ne dépend que d’une quantité bornée, si I’on change G ou q.

Tout d’abord, si ¢ € G c G', il existe une constante A telle que

q
qG <G & <Gl + A, ce qui entraine

T, o(F.q) < 7T, (F.q) <T,,Fq) +A

Si G, et G, sont deux domaines greeniens de S, en utilisant un domaine
de comparaison G’ contenant leur réunion, on voit que

THEOREME 1. — La différence I, ., (F,q) -—T, o (F, q) reste bornée
quand F décrit Uensemble J

L’autre résultat constitue le premier théoréme fondamental de NEvVAN-
LINNA, qui s’énonce ici comme suit :

THEOREME 2. — Si ¢, el q, appartiennenl a G-—{f (p)}, T (F, q,) —
T (F, q,) reste bornée lorsque F décrit I'ensemble F

En effet, posons :

16(2: 405 9., 92) = Ga (¢, 9,) — G (y, q)—ge(q‘, 2.) + Ga(q,, 4.

et soit %(q,9,; 9, ¢)=1lim y6(q, 9,5 9, 9.) Tlintégrale normale harmo-
G—S

nique de troisiéme espéce sur S, ayant pour podles logarithmiques q, et g,
et s’annulant en ¢, (si S est non greenienne, la limite existe du fait qu’une
telle intégrale est déterminée de facon unique sur S). La fonction de r

7 (s f(P)5 95 9) — Ne(r, q) + Ne (1, 4,)
est harmonique dans F; en lui appliquant le théoreme de la moyenne,
relativement au point p, on -obtient la formule de JENSEN :

© GO S®) g9 do) @)+ Ne (pg) —Nr (pg) =0

(6) Pour une fonction méromorphe on obtient ainsi une condition équivalente a
celle de ma thése ([19], p. 180) : pour que [ soit de caractéristique hornée, il faut
et il suffit que log |f| ait une majorante surharmonique sur R.
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Or, d’aprés un lemme de JoHansson [12] et BADER [2], les fonctions
X¢s POUT @4, 7+, q. fixes, sont bornées dans leur ensemble hors d’un voisinage
de q, et q,, et par conséquent y — x. est bornée sur S. L’intégrale qui
figure dans la relation (6) ne difféere que d’une quantité bornée de :

ur (P> ,) — e (pr 4.) — Go (f (p), 9) + Ga(f(P), ),
ce qui démontre le théoréme.

On peut méme voir que le théoréme 2 resle vrai lorsque ¢q, et q,
varient dans un compact K de §— {f (]))}. pourvu que G contienne un
voisinage U de K.

En effet

Lemme : Pour lout compact K de S, et toul voisinage U de K, il existe
une constante My telle que

| 2(9: 905 9,90 —76(9: 905 4, 4.) < Muv, siq, g, € KetG > U
Ce lemme est une conséquence de celu1 de JoHANSSON-BADER : soit V

o

un voisinage de K tel que V ¢ U ; supposons d’abord que ¢, € c Vs

on a alors

v (e 9,59, 9) <2  Max Gu(q, $)
gekK, sel,V

Or, le lemme cité (121, p. 293) montre que les oscillations de x: et xv

dans CV (8) sont liées par
I3
QLY ke, Cv

k ne dépendant que de U et V. Comme x; (q, qo; ¢, ¢.) S’annule dans CV,

son oscillation majore sa valeur absolue, d’ou le résultat, puisque x — x¢
est harmonique dans G. Enfin, la relation

76 (@ 025 00 0) =7, (45 9,9 — 7 4, 95 4., 92
permet de se débarrasser de I'’hypothése g € CV.

On déduit du lemme précédent que

@ TE )T ) = Ge () g) + Go (F(P) 90| <My
siq,etq, € K,etG > U.

(7) En effet, 7, limite des fonctions yG, a la méme borne que celles-ci hors du
voisinage en question, et y-7G est harmonique dans G.

(8) L’oscillation de yG sur CV est encore égale a son oscillation & la frontiére de
V, car yc prend & la frontiére de G une valeur constante, comprise entre les bornes

. . AL
de 7G a la frontiére de V, puisque . ds =10
’ A § A R
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Ce résultat conduit & donner une nouvelle définition de la fonction
caractéristique, généralisant cclle de CARTAN-AHLFORS. Soit K un ensemble
compact de S, de capacité non nulle, et soit ¢ une mesure positive sur K,
de masse totale 1, et de potentiel borné dans un domaine greenien G
contenant K (c’est alors vrai pour tout G o K). L’intégration de I'inéga-
lité (7) par rapport a4 ¢ montre que

ST, q@ds(q)=T(F,q,) + 0(1), quel que soit q, € G — {f (p)i.
Or:

SUsodc@= [ [ @) pdo] @ ds@
| _/U“G(f(r))dmj (= 0()

de sorte que

STE D@ = [Ne.)da(@) +0 D

si I'on pose

T E) =T F) = [ Ne(pg) dz ()

on voit donc que cette quantité, pour F variable, peut étre prise comme
fonction caractéristique de f, puisque, pour g, € S— {f(p)}, on a

™ F)—T(F,q)=0(1)
lorsque F décrit I’ensemble filtrant g

Dans le cas classique ou f est une fonction méromorphe, on retrouve
la définition de H. CARTAN [5] en prenant pour ¢ la moyenne linéaire sur
{|w| = I}; lorsque ¢ est la moyenne superficielle sur la sphere de RIEMANN,
on obtient la fonction caractéristique d’Ahlfors [1] (°).

REMARQUE. — Si S elle-méme est greenienne, on peut prendre G = S.
Alors, toute application conforme de R dans S est de caractéristique bornée,
puisque (;s (f(p), q9)  est surharmonique en p dans R. Donc :

TurorEME 3. — Toute application conforme f d’une surface de RIEMANN
R dans une surface de RIEMANN S qui posséde une fonction de GREEN est
de caractéristique bornée.

D’autre part, le critére d’hyperbolicité de BRELOT-OHTSUKA (cf. [19],
p- 117) montre que

THEOREME 4. — S’il existe une application conforme de caractéristique
bornée de R dans S, la surface R posséde une fonction de GREEN.

(9) Une telle extension 4 également été faite par R. NEVANLINNA [18] chap. VI, § 4,
mais seulement dans le cas ou o est la « distribution d’équilibre » de K.
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4. — DEFAUT. EXTENSION DU THEOREME DE FROSTMAN

Les définitions précédentes ameénent a étendre la notion de défaut aux
applications conformes. Pour tout point ¢q de S—{f (p)} (en supposant
toujours p fixé dans toute la question) nous appellerons défaut de la valeur.
q pour f la quantité

. Ne(p ) . . curc(p,q)

3 =1 - lim sup —p—~* = lim inf 22" =

@ Feg PT, o) Feg T(E 9

Lorsque f est de caractéristique non bornée, le théoréme 1 montre que .

le défaut 8§ (q) ne dépend pas de G; pour toute mesure o du type indiqué

N . . ur.G (P, (1)
lus haut, on a encore 3(¢) =Ilim inf ————-=
p @) Fed T* (F)

Or la fonction —lilii,GT((’%i—)(]—)— est un potentiel de Green dans G, et la

. 1
mesure associée oy a pour masse totale W donc converge vague-

ment vers 0 quand F tend vers R en décrivant § . Comme le filtre des

section de F est a la base dénombrable, on a encore, pour toute exhaustion
(R,) de R,

N . ur,c (p, q)

il résulte alors des théorémes de convergence de H. CARTAN ([6], th 4 et 6)
que § (g) est quasi-surharmonique, sa régularisée étant le potentiel dans
G de la limite vague des o,, c’est-a-dire 0. § (q) est donc nulle quasi-
partout dans G; comme G est arbitraire, on a :

THEOREME 5. — Lorsque | est de caractéristique non bornée, 'ensemble
des valeurs de défaut > 0 pour f est de capacité nulle.

En particulier, ’ensemble des valeurs omises par f est de capacité nulle
(ce que montre aussi le théoréeme 3).

Si R est greenienne, on voit méme que l'ensemble des valeurs prises
par f un nombre fini de fois est de capacite nulle.

En effet, pour une telle valeur Ny (p, g) reste borné, donc 8 (q) = 1.

5. — APPLICATIONS DE CARACTERISTIQUE BORNEE
Si f est de caractérislique bornée, Nr(p.q) :Fli"cl-NF (p, 9) est finie
€Y

pour tout q #f (p). Inversement, le théoréme 5 montre que :
Pour que f soit de caractéristique bornée, il suffit que N: (p, q) soit
finie pour un ensemble de valeurs q de capacité (strictement) positive (*°).
On peut établir pour les applications conformes de caractéristique
bornée un théoréme analogue a celui de NEVANLINNA-FROSTMAN sur les

(10) Cela résulte encore des considérations de la fin du § 3.
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limites radiales (cf. [¥], [8]). Nous considérons ici, plus généralement,
les limites sur les lignes de GREEN issues d’un pdle donné p € R. Renvoyant
au mémoire fondamental [4] de M. BreLot et G. CHOQUET pour une étude
plus compléte, nous rappellerons simplement les définitions et résultats
suivants : on appelle lignes de GREEN les trajectoires orthogonales des

P _
g’R -

si (& y décroit de + oo a 0; la mesure de Green sur I’ensemble des lignes
de GREEN (notée ici y) est égale & la mesure harmonique en p sur I'ensemble

courbes de niveau I'p. = : une ligne de GREEN est réguliére

. . . . p
de leurs intersections avec T, = relativement au domaine 4,, , = CB’R > ocg ;

Pensemble des lignes de GREEN non réguliéres est de y mesure nulle.

On a alors I’énoncé suivant, qui généralise aussi le théoreme 27 de
M. BreLoT et G. CHOQUET (4] :

THEOREME 6. — Soit une application conforme de caractéristique bornée
de R dans S et soil E un ensemble de capacité nulle de points de S. L’ensem-
ble des lignes de GREEN réguliéres issues de p sur lesquelles [ tend vers une
limite appartenant a E, lorsque @PR tend vers 0, est de mesure de GREEN
nulle.

Supposons d’abord E compact. Soit K un compact de S—E, a points-
frontiére réguliers pout S— K. Il existe une fonction U sousharmonique
continue positive dans S — K, valant + o sur E, et harmonique au voisi-
nage de la frontiére de K, ou elle s’annule (*1). Si on la prolonge par 0 sur K,
la fonction U est sousharmonique dans un voisinage de K. Soit ¢ la mesure
positive associée a U dans ce voisinage. Pour tout domaine F de R, la fonction

der U () + /va (r,q)ds(q) est surharmonique dans F; on a par consé-

quent :

SUGE)dl O <UGE) + [ Nepq) de (9)

Comme /NR (p»q) ds(q) est <<+oo , d’aprés les considérations du § 3, on

aura, en prenant F = A, , et en appelant r, , le poinf d’intersection de
T, « avec la ligne de GREEN [ :

SUGE»dO<LTE @) + [ Nulp, 9de (@)

de sorte que la fonction U.f ne peut tendre vers + oo que sur un ensemble
de lignes de GREEN de mesure nulle, d’aprés le lemme de Fatou (12). Or les
lignes de GREEN sur lesquelles U.f tend vers + o sont celles sur lesquelles

(11) 1’existence d’une telle fonction, avec harmonicité dans S — (K v E) ‘résulte
du théoréme ’Evans; nous la prenons seulement surharmonique afin que la démons-
tration reste valable pour le théoreme 6 bis.

(12) Cf. N. Boummaxi, Intégration, chap, IV, § 1, coroll. de la propos. 14.



FONCTION CARACTERISTIQUE D UNE APPLICATION CONFORME 185

f tend vers un point de E, puisque U est borné hors de tout voisinage de E,
et que cet ensemble est totalement discontinu.

Si E n’est pas compact, soit J I’ensemble des lignes de GREEN sur
lesquelles admet une limite appartenant 4 E. D’aprés le théoréme d’Eco-
ROFF (13) il existe pour tout z >0 un ensemble compact B c Jf tel que
Yy (b — PB) << <, et que la convergence de [ (ri,.) vers sa limite
f* (1) soit uniforme pour ! € $ . La fonction f* (I) est alors continue sur
% , donc transforme B en un ensemble compact E’ — E. E’ est encore de
capacité nulle, et par conséquent $ est de mesure de GREEN nulle. Comme

¢ est arbitraire, on a aussi y (1) =0.

Si S est une surface de RIEMANN non greenienne, on peut étendre le
théoréme précédent a la « frontiére idéale » de S.

THEOREME 6 bis. — Si f est une application conforine de caractéristique
bornée de R dans une surface S non greenienne, 'ensemble des lignes de
GREEN réguliéres issues de p sur lesquelles f (r) « s’éloigne a Uinfini » sur
S quand (jn (p, r) —> 0 est de mesure de GREEN nulle.

La démonstration est la méme. Il suffit de montrer qu’il existe une fonc-
tion U convenable. Or, soit (S,) une exhaustion de S, telle que S’ - K; soit

U. (q) la fonction sur S égale a 0 dans K, & 1 dans CSn‘ , et 4 la mesure har-

monique de la frontiére de S, relativement a S, — K, dans ce dernier domaine-
En supprimant au besoin un certain nombre de termes dans la suite (S.),

on peut supposer que Eu“ (9) converge sur S (il suffit que cela ait lieu

~en un point ¢ eCK);la somme de cette série est alors la fonction U (q)
cherchée, cér elle est souharmonique dans S,, surharmonique dans cK et
el.le tend vers + o quand ¢ tend vers la frontiére idéale de S, puisqu’elle
est > n dans CS,,,

Nous allons examiner maintenant le rapport qui existe entre les notions
introduites ici et celle d’application de type Bl ([11], § V). Nous avons
remarqué plus haut que si f est de caractéristique bornée, Nr (p,q) est
finie pour tout g = f (p). Si G est relativement compact, He,c(p.q)=limFeJF
Hrc (p. Q) est également finie, donc urc (p,q) tend vers une limite finie
ugrc (p, 9) , qui vérifie la relation

Ge (f (), @ = Nrp. 9) — Hea (P, @) + urc (P, Q)

Comme au § 2, nous désignerons par Uy, (p, ¢) la régularisée s.c. i
de u, ; (p,q) .Onavuque, pourqfixe uy, (p, q) et v, (p, ¢ sont
des fonctions harmoniques positives de p dans R; la seconde est quasi-
bornée. '

(13) Ibid., chap 1V, § 5, théoréme 2.




186 M. PARREAU

D’autre part, soit Q I'image réciproque de G par f; en étendant aux
ensembles ouverts les notions définies dans [11] et dans les paragraphes
précédents, on peut écrire, lorsque p € Q, ¢ € G

Go(f (p)s @) = Na(p, @) + teg (p, 9).
Uy (p, @) est dans chaque domaine composant de Q la fonction définie par
HEeins (pour la restriction de f a ce domaine); V,s (P, q) est donc sa
composante quasi-bornée. La nullité de I'une ou l’autre de ces fonctions
équivaut au fait que [ est de type Bl, ou de type Bl dans G.

Nous allons voir qu’on passe des fonctions Up 6 (P, q) et Vra (p q) 4UX
fonctions u,q (p.q)et Vyo (ps q) et réciproquement au moyen des applica-
tions Ao el o de M. HENs ([11], § II, p. 442). Rappelons que si h est
harmonique positive dans Q et s’annule contintiment & la frontiére po (h)
est la plus petite fonction harmonique positive sur R qui majore h dans Q.

On a alors :

THEOREME 7. — Pour q fixe, les fonctions Up (p,q) el Uy 6 (p, q)
sont les images par po de u, . {(p,q) et v, (p,q).

Pour le démontrer, nous étendrons les applications o et we aux

espaces de fonctions surharmoniques positives. Lorsque v est harmonique
sur R, il est facile de voir que

o (W) (p)=u(p) — v/u d o,
Cette formule s’étend sans modification aux fonctions surharmoniques;

p . 14
elle donne en particulier o /@ °> =G *
\" R da
Pour un potentiel de GREEN, on aura donc 7o (U;) = U;” en appelant
6o la restriction de o a4 Q. ’

p .
Inversement, si p, € Q on est amené de facon naturelle & poser wo <gn°>
p

= (j °  (par exemple, en otant de la surface R le point p,, ce qui ramene
R :

. op
au cas harmonique); si p, € CQ on aura évidemment pe <(3 °>: 0. Plus
Q

généralement, on posera po (U[;) = Uz pour toute mesure de Rapbon -
sur  qui se laisse prolonger en une mesure sur R. On notera qu’ici encore
*a o po est lapplication identique, tandis que les potentiels de GREEN
invariants par we o i sonl ceux des mesures pour lesquelles 2 est un
noyau-de masses.

Pour une fonction ¢ surharmonique > 0 dans Q s’annulant continument
a la frontiére, v (v), définie par linéarité, est la plus petite fonction surhar-
monique positive sur R qui majore ¢ et dont les masses associées com-
prennent celles de g.
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Dans ces conditions, il est clair que pour ¢ € G I'image par po de
Ge(f(p).q) est Swa (p, q) = G (f (p).@)+Hr,c (p, ), alors que celle de No(p,q)

est N« (p, q), puisque le support de v, est contenu dans Q; d’ou le

théoréme dans ce cas. D’autre part,si ¢ € c G, uoc (p, q) et upe (p, Q)

sont nulles.

Enfin v*% (p, q) est la limite des moyennes de uuc (p, g), de sorte
que P’on arrive au résultats indiqué par deux applications du théoréme de
LEBESGUE (pour h harmonique, v, (h) s’obtient comme limite croissante
d’intégrales) (). )

CoROLLAIRE : Pour que [ soit de type BI (resp. Bl,) dans un domaine G
rencontré par f (R), il faut et il suffit que ur,c (p, q) soit singuliére (resp.
nulle) ; pour que f soit localement de type BI (resp. Bl,) il faut et il suffit
que la condition précédente soit vérifiée pour tout G.

Ce qui précéde permet de préciser le lien entre la théorie de HEINS et
celle de LEnTo. Si 'on considére I’ensemble d’accumulation de f suivant
les lignes de GREEN de R (ou presque toutes les lignes de GREEN), les résul-
tats de LEnTo ({14] [15] [17]) peuvent étre exprimés comme suit dans la
terminologie de HEINS :

THEOREME 8. —- Soit [ une application de caructéristique bornée de R
dans S el soil A Uensemble d’accumulation de [ suivant les lignes de GREEN
réguliéres issues d’un poinl p € R (ou seulement suivant un ensemble de
lignes de GREEN réguliéres dont le compléﬁzentaire est de mesure de GREEN

nulle). L’application f est de type Bl dans lout demaine composant decK

rencontré par f (R).
En effet, soit G un tel domaine, (3(; (f(r), q) tend vers 0 avec gﬂ (p, 1)
sur presque toute ligne de GREEN réguliére; comme

ure (1, ) < Ga (f(r), @) + Hre (1. q)

toute fonction harmonique positive bornée qui minore urc (r, q) est nulle,
d’apres le théoréme 25 de M. BRELoT et G. CHOQUET [4] et le théoréme 1 bis
de ma Theése [19].

En particulier, si A est vide (et on se raméne a ce cas si A est de capacité
nulle), le résultat précédent est valable pour G = S, cette surface étant aiors
greenienne en vertu du théoréme 6 bis. Donc

COoROLLAIRE : Si f est de caractéristique bornée el si f (r) s'éloigne a
Pinfini sur'S suivant presque toute ligne de GREEN réguliére issue de p, f
est de type BI.

(14) 11 en résulte que Vyxq (v, q) est la composante quasi-bornée de u r.e (0, @),
puisque po transforme une fonction quasi-bornée (resp. singuliére) en une fonction
quasi-bornée (resp. singuliére),
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6. — FONCTIONS MEROMORPHES DANS LE DISQUE UNITE;
APPLICATION A LA CLASSIFICATION DES SURFACES DE RIEMANN

Dans le cas des fonctions méromorphes dans le disque unité, on peut
établir une réciproque du théoréme 8.

En effet, soit f (z) une fonction méromorphe et de caractéristique bornée
dans D = {TZT < 1}. D"aprés le théoréme de FATOU-NEVANLINNA, elle posséde
une limite radiale f* (¢) en presque tout point ¢ de (|z] = 1}. En utilisant
la formule (4) du § 2, on voit que :

THEOREME 9. — Si f (z), méromorphe et de caracléristique bornée dans
le disque unité, est de type Bl dans un domaine G du plan complexe, U'en-
semble des points €° en lesquels [* (¢*) € G est de mesure (linéaire) nulle.

Soit w un point « ordinaire » de G pour f (c’est-a-dire un point tel que
upc (z, w) = 0) Comme

upc (0, w) = lim
rl

1 m o
s Gaae)m

on a q z (f* (¢*)) = 0 presque partout, d’onl le théoréme.

On en déduit qu'une fonction méromorphe el de caractéristique bornée
dans le disque unité ne peut étre localement de type Bl dans le plan com-
plexe tout entier.

En effet, on peut recouvrir le plan complexe par deux domaines gree-
niens G, et G,. Si une fonction méromorphe f de caractéristique bornée dans
D était de type BI dans G, et G,, « presque toutes » ses limites radiales ne
pourraient appartenir 4 aucun de ces deux domaines, ce qui est absurde.

Ce résultat s’étend aux fonctions définies sur une surface de Riemann

quelconque. Soit R une surface greenienne, R son revétement universel
identifi¢ 4 D, p (z) la projection canonique de R sur R. A toute fonction f
méromorphe dans R, on associe la fonction f méromorphe dans D définie

par f(z) =flp(2)]: f est de caractéristique bornée en méme temps que f
([19], p. 180 et 190), et est de type Bl en méme temps que f ([11], théoréme

21, 1). L’impossibilité signalée pour f s’étend donc a f. Ainsi :
THEOREME 10. — Une fonction méromorphe de caractéristique bornée
ne peut étre localement de type Bl dans tout le plan complexe.

Application & la classification.

Suivant les notations de L. Sario [20] nous désignerons par 0., (resp.
‘OAM ) les classes des surfaces de Riemann sur lesquelles n’existe aucune
fonction harmonique bornée (resp. aucune fonction méromorphe de carac-
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téristique bornée) non constante (*3). Un théoréme de HeEinNs ({11], th. 18, 1)
montre que si R€ Oup toute fonction méromorphe non constante sur R est
localement de type Bl. On déduit donc du théoréme 10 que

THEOREME 11. — La classe 0., est contenue dans la classe OAM

HB

L’inclusion de 0,, dans O, est stricte. On peut construire en effet une
surface de Riemann qui appartqient a la seconde de ces classes sans appar-
tnir a la premiére. Par exemple, si R, est une des surfaces de Riemann cons-
truites par HEINS dans son mémoire {9] (§ 2, p. 298 et § 6 p. 305; dans les
deux cas, il s’agit d’'un revétement ramifié hyperelliptique du plan des z,
sur lequel on a « greffé » une infinité de feuillets ¢,) on peut prendre pour
R = R, — A, A étant un disque fermé tout entier contenu dans un seul des
g.. Le raisonnement de P. J. MYRBERG (Ann. Acad. Sc. Fen, A, 1, 58) montre
en effet que toute fonction méromorphe f a caractéristique bornée sur R est
une fonction uniforme de z (donc une fonction rationnelle) (1¢), mais alors,
puisque R, est non gréenienne, f ne devrait prendre toute valeur complexe
qu’un nombre fini de fois au voisinage d’un point de R ou de la frontiére
idéale de R, (*7), ce qui n’est pas le cas puisqu’il y a une infinité de feuil-
lets o..

(15) 11 s’ait des classes appelées Cap et (CaM, dans ma thése.
(16) cf [19] pp. 192-193. .
(17) En effet (311;' admet une borne inférieure >> 0 dans un voisinage convenable

de tout point de R ou de la frontiére idéale de R,; la finitude de Nr (p, q) entraine
donc celle de S m (p, q). )
pekR
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