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NON-UNICITE DES SOLUTIONS D’UNE

EQUATION D’EVOLUTION NON-LINEAIRE

Pierre Baras (1)

Annales Faculté des Sciences Toulouse

Vol V,1983, P. 287 à 302

(1) Laboratoire IMAG, B.P. 68, 38042 Grenoble Cédex - France.

N
Résumé: Soient y > 1, et N un entier tels que 1 -(y-1 )  inf(y,(y+3)/2) et S~ une boule de

du 2
RN. Nous montrons que l’équation du dt-0394 u = I u |03B3-1 u u ( ) 0 = u I 

~03A9 
= 0 q ui admet, pour u odt

dans positive radiale décroissante une seule solution maximale u m appartenant à

C([o,Tm[ ; a une infinité d’autres solutions de durée de vie o  T  T arbitraire, apparte-
nant à C([O,T[ ; pour q - (y-1 ).

2

Summary : We prove a non-uniqueness result for a parabolic semi-linear equation. If

1  N y±3 N au -1  - (03B3-1)  (y, ) and 03A9 is a ball of IR , the equation  - 0394 u - u I u |03B3-1,2 2 ât
u(o) = uo, u I a~ 

= 0 possesses an infinite number of solutions such that lim Il u(t) - u o Il 
q 
= 0

where 1  q  N (y-1 ) . t 0

2

INTRODUCTION

’On considère l’équation d’évolution suivante:
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Q est un ouvert borné de RN de frontière r régulière.

Les conditions d’existence d’une solution locale ou globale de cette équation ont été

étudiées par de nombreux auteurs (cf. [4] ). Le problème abordé ici est celui de l’uncitié de ces

solutions. Dans le cas 03A9 = RN et uo = 0, A. HARAUX et F.B. WEISSLER (cf. [2] ) ont montré
l’existence d’une solution globale non triviale et positive pour des valeurs 7 telles que

1  N (7-1)  7+1. Notre but est d’étendre ce résultat au cas où il est une boule de RN et u
positive, radiale, décroissante.

La méthode utilisée oblige à se restreindre au cas où 7 vérifie :

Etant donné u appartenant à on rappelle que le problème (1 ) a une unique
solution maximale u telle que :

Nous montrons que pour chaque T, 0  T  Tm, il existe une autre fonction u solu-

tion du problème (1 ) avec :

Dans une première partie nous établissons quelques résultats préliminaires et dans une

seconde partie nous prouvons le résultat principal.



1. RESULTATS PRELIMINAIRES

N

. 

Nous supposons ici Z (y-1 ) > 1, SZ est un ouvert borné de RN de frontière r régu-
Hère. Une solution sur [O,T] de (1) est une fonction u de X (O,T)) telle que :

Lorsque u~ est dans L~ (5~~, toute solution appartient à C([o,T] ; est le

semi-groupe engendré par A, avec condition de Dirichlet nulle et a les propriétés régularisantes
suivantes :

Il Il 
p désigne la norme de LP(Q).

PROPOSITION 1. Soit p >- (y-1 ) et uo  0 appartenant à Lp(S2).

la) Il existe Tm > 0 et um appartenant à C([O,T m[ ; LP(Q)) n 
solution du problème (1). Si Tm  + ce, lim "um(t) " p = + ce.

t~Tm
76~ Il existe une constante c(p) > 0 telle que :

1 c) ll existe deux constantes strictement positives c’(p) et c telles que si T vérifie : :
., 

1d) 11 existe une constante co > 0 telle que si 11 uo 11 
N(03B3-1)/2  co alors :

Si p > y, pour tout T  Tm’ , um est la seule solution de (1) appartenant à
~°°(Lo~TI ~ . 

’

Démonstration. Soit la suite un définie par :



Soit (m,r) dans R tel que :

(4) implique :

Soit T vérifiant :

On vérifie alors par récurrence que :

puisque 0, la suite un est croissante, elle converge donc vers une fonction u vérifiant :

Démonstration de la). . On fait m = p, r = py. 10 implique alors que u7 est dans L1 
En passant à la limite dans (7), on vérifie que u satisfait (3) ; u est donc solution de (1 ) et appar-
tient à C([0,T [ ; On prolonge u en une solution maximale continue dans LP(n) notée ume
Soit [O,T m[ son intervalle de définition.

Si lim inf Il u(t) Il p = A  + ~ et si TA > 0 satisfait (9) dans lequel on a fait
t - Tm

Il uo Il m = 2A, on peut trouver to dans [Tm - TA/2,Tm[ tel que Il u(to) Il p  2A ; la démonstra-
tion précédente affirme l’existence d’une solution de (1 ) de donnée initiale u(to) et appartenant
à C([o,TA] ; on peut donc prolonger u à l’intervalle [O,T m + TA/2] , contradiction, et
donc :

Pour montrer que u m appartient à X ), admettons pour l’instant le 1 c).
Soit E > 0, puisque um appartient il existe h > 0 tel que :



(6) appliqué avec q = + 00 et u(to) permet de conclure que um(t) est uniformé-
ment bornée dans sur tout intervalle de la forme [to + inf(6,h)/2,t + h] pour tout to
dans u appartient donc à L~(S2 X (e,Tm-e)) pour tout E > 0 d’où le résultat (um a
toute la régularité qu’autorise l’application x -~ xy (cf. [3])).

Remarque 1. On a montré ici que um(x,t) est borné sur il X [e,T-e] par une quantité ne dépen-
dant que de la forme de um dans et de p > N (y-1 )/2.

Démonstration du 76). On fait encore m = p, r = py, comme Tm est supérieur à tout T vérifiant
(9), on a (5).

Démonstration du lc). Il 1 suffit de démontrer (6) pour q = p et q = + ce. Pour q = p, on a :

on conclut grâce à (9) et (10) où l’on a fait m = p, r = p7.

N
Pour q = et si p > - y, (8) permet r = et m = p et (9) et (10) donnent encore

le résultat.

N
Si p  y, soit a tel que :

On définit une suite qi en posant :

On vérifie alors qu’il existe un entier k tel que qk > 0 et qk+1 1  0, on vérifie aussi

que pour i = 1,2,...,k-1 et (qk, + oo) satisfont (8).
Dans (9), le facteur de Il uo Il m ~ T~-N(y-1)/2m reste borné lorsque (m,r) décrit

~qk ~ + °°~ l par un nombre noté b.

Soient t > 0 et i E f 1,...,k-1 ~, on a en appliquant (9) et (10) : :

pour tout t > 0 vérifiant :



d’où, en regroupant les inégalités :

pour tout t vérifiant une inégalité du type :

où c est une constante convenable, d’où le résultat.

Démonstration du ld). Soit m =N 2(03B3-1) et r vérifiant (8), (9) s’écrit Il uo Il N(03B3-1 )/2  c(7’r) = co
et dans ce cas u(t) est définie pour tout t > 0. D’après 1 a), on a u(t) = um(t) sur [O,T m[ on aura

Tm = + 00 si on montre que Il u(t) Il reste bornée pour tout t > 0, ce qui sera acquis en montrant

que lim Il u (t) Il 
~ 

= 0. On a, d’après 1 c) :
t --~ +ce ...... Il

N
ce qui autorise un choix de h > 0 indépendant de t ; en effet, d’après (10) (avec m = 2 (y-1)) :

ce qui prouve que lim Il u(t+h) Il 
~ 

=0 et que Il u(t) Il’00 est uniformément bornée sur

[2h,+ 00 [. u(t) appartient donc à C([o,+ ~ [ ; LP(Q)) puisqu’on peut avoir choisi h tel que

2h  Tm, d’où le ld). .

Démonstration de le). On suppose ici p > ~. Soit v une autre solution de (1 ) appartenant à

LP(Q)), et soit A un réel tel que :

Ona:

mais puisque p > 7 :

On a donc, grâce à (4) :



ce qui n’est possible pour t petit que si u = v.

il est maintenant une boule de Si u 0 est positive radiale décroissante et vérifie
les hypothèses de la proposition (1 ), um est aussi positive radiale décroissante puisque toutes les

un le sont.

PROPOSITION 2. Si u est une solution positive radiale décroissante de (1 ~, il existe des constantes
c telles que :

En corollaire de cette proposition, on obtient des résultats de non-existence. Par exem-
ple :

COROL LA I RE 1. Si uo est positive, radiale et décroissante et n’appartient pas à pour un

q  - (y-1 ), alors ( 1 ) n’a pas de solution positive.
2

COROLLAIRE 2. Le problème (1 ) n’a pas de solution positive si uo est une masse de Dirac à
l’origine.

Démonstration de la proposition. On sait que si il existe u solution de (1 ) sur [O,T] alors (cf. [4] ) :

où c(y) est une constante ne dépendant que de y. On a donc :

(11) sera la conséquence du lemme suivant.

LEMME 1. Soit a > 0, si v appartenant à L 1 est positive radiale décroissante et vérifie :

v) (x)  C pour tout (x,t) dans il X 0 T ]



alors ;

, , 
d iam il

où k > 0 ne dépend que de N et où R  - .
2

Démonstration du lemme. Soit r~ une fonction régulière positive, radiale, décroissante à support

compact telle que :

(une telle r~ existe si k est assez grand). En posant =~7(~x), on a :

d’où:

, 
2

dès que supp r~~ est inclus dans S~, c’est-à-dire À ~ ." 

L’hypothèse du lemme implique alors :

mais v(x) ~ v ( À sur d’où :

On obtient le lemme en posant :

(12) se dédùit de (11 ) par intégration.

Pour obtenir (13), on multiplie (3) par r~~ et on intègre, on a :



2
On en déduit que pour ~ > - , on a :

diam 03A9

2
En fixant À = 03BBo > - , T’  T et ro > 0 tel que ~03BBo (ro) > 0, on obtient :

’ d iam Q " o

Le membre de droite est majoré indépendamment de u et t e [0,T’] d’après (11)
d’où (13).

Démonstration des corollaires. Le corollaire (1) est une conséquence de (12) appliquée en t = 0.

Quand 5 est une masse de Dirac à l’origine, e~ 6 est positive radiale et décroissante
et plus petite que la solution éventuelle, on aurait donc à cause de (12) Il e~ ô Il  + ce pour

tout q tel que : 1 q 2014 (y-1 ) et t  0. Ce qui est faux, d’où le corollaire 2.

PROPOSITION 3. Soient 03B3 tel que 1  N 2 (03B3-1)  inf (7,-2014) ) 
u positive radiale décroissante telle qu’il existe uo e L1(03A9) telle que u soit solution de (1) sur
(OJ)}. Pour tout 6 > 0, E-~ est borné dans C X ]6J-Ô [ ).

Démonstration. D’après les résultats de régularité classiques et [3] , , il suffit de montrer que E-r-
est borné dans X (6J-6)) pour tout 6 > 0. On procède par l’absurde, soit 6 > 0 et u
une suite non bornée d’éléments de Ey. Les u~ vérifient (11), (12), (13) et d’après la compacité
de l’opérateur «solutions (cf. [1] ) ) forment donc un ensemble relativement compact dans
L~ (Q X (0,T’j )) donc, encore à cause de (13) dans X (0,T’j )) pour tout s tel que 1  s  7 et

N
Pour la suite, on fixe s vérifiant - (7-1)  s  inf(7,(y+3)/2). On peut donc extraire

une suite notée encore un convergeant vers u presque partout et dans X (0,T!,)) ; u vérifie
encore (11), (12), (13). Recommençant le raisonnement pour une suite et par extraction

diagonale, on peut supposer que les convergences ont lieu pour tout T’  T.

Soit 5 > 0. Puisque un converge vers u dans X (O.T-~/2)), il existe t. et t~
tels que :

t~ appartient à [0,5/4[ et sup !! Il  ce

n

t~ appartient à et sup M un(t2) Il  oo

n



1 c) implique alors qu’il existe h, 0  h  5/4, indépendant de n tel que

On peut donc trouver un nombre M tel que :

Si on pose :

il existe alors A et t2 E tels que pour tout n :

du~
En multipliant par un puis par 

- et en intégrant, on obtient:
dt

On en déduit pour 0  to  t~  T :

Lorsque to 
= tl + h/2 et t; = t~ + h, d’après (14), le membre de droite reste unifor-

mement borné. II existe donc un nombre B tel que :

De plus, ti appartient à l’intervalle [o,b/2] (puisque tl et h sont inférieurs à 5/4).

En intégrant (17) entre t~ et t2’ on obtient :



(17) implique que E(u~(t)) est décroissante, on déduit donc de (16) et de la première
ligne de (18) qu’on a :

d’où :

La suite un est donc uniformément bornée dans L°°((8/2,T-8) : L~y+3)/2). L’hypo-
thèse (2) implique N(y-1 )/2  (y+3)/2 ; 1 c) s’applique avec p = (y+3)/2 et les mêmes arguments
que dans la démonstration de 1 a) prouvent que les un sont bornées indépendamment de n dans

X (8,T-8)) (cf. remarque n° 1 ).

II. - NON-UNICITE DES SOLUTIONS DE (1)

On se propose d’établir le théorème suivant :

THEOREME 1. Soient y tel que 1  2 (y-1 )  inf(y,(y+3)/2) et uo positive radiale décroissante
appartenant à Ly(52), soit um la solution maximale de (1 ) appartenant à C([O,T m] ; L7(St)).

(a) Pour chaque T dans ]O,T m[ , il existe une fonction u solution de (1 ) distincte
de um. . u est positive radiale décroissante, u ~ um et :



(b) Si Il uo Il )~2  , Tm = + ce et il existe une fonction u solution globale
de (1 ) distincte de um. . u est positive, radiale décroissante et u > um. On a :

u vérifie (19), (20) et :

Soient u vérifiant les hypothèses et ~ une fonction régulière positive radiale décrois-

sante à support dans S2. On pose uoa 
= 

u + arl où a est un réel positif et on appelle ua(t) la

solution maximale unique définie sur [O,T m(a)[ vérifiant ua(0) = uoa et appartenant à

C([O,T m(a)[ ; n X ]O,T m(a)[ ).

PROPOSITION 4. (4a) a ~ T m(a) est décroissante continue de R+ vers [O,T m] (Tm ~ + ce)
Tm(o)=Tmet lim Tm(a) =0.

(4b) a - u~(x,t) est croissante continue de [0,+ ce[ vers C(... ; ; Ly(S2)). (i.e. V 1 inter-

valle de R+ et V T  inf T(a), 03B1 ~ ua(x,t) est continue de 1 vers C([O,T] , Ly(S2))).

Démonstration. 03B1 ~ uoa et um sont deux applications croissantes, 03B1 ~ Tm(a) et 03B1 ~ ua(x,t)
sont donc respectivement décroissante et croissante. Montrons qu’elles sont continues.

Lorsque an t a, T(an) et ua 
n 

convergent vers et u a _. Puisque T(03B1n)  T(a)
les uan appartiennent à et sont donc uniformément bornés dans X ]8,T(â ) -b[ )

d’après la proposition 3. Comme sur [0,8] pour 8  T(a), u est majorée par ua’ on obtient que
n

u _ , limite des , est solution de (1) avec donnée initiale uoa et appartient à

C (n X ]O,T(â )[ ) et X (O,T(â ) -8)), V 8 > 0. On déduit alors de 1e) que u _= u« sur

[0,T(a)[ et de la maximalité de T(a) que T(cx ) = T(a). Si maintenant 03B1n 1 a soient T(a+) et u a +
les limites de T(an) et ua . Puisque ua est une suite décroissante de fonction positive de

, 

’’ 

n n

C ([O,T[ ; pour T  T(a+), on a immédiatement ~ T T(a+).
On vérifie avec (3) par exemple, que u«+ est solution de (1 ) de donnée initiale uoa. Admettons

pour l’instant que T(a~) = T(a). Dans le cas an t a comme dans le cas an 1 a, u est une suite
monotone de fonction de C ([O,T] ; qui converge vers un élément de C ([O,T[, 
la convergence a donc lieu dans cet espace pour tout T  T(a) d’où le 4b). Pour montrer que



T(a ) = T(a), on procède par l’absurde. Supposons T(a+)  T(a) et appelons
A = sup II ua(t) II y. Soit TA un réel strictement positif vérifiant (5’) dans laquelle on a fait[0,T(03B1+)]
p = y, Tm = TA et ~ uo Il p = 2A. Puisque uan (t) converge vers ua(t) dans C([O,T] ; pour

tout T  T(a+), il existe n et to dans l’intervalle [T(a+) - TA/2, T(û!~)] tels que

Il uan (to) Il 
y 
 2A.

La proposition (1 ) permet alors d’affirmer que cette ua se prolonge à l’intervalle

[O,T(a +) + TA/2] . Mais elle n’est définie que sur et T(o!~) puisqu’ici an  a :
contradiction.

Reste à montrer que lim Tm(a) =0. Si ce n’était pas le cas, d’après (14), il exis-
03B1 ~ +~

terait t > 0 tel que pour tout a > 0 :

ce qui est impossible puisque 17 ~ 0 et 17 > 0 (on fait c~ -~ +ce) . 4a) est établi.

Démonstration du théorème (a). Soit maintenant nn une suite de fonctions régulières, positives,
radiales, décroissantes telles que supp = B(0,1 n)={x / Î x |1 n}, et T fixé dans ]0,T [. D’après
la proposition 4, il existe an > 0 tel que la solution maximale un de (1 ) de donnée initiale

ug = u~ + et appartenant à C ([o,T[ ; ait une durée de vie égale à T. Soit Sk > 0
tendant vers 0 quand k -~ la proposition 3 implique que les un sont uniformément bornés
dans X [s ,T-~b ] ) pour tout k. Par extraction diagonale, on peut donc extraire une sous-
suite encore notée un qui converge vers u dans C 1 (S~ X [b,T-s] ) pour tout S > 0. On a par
passage à la limite :

Enfin u étant limite des un vérifie aussi (11 ), (12) et (13) grâce au lemme de Fatou.

A cause de (12) et parce que e~t est compact pour t > 0, il existe L dans et

une suite sn -+ 0 tels que :

- u(sn) converge faiblement vers L dans 
- u(sn) converge vers ètL dans 

Comme uy appartient à L~ (S2 X (O,T’)) pour tout T’  T (c’est (13)), on a, en faisant
s = sn -+ 0 dans (24) :



On va montrer que L = u pp x dans Q. On a pour 4J fonction C°~ à support compact
inclus dans Q et puisque un est solution de (1 ) :

Si 03A6 = 0 sur une boule de centre 0, on peut, grâce à (11 ) et au théorème de Lebesgue,
passer à la limite. On obtient :

Par ailleurs, (23) permet d’écrire :

En comparant ces deux égalités après être passé à la limite dans la seconde, on

constate :

pour toute fonction 4J nulle sur un voisinage de 0, d’où uo(x) = L(x) presque partout, u est donc
solution de (1 ), u(0) = De plus, (24) implique maintenant Il uo - u(t) ~1 - 0 quand t - 0 ce
qui, avec (12), donne (19).

Reste à montrer (20) et (21 ). u > u est une conséquence de u~ ~ u V n. Com-
mençons par montrer (21 ). S’il existe p, N(y-1 )/2  p  (y+3)/2, tel que lim inf Il u(t) II =

t->T 
’

= A  + ce, alors puisque un converge vers u dans V S > 0, pour tout e > 0,
il existe n(e) et t(e) appartenant à l’fntervalle [T-e, T] tels que :



Soit TA satisfaisant (5’) dans lequel on a fait Il uo Il 
p 
= 2A, la proposition 1 permet

d’affirmer que un(E) B se prolonge à [O,T + TA - e[ . Mais TA ne dépend pas de E, pour e assez

petit, un(E) se prolongerait au-delà de T : contradiction. On a lim Il u(t) Il p = et u est donc

distincte de u . 
t -~ T

Démontrons maintenant (20). Si lim inf Il u(t) Il  + ce, 1 c) appliqué avec p = q = ~y
’~’

implique lim sup Il u(t) Il  + ce. u(t) resterait bornée dans au voisinage de t = 0, on
’~’

aurait donc, d’après 1 e), u = um ce qui n’est pas le cas, d’où le (20).

Démonstration du théorème (b). D’après le 1 d), il existe une constante co telle que si

Il uo II N (,~-1 )/2 ~ um est une solution globale de (1 ). Reprenons la construction faite au

début. Pour chaque fonction r~, la proposition 4 permet d’affirmer l’existence d’un unique {3 tel

que si (3 ~ a, T m(a) = et si (3  a, T ~)  + ce. u{3 est une solution globale de (1 ). On va
montrer que :

En effet, si il existe to tel que : Il ufj(to) Il N(,~-1)/2  c , alors, d’après 1d),
lim Il ufj(t) Il N(,~1)/2 - 0 et d’après la proposition 4, il existerait c~i > j3 tel que

II N(,~_1 )/2  serait une solution globale de (1 ) (toujours à cause de 1 d)), ce qui

est en contradiction avec la définition de jl

On construit alors comme précédemment u n = uo + fjn 17n ’ où fjn est le nombre qui
vient d’être défini correspondant on obtient ainsi une suite un de solutions globales de (1 )
appartenant à C([0,+ ce[ ; et à C2(Q X [0,+ ce[ ). Soit T > 0, les mêmes arguments que
dans (a) permettent d’affirmer qu’on peut extraire une sous-suite notée 1 telle que u1 n -~ u1
dans C([b,T - b] ; pour tout S > 0, 1 ~ m  (y+3)/2, u1 a les mêmes propriétés que u
sauf (20) et (21). u1 vérifie (25) puisque l’hypothèse (2) implique que la convergence de u1 vers
u 1 a aussi lieu dans C([b, T - §] : )/2 (S~)). 

n

De même, on peut extraire de 1 une sous-suite ayant les mêmes propriétés
que u~ mais qui converge sur [b,2T - 6] V 0 > 0 vers une fonction u2 avec les mêmes propriétés
que u1 mais sur (0,2T) et égale à u1 sur [O,T[ . En itérant le procédé, on obtient une solution glo-
bale de (1 ) ayant les propriétés démandées. En effet, u vérifie (22) puisque pour tout t > 0, il

existe n tel que u(t) = un(t), un(t) vérifiant (25). u est donc distincte de on en déduit (20) de
la même façon que dans le a). La démonstration du théorème est terminée.
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